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1.緒言、国際物理年、動機

2005年はアインシュタインが 1905年に記念碑的な論文を公表してから 100年目に当り、

このことを記念してWorldYear of Physics (WYP)という名称で世界各国でいろいろな

記念事業が計画され、行なわれることは周知の通りである。アインシュタインはこの年の

僅か8ヶ月余の聞に (a)光電効果、 (b)ブラウン運動、 (c)相対性理論という 3つの異なっ

た領域に亘って5つの論文[1-5]を公表している。この仕事によってアインシュタイン

は光が波動のみならず粒子的側面を持っていることを示し [1]、原子の存在の基礎を築き

[2，3ト我々の時空に対する見方を変えた [4]ことは周知のことであるが、その偉大さは、

とれらの結果が膨大な費用を使った実験や難しい数学理論の所産ではなく、深い考察・思

索と直感によって生まれたものであるということである。また、当時誰も持っていなかっ

たこの深い思索が我々の自然に対する認識を変えることを世界に示したことである。そこ

には純粋な学問的動機のみがあり、今日の競争の原理というようなものは全く無かったで

あろう。この仕事は彼の本業(特許庁の業務)の傍ら成し遂げられたということも特筆す

べきであろう。其の他著しいことは、 (a)この年に彼は学位論文[2]を提出しているが、そ

れは溶液のなかの分子の運動を調べてアボガドロ数を求め分子の大きさを計算するとい

うものであったこと、 (b)特殊相対性理論の論文[4]にはreferenceが一つもなく、その題

名は相対性理論を連想させるようなものではなかったこと、(c)その年の最後の論文[5]で

は科学上最も有名な式と世間でも認めている所謂E=mc2が3ページの論文に収められ

ていること等である。

2004年春、 1954年(昭和29年)京大理学部物理卒の同窓会(黄葉一期会)があったが、

そのときWYPに対して黄葉会としても何かやろうという提案があった。その趣旨は黄葉

会のHPを作り、各自がアインシュタインの仕事について物理を専門にしない一般の人達

にも分るような解説をそれに掲載するというもので、あった。そのとき、私は「アインシュ

タインと非線形の世界Jという題目で解説を行うことを考えていた。然し、残念ながら、
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との提案は不発に終わった。この提案を何か別の形で生かすことが考えられるが、既に中

原紀は「電子材料jという雑誌に「アインシュタインと半導体産業jという題目で独自の

随想風の解説を行っている [6]。私は上記題目で一般向けの解説を行う適当な場を直ぐに

は思い付かなかった。そこで、今回は、 Wypの精神には若干反するが、考察を「物性研

究jに投稿することにした。川弓?を迎えてアインシュタインに関する記事が日本を含め

て世界各国でいろいろ紹介されている。そのなかで、 21世紀を見据えた最近の記事のー

っとして 2004年9月に発行された rBeyond EinsteinJという ScientificAmericanの特集

号を挙げておく。黄葉会の影響を受けて思いもかけず、この論説を書くことになったが、そ

こで過去、現在のアインシュタインに関する多くの文献・資料等を渉猟して業績について

それを自己流に纏めて紹介することは私には余り意味のあることとは思われなかった。そ

こで、当然片寄った一方的なものとなるが、アインシュタインの仕事と自分が此迄研究を

行って来た非線形の問題との係わり合いを回想、や興味ある記事の紹介も少し交えて論ずる

ことにした。

1950-1954年の学部学生の頃はアインシュタインの仕事といえば先ず相対性理論が想起

されたが、当時日本では一般相対性理論は物理の極く一部の研究者や微分幾何学等の分

野の数学者の興味の対象ではあっても物理屋の主要な研究題目のーっとなることはなかっ

た。現在は当時と情勢が変り、アインシュタインの業績が物理屋のみならず、一般読者・

聴衆に対してよく解説されている。そして、それは多くの場合、特殊・一般相対性理論、

宇宙論、ブラックホール、統一場等に関する壮大な話題が主であるように思われる。然

し、アインシュタインの数多くの研究成果は現代テクノロジーに対しても?また我々の日

常生活においても、大きなインパクトを与え深く浸透しているということはもっと語られ

でもよいと思っている。また、ブラウン運動の理論に端を発する確率微分方程式は近代経

済学等の分野で重要な課題となっている乙とも注目されるべき例の一つであろう。そして

このことは明司rpの基本精神にも沿っていると思われる。

以下11.では重力場の方程式とソリトン、 III.ではカオス等複雑な運動をする力学系の

量子化に関連した非線形完全格子における局在モードとその量子化、 1V.では photonic

crystalにおける非線形モード、 V.ではopticallattice(周期場を付加されたBose-Einstein 

凝縮体)における非線形モードという 4つの問題を取り上げる。そのなかで、 photonic

crystal、opticallatticeは理論屋からみて興味深い格好の非線形の舞台となっているが、こ

れらは本来実験物理が主体の場であり、新しいテクノロジーへの発展の可能性が期待され

ている。
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11.軸対称重力場の方程式と Heisenbergのスピンモデル

非線形といえば先ず非線形方程式、ソリトン、カオス等が連想される。そのなかで可積

分系を主な対象とするソリトンの問題が若し一般相対性理論に関連することがあればソ

リトン問題の研究者にとってそれはこの上もないことであろう。このようなこととも若干

関連するが、昔興味を持ったことは、ソリトン方程式は流体力学、フラズマ物理学、数理

物理学、物性物理のみならず、生物物理から原子核論、場の理論、一般相対性理論等まで

物理の広い範囲に現れているということであった。つまり、ソリトンの物理をやっている

と物理の殆ど総ての領域の上面を横断的になで斬りすることが出来るのではないかとい

うことであった。

一般相対性理論にアインシュタインの重力場の方程式[7]があるが、それは抽象的且つ簡

潔な形に表されたテンソル方程式であり、ソリトンの研究者がそれに関して何か仕事をす

るためには一般相対性理論の素養を必要とする。然し、軸対称重力場に対してformulate

された Ernst方程式 [8]

(c-c-* -1)ムと=2C*(マと)2， (Re ε)ムε=(マε? 、、，，
J

唱
E
i
，，，E
E

、

は、数学的にも良い形をしているように思われる非線形偏微分方程式であり、ソリトンの

研究者には一般相対性理論の勉強をしなくても取り組める式であった。ここで複素ポテン

シャル乙εの聞には

ε= f+iψ=(と-1)/(と+1) (2) 

の関係があり f，ψは以下の式を満たす

fムf-(マf)2二一(マψ)2，マ・(f-2マψ)= o. (3) 

日本ではこの軸対称重力場の方程式に対して Tomimatsu-Satoの厳密解 [9]があることが

知られていたが、一時期Ernst方程式に対して逆散乱理論[10]、広田の方法 [11]等を適用

した研究が行われた。

その頃、私は共同研究者とともに磁性の問題における Heisenbergmodel 

H=  -"LJ(冗?侃)Sn.Sm (4) 
→→ nm 

の古典版のソリトン的な非線形モードの存在を調べていた[12]0古典スピンベクトルふ=

(S~ ， S~ ， S~) をスピンの大きさを S として回転角。ふ ψぽを用いて以下の形

S~ = Ssin(ゐ)cos(向)，勾=S sin(ぬ)sin(内)， S~ = Scos(ぬ (5)
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に表すとスピンの運動方程式は連続体近似の下で

。=-Js(0)(2 cos(8)マ0・マ<p+ sin(8)ムψ)， 
州仰二 Jsゆ)(ム8-州 8)州 8)(¥7<p)2) (6) 

(7) Js(の=乞2SJ(冗7吊)exp[iq. (吊一任)

となる。此処に

である。定常な場合、即ちふ=内二 Oの場合上の式は

(8) ム8-sin(8) cos(8) (¥7<p)2 = 0 2 cos(8)¥78・マ<p+ sin(8)ム<p= 0， 

となり、そのとき

(9) μ= tan(8/2) exp(i<p) 

で定義される複素ポテンシャルの満たす式はErnst方程式と類似の形

、、z
，，r
nu 

t
E
A
 

，，a
，‘、(μ〆+1)ムμ=2μ本(マμ)2

を取る。 Ernst方程式と古典的Heisenbergmodelの式の類似性はErnstポテンシャルとを

、、.，，
r
-EムーEよ

J

，，、、ごニ coth(B /2) exp( iψ) 

の形に parametrizeしたときの式

(12) 

と(8)式を比べてみても明らかである。私は古典的 Heisenbergmodelにおけるソリトン

的非線形モードの解から、 Painleve方程式 [13]の解と関連付けられる Ernst方程式の解

を得たが(具体形は省略)、それは数学的に興味はあるかも知れないが、相対論的に意味

のあるものとはならなかった。その後、このようなソリトンの問題におけるアナロジーを

用いたアプローチは、それで論文を書くことは出来ても、私の場合落穂拾い的で自分独

自の研究は出来そうにないことに気付き、止めることにした。 Ernst方程式を含むアイン

シュタイン方程式のソリトン的解の研究は現在も続けられているようである。尚、 (6)式

はSU(2)-coherentstate表示と関連があり、超流動を含めた流体力学の方程式との類似性

を持っている。 Heisenbergスピンモデルで記述される系のコヒーレントな状態が実現され

た場合、そのソリトン的解は物理的にも興味あるものとなるかも知れない。
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111.非可積分系の量子化と Intrinsiclocalized mode (ILM) 

非線形格子振動の問題をやっていたとき何時も思ったととは、物理の各方面に現れる調

和振動子の量子化は量子力学のなかでも最も典型的なものの一つであり理論的にもすっき

りしているが、これが非線形振動になると、問題が途端に暖昧なものとなってどうしてよ

いか分らないということであった。その後、アインシュタインが1917年に rQuantensatz 

von Sommerfeld und Epstein]という題名の論文[14]を発表していて、それはこのことに

関係していることが分った。この論文の内容を自己流に分り易く言えば、 Bohrの原子模

型やSommerfeldの量子化の例に見られるように、円軌道や楕円軌道(図 1)、あるいは

もっと一般的に閉じた周期的な軌道を持つ力学系ではその量子化は可能であるが、図2の

ように非常に複雑で閉じない軌道

p 

q 
-1 

-2 

図1. 円軌道、楕円軌道 図2. 複雑な(非線形)運動の軌道

を持つ運動の量子化はどのようにしてやればよいだろうか、或いはそれは不可能ではない

だろうかという問いかけである。

周知のように、 Bohr-Sommerfeldの量子化の条件は

/附ニηh1自由度ぅ /州ニηih 多自由度、変数分離可能 (日)

~J Pid仇二叫それ以外 (同

で表される。アインシュタインは位相空間における線積分を用いて座標によらない量子

化の条件を調べ、位相空間で不変トーラスというものが存在しない力学系の量子化は不

可能であると考えた。当時この論文は全くオリジナルなものであった。 Gutzwillerはア

インシュタインの論文は発表以来40年程の間全く無視されていたと述べている [15]が、

1924年に deBroglieは彼の学位論文でアインシュタインのこの方法を用いたという記事

がある。アインシュタインの考察は今日の chaoticな系の量子化に関するもので、このよ
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うな意味でEinsteinはカオスの分野でも先駆者の一人とみなしてもよいであろう。自然界

の複雑な運動の根底には ubiquitousな非線形性があり、運動の問題で解析的に解けず予

測が困難なものは無数にあると考えられる。非線形力学と線形構造的な量子力学は互いに

相容れず、非線形力学系の量子化は現代物理で最も基本的な課題の一つではないかと考え

ている。

筆者は最近intrinsiclocalized mode (ILM)とそれに関連する問題の研究を行なってい

る[16]01LMは完全(周期)格子に系固有の非線形性がある場合生ずる局在状態である。

完全格子には伝播波のみが存在するということは固体論のBlochの定理 [17]で記述され、

局在状態はそれに不純物や格子欠陥をドーフしたときに生ずるということは物性論の常

識であるが、それは線形の場のみに成り立つ。非線形性と空間構造の離散性により完全格

子において何故局在モードが生ずるかということは、例えば、以下のように理解される。

結品、或いは周期格子では、線形の場合、 Bragg散乱により波動の領域に許容帯と禁止帯

が存在するが(図3)、格子に非線形性が存在するとこの selectionruleが破れ、禁止帯に

固有状態が存在することが出来る。例えば、正の符号の非線形性が存在する場合、それは

振動帯を構成する各振動レベルを正の向きにシフトさせる。シフトのオーダーは 1/N(N: 

原子の総数)であるが、最高位の振動レベルのシフトは有限であって、それは線形格子の

禁止帯にシフトする。その模式的な様子を図4に示す。

禁止帯

図3.振動状態の許容帯と禁止帯 図4.振動準位の非線形性によるシフト

その領域は元来禁止された状態であるから、原子は隣の原子との繋がりを絶たれその振動

状態は空間的に局在せざるを得ないというものである。非線形モードとしての 1LMをソ

リトンと比べてみると、後者は可積分系を対象とするが、 1LMは現実の非可積分系、即

ち、解析的には厳密に解けない系を考えている。現実の系における1LMを観測しようとす

るとき、あるいは純理論的興味から、 ILMにはどのような量子効果があるだろうか、(非

可積分系における)ILMの量子化は可能だろうかという問いかけが起こる。これは 1917

年にアインシュタインが考えた問題に繋がると思われる。後に示すように、 1LMは、あ

門
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る意味において、離散・周期・非線形構造を持つ非可積分系における well-definedmode 

と見なすことができるから、その量子化は、出来るとすれば、アインシュタインが考えた

力学系一般の場合より容易であろうと予測される。

尚、以下ではphotoniccrystalにおけるILMも考察するが、そこでは実験研究と対応し

て、半導体の場合と同様、不純物による局在状態も取り上げる。 ILMの問題には不純物

を含む固体における局在振動モードの研究の長いpre-historyがある。不純物を含む格子

の運動方程式はon-siteポテンシャルがある非線形完全格子の運動方程式と類似の形をし

ており、 1LMの存在は早い段階で気付かれる筈であった。然し、実際の研究が始められた

のはそれより 20-30年後のことであった。 ILMの研究は当初1次元の格子力学、モデル計

算、数理物理学等の領域に止まっていたが、その後、固体におけるILMが実験的に観測さ

れ、さらに、高温超伝導体のジョセフソン効果、 photoniccrystal， opticallattice、DNA 

におけるlocalopen state等の具体的な問題とテクノロジーへの応用に進展している [18]0

ILMがどのようなものか?その性質を図を交えて具体的に例示するために次の方程式で

記述される 1次元非線形格子を考える

u~ = J2[Un十1十均一1-2Un]十み[(均十1-Un)3 -(包凡一同_1)3]. (日)

J2 > 0，み >0は定数である。 N = 100(Nは原子の総数)のモデル非線形格子に対して

(15)式を数値的に解いた。その際η=50，51の原子の初期速度を、夫々、 υ0，-voとし、初

期の位置はゼロとした。またη=50，51以外の位置にある総ての原子の初期の位置と初期

速度はゼロとおいた。このような初期条件で上の式を解いて、この力学系の長時間振舞に

おける総ての原子のspace-time evol utionとη=50，45の位置にある原子の位相空間の軌

道を、夫々、図5，図6a，6bに示した。

U 

p 
p 

q 

(a) 、
目
/

'
h
U
 

〆，‘、、

図5. space-time evolution 図6a. ILMの軌道 図的.一般の原子の軌道

りoの値がある程度大きくなったときこの力学系のη=50，51の場所の振動が局在する。
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図的は格子点η=45にある原子は複雑(それ以外の原子も同様)な運動をするが、図6a

は1LMが存在する η=50の原子の軌道は調和振動子的である乙とを示している。この意

味で1LMはwell-definedmodeといって良いで、あろう。 (15)式で Vn=均十1-Unという新

しい従属変数を導入すると、それとは少し別の形の非線形微差分方程式が得られる。この

ことを用いると、 (15)式の 1LMには、 stronglocalization limitで、図7に示される S型

とp型の二つのタイフがあることを示すことが出来る。

!一ュ ヱ
1
1ム

図7. S型 p型

上では4次の非線形性を持つ 1次元格子を考えたが、一般の非線形格子における 1LM

の存在はおよそ以下のようにして理解出来る [19]0任意次元の任意の非線形格子を考察

する。格子点冗における原子 ηの平衡の位置互nからの変位江(冗)の小成分を uα(冗)三

U(x); x = (爪α)とし?それにはたらく力を F({u(x)}， {u(x'})とすると

弘(x)= -LJ({u(x)}，{u(ど})三 -L J2(x， x')u(ど)-L J'( {u(x)}， {u(ピ}) (16) 

が得られる。 J2(x，ど)，J'({u(x)}， {u(x'})は、それぞれ、原子の質量で割った、線形のパ

ネ定数、非線形のバネ定数である。この式の 1LM解は?定常モードの場合には以下のよう

に一般的に求められる。即ち

u(x)三 u(x，t)ニ仇(x，t)十 2L Oc(x) cos(似) (17) 
C=l 

とおきゅC(x)は時間に依らないとしてそれを上の運動方程式に代入し両辺の cos(ωt)の等

しい次数を比較すると以下の式が得られる、

乞J2(肌 Xl)仇(Xl)+乞J3(Xl，X2， X3)UC3( {針)十三;み(Xl，X2，X3，X4)UC4({針)+.

二 (fω?仇(x)，f= 0，1，2，3，・・ (18) 

J3， J4は3次、 4次の非線形ポテンシャルから導かれる(質量で、割った)パネ定数、 UC3({ゆ})， 

UC4( {ゆ})等は仰(x)の組の関数である。此処で線形格子を referencesystemと見倣し、

n同
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dynamical matrix J2 = (J2(x，ど))の固有値問題

L J2(x， Xl)ψμ(Xl) =ω(μ)2cpJl(X)， 

L<Pμ(x)伊μ(xγ=ム(x，x') 2ンμ(x)ゅ(x)*=ム(μ?ν) (19) 

の固有値ω(μ)2、固有関数ψμ(x)から作られる格子グリーン関数

て「伊μ(x)ψμ(ど)*
g(zj;ω)=乞う/け (20)τげーωlμ一

を導入する。ここで、格子グリーン関数g(x.x';ω)は一般にωが振動数帯ω(μ)の外にあ

るとき、 Ix-x'lの単調減少関数となるという性質を用いる。この格子グリーン関数gを

導入すると (18)式は以下の形

ゆ'.e=玄g(x，ど;.e，ω)巧({ゆ})， (21) 

Ve({ゆ})=乞ゐ(Xl，九ぬ)U.e3 ( {針)+乞 J4(Xl， X2， X3， 4)仇'4({ゆ})+… (22) 
X1X2 X1X2X3 

にreduceされる。そして、上記の性質を用いるとこの系に任意個数のILMが存在すること

を示すことが出来る。完全非線形格子のILMと線形格子における不純物、格子欠陥等によ

り生じた局在状態との基本的な相違は、前者が任意の格子点に自発的に発生するのに対して

後者は不純物、格子欠陥の位置のみに発生するということである。また、この方法を用いて

ゆo(x)，の(x)，仇(x)，…をゆ1(x)で表し、 J2> J3， Jム…のときゅ1>ゆ0，ゆ1>>ゆ2，ゆ3，...の関
係が成り立つことを示すことが出来る。例えば、次の関係:仰い)見 (cd.e2)仇(x)， c.e < 1， 

.e = 2，3，… Cf :定数がある。 (17)式においてEニ 1の項のみをとり、それ以外の高次

の項を総て無視する近似を回転波近似 (RWA)という。数学的な証明はないが、 heuristic

なR¥VAから得られる結果は多くの非線形格子における ILMの数値実験の結果と可成よ

く一致している。その理由は、そこでは相殺の効果がはたらいるのかもしれない。

R¥¥TAの下での ILl¥1量子化を考える。簡単のために、 4次の非線形性のみが存在す

る場合にはなしを限り、 (18)式を考える o その場合、 tニ 0，2，3，…の項とともにゆo(x)，

J3(Xl， X2， X3)，…の項はなく、。1(x)， J2(Xl， X2)， J4(Xl，ぬ，X3，X4)のみが存在することに着目

する。この考察の下に (18)式を以下の有効線形固有値方程式に還元する [20]0

さ[ゐ(x，Xl)十五月…2，X3)i(X2，ねい)戸内(x);市 ，x')=<仰)ゆ(x')>， 
(23) 

ここでゆ1(x)を改めてゆ(x)と書き

J4(x， Xl， X2， X3) = [J4 (ιXl，X2，X3) + J4(X，X2，Xl，X3) + J4(X，X3，X2，Xl)]i (24) 
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と置いた。平均操作く">は後でself-consistentに決められる。乙れより、有効 dynamical

matrix D(x， Xl)二 J2(X，Xl)+ L J4(X，Xl，X2，X3)γ(X2， X3)とそれより得られる有効線形
X2，X3 

固有値方程式

LD(x，Xl)ψμ(Xl)ニQ;ψμ(X);玄ψ;(X)仇(X')二ム(X，x')， :2二ψ;(X)ψμ，(X)ニム(μ?μ')

(25) 

が導かれる。固有値方程式(25)には有効 Hamiltonian 

HeR=jp(Z)12十iZ2D(山川(町)V(X2)，的)ゴ(X) (お)

が付随している。正準共役座標 s(X)= LPp.仇ル(X)= Lq，μψμ を導入し、有効 Hamil-
μ μ  

tonian Heffを以下の形に表す

He百二;zw;+o;Ml
ー μ

(27) 

量子化は消滅、生成演算子αμ?α;を次のように

μ二 ) C\r\~ ¥ (aμ&↑， Pp. = ，/叫引(aμ a↑)V 20(μ)μμV  2 i μ (28) 

導入して (qμ)と(pμ)をひ数から関係式[sμ?ι，]= -i1io，μ〆7 阪向。μ，]= [q，μ， q，μ， ]ニ Oを満
たすq-数(ふ)、(ル)に移行させることによって以下のように得られる。

企~F ~?n(Þ)[仇+ ~] (29) 

上の式の取扱いの簡単な例として座標Xoにある原子が自発的に大振幅の振動運動をし、

その周りのすべての原子は小振幅の振動運動をしている場合を考えると

くゆ(XO)2> >>くゆ(X?> for X -# Xo. (30) 

の関係が成り立つ。 multi-ILMproblemとして、 ILMが位置zojFj=l，2?…にある場合は

<ゆ(XOj)2>>>くゆ(X?> for XヂXOj' (31 ) 

の関係が得られる。単一の ILMの場合く…・〉として以下の二つの場合を考える

可
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此処で、 s= l/kBTであり，kB とTは夫々Boltzmann定数、絶対温度である。 1LMが

現れる興味ある状況は系が非平衡にある場合である。このときは上の始めの式を用いる。

(17)式をこの式に代入するとき、偶数次の非線形項のみの場合第1項はなく?またその式

で1:=1の場合を考えているから以下の式が得られる。

くゆ(XO)2>=ゆ1(XO)2 = (1LMの振幅)2 (33) 

1LMの固有振動数は振幅に依存するが、理論的取り扱いではパラメーターと見なしてよ

い。実験によって1LMが生成される場合、振幅は実験状況によって決まる。

IV. photonic crystal、局在モードと現代テクノロジー

1905年にアインシュタインは特殊相対性理論[4，5トブラウン運動の論文[2，3]ともに光

電効果の論文[1]を発表し、そのことに関する業績でノーベル賞が授与されたことは周知

の通りである。近年光の科学・技術の急速な発展は光電効果の重要性を一段と認識させる

ものとなっている。 web記事では1905年のアインシュタインの論文で真に革命的なもの

は光電効果の論文であるという論説が現れている。アインシュタインの提唱したphoton

の概念は物理学のみならず、化学、生物学、医学等自然科学の殆どの総ての分野に影響を

与えたが、テクノロジーの分野でもそれは深く浸透し広く応用されていることは周知の通

りである。多種多様な感光製品、センサー装置、情報記録，情報通信，太陽電池、加工，

医療分野等はその例である。

20世紀のテクノロジーの発展に大きく寄与し、我々の生活に便宜を粛したたものの一

つは半導体テクノロジーであった。 f21世紀は光の世紀jと言われているが、その推進役

のーっとなる可能性を秘めているものがphotoniccrystalである。それはある種の誘電体

を加工してphotonに半導体に於ける電子と同じ役割を持たせようとする人工の結晶であ

る。 photoniccrystalの概念が提唱されたのは 1987年のことであるが [21，22卜近年実験

技術の進歩によってそれは科学.技術の両面で一層興味深いものになっている。テクノロ

ジーの面ではphotoniccrystalの資料作成とその機能発現等が最も重要な問題であるが?野

田等の先端的な研究が注目されている [23]0ここでは理論屋からみてphotoniccrystalは

局在モードの概念が適用される格好の舞台となっていることを述べ、 photontrapping，光

回路に少しふれることにする。

photonic crystalは誘電的に不活性な媒質(固体)に誘電的に活性な誘電体を周期的に配

列することにより作られる。その結果、このなかの電磁波は結晶の周期場により Bragg散

乱を受け、国体電子論における電子の場合と同様に、 photonのバンド、即ち photonicband 

が形成される。半導体の場合には不純物をドープすることにより電子の donor，acceptor 

準位が形成されるが、 photoniccrystalの場合には (a)不純物、あるいは defectがある場

つム1
i
 
po 
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合の外に、 (b)系に固有な非線形性がある場合に photonの局在状態が生ずる。

簡単のために、 z方向に棒状の誘電体を周期的に配列した場合を考えると(図8)、この系の

(x，y)面は2次元のphotoniccrystalを形成する。電場 E(汽t)をE(汽t)= (0，0， E(f， t))の

形にとり、 Cニ 1となる単位系を導入すると、 (x，ν)-面上を伝播する電場E(f，t)三E(x，y， t) 

は以下の Maxwell方程式で記述される。

zl sq F 

図8.2次元photoniccrystalの模式図 図9.photonic bandの模式図

~2 

62E(日)-Q，τ[E(佃(市)]= 0， 
8t 

ムヮー θ2 θ2 
一回《一一-Gδx2 'θν2 (34) 

ε(η 三 ε(x，y)は誘電関数である。光が振動数ωの単色光の場合、以下の形

E(f， t) = exp(-ωt)ゆ(f，ω)， θ2ゆ--θゅー・L ・E ー
θt2

\

~ ~θt' 
(35) 

を仮定して上の式に代入すると

トム2ーム仰二信ωε時 (36) 

が得られる。いま、誘電関数ε(η は線形で座標の周期関数である部分εp(η と非線形、ま

たは非周期的な部分ε'(η (非線形.の場合ピ(η 三ど(f，Iゆ1))から成っているものとする。
即ち

ε(η=εp(η+ど(ηwithεp(η ニ Ep(f+ R)， R = ηlal + n2a2三互(冗)， (37) 

Rは2次元の格子ベクトル、 a1)a2はこの格子を特性付ける単位胞の基本ベクトル，nl，向
は整数である。 (36)式は以下の形に書き直すことが出来る。

2-' ・ θゆ 2
卜ム2十吟(η!ゆ二ωε(ηゆ+i2ωε(η8~) i令(ηωεp. (38) 

円
三
U

phU 



一一一正武野

演算子

(39) 

の固有値ωα(k)2，固有関数<Pak(ηは、夫々 、 photonicband， Bloch functionである。 k，α

は、夫々、波数ベクトル、 bandindexである。 2次元正方格子の場合の photonicband 

を図9に示す。

εp(ηは既知として、 ε(η のεp(ηからのずれ?ど(η が系固有の非線形性による場合と不

純物の存在による場合とを個別に取り扱う。

(1)非線形性による場合

トム2十持(ηlゆ

(40) 六η=LE~(f- 引ゆ(η 1)，

誘電関数を以下の形に表すと

↓
η
 

↓伊'P
 

F」

zd 
一一

叫

ηDa 
Fし

トム2+降(ηlゅの =ω2LE~(f -t: 1ゆ(η1)ゅの

(38)式は

( 41) 
|→ |θゆ(η

村2ωI~EIP(f- 冗)十 LE~(日?附|)17

となる。ここで、 EIP(f一死)， E~ (fーのは?夫々、格子点冗、fのまわりの局所誘電関数であ
り、 fは非線形媒質の格子の位置ベクトルを表す。冗は周期場を構成する格子点のベクト
ルである。

(38)，( 41)式は系の空間周期構造と系固有の非線形性が共存する系を記述する式であり、

photonic crystalがILMの格好の舞台となっていることが分る。これらの式の左辺は固体

電子論における Schrりdinger方程式と類似の形を持っている。局在状態を調べるには固体

電子論の例に倣って左辺の演算子ーム2十吟(η の固有関数であるBloch関数<Pak(ηから

定義される Wannier関数 ωα(f-冗)[17]， 

九五(η=方zdEMF-冗)ωα(f一花)=方テ-tMvd(η or 
(42) 

を導入し、 envelopefunctionゆを以下のように Wannier関数について展開する。

ゆ(η=LLUβ(1五，t)ωβ(f一泊)三LLUβ(而)ωβ(f一品)三工芝uβ(而)1仇s>0 (43) 
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NはBravais格子のなかの格子点の総数である。(43)を(41)に代入する。そのときWannier

関数の正規直交性を考慮すると以下のような連立差分非線形Schrるdinger(NLS)方程式が

得られる。

2:1.αβ(冗バ;ω)uβ(侃)=ω22: f~αββ， (luß'(冗)1)切(冗)
吊ββ，β'

. "，""" I I ~ I ~.....\ I ¥ 1θuβ(冗)
十i2ω玄|ε山 β+2: f~aßß， (luß'(冗)|)|-57
βlβ  

(44) 

ε白1P(げF 一冗め)， εf~(げ戸一乙ん|怜例ゆ針(η引1)は夫々の格子点冗，iの周りに強く局在しているから Wa創釦nn附1
関数の局在性を考慮して行列要素はすべて S討it句eindexについて対角なもののみを取つた。

Wa創釦nn凶1討ieぽr関数についての行列要素を以下のように定義してある。

くα冗1(ーム+吟(ηIs吊>=1α，β(冗，1五;ω)，く α冗|ε;p(F-冗)Is侃〉=dpα，βム(何?侃)， (45) 

く α冗It:~(f -R: luグ(1ず)1) Is1五>=f~aßß， (luβ(冗)1)ム(冗?侃)・(46) 

(45)の第2式はふindependentとした。 44β，(lus'(冗)1)の最も標準的なものは以下のKerr

nonlinearityの場合である。

ε;αββI (lus' (冗)1)こらββ，Iuβ，(河)12. (47) 

ε;αββ，は定数である。簡単のために single-bandapproximationを採用すると bandindex 

α，s，s'をすべて落とすことができて上の式は

→・ f → θu(冗)
2: J (冗， m; ω)u(侃)=ω2t~(Iu(冗)I)u(n) + i2ω[f1P 十 ξ~(Iu(η) 1)]τγ(必)

という形に reduceされる。こ乙で得られたNLS方程式にはILMが存在することが示さ

れる。このことは、 photoniccrystalを用いてphotontrappingやphotontrappingをある

経路に沿って連続的に起して光の伝送回路を作ることが出来ることを示している。

envelope functionゆ(η，u(冗)が時間に依らない定常問題では (48)式は以下のように

なる。

、ァ・・ ‘7・.，ペ?
l.-l.-V~ 

2:K(冗川;ω)u(侃)二ω2U(冗)十ω2f'l(Iu(花)I)u(冗)， 

K(冗，.，五;ω)ニく α冗1(-ム-ω2♂(ηIs侃〉・

t~(η 二 ξp(η-1
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は誘電関数εp(η の真空値からのずれである。行列K(ω)= (K(冗， 7五;ω))の固有値O(の2
固有関数ψσ(めから定義される格子グリーン関数G(冗，7元;ω)を以下

内(冗)ψσ(吊)*
G(冗，7五;ω)=乞

fω2 -O(の2 (52) 

で導入すると (49)式は

匂(五)ニ w2 LG(冗?侃;ω)ε~(Iu(侃)I)u(侃) (53) 

となる。 (53)式は (21)式と本質的に同じ形の式である。

(2)線形の不純物のみを含む場合

この場合は半導体の物理と対応する。誘電関数の周期性からのずれを以下のように表し

ど(η=乞d(F-乃? (54) 

非線形の場合と同じ方法を用いると、 (48)，(53)式は、夫々?以下のようになる。

fθu(乃
乞 J(花川;ω)u(侃)=ω2t~U(あ十 i2ω!と1P +叶一一

θt 
(55) 

u(冗)=ω2t~LG(冗?号ω)u(乃 (56) 

(56)式は不純物を含む格子振動の場合の式と全く同じ形をしている。

photonic crystalにおける非線形性による局在モードの観測結果の要約を図 10に示す

(18)。

図10.非線形性による局在モード(実験) 図11.線状配列の不純物と非線形性の

場合(計算)
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図11では線状に配列した不純物と Kerrnonlinearityが共存する場合の局在モードの数

値計算の結果を示す [24]0図12は折れ曲がった形をしたphotoniccrystalのillustration，

図13はそれに Kerrnonlinearityがある場合の局在モードのフロファイルの数値計算の結

果である [25]。

/ ¥  

図12.bentのあるphotoniccrystal 図13.bentと非線形性による局在モード

v. Bose圃EInsteIn凝縮、 opticallattice、物質波の局在モード

Bose-Einstein凝縮、超流動現象は物理のいろいろな現象のなかでも最もドラマチック

なものの一つであろう。その理論的な研究はBose、Einsteinに始まり Landau，Feynman 

等に遡るが、最近の実験物理、特にレーザー科学技術の進展はこの問題を物理のなかで最

もホットな分野のーっとしている。 1995年にアルカリ原子気体の Bose-Einstein凝縮が

発見されて以降Bose-Einstein凝縮の研究は新たな段階に入ったと見なすことが出来るで

あろう [26]0 更に、昨年はフェルミ統計に従うアルカリ原子気体のクーパ一対の超流動

現象が発見されている [27]0これらのBose-Einstein凝縮は10-7K程度の極超低温で実現

されるが、それを実現するためにレーザー冷却という方法が用いられている。

アインシュタインがBose統計に従う粒子系は極低温で奇妙な性質を示すことを始めて

指摘したことは周知の通りであるが、 1916年に発表された「量子論における輯射の放出、

吸収Jという題目の論文 [28]はレーザーの物理の基礎となっている。そのなかでアイン

シュタインは誘導放出の概念を導入した。アインシュタインはこの論文で用いられた方法

を使ってプpランクの熱騒射の式が非常に簡単に導かれることを示したが、彼はこのことを

殊の外喜んでいたそうである。アインシュタインのこの論文の発表からレーザーの発見ま

では可成の年数を経過しているが、 Townesはレーザーはそれが世に現れる 30年程前に

作れたのではないかと述べている。また、アインシュタインの論文にはコヒーレンスとい

うことばは出ていないが、議論したとすればそれに類したことを言ったであろうと述べて

いる。 Bose-Einstein凝縮とレーザーというこつの分野でもアインシュタインは先駆的に

重要な基礎研究を行ったのであるが、レーザーは既に現代テクノロジーのいろいろな分野

円

ipo 



武野正三

で広く用いられていることは周知の通りである。即ち、レーザーを使った光プロセス技術

は半導体、電子部品、光学機器、 IT、自動車、分析装置、医療、医療機器、環境関連な

ど、広範囲な分野へ普及している。

ボース統計、ボース粒子等にくらべてボース自身については余り知られていないよう

に思われるので本論に入る前に BoseとEinsteinとの関係に少しふれることにする。ボー

スはアインシュタインより 15歳若く、アインシュタインが 1905年に 3つの分野におけ

る論文を発表したときは 11歳であった。光電効果の論文に影響されてボースは静止質量

ゼロの粒子に粒子数保存の枠を除いた統計を導入してフランクの熱輯射の式を導き、その

論文をヨーロッパの雑誌に投稿したが受理されなかったそうである。 1924年ボースはア

インシュタイにこの論文を同封した手紙を送ったが、アインシュタインはその論文が当時

最も権威があった Zeitschrift f. Physikで受理されるよう取り計らったといわれている。

アルカリ原子気体のBoseEinstein凝縮が実験的に実現されてより、 Bose-Einstein凝縮の

問題は最近研究が最も活発に行なわれている分野のーっとなっている。周知の如く、 Bose-

Einstein凝縮体を記述するマクロな波動関数哲三守(f，t)は以下の形の Gross-Pi taevskii 

方程式により記述される。

θw n? 円

九一=一一ム守十glWI匂 (57)
θt 2m 

m，gは、それぞれ、アルカリ原子の質量、イオン問の相互作用の定数である。ここでは、

非線形性は粒子間の相互作用に由来している。この凝縮体に、図のように sinusoidalform 

のレーザー光を照射することにより周期場%のを導入することが出来る(図 14)。

図14.sinusoidalなレーザー光による周期場の発生

この周期場の下での Gross-Pi taevskii方程式は以下の形を取る

θW n，2 
h一二一一ム守+昨(叩+gIWI2W， Vpの二時(i+ R). (58) 
θt 2m 

それはphotoniccrystalの場合と同様に周期性と非線形性が共存し、そこに局在モードが

存在することが分かる。ここで、 iZは格子ベクトルである。このことに着目して演算子

-618-



アインシュタインと非線形の世界

-(!i2/2mム十時(ηの固有関数 (Bloch関数)から導かれる Wannier関数却を導入し、巨

視的な波動関数申をωで展開すると photoniccrystalの場合と同様に((43)式参照)、展

開係数、即ち envelope関数Uについて以下の NLS型の非線形差分方程式が得られる。

α(冗)
九すt 工み(冗バ)u(侃)+ g L WassIs2 (ii， m， m1，吊仰(侃)旬以内)*Us2(吊2)(59) 

和は侃，1元1，1元2，s，sbs2について取られ、 Wannier関数についての行列要素を以下の如く

定義してある。

く aiil(去ム+V引州附η削|仰F陥侃わ>=ゴ斗Jみα川)凶州ム叫(仇α叫?

く α冗F角11侃元11s1吊元，s必21侃五2>= VV:αββls2 (冗，1元， 1五1，1元2) (60) 

(61) 

single-band approximationの下で上の式は

θu(冗)
t九すγ=L J(ii， m)u(吊)十92ZZW(冗，m，m1' m2)U(吊)u(侃山(侃2)

となる。 (59)，(61)式も数値計算で解くことができる。ここでは物理的に最も興味ある解

は渦解と 1LM解である。渦解は超流動体で典型的なものであるが、 1LMはopticallattice

固有のものであり、 sinusoidalなレーザーで超流動体のなかに作られた周期場とイオン間

の相互作用による非線形性により生ずる物質波の局在状態を表している。尚、この二つの

非線形モードは実験的にも観測されている [29]0optical latticeのバンド構造の例を図 15

に示し、 1LMの実験結果を図 16(29)、数値計算結果を図 17[30]に示す。

図16.ILMの実験結果(概略)図15.opticallatticeのバンド構造

図17.optical latticeにおける ILMの計算結果
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Bose凝縮相に周期場を付加したopticallatticeは極超低温においてのみ実現可能な物質

であり、それに対する興味は現在のところアカデミックな範囲に止まっているように思わ

れる。このopticallatticeの問題がquantuminformation processing等に適用出来ないか

という最近のはなし等がある。

VI.結語、感想と謝辞

思いもかけずこの論説を書くことになったが、それは物理の同窓会における提案が発

端となったものである。この解説では、「アインシュタインと非線形の世界Jという題目

で、 (a)軸対称重力場の方程式と Heisenbergスピン系、 (b)intrinsic localized mode (ILM) 

とその量子化、 (c)photonic crystal， (d) optical latticeに於ける ILMという四つの問題

における自己の研究でアインシュタインとの係わり合いにつき論じた。換言すれば、ア

インシュタインの仕事を自己の研究に関して非線形という側面から考察したものである。

緒言でもふれたが、それはアインシュタインの業績の説明としては大変一方的で片寄っ

たものとなっている。 (a)ではアインシュタイン方程式に物理的に意味のあるソリトン解

が発見されたらすばらしいと思う。 (b)では本来線形的な量子力学と非整合の関係にある

非線形力学系で量子化の方法が見出されるであろうかと思う。(c)では局在モードの物理

から photontrapping， photon circuit等のテクノロジーへの進展を期待している。 (d)で

はopticallatticeにおける局在状態がテクノロジー的に役にたつこと、例えば、 quantum

information processingの問題に繋がらないだろうかと思う。

今回のことが契機となって、学部卒業後50年以上になって始めて、アインシュタイ

ンの 1905年をはじめとする幾つかの原論文に接した。そのために京大基礎物理学研究所

(基研)の地下の書庫に度々足を運んだが、このような経験はなかなか得られないことを

実感した。 TheCollected Papers of Albert Einsteinという論文集のページを捲って深い

興味を覚えたが、それらのいくつかを列挙してみると:(i)アインシュタインの原論文は

必ずしも読み易い形には書かれてはいなかった(本に書いてあるアインシュタインの理論

は例外を除き高校の数学程度の知識で理解出来るという説がある)0 (ii)特殊相対性理論

の論文の題名が"Onthe electrodynamics of moving bodies" (英訳)となっていてそれが

相対性理論の論文と identifyするのに少し時間を要した。 (iii)質量とエネルギーとの同等

性を示した 1905年の最後の論文には例のE=m♂という式そのものはいくら探しても見

当たらなかった。 (iv)特殊相対性理論と E二 mc2の論文にもは引用文献が一つも無かっ

た、等等である。幾つかの volumeから成るこの論文集を読めばアインシュタインに関す

る今迄知らなかった多くのはなしに出会えると思う(万事に忙しい現代人にはそのような
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時間はないかも知れない)。其の他いくつかの資料の参照にも基研の図書室を利用させて

頂いた。海外のwebsiteには実に多くの話題があった。これらを総合して、アインシュタ

インについて今迄知らなかったことがいろいろあることが分ったが、その過程で幾度とな

くアインシュタインの偉大さを再認識することになった。アインシュタインは史上最大の

科学者の一人であるということに誰も依存はないであろう。

アインシュタインは晩年プリンストンで家から研究所まで毎朝パスで通っていたが、

乗り合わせて来る人たちは、目礼はしても、殆ど誰も話し掛けなかったという記事に昔接

したように思う。

WYPに関心を寄せられた黄葉会の会員諸氏、基研、ミスタイプ等を指摘され原稿を

修正していただいた物性研究刊行会に謝意を表します。
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