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場の量子論の数学的解析

最初、坂東さんから頂いた題が「素粒子論の系譜」でした。そういう

話は、とても皆さんの前でお話するようなことはできないと思いまし

て、題を変えさせて頂きました。

と言っても、与えられた時間の中で、数学の話をするというのは、大

変な話でありますけれども、頂いたチャレンジであるということで、

やってみますけれども、数学にはならないと思います。

[slide 1]歴史の話をするわけですけれども、だいたい数学的な話が
始まったという一つのきっかけは、 1950年代にFriedrichs、それから
1952年には vanHoveですね。正準交換関係の表現に非同値なものが
あるということを指摘したのですね。それが一つの大きな動機になっ

ていると思うのですけれども、正準交換関係の非同値表現があるとい

うことですね。

1950 Friedrichs， 1952 van Hove: 

正準交換関係の 非同値表現

1.場の理論の公理('"1950) 

(1)相対論的量子力学である

ヒルベルト空間冗:状態はベクトル(射線)φε 討

非斉次ローレンツ変換: 連続ユニタリー規約表現 U(α，八)

U(α，1) = exp[iPμαμ]， 

真空の存在(一意的) n: 

pμ:4元運動量

U(α，八)n=n

(2)場の演算子 ψ(f)，'/ES 

domain D: linear space， dense in冗， s.t. 

U(α，八)DCD， ψ(f)D C D， <p(f)*D C D. 

(3)局所可換性

[ψ(/)， <p(g)] = 0 jf 

江沢洋

そういうことを受けて、アメリカ、そ

れからヨーロッパ、日本ではあまりな

かったですけれども、場の理論の公理

論的なアプローチというものが始まっ

たわけです。公理論と言いますけれど

も、これこれの公理があって、それから

場の理論がすべて導かれるという意味

の公理では、全然ないのです。場の理論

としては、当然、こういう性質を持たな

ければいけないと思うという。思うと

いっても、人によって違うわけで、非局

所なんて考えは、この公理論のなかには

ないわけです。局所場の範囲で、こうい

う性質は当然持つべきだというものを、

いくつか挙げてみて、それから一体何が

出てくるか、そういうものが一般的な関

心であったわけです。

どういう公理があったかと言います

と、一つは相対論的な量子力学であると

言うことです。量子力学だというのは、

Hilbert空間というのがあって、そして
その上のオブザーバブルと言いますか、

演算子があるということです。

それから相対性理論というのは、非斉

次ローレンツ変換、ポアンカレ変換の

連続ユニタリー既約表現の Uというの

があって、これが時空のtranslationの
generatorですけれども、そういうもの
を通して、 4元運動量の operatorとい
うものがあると。

注意 [ψ(a， t)，π(a'， t)] = iM(æ~ -a') 
は sharp-timefieldの存在を仮定。

[Slide 1] 

それから真空が存在すると。そういうのを、一意的に存在して、そしてこの非斉次ローレンツ変換

に関して invariantである、というわけです。
これはさっきちょっと言いましたけれども、場の演算子というのがあると o この ψ(1)と書いたの
は、本来はローカノレな且eldで、 ψ(x)と、 Zの、時空の座標の関数なわけですけれども、個々の点を
取りますと、それは operatorにならないということが、いろいろな経験から分かつていまして、 f
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という、何回でも微分できて、それからゼロでないところが有限か、あるいは遠くで非常に早く減少

するというような関数ができて、「ならす」というのですが、 ψ(x)とf(x)とをかけて、積分すると、
formalにはそういうことですけれども、ならした operatorというのを考えるということです。それ
のoperatorのdomainがあってという話があります。
局所可換性というものを仮定すると。 fとgというのがありまして、 fとgのsupportが、互いに
space-likeであるという具合には、 ψ(1)という演算子と cp(g)という演算子が交換するということで
すね。

伝統的な場の理論で言いますと、むしろ正準交換関係というのを仮定したいわけですけれども、そ

うしますとこれは、時間を等しくした演算子の交換関係ということが言えるわけです。そうしますと、

これはsharp-timeの、時間のちゃんと決まった場を考えなくちゃいけない。そういうものは、どうも
operatorになりそうもないということがありまして、場の理論の法理としては、局所可換性というの
を仮定するということです。

ただ、後で構成的場の理論という話をいたしますが、公理系を満たすような場のexampleが実際に
あるのかという問題も、起こってきたわけで、そういう問題をやるときは、ある意味で正準交換関係

が、また入ってきますけれども。そういうことです。

Wightman関数

W[!l，・・・ ， fn] = (n，l.fJ(fl)・・・ψ(fn)n)

場の演算子・の性質は、 {Wn}の性質に焼きなおされ

る。

場の公理: Wightman関数で雷い表わされる。

再構成定理

しかるべき性質をもっ {Wn}から、

ヒルベノレト設問、場の演算子 が再構成できる。

場の理績をつくる戦略:

空間の cut-o作 (V)、運動量の cut圃 ofF(κ)をして
自由度を有限にする。

交換関係の非同値性の問題はない。

Wightman関数 wr，郎をつくる。
極限 V→∞， 民→∞を調べる。

[slide 2]この場の理論の公理論をやる
ときに重要な役割を担うのが、真空期待

値というもので、 ψ(1)というのはfield
operatorですね。 fieldoperatorの任意
個の積の真空期待値というものが、 W
汎関数になるわけですけれども、この汎

関数の言葉に、先ほど要求した場の理論

の公理というのを焼き直すことができ

るということです。詳しいことは言い

ません。

しかも、再構成定理というのがありま

して、汎関数のことを Wightman関数
とか、 Wightman汎関数とか言うわけ
ですけれども、 Wightman関数のセッ
トを与えますと、それからその元になっ

たHilbert空間と、それから場の演算子
というのを、再構成することができると

言う、再構成定理というのがあります。

ですから、場の理論の性質を調べるのに

は、 Wightman汎関数の性質を調べれ
ばよろしいということになるわけです。

これは後で、構成的な場の理論の話

をするときに使うのですけれども、そ

ういう場の理論の exampleを作るとき
に、どうすれば良し、かというと、まず空

間のcut-offをすると、有限の空間に場
を閉じ込めてしまうと。それから運動

量の cut-offをすると。そういうような
ことをして、場の自由度を有限にする。[Slide 2] 

有限にしますと、最初に言った正準交換関係の非同値表現という問題は、実はなくなりまして、 von
Neumannの定理というものによって、すべての表現は unitaryequivalentであると。大雑把に言う
と、そういうことになりますので、どんな表現を使って、 cut-offをした理論の Wightman関数とい
うものを、作っても良いなと。そういうものをまず作りまして、そしてその上で、体積を無限大にし

たり、運動量の cut-offを無限大にしたりする極限があるということを調べると。
Wightman関数の持つべき性質を、大抵持つのですけれども、持つかどうかというのは、もちろん
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「学問の系譜ーアインシュタインから湯川・朝永へ J 

確かめる必要があるということです。そういう場の理論をつくる戦略が一つあるということになりま

して、ここに書いておきました。

[slide 3]場の公理論から何が出るかという話も、本当はしないといけないのですけれども、例えば
こういうことがありまして、場の演算子ですね、ならした場の演算子というのを真空にかけます。そ

していろいろな個数を掛けるとか、いろいろいろな関数fを持ってくるとか、そういうものを全体を
取ってきますと、 Hilbert空間をはれると、こういうものは基本的な要請として加えるわけです。

2. 公理から導かれること:例

Reeh -Schliederの定理

ψ(11)ψ(12)・・・ψ(ん)Q の全体は 討を張る。た
だし、 Cは与えられたものとして

/k， jを動かす suPptfkC o. 

Haagの定理

CPl (x) 質量 m>Oの自由場.真空 Ql，

<P2(X) 非斉次ローレンツ共変な局所場、真空 n2

ある一時刻 tに、ユニタリ一変換 V があって

VCPl(f， t)V-1 =η (f， t)， VQl = Q2 
となれば、 ψ2(X)も自由場である。

• sharp晴timefield ψ(f，t)の存在を仮定。

- 相互作用表示、使えない。

[Slide 3] 

Ruelleの散乱理論

公理の追加

OPμのスペクトラム: 真空、 1-粒子状態、連続
スベクトル

O行列要素

h(入): 

的)=勾時p，p))に対して

(n， B(x)B(y)Q) = d.十(x-y;m)

~ 

定義 Bf(t)=仙 O=.tf(x)赤B(x)d~x

f(x): pos. freq. sol'n of Klein-Gordon 
eq. 

このとき

φ(t) = B h (t)Bh(t) ・・ • Bfn(t)Q 

converges as t →士∞圃

この極限で自由場が定まる.

[Slide 4] 

実は、その公理論を使ってみますと、 fのsupport、fがゼロでない空間の範囲というものを、勝
手に小さくとっても、そういうものに固定して fを考えても、 Hilbert空間全体をはれるという、あ
る意味で大変意外な結果ですけれども、そういうものが公理論から導かれるわけです。

公理論から導かれることの例だけをお話するわけですけれども、 Haagの定理というものがありま
して、 2つの fieldを考えると o 'Pl(X)というのは、質量がゼロでない、自由場を考える。真空も 01
というのがあったとします。

もしもう 1つ、伊2(X)というのがあって、真空を O2、一応違っていても良いのですけれども、そう
いうものがありまして、それがある一時刻tに、 ψt{x)とψ2(X)、ユニタリ一変換があるということ
を仮定しますと、そういうものがありますと、。2、一応違っていても良いのですけれども、そういう

ものがありまして、それがある一時刻 tに、 ψ1(x)とψ2(X)、2番目のほうも、やっぱり自由場になっ
てしまうという、 Haagの定理というものが出てきてしまうわけです。この場合、 tについては、なら
していなくて、空間についてだけならしているという意味で、最初の一般的な公理から離れているわ

けです。

このことは、 tをsharpにしたというところを除いては、本当なのですけれども、本当でありま
すと、いわゆる相互作用表示するのはだめだということになります。相互作用表示というのは、 free
fieldと、それから interactivefieldがユニタリ一変換に結ぼれるということですから。そうすると
interactiveと言いますけれども、実はそれは、 freefieldになってしまうという implicationがあるわ

けですけれども。そういうことが出てきます。

[slide 4]それからもう 1つ、 Ruelleの散乱理論というものが、また一般的に出てくるわけですけ
れども、それを細かく話していると、時聞がなさそうなので、大雑把にどういうことかと言います
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と、 Wightman関数というものを与えると場の理論が決まるということがあるのですけれども、この
Wightman関数で、例えばこれはいくつか、積になっていますけれども、あるところでこれをちょん
切って、こっちのほうの時間といいますか、このfのsupportは、時間でマイナス無限大のほうに極
限を取ると、残りのほうはプラス無限大のほうに極限を取るというふうにしますと、これでS-matrix
が決まる訳ですね。決まるわけですけれども、そういう、時間のこっちをマイナス無限大にして、こっ

ちをプラス無限大にするという極限があるかという問題は、当然、起こるわけで、いくつかの手続き

が必要ですけれども、そうしづ極限があります、作れますということです。

ですから散乱理論がこのWightmanの枠組みの中で、確かに作ることができるというのが、先ほど
言った Ruelleの散乱理論というものです。そういうものも、公理論から導かれるわけですね。
[slide 5]今はほんの一例を述べたわけですけれども、もっといろいろな性質が導かれます。案外、
公理というのはきっくて、いろいろな結論が出てくるのです。

そういう動きがありまして、さっき、

散乱理論ができると言いましたけれど

も、それは極限があるという話であっ

て、それで作った S-matrixが本当に
r 1 Jと違うか、散乱が入っているかど
うかということは全然言わないわけで

す。そういうものはありますというこ

とを言っているだけ。

それから、そもそも公理を満たすよう

なモデルが 1つでもあるのかと、自由

場は満たすわけですけれども、自由場

ではつまらないわけで、相互作用があ

るようなモデ‘ルがあるのかという問題、

Osterwalder-Schraderの公理系をみたすこと | これは公理系の話とは関係なくて、そう
いう問題があるわけです。

それをやろうという話が、 1960年ぐ
らし、から始まりまして、 1つは演算子

論的なアプローチということで、先ほ

エネルギー・スペクトノレ: 真空、 1-粒子状態、 | ど言いましたように、空間を cut-offし
て、運動量を cut-offして作って、その
cut-offを無限大にする極限が取れるか
と。極限が Wightmanの性質を持って
し、るかというアプローチがありまして、

摂動論との関係: グリーン関数、発散、漸近級数| これを現実の4次元空間のモデルでや

るのは、ちょっとなかなか手に負えな

ボレル総和可能、正しいグリーン関数を与える|いというわけで、最初になされたのは、
空間 1次元、時間 1次元、しかも scalar
fieldのモデルなのです。それは割と成
功しまして、場の理論として望ましい性

質がし、ろいろと証明されたわけですけ

れども、それをさらに高次元の空間にす

るというのは、なかなか難しいわけです

けども。

そこで統計力学的なアプローチ、素粒子論の言葉で言うと、 Wickrotationというものをやって、
時間を imaginary~こする訳ですね。そうしますと、 Wightman 関数の計算というので、実は場の積の
一種の統計力学的な平均を計算すると、しかもそれは、古典統計力学で良いのだということになりま

して、理論が近づきやすくなったわけですね。それでいろいろな性質が導かれたわけです。

Wightman関数というのは、場の理論の公理を、 Wightman関数の言葉で翻訳すると、こうな
るということがあったわけですけれども、 Wightman関数の性質を、今度は Wickrotationして、
imaginary time ~こするとどうなるかと、それは Osterwalder-Schrader の公理系というのがあります。

3. 構成的な場の理論

演算子論的なアプローチ

統計力学的なアブローチ、 Wick回転、

。咽S公理系

P(φ)2模型: 発散は真空のエネルギーのみ

真空状態: 局所的にはフォック的

2mとの聞にスペクトルなし
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ですから Wickrotationした後の場の理論というのでいきますと、 Wightman関数に相当するもの
は、 Schwinger関数といわれるものになるわけですけれども、 Schwinger関数のシステムを作って、
それが実際、 Osterwalder-Schraderの公理系を満たすかどうかと、そういう問題になったわけです。
空間 1次元、時間 1次元というモテ、ルは、もちろんそういうやり方でもできたということです。い

ろいろな性質が導かれたということです。しかも摂動論との関係というのがありまして、 Schwinger
関数というのを couplingconstant入に関して、展開したときにどうなるかというと、これは発散す
るということです。発散するのですけれども、しかしそれは漸近級数として意味があって、しかも

Borel総和が可能であると。これは説明がいるかどうかは知らないのですけれども、 Borel変換とい
うものがあって、そうすると、級数が収束して、その収束した級数の和を取って、その Borel変換を
やると、もとの関数が出てくるわけです。だから、いわば発散級数に意味を持たせる一つの方法なの

ですけれども、そういうものをやりますと、それが正しいSchwinger関数を与えるということが証明
されました。

[slide 6]さらにそれを3次元の空間に移すと。 3次元の空間では、さっき言いました Osterwalder-
Schraderの公理系を満たすようなモデ、ルが作れると。しかもそれはnon-trivialで、散乱現象がある
ということも、証明されています。それから、 Borel変換が有限な収束半径を持つということも証明
されています。

(φ4)3槙製:

0-5公理系をみたす(回転不変性を別として)

non-trivial 

Schwinger関数、摂動級数は発散、

80rel変換は有限な収束半径

(φ4)ν 模型:

ν=4+ε: triviality (1981) . 

ν=  4: Schwinger関数の摂動級数は Borel総和

可能 (1994).

ただ、言わなかったのですけれども、

時間 1次元、空間 1次元という、いわ
ば2次元のモデ、ルでは発散はあるので

すけれども、発散は真空のエネルギー

だけの発散で、ハミルトニアンか何か

引き算をしておけば有限になると。時

空3次元のモデルでは、真空のエネル

ギーと massが発散する。質量の繰り込
みをしなきゃいけないという、発散す

るdiagramは1つしかないという簡単
なモデ、ルはで、きましたということです。

さらに高次元、現実の4次元にいった

らどうなるかというところまで、来た

わけですけれども、そうしますと、次元

が4+ε であると、 ε正です、そういう
ときは、これは trivialな理論しかない
と、 trivialityの問題になっている。つ
まり散乱行列が r1 Jになってしまうと
いうことです。それはperturbationに
依らず厳密に証明された。 1981年。

[Slide 6] 

ν=4のときにどうなるかということは、最近、実はあまり勉強していないので、もしかしたら証
明されているかもしれないのですけれども、証明はないですね。

4のときは、分からないけれども、いろいろな状況証拠から考えると、どうも trivialらしいという
ことです。 ν=4のときに、 Schwinger関数の摂動級数というものは、 Borel変換すると、有限な収
束半径を持つという証明もあるのですね。

だから、ちょっと良く分からないのですけれども、可能性としては、場の理論というのは、大変微

妙なobjectで、構成の仕方によって trivialになったり何になったりするという可能性は、最初に言
いました交換関係の非同値表現ということから考えると、否定はできないわけです。何かのある作り

方があって、 trivialでないというものがあるかも知れないのです。
trivialityという話が出てから、急に場の理論の論文の数が減ってしまったと思うのですけれども。
Borel変換が意味を持つという話は。。。
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4. 非相対論的な QED

輔射場と非相対論的な原子の相互作用

ハミルトニアンのスペクトル解析

在来の初等量子力学:

まず輔射はないとして原子の準位をきめる

次に輯射との相互作用を入れて遷移確率を

計算(状態の時開発展)

Wigner-Weisskopfの摂動論

スペクトル解析に徹すれば、埋蔵国有値に対する摂動、

不安定状態

千latom+勾radのスベクトル

.. 
== 

-e ・・ ~ 

[Slide 7] 

[slide 7]その後、どうなったかという
わけですけれども、非相対論的な QED
という話は、過去、復活しまして、これ

はradiationfieldは量子化するけれど
も、 atomとの相互作用を考えるのです
けれども、 atomは普通のSchrodeinger
方程式を使うということなのです。

何が問題かと言いますと、普通の初

等量子力学でやりますと、幅射場をま

ず考えませんと。そして原子の量子力

学というのをやると、こういう discrete
spectrumが出てきます。あるところか
ら連続するということになりますけれ

ども、 discretespectrumになります。
そこから今度は time-dependentな摂
動だというので、 radiationを入れて、
トランジションパウリ{直を計算すると

いうやり方を進めているわけです。

Wigner-Weisskopfの摂動論というも
のがありまして、それは transitionま
で入れて、複素固有値の問題になるわけ

です。

この問題を摂動によらないでやろう

とすると、どうなるかと言いますと、こ

れはいわゆる埋蔵固有値がある場合の

摂動論ということになるわけで、こう

いう atomのハミルトニアンだけで言
いますと、 discretespectrumがあった。
だけどそこに radiationを入れると、

continuous spectrumがかぶってくるわけですね。ですから励起状態というものが連続固有値のなか
に埋まっていることになるわけで、そういう場合のハミルトニアンに、さらに相互作用を加えるとき

に、 spectrumがどう変わるかと、これは簡単な話ではないのですね。そういう研究が今も続いてい
ると言っても良いと思います。もちろん、その場合は、 atomが非相対論的ですから、これだけでは
充分ではないのですけれども、この問題がまだ、未解決の問題が残っているということです。そういう

ふうな状況であります。

しかし、先ほど言ったように、最近、問題から離れてしまっていますので、もっと新しい発展が起

こっていないとは言えないのですけれども、多分ないと思います。

討論
大貫:ありがとうごさいました。ご質問はございませんか。さっきの momentumや volumeをカッ
トして有限にして、正準交換関係を表現ユニークにしますね。カットをだんだん大きくして

いったときに、真空はどこに落ち着くわけですか。

江沢:それは時空2次元の場合しか分かつていないのですよ。真空の実際の性質が。

大貫 :6次元とか5次元、 4次元空間はわからない。

江沢:分かりません。

大貫:つまり真空はいろいろとあるわけですよね。縮退して。

江沢:縮退しているということは分かります。相互作用の格好に依りますけれども。

大貫 :couplingが決めるわけ。
江沢:がにしたら縮退しないのですけれども、ザ _<p2とか、そういうふうにすると、縮退があっ
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て、かっ、 brokensymmetryになるということはあります。だけど真空の細かい性質は、とい
うか、具体的なイメージはできない。

2次元時空の場合には、 locallyFockというのですけれども、無限大にしてしまった時空全
体で考えると Fock表現ではないと。だけれども、コンパクトな、有限な空間部分だけで考え
ると、それは Fock表現で済むということが分かつています。しかし、次元が高いときには分
かっていないのです。

江口:大体、例えばフェルミオンが入った系というのは、取り扱うのは非常に難しいわけですか。

江沢:相互作用によるのですけれども、湯川相互作用の理論というのは、時空 3次元までできてい
ます。

江口:符号のいやらしさとか、その辺はあまり関係がないのでしょうか。
江沢:符号というのは。

江口:ブエルミオンの。つまり理論の解析で。その作用に。
江沢:それは大丈夫です。

江口:例えばsupersymmetricな例もあるのですけれども、どうでしょうか。
江沢:そちらはないで、すね。

大貫:よろしいですか。もう少し。

江口:良いと思います。

大貫:何かほかに、ご質問はあるでしょうか。それでは時間もオーバーしましたので、どうもありが
とうございました。

ph12 江沢，南部，巽，大貫
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