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Abstract 

閉じた空間曲線のことを結び目とよぶ。結び目をもっ環状の高分子に関する理論と実験

が最近著しく発展している。例えば、様々な結び目の環状のDNAが実験で導かれている。

そもそも高分子とは細長い鎖のような分子であり、高分子鎖同士の絡み合いの効果は高分

子物質の物性に重要である。一定の結び目をもっ環状高分子の振る舞いは、トポロジー的

な絡み合い効果を反映する。そしてトポロジーの効果は興味深い多体相互作用をもたらす。

さらに、生命現象を物理的に理解する上でも重要である。実際、 DNAが複製される際に

その塩基対2重螺旋に絡み合いが生じるが、これがどのように解消されて複製が無事に行

われるのかは未解明の大問題である。

本講義ではDNAの結び目を最初に紹介し、結び目不変量を用いた結び目高分子鎖の数

値シミュレーションの最新成果を解説する。

1 結び目とDNA

1.1 様々な結び目

日常生活で結び目と言えば靴紐など紐を結んだものを意味し、たいてい紐の両端は開いている。

しかし、曲線のトポロジーを数学的に明確にするためには、両端を閉じる必要がある。以下、

閉じた空間曲線を結び目と定義する。二つの閉じた空間曲線を切断することなく一方から他方

へと変形できるとき、二つの結び目は同じトポロジーをもっ、あるいは二つの結び目は同じで

あるという。

図 Iの(a)は、輪ゴムなど単純に閉じた輪と同じトポロジーの結び目で、自明な結び目とい

う。図 1の(b)は、葉が三枚広げられたような形をしているので、三葉結び目とよぶ。三葉結

び目を図で表すと、図の中に最低3個の交点がある。結び目は最小交点数ごとに分類されてい

る。三葉結び目は最小交点数3の結び目であり、その一番目なのであという記号で表される。
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(a) (b) 

Figure 1: (a)自明な結び目 (trivialknot) 01; (b)三葉結び目 (trefoilkno七)31 

1.2 溶液中の高分子

高分子でつくられている物質は身近に数多く存在する。高分子は、同じ分子単位が多数結合して

速なった鎖状の巨大分子で、ある。高分子(polymer)の中の一つの分子単位をモノマー(monomer)

という。例えばポリエチレンは、エチレン分子が多数連なって鎖を形成したものである。結合

するモノマーの個数を重合度という。

高分子はひもの形状のもの(線形鎖)が多い。しかし、様々なトポロジーの高分子が存在

し、例えば自明な結び目の環状高分子も存在する。例えば、大腸菌のプラスミドは環状のDNA

である。これは天然の環状高分子鎖である。最近では非常に大きな環状高分子鎖も合成可能と

なった。技術的には非常に困難だ、ったが、実験技術の著しい進歩により可能となった。

溶液中の高分子鎖は、溶液の中でランダムな熱揺らぎを受け、全ての空間形状が出現可能で

ある。高分子が一種類のモノマーの繰り返しでできている場合、高分子鎖の空間形状がどのよ

うなものになっても、エネルギーに大きな変化はない。このため、線状の高分子鎖の空間形状

はランダムウオーク (randomwalks)で記述される。溶液中の線形高分子鎖はランダムウオーク

を用いて記述され、環状高分子鎖はランダムポリゴン (randompolygons、ランダムな多角形)

を用いて調べられる。

高分子の化学結合は熱揺らぎ、のエネルギーよりもず、っと大きく、高分子鎖は切断されない。

つまり、高分子鎖が交差やすり抜けをすることはない。これが絡み合い効果の起源である。高

分子鎖は非常に長いため、互いに絡み合うとなかなかほどけにくい。このため、濃厚高分子溶

液の動的な振る舞いにおいて、線形高分子鎖の絡み合いが重要となる。

ここで一言注意すると、絡み合い効果は線状高分子の統計的性質には関係しない。熱平衡

状態では全ての配置が実現する。最初にどんなに絡み合っていても、十分に時間が経過すれば、
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Figure 2:ランダムウオーク

ほどけた状態が出現する。

1.3 環状高分子鎖

環状の高分子鎖では、そもそも一定の結び目をもっ空間配置しか実現しない。結び目 Kの環状

高分子鎖は、熱揺らぎの中でどのように時間発展しようとも、ず、っと結び目 Iてのままである。

環状高分子の統計的性質を調べるためには、一定の結び目の空間配置だけを実現しなければな

らない。しかし、一定の結び目をもっというトポロジ一一定の条件を理論に取り込むことは容

易でなく、様々な工夫が必要である。実際、環状高分子鎖の空間配置をランダムにつくると、

様々な結び目の配置が含まれてしまう。

トポロジー一定の条件は、非自明な相互作用を導く。結び目 K の環状高分子の物理量を求

めるには、ランダムポリゴンの空間配置の中でその結び目 Kをもつもののみが関係する。他の

配置は全て関係ない。このことは、トポロジ一一定の条件はエントロビー的な多体効果をもた

らすことを意味する o この効果は自明ではない。これは一種の絡み合いの効果であり、トポロ

ジー的絡み合い効果とよぶことにする。

トポロジー的絡み合い効果は、高分子のトポロジーをコントロールするためにはぜひとも

解明しなければならない、重要な研究課題である。

1.4 環状DNA

自然界には大腸菌のプラスミドなど、環状のDNAが多数存在する。 DNAを切断・再結合し

てDNAのトポロジーを制御するトポイソメラーゼという酵素が知られている。 [1]この酵素は

DNAの複製過程の中で生じるこ重螺旋のもつれ合いを解消する役割を果たす。 DNAの高次

構造をも制御し、弛緩して拡がった環状DNAを超らせん形状にする。

DNAは塩基対の2重螺旋であり、自己複製の際には非常に複雑な絡み合いが生じることが
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予想される。特に環状DNAの場合、絡み合いは複製の重大な障害となるであろう。トポイソ

メラーゼの作用を調べる実験等において、様々な結び目をもっ環状DNAが導かれた。 [1，2]

しかし、不思議なことに、生物は何らかの方法でDNAの絡み合いを解消し、結果的に環状

DNAの2重螺旋は無事に複製される。そこで、どうやって絡み合いをうまくほどいて複製して

いるのかを明らかにすることは、 DNAの複製の仕組みを理解する上で本質的に重要である。

1.5 ランダム結び目

トポイソメラーゼの機能は神秘的であり、物理学の視点から明らかにすることは容易でない。

そこで第一段階として、一定の結び目をもっ環状高分子鎖の統計力学的性質の研究が重要であ

ろう。環状高分子鎖の統計力学的性質は、ランダムポリゴンを用いて調べられる。ランダムポ

リゴンの中で一定の結び目のものを、ランダム結び目とよぶ。ランダム結び目の大きさ(慣性

半径)や結び目の出現確率が重合度や結び目の種類にどのように依存するか、という問題が最

も基本的で重要な研究課題である。

ランダム結び目はDNAを用いて実験的にも研究されている。線形のDNA鎖をランダム

に閉じて環状鎖をつくる実験が行われ、ランダム結び目の出現確率が測定された。 [3]線形DN

A鎖の端に細工を施し、両端の結合を可能とした。この結果、環状鎖と線形鎖の割合を温度で

制御でき、電気泳動等で環状鎖のみを取り出すと、ランダム結び目を実現する。

2 高分子物理の基礎

2.1 慣性半径

高分子の物性を特徴づける最も重要な量は、その平均的な空間的広がりである。その指標とし

て慣性半径がよく用いられる。 [4，5]重合度Nの高分子鎖のモノマーの位置ベクトルを rjと

表すとき、その重心の位置ベクトh ・cm-乞立1rjjNを用いて、慣性半径九は次のように定
義される。

N 

R; =主主((rj-rcm)2) (1) 

ここで(・)は、高分子鎖の全ての空間配置に関する平均を表す。また、慣性半径は次のように

表すこともできる。
可 N

R; =示jE1((Tj-n)2) (2) 

長さ αのモノマーがN個つながったランダムウオークの慣性半径Rg，linとランダムポリゴ
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Rg 

Figure 3: 1貫性半径は高分子鎖の平均的な大きさを表す

ンの慣性半径 Rg，ringは重合度Nが十分大きいとき、次のように求められる。

R:，:_ = N a2 • R:_:__ = Nα2 一 一一-g.lin -"6 U ， .1lg，ring - 12 

この結果は、例えばランダムウオークをガウス鎖で近似すると導カ亙れる。

2.2 排除体積とスケーリング理論

(3) 

ランダムウオークやランダムポリゴンでは、高分子鎖の体積をゼロと仮定した。一方、現実の

高分子鎖において、モノマーは一定の体積をもっ。そして、モノマ一同士が空間的に重なるこ

とはない。現実の高分子鎖は、自分の他の部分が存在する空間領域に重なることができず、そ

こから締め出される。自分自身で反発する効果が生じる。このようなモノマーの体積のことを、

排除体積(excludedvolume)とよぶ。そして、排除体積をもっランダムな鎖を、自己排除体積

鎖 (Self-AvoidingWalk， SAW)とよぶ。 [4，5]

排除体積の効果を明確にするため、慣性半径と重合度Nの関係を考える。重合度が十分に

大きいとき、指数νを用いた次のスケーリング則が成り立つ。

Rg cx N
V (4) 

自己排除体積をもたないランダムウオーク (RW)やランダムポリゴン(RP)の場合には、慣

性半径と重合度は次のような関係にある。

Rg，RWαN1/2， Rg，RP氏 N1/2 (5) 

スケーリング指数は0.5である。一方、自己排除体積鎖(SAW)の慣性半径は次を満たす。

Rg，SAW cx NO.588 (6) 
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ここでスケーリング指数は 0.588(あるいは近似的に 0.6)である。自己排除体積鎖の指数は、

ランダムウオークの指数よりも大きい。これは、自己排除体積鎖は実効的な反発力のために、

高分子鎖の大きさが拡大しているためである。

3 ランダム結び目の数値シミュレーション

3.1 D N Aの理論模型

DNAは負に帯電した荷電高分子であり、このためにDNA二重螺旋は硬くて曲がりにくい。

つまり塩基の負電荷同士が反発してまっすぐになりやすい。環状高分子の空間形状をランダム

ウオークとみなすとき、ランダムウオークの lステップあるいは単位長さに対応する長さを保持

長とよぶ。 DNAは硬いけれども、非常に長くなれば折れ曲がり、細長い自己排除体積鎖(SAW)

で近似できる。 DNAの保持長は直径に対して約50倍と大きい。そこでDNAは弾性をもっ

細長い棒が非常に長くつながった模型で、理論的に記述され、これをウォームライク鎖(worm-like

chain)とよぶ。さらに単純化すると、細い円筒がいくつも連結した鎖となる。 [3]これを円筒鎖

模型とよぼう。円筒の体積は排除体積に相当する。

溶液中でDNAはその塩基の負イオンを中和する対イオンの雲に囲まれており、その実効的

太さが円筒の直径に対応する。そしてDNA鎖の保持長が円筒の長さに対応する。実験では、

実効的太さは溶液のイオン濃度で制御される。

3.2 トポロジ一一定のシミュレーション方法

一定のトポロジーをもっ環状高分子鎖の空間配置を実現するために、結び目不変量を用いる。

[6]結び目不変量とは、結び目の空間配置から計算できる量で、同じ結び目に対しては必ず同じ

値が導かれるというものである。しかし、完全な不変量は知られていない。すなわち、全ての

結び目に異なる値が対応するような結び目不変量は知られていない。異なる結び目に同じ値が

対応することもある。ただし、いくつかの結び目不変量を組み合わせると、 10交点以下の結

び目など、交点数の小さい結び目を完全に区別することが可能である。

シミュレーションの方法を以下に説明する。まず最初に全ての空間配置をランダムに生成

し、そして生成した空間配置に対して結び目不変量を計算する。不変量の値からその空間配置

の結び目を推測し、特定の結び目の配置だけを選び出す。

三葉結び目など簡単な結び目の場合には、この方法で精度良く物理量を求めることができ

る。実際、頂点数Nがあまり大きくない場合には、複雑な結び目は実質上は出現しない。
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Figure 4:慣性半径の二乗平均値の比男，K/弔，aveと頂点数Nの両対数グラフ。トポロジーの条

件を課さない場合の慣性半径の二乗平均値 R~，ave を 1 と定めるとき、自明な結び目の慣性半径の

二乗平均勾，tri および三葉結び目の慣性半径の二乗平均勾，tre の値。 (R~，trdR~，ave と R~ ，tre/R~，仰

の値。) (円筒半径/ボンド長=0.003の円筒鎖模型)Ref. [9]を参照。

3.3 結び目環状高分子鎖の数値シミュレーションの結果

結び目が出現する確率の重合度依存性が明らかにされた。 [7]環状高分子鎖において結び目 K

が出現する確率PK(N)は、頂点数Nの関数として次のように表される。

PK(N) = CKNm(K) exp( -N/No) (7) 

ここでCK は模型によって異なる定数である。また、 Noは模型を決めれば結び目によらずに

一定値で与えられる。そしてm(K)は結び目ごとに決まる指数であり、模型には依存しないと

予想されている。 [7]式(7)は、 deGennesのスケーリングの考え方[4]と整合的である。

さらに、円筒鎖模型のランダム結び目における排除体積効果が明らかにされた。 [8]結び目

が生じる確率の排除体積依存性を表す従来の理論式[3]が大幅に改良された。

一定のトポロジーをもっ環状高分子の慣性半径は、トポロジー一定の条件がない場合と比

較しでかなり大きいことが明らかにされた。 [9]トポロジー的な条件のない場合の環状高分子

鎖の慣性半径を Rg，仰と表す。(ここで raveJは平均、 averageを表す。)そして、自明な結び

目(trivialknot)の慣性半径を Rg，tri、三葉結び目 (trefoilknot)の慣性半径を Rg，treと表す。図

4に示されているように、自明な結び目はトポロジー条件のない場合に比較して、大きくなっ

ている。すなわち、比Rg，trdRg，仰は常に lよりも大きい。一方、三葉結び目は、頂点数Nが

小さいときはトポロジ一条件のない場合よりも小さいが、頂点数Nが十分大きくなるとトポロ

ジ一条件のない場合よりも大きい。すなわち、比 Rg，tre/Rg，α凹が lよりも大きい。
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三葉結び目に対する結果は、直感的にも理解できる。頂点数Nが小さい場合、三葉結び目

は交点を持つために絡み合い、その大きさは小さくなり、比Rg，tre/Rg，αmはlよりも小さい。

一方、頂点数Nが十分大きくなると、三葉結び目は全体のごく一部分を曲げてつくられ、他の

大部分は自明な結び目と同じになる。つまり、自明な結び目と同じような結果になる。

自明な結び目がトポロジ一条件を課さない場合よりも大きいこと、すなわち、 Rg，trdRg，av巴>

1、という事実は興味深い。統計物理量に関してはトポロジ一一定の条件が高分子鎖のすり抜け

禁止条件に対応する。このため、比Rg，trdRg，aveがlよりも大きいこと、はトポロジー的拘束

から導かれるエントロビー的斥力によって鎖同士が反発して環状鎖全体が拡大した、と解釈で

きる。このようなトポロジー的拡大効果は環状高分子の排除体積の大きさに依存し、高分子鎖

が細い場合に拡大効果が顕著に現れ、鎖が太い場合には拡大効果は減少する。 [9]

図4に示されたトポロジー的エントロビーカによる環状鎖の拡大は、将来、結び目DNA等

を用いた実験によって検証されるかもしれない。結び目環状高分子鎖の散乱関数もシミュレー

ションで求められた。 [10]この結果も、近い将来、実験と比較検討されることが期待される。
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