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「物理学Jとしち言葉を三省堂の新明解国語辞典Iで引くと、「物質の性質や構造、運動・熱・光・

音・電磁気などの状態や作用について研究する学問Jと出ている。またウエッブサイトの国語辞

典、大辞泉で、ひくともっと丁寧に「物質の構造・性質を明らかにし、それによる自然現象の普遍

的な法則を研究する自然科学の一部門。運動・熱・光・電磁気・音などの諸現象をはじめ、素粒

子・核・宇宙線・量子エレクトロニクスなど対象は広く、精密な実験によって量的な把握を行い、

数学を応用して表すことに特徴があるjと出ている。わたしが高校でこの学問を初めて学んだと

き、先生がこの辞書のようなことを言っており、その説明でイ可となく分かったような気がしていたこ

とを覚えている。もっと後で、哲学の本を読むようになって、ある本を広げたら「哲学とは、それが

何を意味するかが分かるようになったとき、分かる学問であるJと狐に摘まれたようなことが書いて

あった。その点、物理学はもっとすっきりした学問なのだ、と天狗になっていたこともあった。しかし、

よく考えてみると上の物理学の説明はよく分からなくなる。特に物性物理学がそうだ。いま流行り

のナノデ、パイスの物性など、なぜ理学部の物理学科のみならず工学部の電子工学科等でも研

究されているのか。また、応用数学は数学の一分野であり、物理学ではない。それが理論物理

学とはどう違うのか。どうやら「物理学も、それが何を意味するかが分かるようになったとき、分か

る学問であるJょうである。物性物理学に興味ある皆さんも、実は物理学に興味を持っているの

だと思う。実験器具や数式の見事なジヤング、ルのなかの多様な一つひとつの樹の性質や美しさ

に枕惚としていられるうちは良いが、皆さんのこれからの長い研究生活で、自分がジャングルの

何処にいるのかが分からなくなって不安になるときが必ずあるもので、ある。今回の講義では「時

間の対称性の破れJという、物理学の基本問題の一つをテーマにして、物理学とは何だろうかを

考えてみよう。

本資料は、別冊数理科学「時間論の諸ノミラタ守イムJ(サイエンス社、 2004年)のなかの「時間の
対称性の破れと古典および量子力学の拡張:タイムマシンは作れるか?Jを基にして、それに手

を加えたものである。この別冊には一線で活躍している研究者達による、時間の問題を様々な

側面から捉えた議論が網羅されているので、一読をお勧めする。この資料では、この問題の数

学的定式化が要約されている。講義ではその部分を詳述し、またその定式化の応用として、非

平衡統計物理学での輸送係数(拡散係数や熱伝導係数や粘性係数など)を与えるグリーン・久

保公式を比較的濃密度期待について分析し、そこでの長距離相関による非マルコフ効果、す

なわち記憶効果とその赤外線発散の問題を論じる。また、半導体よりなる低次元量子ナノ超格

子に付着した不純物内(ドーナー)の励起電子が超格子内のエネルギー・ミニバンドに遷移する

1 r物理学jの項は味も素つ気もなかったが、この辞書は独断と偏見に富んだ楽しい読み物として定評があ
る。例えば「俗人Jや「女Jの項をひくと面白いことが書いてある。
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場合の異常減衰等についても論じる。紙面の都合上、これらの応用例に関する資料をここに載

せる余裕がない。ここの脚注にその情報を載せておくので、それらを参考にされたい o

この資料のために筆者の既出の論文の一部を使うことを許可してくれたサイエンス社に厚く感

謝の意を表する。

1. はじめに

物理学の大きな問題の一つに、時間のパラドックスの解明がある。それは、自然界ではあらゆる

階層で、時間と共に発展するパターンを見いだ、す事がで、きるにも拘わらず、物理学の基本法則が

「時間の向きJに対して対称であると言う矛盾である。伝統的な物理学ではこの時間の対称性の

破れの便宜上の答えとして、多体力学系での巨視的な特性に由来した、「我々jの導入した「組

視化jやその他の近似にその責任を負わせている。エントロピー増大の法則とも呼ばれる熱力

学第二法則が現象論的な亜法則として、それがただ単に未来への秩序の崩壊や滅亡を記述し

ているとの悲観的な認識としてしかその意義を理解されていなかった時代には、「時間の向きは

この宇宙の本性とは関わりのない、我々の造り出した二義的性質であるJとして物理学の第一原

理から外しておこうと言う心持ちも理解できない訳ではない。しかし、プリゴジン(I.Prigogine)によ
る「散逸構造Jの発見により(文献1)、不可逆性が我々生物を含めた複雑な構造を可能にする

根拠に成っていると言う、この第二法則の重要な建設的役割を一度理解してしまうと、「我々Jの
自然操作や認識の限界に基づく、上で述べた便宜上の答えは到底受け入れられるものではな

い。我々の存在は不可逆性の結果で、あって、その原因ではない。従って、時間のパラドックスを

解明するには、時間の対称性の破れを含む自然法則を構築することにある。

この目標は、散逸構造の発見後、二つのクラスの力学系、即ち、「カオス的不連続写像系Jと

「大きなポアンカレ系J(Large Poincare Systems)と呼ばれるハミノレトニアン系に対して既に実現
されている。ここで大きなポアンカレ系とは、発展の演算子が連続なスベクトノレを持った非可積

分な保存力学系のことである。実際のところ統計力学で取り扱う全ての系はこのクラスに属する。

ここでは、この大きなポアンカレ系に対する我々のグループの仕事について要約する(文献2-
4)。

古典力学でも量子力学でも、与えられた系の運動を物理学で記述する場合、軌跡とか波動関

数という個々のレベルで記述することができる。しかしまた、リュウビ、ル=フォンノイマン演算子

(以下、単にリュウピ、ル演算子と呼ぶ)を使って統計的な古典分布関数や量子密度行列のレベ

ルでも記述できる(文献5)。可積分系を雛形にして発展して来た物理学では、伝統的にはこの

二つの記述法は等価であると仮定されて来た。しかし、このことは決定論的カオスやポアンカレ

の非可積分系のような不安定な力学系では、もはや成り立たない。

カオス的写像は不安定な力学系の中でも特に簡単な系であり、そのような例にベルヌーイ写

像やパイこね変換がある。これらの系での時間の対称性の破れに関しては、長谷川博や田崎

秀ーなどの日本人を含めた、プリゴジンに率いられた我々のグ、ループによって解明されており、

その内容はDeanDriebeの本に詳しく解説されている(文献6)。そこで説明されている様に、カ
オス的写像で、はベロン・フロベニウス演算子と呼ばれる発展演算子をヒノレベルト空間の外側に

拡張することにより、複素不既約スペクトル表示が得られる。ここで、複素とは、発展演算子の固

有値が、それぞ、れ二つの時間の向き(過去と未来)にイ寸随した半群に対応する虚数部分を持っ

ていることを意味する。さらに不既約とは、一般に分布関数による記述を軌跡による記述に帰着

できないことを表している。軌跡の不安定性を表すために導入されたリヤプノフ指数はここでは

2グリーン・久保公式の赤外線発散については、 T.Petrosky， Foundations ofPhysics， 29 (1999) 1417; 29 (1999) 
1581を、また低次元量子ナノ超格子に関しては、 S.Tanaka， S. Garmon， and T. Petrosky， Phys. Rev. B， 73 
115340 (2006)をそれぞれ参照。
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「第51因物性若手夏の学校 (2006年度)J

スペクトルの中に現れている。ここで新しいことは、拡張されたヒルベルト空間の中に、平衡状態

への接近を記述する統計的なレベルで、の新しい解が現れて来ることである。

この拡張されたヒルベルト空間は、内積で、定義されるノルム(長さの概念の拡張されたもの)を

持たないデルタ関数やその微分のような、「汎関数」をその要素として含む。読者もご存じのよう

に汎関数の世界ではそれ自身の積が定義できないなど、我々に馴染みの関数とは大変違った、

意表をついた性質を多く持っている。不可逆性は、この拡張された関数空間での、不安定力学

系に対する以下で説明するあるクラスの分布関数に対する厳密な性質であり、「我々Jの導入し
た近似の結果ではない。

この様に、時間のパラドックスの解明には、汎関数等の「関数解析Jの数学的知識が要求され

る。このことには、複素関数論程度の知識しか持ち合わせていない著者には意外な結論で、あっ

た。ちょうど、量子力学を理解するには「行列Jの概念が不可欠であり、一般相対論を理解する

には「非ユークリッド幾何学Jの概念、が不可欠であるように、ここでも、新しい力学の枠組みを理

解するには、新しい数学が要求されている。

さて、上で述べたカオス的写像に対する状況は、古典力学や量子力学での大きなポアンカレ

系でも同様である。この系での問題を解く基本的第一歩は、例えば運動量表示で以下に説明

する特徴的な特異性を持ってしも分布関数や密度行列のあるクラスに対して，リュウビル演算

子に対する固有値問題の解を探すというところにある。このクラスに属する関数は、例えば、ハミ

ルトニアン自身やその関数である熱平衡分布がその代表的なものである。従って、このクラスに

属する関数は統計力学では重要な役割を演じる。

ここでしづ特異性とは、分布関数が座標の全空間にわたって非局所的に分布した物理的状況

を表していることに起因するものとして現れてくる。実際、熱力学や統計力学で対象とされる系

内で、起こる粒子間の相互作用はいつまで、も持続する。これは例えば衝突前と衝突後がはっきり

定義できるような、普通の S行列理論によって記述される「一過性Jの散乱状況とは著しい違い

を示している(文献7)。この非局所性の結果数学的には分布関数のフーリエ変換の座標に共

役な波数空間や、密度行列の運動量空間で、の表示にデ、ルタ関数等の汎関数で、表される特異

性が現れて来る。従って、不可逆性が予測される系で、のリュウピル演算子の固有値問題を解く

場合、必然的に汎関数をも含んだ、ヒルベルト空間を拡張した関数空間で、それを解かなくては成

らない。

もう一つ重要なことは、たとえ初期条件の分布関数が非局所性による特異性を持っていたとし

ても、例えば理想、気体のように、必ずしも時間の対称性を破る解があるとは限らないことである。

実際、もし正準変数を適当に選ぶことに因って各自由度の間の相互作用を消去できるとすると、

その系は決して熱平衡状態には近づかない。ここに、ポアンカレの意味での非可積分性が重要

な役割をすることになる。

我々は有名なポアンカレの定理によって、どのような正準変数を選んで、もハミルトニアンの中

から相互作用を消去できない系が存在することを知ってしも(文献5、8、9)。ポアンカレは天体

力学の三体問題を、二体系に第三の天体系が摂動として加わった場合として取り扱い、相互作

用を消去するような正準変数を摂動展開によって形式的に作ろうとした。二体系は既にニュート

ンによって積分可能な系で、あることが知られている。そしてポアンカレは、その三体問題の正準

変数の表現の中に各自由度の振動数の線形結合で表される分母が現れ、かっ、その分母がゼ

ロに成って発散するためにその正準変数を定義することが不可能で、あることを示した。このこと

から、この発散のことをポアンカレの共鳴特異性とも呼ばれている口これが非可積分系の存在の

歴史的に最初の認、識で、あった。その後、任意に与えられた可積分系に自由度問の相互作用を

摂動として加えると、非線形相互作用を含んだ圧倒的多数の相互作用に対してその新たな結

合系がポアンカレの意味で、非可積分系になることが分かるようになった。このポアンカレによる

非可積分性の発見は後の力学系のカオスの問題へと導いた。

q
u
 

Q
U
 

司

t



講義ノート

ポアンカレは非可積分性の現象面での意義は軌跡の大変複雑な振る舞いを導くことにあり、

そしてまた、初期条件の僅かな違いで、その後の運動が全く違ってしまうため、系の長時間的な

予測が不可能になる事にあることを既に100年も前に指摘している(文献9)0 I予測不可能性j

とは至って悲観的な表現で、あるが、今でもカオスの本を読むと、著者にはこの負の側面が強調

され過ぎているように思われる。

我々が「大きなポアンカレ系Jと特に限定しているのは実はこの非可積分性の役割の意義に

関係している。「大きな系Jとは字面では自由度が無限大の系品、う意味であるが、その深い心

では、リュウビ、ノレ演算子の固有スペクトルが連続の値を取ることを意味している。リュウビル演算

子の物理的次元は振動数と同じ次元である。従って、自由度が無限大の系では無摂動系の振

動数も連続の値を取るようになる。

ところで、汎関数の理論では連続変数がゼロと成り得る場合、その変数で、害11った表現はデ、ル

タ関数として、その変数の積分下で数学的に完全に合法的な意味を持つ。従って、ポアンカレ

の共鳴特異性は取り扱い可能な、それ故、その効果の予測可能な現象へと導くはずである。大

きなポアンカレ系では、実は、共鳴特異性を表すこのデ、ルタ関数部分が時間の対称性を破る項

として現れてくるのである。例えば、量子力学系では現象論的不可逆方程式として有名なパウリ

のマスター方程式が知られている(文献5)。相互作用が小さし、場合、その方程式の散逸項は、

しばしばフェルミの黄金律を使った遷移確率から計算されるが、この黄金律では振動数のデル

タ関数を含んでいる。これが衝突の前後で、無摂動系の粒子のエネルギーの保存を保証するの

である。と同時に、この項が時間の対称性をも破っている。我々の複素スペクトル表示の理論で

は、正にこの共鳴特異性がパウリのマスター方程式の散逸項を導き出していることを現象論で

はなくて、力学の第一原理から示すことができる。不可逆性を論じるためには、上に述べた分布

関数の非局所性による汎関数とは独立に、ここでも共鳴特異性による汎関数をも含めた関数解

析の数学的言葉を使わざるを得ない。

上述したように、不可逆性は散逸構造を自発的に作り出すことを可能にしている。従って、ポ

アンカレの非可積分性の意義は、カオスの理論で強調されているような予測不可能性としち悲

観的な所にその本質が有るのではなくて、我々をも含んだ複雑系の構造を作り出す所にその本

質がある。このように、非可積分性は我々を取り巻く自然を豊かで多様なものとする建設的な役

割を演じているのである。

ところで、もし系が可積分であるか、又は、物理系が局所的で、あったら、上で述べた共鳴特異

項は消えてしまい、時間の対称性が破れない。従って、そのような系では我々の理論は個々の

軌跡や波動関数に基づいた記述法に帰着する。この意味で、我々の理論は今までの力学の拡

張に成っている。

不可逆性を論じる場合のもう一つの重要な側面は、非決定論的な世界観と関係している。物

理学を教わったことの無い方々にとっては、この世の中に時間に向きが在ることが問題になるこ

とが既に理解し難いことだろう。例えば、ある学徒がそのライフワークとして深窓に健り、アルキメ

デスの逸話のように、ある日突然裸で飛び出して来て「ついに分かった、時間には向きがある、

我々が歳をとることは力学と何ら矛盾していなしリと叫んだら、きっと癒狂院ものだろう。お互いに

無矛盾で鍛密な論理体系を構築するというのも学問の重要な役割であり、また、技術的応用を

目指すという工学的興味もあろうが、自然哲学としての物理学には不可逆性を論じる動機として

何か他の説得力のあるものが欲しい所だ。そのことがこれから述べる「決定論J(:I非決定論Jに

関係している。

ニュートンの古典力学、アインシュタインの相対性理論、シュレーディンガーとハイゼンベルグ

の量子力学等、物理学の基本法則に共通した大きな特徴は、それら全てが「決定論的Jな微分

方程式で表わされているとしづ所にある。微分方程式の特徴はある時刻の状態、が与えられてい

ると、全未来と全過去の状態が決まってしまうとし、うことにある。したがって、全ての未来の現象
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はこの現在の瞬間に内在していることになる。例えば、モーツァルトの音楽はモーツァルトの誕

生以前から存在していたことになる。そのような世界では創造的活動は意味を成さず、いわば無

時間の世界であり、過去、現在、未来品、う時間の区別は大した意味を持たない。物理学の描く

世の中は、なんだかやおよろずの神の日本人にとっては得体の知れない、全未来をお見通し

の一神教の神の世界のようにも思えて来る。

一方に於いて、ボ、ルツマン方程式、パウリのマスター方程式、拡散方程式、あるいはブラウン

運動のランジュパン方程式など、統計力学で扱う重要な方程式は時間の対称性が破れている

のみならず、全て確率論的な方程式であり、初期条件が与えられていても後の現象が一意には

決まらない非決定論的方程式である。従って、時間の対称性の破れを説明する理論では、時間

の向きの存在の正当性ばかりでなく、この非決定性がどのように力学原理と折り合いが付くかを

も明らかにするものでなくては成らない。

これから、上で、述べたことを数学を使って説明して行くが、誌面の都合上その要点を示しただ

けである。もっと詳しい計算については終わりに列挙した文献(2-4)を見てもらいたい。

2. デルタ関数特異性

体積E= (21C)3Q の大きな箱に入ったN個の粒子が、短距離斥力でお互いに相互作用をし
ているガス系を考えよう。系のハミルトニアンは次の形をしているものとする、

N -2 N 

H(p，q)=Ho+λv=ヱム+之内Iq; -q; 1) (2.1) 
12m i〉j t j 

ここで、 λは無次元の結合定数であり、 piと品は夫々 i番目の粒子の運動量と位置の三次元ベ
クトル、そして、 pとqは3N成分を持ったベクトルで、ある。
統計的な記述は次のリウピル=フォンノイマン方程式によって定式化される、

iZ=ω (2.2) 

ここで、リウヒ守ル演算子は古典力学で、はハミルトニアンとのポアソン括弧式LHP==i{H，p}であり、
量子力学で、は交換子LHP==[H，p]/hで、ある。(2.1)に対応してLH=Lo +λLvと分解で、きるD 古
典論では分布関数のフーリエ変換されたもの、

仰併合平e;k.qPk(P) (2.3) 

を考える。この小論文では主に古典力学で例示することにするが、量子力学に対しては

戸'k(P)== (p+ hk/21 P I p-hk/2)としてバp，q)をウイグ、ナ一分布関数と考えれば良い。
古典力学では、位相空間内で、の軌跡はデ、ルタ関数を使って

バp，q)=日:Iのi-pf)勾iーののように表される。簡単な計算で分かるように、軌跡の場合、
全てのフーリエ成分j九(p)は系の体積L3が無限大になる極限で、体積依存性を持たない。した
がって、全てのフーリエ成分は、ある意味で同等であり、ある特別な成分に特異性が現れること

はない。

しかし、位相関数がハミルトニアン(2.1)で、それをフーリエ展開で、書くと、
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N 三2 N 

H(p，q) =去LL)子会(1 )+ λL~e-j{ 勺山
L dJ  t=l Lm  j(〉i}

(2.4) 

のように、波数について1=0のところで、デ、ノレタ関数特異性をもった関数を考えることも重要で、あ

る。ここで、 V(lF|)=Q-lZJりj{o"fであり、クロネッヵーのデルタ4。を使ってゐ(1)三ndj，oを定
義した。周期的境界条件を持った箱で、の規格化で、は、波数は整数万ベクトルを使って不連続な

値1= 2nn/Lを持つ。大きな箱の極限Q→∞で、は波数は連続スベクトノレをもち、n-1L;は積
分 Jdi'こ、また、ゐ(1)はディラックのデ、ノレタ関数めになる。 (2.4)で運動エネルギーの部分は
座標によらない非局所的な関数であり、したがって、フーリエ変換が波数ベクトルのデルタ関数

で、表される特異性を持っているので、ある。その結果、ハミルトニアンの任意の関数(例えば、正

準熱平衡状態Peqoce-sH)もまた、そのフーリエ成分の中にデ、ルタ関数特異性を持つことになる。

熱平衡に近づく場合の状況を分析する統計力学では、分布関数のクラスとして、この熱平衡

状態と同じデ、ルタ関数特異性を持つものに限定すことが自然である。そこで、非平衡状態をも

含めた分布関数のクラスとして次のようにフーリエ展開されるものを考えることにする、(文献2--

5) 

P= L-3N[PO + n-1L之;p(jk)eikoqj+ O-ILkLjlp(jん )eiko(qrq，) 

+Q-22;uzjIP(jPIE-)ei(k3j川 r)+Q-22Lz，ZjlrP(jpl〆μ.)e'川川，-(山

+...] 
(2.5) 

ここで、バjk，lk"ら)は粒子jが波数ベクトノレtを持ち、粒子lが波数ベクトル五'を持ち、粒子rが
波数ベクトルk"を持ち、残りの全ての粒子の波数ベクトノレがゼ、ロで、あるフーリエ成分を表してい

る。また、波数ベクトルの和の記号の上のダ、ッシュは、 k=Oの部分を外して和を取ることを意味
している。また、各フーリエ成分の中の運動量は書かずに省略した。大きな箱の極限Q→∞で、

は各成分のp(jρ…)は体積に依存しないものとする。

この展開は一見複雑であるが、ここでの要点は、各成分が正準熱平衡状態と同じ体積依存性

を持っていることを理解しておけば充分で、ある。このクラスの分布関数の著しい特徴は、分布関

数が運動量分布関数((2.5)の第一項、「相関の真空Jとも呼ばれる)、不均一成分(第二項)、二

体相関成分(第三と四項)、三体相関成分、等々に分解できる事である。そして、統計力学で重

要な「熱力学的極限J、即ち、粒子密度c=N/L3を有限に保ちつつN→∞とL→∞の極限を
取った場合、このクラスの分布関数はデ、ルタ関数特異性を持っている。この様に展開できるとい

うことは、単位自由度当たりの物理量、即ち「示強変数jと呼ばれる、温度、粒子密度、粘性係数、

等々が熱力学的極限で、存在する物理系を取り扱っている事を意味する。ところで、デ、ルタ関数

特異性のために、このクラスの分布関数に対して内積で表現されるノルムが定義できない。従っ

て、その発展をヒルベルト空間の中で、議論がで、きなくなる。

ここでの主要な問題は、 (2.5)のような特異性を持つ関数のクラスに対して、リウピル演算子の

固有値問題を研究することである。そのためには、固有値問題をヒルベルト・ノルムを持たない

関数空間に拡張する必要がある。その結果、自己共役なリウピル演算子で、も複素固有値を持て

po 
nv 
門

t



「第51回物性若手夏の学校 (2006年度)J

るようになり、このような特異な関数のクラスに対して、厳密に時間の対称性を破る解を得ること

ができるようになる。そこで、リウピ、ル演算子の固有値問題について詳しく考えてみる。

3. 固有値問題

我々の考えている系では、無摂動リウピル演算子は古典系で、は微分演算子で

Lo =-iv・o/々 と書かれる。但し、 v-=p/m、即ち、速度ベクトルで、ある。ウィグナー表示を使うと、

この形は量子系でも同じである。従って、 L。の固有状態は

Lo 1 k，p)) = (k. v) 1 k，p)) 

で表される。ここで、

((q，p'lk，p)) =L-3N'2eik'Qd(p_ p') (3.2) 

である。ここでは、量子力学の状態を表すケット・ベクトノレと区別するために、リウビル演算子の

固有状態を二重ケット・ベクトノレで、表した。これで見るように、固有関数は波数ベクトルkをフーリ
エ指数とした平面波で、あり、フーリエ展開可能な関数のクラスで、直行完備した基底を成している。

そして、箱による規格化のため波数ベクトルに関してはクロネッカーのデ、ルタで、規格化されて

いる。このように、無摂動系で、はフーリエ展開の基底が、その運動を論じるのに自然な道具建て

を提供している。

無摂動系では、 kに対する遷移行列は対角的である。従って、相互作用が無い場合、 (2.5)
の各相関成分は独立に時間発展する。一方、摂動に対応する部分は非対角的で、相互作用に

よって波数ベクトルのある組から他の組への遷移、言い換えれば、ある相関の成分から他の相

関成分への遷移を起こす。相互作用の行列要素は、例の如く、

(3.1) 

〈肌〈伏伏仇k'久均仰州'，pγ，♂J訓p〆州州'1判仏川|山比山Lι川yパvIk附kι仰刷，♂p
L “ 

と定義される。 (3.3)の具体的な形はここでの議論では重要ではない。

デルタ関数特異性を持った、我々のクラス(2.5)での固有値問題を考えるのに、以下の射影演

算子を導入すると便利である、

p<O) = Jφ1 O，p))((O，p 1， 

p<h) = fφ1 k， {O} N-¥p))(くんO}N-t，p1， (3.4) 

等々 。ここで、 p<O)は(2，5)の第一項を，p<h)は第二項を抜き出す射影演算子であり、等々、また、

{O}N-lはj番目の粒子以外の残りN-lの粒子の波数ベクトルがゼ、ロで、あることを示している。こ

の定義で、 p<μ)の指数μはゼ、ロで、ない波数に対応した粒子の名の組とその波数ベクトルの値を

示している。射影演算子はL。の固有演算子、即ち、 Lop(μ)= p<μ)Lo = (k. v)P<P)で、あり、また、

直行完備性、即ち、 p<午 <v)=p<句 v、かっ，L..P<μ)= 1を満たす。
μ 

さて、いよいよ、 LHの固有値問題という我々の主要問題を考えよう。相互作用をしている非可

積分系では、リウビル演算子の固有値問題の解は、ヒルベルト空間の中で、は一般には知られて

いない。それにも拘わらず、デルタ関数特異性を持った関数のクラスに対して、 LHの固有値問

題の解を与えることができる。次の固有値問題を考える、
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LH I F~J1)(λ))) =z~) IF~μ)(λ))) (3.5) 

αはμと共に、固有関数を特徴づけるパラメーターで、ある。 λ=0での境界条件はλ→0に対し
てIF~J1)(λ))) → P<J1) IF~μ)(0)))で与えられるものとするD 即ち、摂動が小さくなる極限で、 LHの

固有関数はL。の固有関数に連続的に移行するものとする。ここでp<μ)に直行する相補的な射

影演算子グ)三l-P<匂導入する。それはcjJ1)p<J1)= P<J1)cjJ1) = 0とψヅ=グ)の関係、を
満たす。それによって、(3.5)はp<μ)IF~μ))) と çjμ)I F~J1))) に対するこつの方程式に分解される。

ところで、以下の議論では共通の指数μが至る所に付いて回って少々五月蝿いので、これから

の議論では、その必要が無い限り指数を落として、例えば、PI凡))やZα等の簡略化された記
法を使う事にする。そこで、この分解された二つの方程式は次のように表される

PLH(P+ Q) I九))=Z，αPI凡))
QLH(P+Q) I凡))=zαQI九))

(3.6) 

この下の式をQI凡))について角干し、たものを上の式に代入すると、簡単な計算で

Q IFa)) = Cμ)(Zα)P I凡))

，yμ)(Z，α)P IFa)) =Z，αPI凡))

が得られる。但し、次の様な演算子、 Cρ)(z)== [QLHQ-zr1QLHP及び、

(3.7a) 

(3.7b) 

，yJ1)(z)三PLHP+PLHQCμ)(z)を導入し、また、混乱を避けるために、ここで、は指数μをあから

さまに表示した。 (3.7b)はPI九))について閉じているため、この方程式がPI凡))とZαについ
て解けたら、(3.7a)を使ってQI凡))が求まり、従って、 LHの固有値問題が解けて、 IF:α))が完
全に求まったことになる。そこで(3.7b)を解くことが重要な問題となる。
さて、ここで我々の固有値問題についての、幾つかの重要な点を指摘しよう。先ず、 ，yJ1)(z)

は衝突演算子と呼ばれていて、不可逆現象を語る場合の中心的な演算子である(文献2~5) 。
この演算子は非平衡統計力学での運動論的方程式の衝突項を計算する際に現れてくるのでこ

の名が付いている。次の節で簡単場合の具体的な形を示す。 (3.7)によると、衝突演算子の固有
値問題が解けると、リウビル演算子の固有値問題が解けたことになる。但し、衝突演算子自信が

固有値zy)の関数になっているために、衝突演算子の固有値問題が言わば非線形な固有値
問題となってることが(3.7b)カミら見て取れる。
次に重要なのは、衝突演算子の固有値はリウピル演算子の固有値と同じものだ、と言う事で、あ

る。後の例でも示されるが、衝突演算子は一般に自己共役演算子ではない。従って、その固有

値は一般に複素数である。その結果として、リウビ、ル演算子がヒルベルト空間で、は自己共役演

算子で、あったにも拘わらず、デ、ルタ関数特異性を持った固有関数に対して、その国有値も複素

数と成れるのである。その結果、大きなポアンカレ系での時間発展は、二つの半群に分解され

る。 1>0に対応した半群に対して Im(Z~)) 三 Oを持った固有値に対応した固有状態があり、そ

れは我々の未来に対して平衡状態に近づく。 zy)の複素共役に対応した固有値では、我々の
過去に対して平衡状態に近づく。この様に、お互いに複素共役の解が存在する根拠は、リウピ
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ノレ演算子がヒルベルト空間では自己共役演算子であったことに由来している。我々の経験では、

全ての非可逆過程は同じ時間方向性をもっている。この経験と矛盾しないように未来に向う半

群を選ぶ必要がある。

ところで、上の議論のどこで、デルタ関数特異性の特徴が使われているか、一見明らかではない。

そこで、その、陰に隠れたものを表に引っ張り出してみよう。上で述べたように射影演算子pω

はそれに対応した、相関関数を抜き出す演算子である。そして、相関の程度(二体相関か、三

体相関か、等々)はN粒子の中で幾つの粒子がゼロでない波数ベクトルを持ってしもかで決ま

る。逆に言えば、波数ベクトルがゼロになる一点で、より低位の相関の寄与が計算されるように

成っている。ところで、熱力学的極限で、は波数ベクトルは連続の値を持っている。したがって、も

し、扱っている関数が特異性を持っていなかったならば、波数に関する積分下では、その波数

の値がゼロになるただ一点からの寄与は無視できてしまう。従って、リウピル演算子の元の固有

値問題の式(3.5)を射影演算子を使って(3.6)のように分解する事に意味が無くなる。ここにデル

タ関数特異性の役割があったので、ある。この特異性のお陰で、リウビル演算子の固有関数の

p(p)成分がc!p)成分と同程度の重みを持つようになり、従って、自己共役でない衝突演算子の
固有値問題の解が時間の発展で役割を演じるように成ったので、ある。

さて、複素固有値zy)に対して、 LHの左固有状態、は一般に右固有状態のエルミート共役とは
成っていない。そこで、同じ固有値zy)をもっ左固有状態をくくえμ)1と書くことにする、

<<ft~μ) 1 LH = Z<:)<<ft~P) 1 (3.8) 

ここでは、ジョノレダFン・ブロックへと導くような、もっと一般的な場合を考えないことにして、次の双

直交、双完備関係、を仮定する、

<<ft~μ) 1 FtV))) = dp，vda，p， 2:1 F~今<<ft~μ)1= 1 (3.9) 

μ，α 

この仮定が正しし、かどうかは、問題毎に確かめなくては成らない。この場合にはリウピル・フォン

ノイマン方程式(2.2)の解が発展演算子のスペクトル分解を使って、

IP(ゆ)= e-iLHt I P(O))) =エIFγぃ4 川 t <<ft~P) 1 P(O))) (3.10) 

μ，α 

と書ける。この両辺に例えば射影演算子p(v)を作用して、それを時間で微分すると、与えられた

相関成分の運動論的方程式が得られることになる。

次の節に移る前に、もう一つ、不可逆性を理解する要となるもについて触れておこう。それは、

リウビル演算子の縮退の問題で、ある。量子力学のハミルトニアンの固有値問題で、も、その縮退

が問題になることがしばしばある。しかし、その縮退は取り扱っている系に依った系毎に異なる

特徴であり、我々の世界を統一的に捕えるための本質的性質ではない。これに対してリウビル

演算子の縮退は不可逆性を理解するための本質的な性質に成っている。実際、 (3.1)の所で述

べたように我々の古典系の例では、自由運動をしている粒子の無摂動系のリウビル演算子L。

が座標の微分演算子で、あったことを思い出してほしい。従って、座標に依存しない全ての分布

関数はL。のゼ、ロ固有値に属しており、その固有関数は無限に縮退している。

このことは、量子論でも同じである。上で述べたように、量子系で、のリウピル演算子はハミルト

ニアンの交換関係で定義されている。そこで、もしハミルトニアンの固有関数が知られている場

合には、リウヒ、、ル演算子の固有関数はハミルトニアンの固有関数で、作られるタeイアッド行列(外
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積の一種)であり、また、その固有値はハミルトニアンの固有値の差に成っている。従って、差

の値の同じダイアッドは、全て同じ固有値に属し、無限自由度系では、ここでも無限に縮退して

いることになる。これは、リウピリアン・ダ、イナミックスの持っている、系に依らない重要な性質で

ある。

もし、リウピル演算子にこの縮退の性質がなかったなら、上で導入した衝突演算子は単なる

数となる。従って、わざわざ、その衝突演算子の固有値問題を解かなくてもリウビル演算子の固

有値問題が解けたことになり、自然を理解するために我々の強いられる数学の計算の努力は、

至って少ないもので、済んだで、あろう。しかし、そのような世界はまた、至って退屈な世界で、もある。

幸運な事にリウビル演算子のこの縮退は現実で、あり、そのことが、我々をも含めた多様な存在

を力学原理に矛盾すること無くこの宇宙内に許す根拠の一つに成っているものと筆者は考え

ている。

4. 具体例
複素スペクトル表示の応用として、上で考えているガス系で相互作用が小さい場合、即ち、

λ<<1の場合のー粒子運動量分布関数の従う運動論的方程式を導いてみよう。この小論文で、
は導出法の要点だけを示す。無摂動系では運動量が運動の恒量であるために、運動量分布関

数は(2.5)の第一項に対応する射影空間p(O)に属している。そこで、 p(O)を(3.10)の両辺に左か

ら作用してから時間で微分する。そして、 (3.7)及びそこで定義した衝突演算子やC(μ)演算子の

性質を使い、 λの最低次の寄与を残すと、

.φ。(ん…'PN，t)
どす =止595)(+is)Po{PIv--PN，t) (4.1) 

が得られる(文献2~4) 。ここで、 λhlz吋z) 三 λ~p(O) LvgO)[ LO -z]一IgO)LvP(町立λlこ関して最

低次の衝突演算子であり、 εは正の無限小を表す。
今までのところ、 λが小さし1と言うことと、リウビル演算子に関する力学の結果を使ったた、けで、

まだ、統計的な数学処理は行われていない。ここで、次の統計的な仮定を導入する。初めに述

べたようにここでは短距離力を考えているので、もし、各粒子間の距離が十分に離れている場

合には、粒子はお互いに統計的に独立であると考えるのが自然である。そこで、この場合、 N

粒子の運動量分布関数p。は一粒子の運動量分布関数ψの積で、書けている。ところで当たり前
のことだが、運動量分布関数は粒子の位置には依らない。それ故、ある粒子間の距離がたまた

ま小さい場合でも、やはり、積で書けることになる。そこで、ある時刻、例えばt=Oで、

POCPI'・-PmO)=H:1叫 i'O)と因数分解されているものと仮定する。この統計的独立性はその

後の、粒子間の相互作用で一般には乱されるはずである。しかしながら、運動方程式の解

(3.10)を使ってその乱しの項の大きさを計算してみると、それが、熱力学的極限では高々 I/N比

例していることが示せる。従って、その極限下では乱しの項が無視出来て、その後の全ての時

刻で、上の因数分解が成り立っていることを示すことがで、きる。このことはまた、もし有限自由度の

カオス系を考えると、この因数分解が成り立たない事も同時に示している。

このように、不可逆性への我々のアプローチでは統計的な仮定とその数学的処理は初期条

件の中でのみ行われ、その後の力学原理に基づ、く時開発展内で、の力学レベルでの近似(例え

ば、 λが小さし、ことから来る近似等)とは完全に区別されている。そのことは、解のレベルで、はな

くて、リウビ、ル方程式自身を縮約して得られるi粒子分布関数(i= 1，2，…)に対する所謂 BBGKY
ノ¥イラルキー(文献9)と呼ばれる方程式のレベルの中で、統計的近似処理を実行することによっ
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て不可逆方程式を導き出すような普通の教科書で、よく見かける方法とは際立った違いを示して

いる。実際、統計的近似処理を方程式のレベルで、実行してしまうと、果たして不可逆性が力学

の結果として現れて来たのか、それとも平均を取ったりする所謂「我々Jの行った「組視化Jの結

果として現れて来たのかが分からなく成ってしまう。その点、解のレベルで、論じる我々のアプロ

ーチは、不可逆性の因って来たる所を明かにするのに一日の長がある。

さて、上の因数分解の'性質を(4.1)で、使って、例えば粒子1を除いた残りの粒子の運動量で積
分し、さらに相互作用のリウビル演算子の具体的な形を使うと、熱力学的極限で、次のフォッカ

一・ブランク方程式と呼ばれる良く知られた不可逆な運動論的方程式が得られる、

みCPI，t) A 十f寸
ー-Lj d j oj|汽121・qj7fd{1・glj)l・q/pCTI，t)ψCtj，t)duzd d (4.2) 

ここで、九三=0/み1-0/伊jで、あり、また、 glj三 CTI-Pj)/mである。この方程式の右辺の衝突
項は自己共役演算子ではなく、さらに、この方程式に従うψ(PI，t)は任意の初期状態に対して、
t →+∞で、熱平衡状態に近づくことを示す事がで、きる。
ここでも不可逆性に付いての重要な点に触れてみよう。先ず、右辺の衝突項が速度に関する

デ、ルタ関数に比例していることである。これは、衝突演算子が上で、見たように1/(Lo-ie)という分

数に比例していることから来る結果である。 (3.1)で、述べたようにL。の固有値はk.vで、与えられる。

熱力学的極限で、は波数ベクトルが連続な値を取るために、 k.vがゼ、ロになる点で、この分数の虚

数部はデ、ノレタ関数i7fd{k.v)で表される共鳴特異性を持つようになる。もし、この極限を取らな
かったら波数ベクトルは不連続で、あり、この分数は形式的には実数の値l/k.vを持つ速度の奇

関数になっているが、それはまた、 k.v=Oのところで発散する、意味の無い表現になっていた
はずである日これが前に述べた、非可積分性の原因である。しかし、熱力学的極限ではこの特

異性は上のようにデルタ関数として数学的に正当な意味を持つようになる。さらに、デルタ関

数が偶関数であることから、速度の反転に対して、波数ベクトルが不連続の場合には有り得なか

った新しい対称性に関する性質が現れて来る。このように、共鳴特異性が、時間の対称性を破

るにおいて本質的は役割を演じているのである。

もう一つの重要な点は、衝突項に粒子j~こ関する和が現れていることである。それ故、全ての

粒子が同種で同じ役割を演じる場合にはJτ は熱力学的極限で、粒子密度Cで、置き換え

ることが出来る。ところでもし、粒子の数Nは有限だが、体積L3が無限大となるような散乱問題

に特有な状況を考えると、この時間の対称性を破る衝突項は消えしまう。このように、共鳴特異

性に因る系の非可積分性だけでは時間の対称性を破ることは出来ない。それに加えて、各自

由度に付随した衝突項を拡大する様な、別な特異性が必要である。その例として、ここでは、前

に述べた熱力学的極限に起因した、フーリエ空間で、のデ、ルタ関数特異'性が必要となったので、

ある。

5. 確率の根拠

おしまいに、もう一つの大きな問題として、自然界の現象の把握に当たって、確率論的な記

述(即ち、非決定論的な記述)がどういう根拠で正当化されるのかという問題を論じよう。この宇

宙を、一神教の世界でのように始めから決定論的な世界であると捉え、古典力学の軌跡や量子

力学の波動関数をその最も原理的な記述言語であるとしている物理学の伝統的な主張を認め

てしまうと、確率や非決定論的概念は、神の身ならぬ「我々jの不完全性にその根拠を求めなく

てはならなく成ってしまうようで、ある。実際、多くの物理学の教科書では、確率の概念、の導入の
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根拠として「十の二十三乗個もの粒子の初期条件を完全に決めることも、また、それだけの自由

度の組の連立方程式を解く事も『我々』には出来ない。たとえ、それが出来たとしても、それだけ

の数の情報を手に入れた所で『我々』にはそれを処理するだけの能力が無しリという主張を挙

げている(文献11)。その結果、我々は、物理量の平均的記述で満足する以外に手が無いとし

て、分布関数の導入による確率的記述を己むなく受け入れているのだとする。そして、時間の向

きは厳密な物理的原理の中にあるのではなくて、この確率論的記述の中に現れて来る二議的

性質であると考えようとしている。また、最近のカオスの力学の進歩によって、たとえそれが少数

自由度系で、あっても、初期条件に対する僅かな誤差がその後の運動を完全に変えてしまうこと

が明かになっているので、この誤差を「我々Jが完全に制御できないことが確率的記述の根拠に

なっているとすることが、カオスの力学を扱う教科書の今様な説明でもあるようである。

「我々 Jに限界があることを認めるのに筆者は喜かではない。が、果たしてこの「我々jの限界
がこの世界を非決定論的な世界に見えてしまうものとし、かっ又、時間に向きがあるものと錯覚

させてしまうものなのか。全てのものが、ゆく河の流れの如く変化するものであるという諸行無常

の世界観の中で、生い育った筆者には、統計力学を生業にした今になってもまだ、このような説

明を納得することが出来ないで居る。上でも述べたように「時間の向きの存在Jが「我々 Jをも含

めた複雑系の存在を可能にしているというのが散逸構造の理論の結論であり、その逆ではない

ようである。

そこで、以下で、筆者が気が付し、た、「我々jの限界に基づかずに確率の概念を導入する論

拠を説明しよう(文献4)。結論から言うと、「示強変数Jとか「示量変数Jとし、う熱力学的極限で意

味を成す量によって合理的に説明される現象が、この宇宙のある物理的側面を特徴づける現

象として存在していることに、その根拠があるとしづ事である。ここではこの事を、 N1困の質量m
の同じ粒子からなる一次元古典調和振動格子としづ簡単な例を使って説明しよう。

粒子が運動している場合のn番目の粒子の平衡な静止位置からのずれをUnで、表す。この平

衡な静止位置で、の粒子聞の距離をαとする。 Un+N= 1らという境界条件を付す。そこで、波数k
に付随した標準座標qkを使うとUnは

叫苧戸長矛iknajzeiαk (5.1) 

と書ける(文献5) 。ここで、 αk と Jkは、夫々、波数 k~こ付随した角度変数と作用変数であり、 ωk
は振動数である。ここでの議論では、的 =ω-kを満たす事と、叫が k~こ滑らかに依存した関数

であるとし、うこと以外には具体的な形は重要ではない。波数はk= 27if /Naで与えられ、 jは
-N/2からN/2の間のN個の整数の値を取る。作用変数を使って、系の全エネルギーは簡単

にE=ZPKJKと書ける。有限なαに対して、 N→∞で(2z/NG)ZK→ Jdkとなる。
さてここで、次の様な状況を考えよう。先ず、 Nが大きく成る極限で系の全エネルギーが系の

大きさ N~こ比例するものとする。言い換えると、全エネルギーが示量変数に成ってしもということ
である。そこで、もしみの値がれこ滑らかに依存しいると仮定すると、和から積分への上で示した

移行の仕方からいってみはこの極限で、N~こは依らない示強変数となっていることになる。

次ぎに重要な仮定として、この状況が(5.1)の粒子の位置の変位叫が全てのnに渡って有限

な場合に対して成り立っているものとするD この条件を満たすためには、 N→∞の極限で、(5.1)

の右辺の因子1刈万をちょうど消去するように

Leiα*-.J万 (5.2) 
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となっていなくてはならない事が(5.1)の形から見て取れる。それ故、角度変数は所謂「大数の法

員IJJが適用できる「乱雑変数Jでなければ成らない。ここで、「乱雑j品、う意味は(5.2)を満たす角

度変数の値の列αk
1
'αk
2
…を書くアルゴ、リズ、ムが圧縮不可能Cincompressible)だという事である

(文献12)。

一般に列αk
1
， ak2 •・-を変えると(5.2)の左辺の値は激しく変わる。ここで重要なのは、位相空間

の中での殆ど全ての点が(5.2)を満たしている事である。したがって、大きなNでは、軌跡の初期
条件の圧倒的な場合について(5.2)が満されている。このような激しく変わる物理量を扱う場合、
分布関数を使つての汎関数による取り扱いが自然な道具立てと成る事は言うまでもない。このよ

うに、確率分布関数を必要とする根拠は、熱力学的極限で無理なく取り扱われる状況がこの自

然界に存在することにあるとする方が、「我々Jの測定能力の不完全性に基づいた人間中心主

義的説明よりも、筆者には分かりが良いのだが、知何なものか。

上で述べたN粒子ガス系でも、この調和振動格子と同じような根拠で確率分布関数に依る
記述が必要に成って来る事については、文献4で詳しく論じてある。

この節を終わる前に、もうーっ指摘しておきたい事は、振動格子系で扱う汎関数は、(5.2)で
見られるようなNの半整数ベキで表されるようなものであり、上述のガス系の例のようにNやQ

の整数ベキで、表されるデルタ関数特異性として表現で、きるとは限らない事である。

6. おわりに

この論文では、相互作用が小さい極限の場合を例示した。そのような極限や粒子密度が小さ

い極限などの場合には、わざわざリウピル演算子の複素スペクトル表示を使って力学の第一原

理に戻らなくても、 BBGKYハイラルキーなどの現象論を使っても同じ運動論的方程式が得られ

る。我々の複素スペクトル表示の威力が発揮するのは、相互作用や粒子密度が比較的大きく成

って、 λ展開や密度展開の最低次項だけで、は近似が出来なく成った場合で、ある。そのことにつ

いて、我々の理論を使えば高密度系の二次元ガスでの良く知られた衝突項の発散を取り除くこ

とがでさることや、その発散の問題とグリーンニ久保の線形応答理論との関係などが既に論じら

れてある(文献13)。

また、我々の理論を量子力学の場と荷電粒子の相互作用系に適用して、量子力学で残され

ている良く知られた問題、即ち、量子力学での不安定粒子を如何に同定するか、また、それと、

時間とエネルギーの間の不確定性関係、がどう関係しているのか、としづ問題に一つの回答を与

えた。量子力学では波動関数空間の中での時間を表す演算子が存在せず、従って、エネルギ

ーと時間の交換関係が存在しない。それ故、時間とエネルギーの間の不確定性の意味は、位

置と運動量の聞のそれとは全然違ったもので、あり、その意味を明かにするのは大事な問題であ

る。これらの問題や、古典場の理論で有名な輯射減衰の問題、観測の理論に関係した量子デ

コヒーレンスの問題、また、ある簡単な系での白色雑音を持ったランジュパン方程式の厳密な導

出など、多くの問題が複素スペクトル表示を使って既に論じられているので、それらについては

文献 14-20を参照されたい。

筆者は、プリゴシン教授の直接の指導の下で多犬な思想的影響を被るとしづ幸運に巡り会え

た。教授の「時間の哲学」については日本語に翻訳された彼の著書(文献21-24)で直接読む

ことができるので、それらを是非合わせ読まれる事をお薦めする。
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