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非線形レオロジーの微視的理論1
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(2007年3月8日受理)

従来のレオロジー研究の多くでは、物質の応力と勢断速度の関係に、現象論的な式を適用する

ことで、現象の解析を行っている。だが、それらの研究が対象としている物質は、分子などの粒子

によって構成されているのだ、から、それらの粒子の微視的な挙動から、その応力と勢断速度の聞

の関係を導くことが出来るはずである。そこで、特に降伏応力を持つガラス状物質に注目し、そ

の非線形レオロジー特性の微視的モデルからの導出を行った。また、その結果を応用して、粉体

と小さな空間に閉じ込められた流体の解析を行った。
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1 レオロジ-

1.1 レオロジーとは

物質は、力を加えると変形や流動を起こす。この変形と流動の仕方は、物質によって大きく異

なる。例えば、金属は、力を加えると僅かな変形しか起こさないうえに、加えた力を取り除くと、

もとの形に戻ってしまう。一方、粘土は、少しの力で簡単に変形し、力を取り除いた後も変形が

そのまま残る。また、水などの通常の流体は、斜面の上におかれると、斜面の角度がどれだけ小

さくとも流れてしまう。ところが、ハミガキ粉などのペーストは、図 1のように、斜面の角度が

ある程度大きくなり、加わる力が一定の大きさ以上にならないと流れない。

図 1:斜面上のハミガキ粉。
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このような、物質の変形と流動の性質を扱う学問はレオロジーと呼ばれる [1]。また、流動と変

形に関する物質の性質はレオロジー特性と呼ばれる。レオロジーでは、主に物質の応力とひずみ、

あるいはひずみ速度の聞の関係が議論される。

1.2 レオロジー特性の関わる現象

このようなレオロジー特性が原因となって発生する興味深い現象が、幾つか存在する。その典

型的な例は、中原と松尾によって研究されている、水と粉を混ぜたペーストの、乾燥破壊におけ

る記憶効果である問。この実験では、水と粉を混ぜたペーストを容器に入れて、一方向に容器を

揺する。そして、そのペーストを乾燥させて、表面に形成される亀裂パターンを観測する。する

と、乾燥前のペースト中の粉の密度が低い場合は、等方的でランダムな亀裂パターンが観測され

る。ところが、ペースト中の粉の密度が高い場合は、ペーストが揺すられた方向を記憶して、揺

すられた方向と垂直の亀裂パターンが形成される。つまり、高密度のペーストは、揺すられた方

向を記憶して、その記憶に依存した亀裂パターンを形成するのである。

ペーストを含む、ガラス、過冷却液体のような、緩和時間の極端に遅い物質はガラス状物質と

呼ばれる。ガラス状物質のレオロジー特性は、物質の温度と密度によって大きく変化する。例え

ば、図2のような単純勇断を加えて、壁に加わる勇断応力 σxyを計測してみよう。ここで、 Z方向

の速度を U として、勇断速度γ=dujdyと定義した。すると、そこで観測される勢断応力 σxyと

勇断速度γの関係は図3のようになる。高温低密度状態では、 σzνがγに対して線形に増加する。

ところが、低温高密度状態では、その線形則がやぶれて、強い非線形関係が観測されるようにな

る。特に、極端に密度が高い場合は、 γ→ 0の極限でものνが0にならずに有限のまま残る、降

伏応力の発生が観測される。上記の乾燥破壊における記憶効果は、ペーストが降伏応力を持つ場

合にのみ発生する事が実験的に示されている。このことから、ペーストの降伏応力を持つという

レオロジー特性が、記憶効果と密接な関係を持つと理解されている [2]0

1.3 レオロジー特性の現象論的研究

このようなレオロジー特性の関わる現象の理論的研究の殆どが、図3のような応力とひずみ速

度の問の関係を現象論的に仮定している。

例えば、水などの通常の流体に対しては、勇断応力と努断速度の間に、式(1)のような線形関係

が仮定される。

σxy =ηγ 、、・
1
J

1
2ム
，，a
，‘、

ここで、 ηは粘性係数である。この勇断応力と勇断速度の線形関係はニュートン則と呼ばれる。こ

の、ニュートン則に基づいて流体の流動を取り扱う学問は流体力学と呼ばれ、学問的にも工業的

にも大きな成果を上げている [3]。
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また、降伏応力をもっ流体のレオロジー特性は、多くの場合、以下の式で表されるビンガム則

が適用される [4]0

hJo， (σxy <σ内
lα(σxy一σy) (σxyとσy)

(2) 

ここで、 σyが降伏応力で、 αは係数である。この、式(2)で表されるビンガム則を仮定したモデ

ルによって、乾燥破壊の記憶効果の説明が行われている。(第2節参照。)

1.4 レオロジー特性の微視的理論

上記のように、多くのレオロジー研究で、物質の応力とひずみ速度の問の関係が現象論的に仮

定される。だが、レオロジーの対象となる物質は分子などの粒子から構成されているのだが、そ

のレオロジー特性は現象論的な関係式を仮定せずとも、構成要素である粒子の微視的な挙動から

理解されるはずである。そこで、本論文では、この「レオロジー特性の微視的視点からの理解Jを

目的とする。特に、図3のような、降伏応力の発生を含む非線形レオロジー特性の理解を目指す。

レオロジー特性の微視的な理解には、 2つの課題がある。一つは、「応力の微視的表現」を求め

ることであり、もう一つは、「応力の統計平均」の求めることである。以下では、これらの課題に

関する先行研究開の紹介を行う。

1.4.1 モデル

先行研究開で解析されているモデルは、図4のような、 v(r)= b払0，0)という流れを持った

溶媒に N個のコロイド粒子が浮かんだコロイド分散系である [6]。系の体積を V、温度を Tとす

る。 riをt番目の粒子の位置とし、全粒子の位置をr= (rl'.・.，rN)とする。この粒子の位置の

時開発展方程式は以下のランジュバン方程式で、記述される。

R(232ーり川)= 民(r)+乙(t) (3) 

ここで、 Rは粒子の摩擦係数、 tは時間、 Fi(r)= Vi 乞j両 U(lri--rjl)はt番目の粒子に働く力

で、 U(r)は粒子間ポテンシャルである。とは、 kBをボルツマン定数として、統計平均が以下の式

で定義されるランジュバンノイズである。

(とαi(tl)ごβ:j(t2))= 2RkBTd，αβdijd(tl --t2) (4) 

このモデルでは、溶媒と粒子の流体力学的相互作用は無視している。また、慣性項は、溶媒の粘

性に比べて十分小さいと仮定して無視している。

--64 --
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y= dv/dy 
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吋
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図4:コロイド分散系のモデル

1.4.2 応力の微視的な表現

このモデルで応力の微視的な表現がどのようになるのかを考えてみよう。そのために、まずは

応力のマクロな定義を思い出してみる。応力とは、物質の中の仮想的な面に対して働く力を表す

ものである。具体的には、以下のように定義される。まず、物質の中に仮想的な微小面ムSを考

え、この面に垂直な法線ベクトルを nと定義する。そして、 nの向く側を面の表、その反対側を

面の裏として、面を通じて表の物質が裏の物質に加える力を T=σ.nムSと表す。ここで、 σαβ

が応力テンソルである。例えば、長さ 1の立方体に加わる力は、応力テンソルの各成分によって

図5のように表される。

図 5:単位立方体に加わる力

それでは、応力の微視的表現はどう表されるだろうか。それを考えるために、空間中のある領

域Qの中の運動量の時間変化を考えてみよう。物質中の局所的な運動量密度をj(r，t)とすると、

空間中のある領域Vの中の運動量変化は

Aぺ州) (5) 

となる。次に、この領域中の物質に加わる力を考える。重力などの体積力が加わっていない場合

は、この領域の物質に加わる力は、その周囲にある物質から加えられる力だけとなるの。故に、こ

F
h
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の領域に加わる力は Greenの定理を用いて、以下のように表される。

fs dSσ=fn何 (6) 

ここで、マクロな流れが非常に小さく、移流による運動量変化が応力による運動量変化に比べて

無視できると仮定すると、ニュートンの法則より、以下の式が成立する。

んゆ (7) 

この式より、

三j(r，t)= V ・σ(8)
θt 

となる。この式は、応力が、ある面から単位時間に流入する運動量として表されることを意味し

ている。それ故、ある面を通して流入する運動量の微視的な表現が得られれば、それが応力の微

視的な表現となる。

そこで、面を通じて移動する運動量について考えてみよう。運動量の移動には、大きく分けて

2種類の寄与が考えられる。一つは、運動量を持った物質の移動による寄与である。モデルとし

て考えているコロイド分散系では、運動量を持った物質として、コロイド粒子と溶媒がある。も

う一つは、面の片側にある物質が、反対側の物質に加える力による寄与である。物質問に働く力

としては、コロイド粒子同士に働く力、コロイド粒子と溶媒の聞に働く力、溶媒同士に働く力の

3種類がある。

ここで、本論文の対象である、降伏応力が発生するほどの低温高密度状態の物質を考えてみる。

その場合、コロイド粒子が近接粒子と接触し、強い反発力を与え合っていると考えられるので、応

力の寄与の中でも、粒子間相互作用による寄与が非常に卓越している考えられる。故に、以下で

は、応力の微視的表現として、この支配的な成分だけを考えれば十分であると仮定する。

では、この仮定に基づいて応力の微視的な表現を求めてみよう。まず、図6のように、 U軸に垂

直で高さfの位置にある面を考える。そして、この面より上にある物質が、下にある物質に加え

る単位面積あたりの Z方向の力を考えよう。これが、この面における応力σ却である。これは、以

下の式で表される。

ゃ lゃ XjilJ(rii) 
p令。(川ぷ)ん，z=-pbO(川ぷ)言zf (9) 

ここで、 i，jは粒子の番号、 Lは系の大きさ、 fij，x~ま i 番目の粒子から j 番目の粒子に働く Z 方向

の力、 ri= (Xi， Yi，勾)は粒子の位置で、 rij= ri - riとした。また、 。(Yi，Yj，Y)は以下の式で定
義される関数であり、高さγにある面の上側にt番目の粒子があり、下側に j番目の粒子がある

場合にだけ値を持つ。
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非線形レオロジーの微視的理論

ここで、系の一様性を仮定して、 γに関する空間平均を取ると、勇断応力 σxyは以下のように表

現される。

(L .J..* 1や *¥Xjiり(rij)
y -7 I dy*τ)  ~e(Yi ， y・ ，y*)一一一 (11) 

Lん rf:7J 匂 drij
1ャ XijYijθU(ηj)
一 一一L3ム..J r;，; θr;，; 
tヲ正j.J .J 

同様の計算によって、応力テンソルσαβの微視的な表現が以下のように表される [7]。

ゃ αijsijdU(rij) 
σαβ=FLτ737(ロ)

ヂJ

ここで、 α，s=X，y，zである。

Y 

図 6:面を通じて加わる力

1.4.3 応力の統計平均

線形応答理論

上で求めた微視的な応力の表現の統計平均は、どのように計算されるだろうか。降伏応力が存

在しないほど高温低密度で努断速度γが十分小さい場合に、式(1)のニュートン則が成立し、その

係数(粘性係数)ηが以下のようなグリーン・久保公式から求まる(付録A)。

η= 1__1 rJ' r∞ds (σxy(O)σXy(t))eq (13) 
kBT Jo 

ここで、 (-)εqは平衡状態での統計平均で、 (σxy(O)σxy(t))eqは応力の時間相関関数である。 (σxy(O)σxy(t))eq 

を微視的なモデルから計算する事が出来れば、 ηが求まるのであるが、それは非常に難しい。そこ

で、先行研究では、応力の時間相関関数を射影演算子で近似した式
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を用いている。ここで、 V(k)は射影演算子による近似から求まる関数で、 Ckeq)(s)は以下の式で

定義される、平衡状態での密度の時間相関関数である。

c(eq)(t)=(ρ(幻 )ρ(-k，O))eq
~ ¥ ~， ρ(k ， O)p(-k ， O))eq 

(15) 

ここで、 p(幻)は密度p(吋)=乞i8(r-ri(t))のフーリエ変換である。ある先行研究では、 Cω;rFe句竹q
を微視的モデルからモ一ド結合理論を用いて計算して、粘性係数を導出している [8]。

非線形応答理論

上記のように、グリーン・久保公式を用いることで、ニュートン則が成立する領域のレオロジー

特性が微視的な視点から理解できる。しかし、この手法では、降伏応力が発生して、ニュートン則

が成立しなくなった場合の非線形なレオロジー特性は議論できない。そこで、非線形レオロジー

特性を議論する場合には、以下のような一般化グリーン・久保公式が用いられている。

σxy = L i fTT I∞ds (σXy(O)σxy( t))γ(16)  
kBTん

ここで、 σxy(γ)は、努断速度γが加わった定常状態での努断応力の平均値であり、 (σxy(O)σxy(t))γ 

はt= 0では平衡状態にあり、 t> 0から努断速度γが加えられたときの応力の時間相関関数で

ある。

(σxy(O)σxy( t))γが微視的なモデルから解析的に求まれば、非線形レオロジー特性が議論できる。し

かし、 (σ叩 (0)σxy(t))γを直接求める事は非常に困難である。そこで、先行研究では、 (σxy(O)σxy(t))γ 

を射影演算子で近似することで得られる、以下の式を用いる。

σzu=2守Tl=dsl (17) 

ここで、 Ck(t，γ)はt=Oまでは平衡状態にあり、その時刻から努断速度γが加えられたときの密

度の時間相関関数で、勇断速度が加わった状態でも使えるように拡張されたモード結合理論によっ

て計算される。

拡張されたモード結合理論の数値計算の結果では、 Ck(t，γ)は以下のようにスケールされる問。

則的)= F ( ~ ) (18) 
¥T(γ)} 

ここで、 T(γ)は努断速度γの加わった状態での密度の緩和時間で、数値計算の結果では

1 1 
一一一=一一 +αγT(γ Teq 

(19) 

となる。ここで、 Teqは平衡での緩和時間で、 αは定数である。また、緩和時間 Teqは、系の密度p

が、しきい値ρcを超えるか、温度Tがしきい値丸より低くなると発散することが知られている。

そ幻では、モード結合理論の数値計算から求められる式(18)、(19)を式(17)に代入して、レオロ
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ジー特性を見てみよう。すると、系の応力は以下の式で表される事がわかる。

σxy(γ) =ギ100ds 1∞川)F(ホ)
=竹TT1∞ポイ∞dkV(k)F(右)

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 
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(24) 

(25) 

とした。この式から、特にγ→ Oの極限を考えたとき、 ρ<んあるいはT>丸ではlimγ→0むν~γ

というニュートン則が成立し、 ρ>んあるいはT<Tcでは、 Teq= ∞となるために limγ→oσ叩=

const.という降伏応力の発生が観測される事がわかる。つまり、この非線形応答理論とモード結

合理論を用いた枠組みでは、降伏応力の発生は、密度の緩和時間の発散が原因であると理解され

るのである。

1.5 本論文の方針 : 問題のとらえ直し

一般化グリーン・久保公式を用いた先行研究では、密度の時間相関という動的な量によってレ

オロジー特性を議論している。 しかし、本来、式 (12)の表現からもわかるようにう応力は静的

な量である粒子の配置から計算できる。実際、応力の平均値は 2粒子間の距離の分布を洗わす2

体分布関数gケヲ← V2jN2¥εi，j b(rー (ri一円)))によって、以下のように表される。

川=位台巧包雫斗
j手正 "J "J 

=会(ttJdr明ω需山川ri-rj))) 
¥ t J予定

2 r L r Q: r s ~ {__ .L ¥ dU (γ) 
1"2 J drつよg(吋)コアラ (26) 

それでは、このような静的な2体分布関数を用いた応力の表現から、降伏応力の発生というレ

オロジー特性はどのように理解されるだろうか。そこで、降伏応力の発生を表す図3を見てみよ

う。降伏応力の発生はγ=0で努断応力 σzνがOから有限の値に不連続に変化する事を示してい

る。これは同時に、 2体分布関数がγ=0で不連続に変化している事を示している。このことか

ら、降伏応力が発生するほどの低温高密度状態では、 γ=0で2体分布関数が勢断速度γによる摂

動に対して不安定になっていると推測される。つまり、降伏応力の発生が、平衡状態(γ=0)での

2体分布関数の不安定化として理解できると推測されるのである。
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本論文では、この推測に基づき、静的な2体分布関数を用いて、微視的な模型からレオロジー

特性を導出する。具体的には、 γ=0の状態で2体分布関数の線形安定性調べ、それが、降伏応

力が発生すると期待される低温高密度状態で不安定化することを示す。ついで、その不安定化す

る状態の近傍での、努断速度γのもとでの2体分布関数を、分岐解析によって導出する。そして、

計算された2体分布関数によって、降伏応力の発生を含む非線形レオロジー特性を表す方程式を

導出する。

1.6 本論文の構成

本論文の構成は以下の通りである。

第 2節

第2節では、マクロなレオロジー特性を現象論的に仮定して現象の解析をする研究の例として、

第1.2小節で紹介した、筆者が乾燥破壊の記憶効果に関して行った研究を紹介する。前に述べたよ

うに、乾燥破壊の記憶効果は、図3のような降伏応力の発生と密接な関係があることが知られて

いる。しかし、ペーストが揺すりを記憶し、揺すりに対して垂直な亀裂が形成される理由は理解

されていなかった。

ここで、降伏応力を持つ物質は、塑性変形を起こすことを思い出してみよう。塑性変形とは、物

質に降伏応力以上の応力を加えた後に、加えた応力を取り除いても残ってしまう変形のことであ

る。筆者は、揺すりによって降伏応力以上の応力を受けると、ペーストが塑性変形として揺すり

を記憶し、その塑性変形が原因となって、揺すりと垂直な亀裂が形成されると推測した。

この推測の妥当性を示すために、降伏応力を持ったペーストのレオロジー特性を、現象論的に

仮定した乾燥破壊のモデ、ルを提案した。そして、このモデルの数値計算において、筆者の推測し

た機構によって、揺すりの方向に応じた亀裂が、形成されることを示した。さらに、このモデル

の解析から、ペースト上に最初に形成される亀裂の位置を、容器を揺するために加えた外力の強

さの関数として計算した。この計算によると、外力の強さにしきい値が存在し、その強さがしき

い値以下の場合は、最初の亀裂の位置はペーストの中心となる。だが、外力がしきい値を超える

と、外力の強さとしきい値の差に比例してひび割れの位置が中心からずれる。筆者は、この位置

に関する予言を、推測した記憶効果の機構の検証実験として提案した。

第 3節

第3節では本論文のメインの内容が示される。ここでは、第1.5小節で、示された方針にそって、

ガラス状物質のレオロジー特性の微視的なモデルからの導出が行われる。まず、微視的なモデル

から、 2体分布関数の時間発展方程式を求める。ただし、この方程式は、 3つの粒子の位置の分

布を表す3体分布関数を含む。そこで、 2体分布関数の閉じた時開発展方程式を得るために、平
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均場的な Kirkwood近似を用いて、 3体分布関数を 2体分布関数の積として表現する。この近似

によって、 2体分布関数の閉じた時開発展方程式が得られる。

次いで、この 2体分布関数の時間発展方程式をもとに、平衡状態での 2対分布関数geq(γ)の線

形安定性を数値計算によって調べる。この数値計算の結果、 geq(r)が低温高密度状態で不安定化す

ることが示される。降伏応力は低温高密度状態で発生するので、この結果は降伏応力がgeq(γ)の

不安定化として考えられるという、本論文の推測と一致するものである。

最後に、 geq(γ)が不安定化する温度、密度に近い状態での 2体分布関数の勢断速度γに対する依

存性を、分岐解析を用いることで求める。この計算から、図3のような、高温低密度状態でニュー

トン則が成立し、低温高密度状態で降伏応力が発生するというレオロジー特性の変化を記述する

秩序変数方程式が導出される。特に、降伏応力が発生する転移点の近傍では、勇断応力が努断速

度の 1/3乗に比例するベキ乗則が成立することが示される。このベキ乗則は、シミュレーション

でも観測されている。

第4節

第 4節では、第 3節の結果を応用して、小さな空間に閉じ込められた流体のレオロジー特性

の研究を行う。通常の流体は、勇断応力と努断速度の線形則(ニュートン則)が成立するので、

η=σxy/γで定義される粘性係数はγに依存せず常に一定の値を持つ。ところが、このような通

常の流体でも、分子数個程度の大きさの小さな空間に閉じ込められると、 γの増大に対してηが減

少する shear-thinningなどの非線形レオロジー特性が見られるようになる。

このようなレオロジー特性の変化は、ガラス状物質を低温高密度状態にしたときに観測される

レオロジー特性の変化と非常に良く似ている。このことから、ガラス状物質と小さな空間に閉じ

込められた流体は、幾つかの共通した性質を持つと推測される。特に、ガラス状物質では、粒子

の協同的な運動の相関長が、系の大きさと同程度にまで増大するので、小さな空間に閉じ込めら

れた流体でも、系の大きさを小さくすることで、協同的な運動の相関長と系の大きさが同程度に

なっていると考えられる。このことから、この相関長と系の大きさの桔抗が、小さな空間に閉じ

込められた流体のレオロジー特性の変化の原因ではないかと推測した。

この推測の妥当性を検証するために、まず、小さな空間に閉じ込められた流体の分子動力学シ

ミュレーションを行い、温度T、勇断速度γ、系の大きさ Lの状態での粘性係数η(T，γ，L)を計測

し、レオロジー特性のサイズ依存性を確認する。次に、このシミュレーションで得られた粘性係数

η(T，γ，L)が、第3節のガラス状物質のレオロジー特性の計算から得られるスケーリング則に従う

ことが示される。具体的には、粘性係数η(Tぅ'"'(，L)が、その γ→ Oの極限での値1]o(T，L)によっ

て、 η(T，γ，L)=ηo(T，L)G(γηo(T， L )3/2)とスケールされることを示す。最後に、 ηo(TぅL)が粒子

の協同的な運動の相関長と(T)によって ηo(T，L) =ηJ(T)H(と(T)/L)とスケールされることを示

す。ここで、 ηJ(T)はL→∞の極限という熱力学極限での粘性係数である。これらのスケーリン

グ則から、小さな空間に閉じ込められた流体で見られるレオロジー特性の変化の原因が、粒子の

協同的な運動の相関長と系の大きさの拾抗であることが示される。
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第5節

第5節では、第3節で得られた知見を用いて粉体系のレオロジー特性の解析を行っている。砂

や粉などを含む粉体のレオロジー特性は、密度が低い状態において、勢断応力 σxyと圧力pが努

断速度の2乗に比例するバグノルド則が成立することが知られている。一方、それとは別に、一

定圧力を加えられた高密度の粉体においては、勇断速度が勇断速度の 1/5乗に比例するというこ

とが示されている。

この、高密度状態で観測される 1/5乗則の理論的理解を目指して、一定体積条件での粉体系の

シミュレーションを行った。このシミュレーションによって、体積分率νに臨界値 Vcが存在し、

ν< Vcの低密度状態ではバグノルド則が成立し、 ν>νcの高密度状態では降伏応力の発生が観測

されることが示される。また、 νが臨界値νcに非常に近い場合は、 σ~γα、pf'.Jγβ という、バ

グノルド則とは異なるベキ乗則が成り立つことが示される。このような、低密度状態で成立する

基本的なレオロジー特性が、高密度状態になると成立しなくなり、降伏応力が発生するようにな

るというレオロジー特性の変化は、コロイド分散系のレオロジー特性と非常に良く似ている。こ

の類似性から、粉体でもレオロジー特性を記述する、何らかの秩序変数が存在すると推測される。

そこで、この推測をもとにした次元解析を行うことで、臨界点の近傍で見られるべき乗則の指数

αと9の値を理論的に導出した。最後に、得られた一定体積条件のレオロジー特性をもとに、一

定圧力のシミュレーションで観測される 1/5乗則の解釈を行った。

第6節

第6節では、第3節で、行った解析をさらに発展させる。第3節では、解析に 2つの近似を用い

た。第一の近似は、 3体分布関数を 2体分布関数の積で書き表すKirkwood近似である。第二の

近似は、 9珂 (γ)の線形安定性解析を行う際に行った、 geq(r)に対する摂動の関数系の制限である。

第3節では、これらの近似を用いた解析で、ガラス状物質のレオロジー特性を記述する秩序変数

方程式を導出した。この秩序変数方程式が記述するレオロジー特性は、シミュレーションの結果

と概ね一致するが、低温高密度状態で勢断速度γが極端に低い場合の挙動が食い違う。

そこで、ガラス状物質のレオロジー特性のより正確な記述を得るために第3節で用いた近似の

うち、第二の近似を取り除いた解析を行う。基本的な解析方法は第3節と同様である。まずは、

Kirkwood近似を用いて得た、 2体分布関数の閉じた時間発展方程式を用いて、 g明(γ)の線形安定

性を調べる。この解析で、低温高密度状態で、 5つの固有モードが同時に不安定化することを示

す。次に、固有モードが不安定化する臨界点の近傍で、レオロジー特性を記述する秩序変数方程式

を導出した。この秩序変数は臨界モードに対応して5つあり、それぞれが勢断応力 σ却、 σyz、σzx

と法線応力差σm一σ仰、 σzz-(σxx +σyy +σzz)/3に比例する。
導出された秩序変数方程式には、これらの勇断応力と法線応力差のカップリングを表す項が存

在する。このカップリング項の係数がOの場合は、第3節で導出される秩序変数方程式と同様の

レオロジー特性を表す。このカップリング項の係数が有限の場合でも、勇断速度がある程度大き
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い領域では、そのレオロジー特性は第 3節のものと変わらない。ところが、努断速度が極端に低

い領域は、このカッフリング項のために、 勢断応力 σxyの傾きが勢断速度γの上昇とともに増大

する shearthickeningが見られるようになる。この、極端に勢断速度が低い領域で見られるshear

thickeningが、勇断速度が極端に低い領域で見られる、ガラス状物質のシミュレーションと第3節

の結果の食い違いの原因である可能性がある。

第7節

第7節では、本論文全体のまとめが書かれる。それに加えて、本論文の成果をもとにした、今

後の展望が述べられる。

2 乾燥破壊における記憶効果

この節では、物質のレオロジー特性に現象論的な関係式を適用する事で、現象を理解する研究

の例として、第1.2小節で紹介した、乾燥破壊の記憶効果に関する研究を紹介する。

2.1 導入

ひび割れは、岩や乾いた絵の具の表面等、様々なものに見られる。これらのひび割れは非常に

興味深く、様々な研究がなされている。それらの中でも、特に乾燥破壊に関しては多くの研究者

が研究を行っている。例えば、粉と水を混ぜたペーストを容器に入れて乾燥させると、ペースト

は縮み、最終的にその表面に 2次元の亀裂パターンが形成される [9]0

粉と水を混ぜ、たペーストをゆっくりと容器に注ぎ、そのまま乾燥させるた場合は、ランダムで当

方的な亀裂パターンが形成される。だが、乾燥前に容器を揺する事によって外力を加えると、ペー

ストが加えられた外力を記憶し、亀裂パターンが外力の加え方に応じて変化するという事が中原

と松尾の実験によって示されている [2]。例えば、ペーストを乾燥前に一方向に揺すると、ひび割

れは揺すった方向と垂直な方向に形成され、最終的に縞状の亀裂パターンが形成される。この亀

裂パターンの形成には、ゆすりを加えてから 3日以上かかる場合がある。これほど長い間、ゆす

りを加えた影響が残るというのは非常に驚くべき事である。

この記憶効果は、第1.2小節で、紹介したように、ペーストが降伏応力を持つほど高密度でないと

起こらない。このことから、降伏応力を持つというペーストのレオロジー特性と記憶効果に密接

な関係があることが推測される。だが、ペーストが外力を記皆、して、外力と垂直な亀裂が形成さ

れる機構はよく理解されていない。

物質が降伏応力を持つ場合、降伏応力以上の応力が加えられると物質は塑性変形を起こす。こ

のことから、筆者は外力によって降伏応力以上の応力が加えられると、ペーストが塑性変形とし

て外力を記憶し、その塑性変形の影響で外力と垂直な亀裂パターンが形成されると推測した。こ

の推測の妥当性を検証するために、第2.2小節では、ペーストを降伏応力を持つ粘弾性体だと仮定
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大槻道夫

し、粘塑性体における亀裂形成のモデルを提案する。第2.3小節では?そのモデルの数値計算を行

うことで、粘塑性体が塑性変形によって乾燥前の外力の影響を記憶する事を示す。この塑性変形

の影響で、外力を乾燥前に加えると、外力と垂直な方向の亀裂が他の方向の亀裂よりも早く形成

される事がわかる。さらに、モデルの解析を行う事で、最初に出来るひび割れの位置を観測量に

よって解析的に表現する(第2.4小節)。この結果は、塑性変形によって乾燥破壊の記憶効果が引き

起こされるという推測の妥当性の検証のために用いる事が出来ると考えられる。第2.5小節は、こ

の節のまとめと議論を記している。解析計算の詳細は、付録Bに記しておいた。

2.2 モデル

ここでは、大信田と関本のモデル [10]を参考に、粘塑性体のモデルを提案する。系は、図7に

表れているように高さ H、幅2Lの容器に入った粘塑性体とした。空間は (x，z)で表し、容器の中

心を x=O、容器の底面を z=Oとする。モデルの取り扱いを簡単にするために、変形は平面歪と

して、 Z方向の変位u(x，z， t)と塑性変形s(x，z， t)だけを考える。ここで、塑性変形s(x，z， t)の時

間変化が勇断速度に対応する。 u(x，z， t)とs(x，z， t)の時開発展方程式は以下のように表す。

θu(x，zぅt) θσxx(x，ムt) θσxz(x，z，t)
= '+ "+α(t) 

θt 
(27) 

Bθs(x， z， t) 0 σxzl <σy(t) 
ー'ー

θt-=) (Io-xzl-σy(t))二と otherwi l ¥'.......，.(，..""1 ~.l. \~J/Iσxzl 

ここで、 γは粘性係数、 α(t)は外力， σy(t)は降伏応力、 σxx(x，z， t)は垂直応力、 σxz(x，z， t)は努

断応力、 Bは塑性変形の速度を決める係数である。塑性変形s(x，z， t)の時間変化に式(2)で表さ

れるビンガム則を仮定している。 σxx(x，z， t)とのz(x，ムt)は以下の構成方程式で記述される。

(28) 

/δu(x， z， t)¥  
σxx(x， z， t) = (入+2μ)( ~ ~ ¥"̂'c.'__-' V I + c( t) ) (29) 1δx ' _¥V/ J 

/θu(x， z， t_1 __ _ .L¥ ¥ xz(x， z， t) = μ (~~\:，-， VJ -s(x，z，t)) (30) 
¥ az I 

ここで、入と μはラメ係数で、 c(t)はひずみ率である。このモデルでは、ひずみ率を増加させる事

で、乾燥による縮みを表現する [11，12]。

以下では、 α(t)、σy(t)、c(t)の時間変化が以下の式で表される場合を考える。

(31) 

σy(ベ (32) 

九

九
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非線形レオロジーの微視的理論

Force 

図 7:容器の中の粘塑性体

ここで、 αM，σyo，bは最大外力、乾燥前の降伏応力、乾燥の速度を表している。

さらに、境界条件を設定する。粘塑性体が容器と接する部分で変位は常にOとする。一方、粘

塑性体が容器と接していない部分は自由端境界として、境界での応力は 0とする。ここで、乾燥

時には重要な現象が起こる。何かというと、容器に入れた粉と水のペーストが乾燥すると、壁と

の境界が最初に剥がれるのである。この現象が起こるという事は、そのときに境界条件が変化す

るという事を意味している。この効果を取り入れるために、境界条件を時刻O<t<九では

時刻t>九では，

u(土Lぅz，t) = 0 

u(xぅ0，t) = 0 

σxz(x， H， t) = 0 

σxx(土L，z，t)=O

u(x， 0， t) = 0 

σxz(x， H， t) = 0 

(34) 

(35) 

とする。ここで、 t= T2で境界との剥がれが起こるとした。表 1には、時刻T1< T2くむとし

て、パラメータと、壁での境界条件の時間変化がまとめられている。

表 1:境界条件とパラメータ
t α C σy 壁での境界条件

外力 0< t < T1 αM sin(πtjT1) 。 σyo u(土L，z，t)= 0 
緩和 T1 < t <乃 。 。 σyo u(土L，z， t) = 0 
む <t<九 。 。 00 σxx(土L，z， t) = 0 

乾燥 お<t 。 b(t一九) 。。 σxx(土L，z，t)= 0 

最後に、亀裂の形成条件を仮定する。先行研究において、亀裂の形成条件には2種類のものが

提案されている。一つは臨界応力条件であり、もう一つはグリフィス条件である。臨界応力条件

では、局所的な応力がしきい値を超えた場合に亀裂が形成されると考える。この条件は、計算機
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で実装するのが比較的容易なため、多くのモデル [11]において採用されている。一方、グリフィ

ス条件では、亀裂が形成されたときに解放される弾性エネルギーの量が、亀裂の形成による表面

エネルギーの増加を上回るときに、亀裂が形成されるというものである。この形成条件は小松と

佐々のモデルにおいて採用されている [12]。どちらの亀裂形成条件がより正しい条件かはわから

ないのであるが、扱いの簡単さから、臨界応力条件を採用する事にする。具体的には、位置 Zで

の平均垂直応力を以下のように定義する。

(山t))=主f仇 x(x，z， t) 
そして、亀裂の形成条件は以下の式で与えられるとする。

(σxx(xc， tc)) =σb→ σxx(xc， z， t) = 0 for t > tc 

(36) 

(37) 

ここで、 Xcは亀裂が形成される場所であり、 tcは亀裂が形成される時刻である。ここでは、 Z軸

に垂直な亀裂だけを考えている。

まとめると、この節のモデルは式(27)と(28)で時開発展し、そのパラメータは式 (31)、 (32)、

(33)で変化し、境界条件を (34)、(35)として、亀裂の形成条件は (37)で表される。

2.3 記憶効果の定性的な考察

この粘塑性体のモデルが乾燥前に加えられた外力の影響をどのように記憶するかを調べるため

に、最大外力 αMをコントロールパラメータとして、式 (27)と(28)を数値的に解く。数値計算

においては、初期状態を u(x，z， 0) = s(x， z， 0) = 0として、パラメータは H = 1.0、 L = 10.0、

入=1.0、μ=0.1、σYO= 0.05、σb= 0.01、γ=1.0、B= 1.0、T1= 30、九=60、む=90、

b = 0.00019と設定する。以下では、長さの次元はH、応力の次元は入、時間の次元は (γH2j入)、

その他の物理量の次元はこれらの物理量の組み合わせで表す。

乾燥前に外力を加えない場合 (αM= 0)には、時刻t=お(乾燥の直前)で応力は0となる。乾

燥前に外力が加えられた場合でも、 αMが小さく、系の最大応力が降伏応力を超えない場合は、時

刻t=九で応力は0のままである。しかし、 αMが十分大きい場合は、塑性変形によって応力は

時刻t=おで有限の値を持つ。

例として、最大外力 αM= 0.08の場合の結果を見てみよう。最大外力 α(t)を0から増加させて

いくと、図8に示されているように、粘塑性体は Z方向へと変位する。境界条件u(土L，z，t)=O

の影響で、粘塑性体は左側 (x< 0)の領域では引っ張られ、右側 (x> 0)の領域では押しつぶさ

れた状態になる。変形が十分大きくなると、努断応力σxz(x，z， t)は降伏応力σYOを超えた値にな

る。すると、図9に示されているように、塑性変形が底面(z= 0)付近で発生する。この塑性変形

の発生のために、外力 α(t)がOになった後でも、物質は左側(x< 0)の領域で引っ張られ、右側

(x> 0)の領域で押し付けられた状態のままでいる。それゆえ、垂直応力 σxx(x，z， T3)は、図 10

に示されているように、左側 (x< 0)の領域で正の値を持ち、右側 (x> 0)の領域で負の値を持

つ。このようにして、粘塑性体は乾燥前に外力を加えられると、塑性変形によって外力の影響を
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記憶するのである。

次に、 αM= 0とαM= 0.08の場合の、 (σxx(x，t))のtどお(乾燥を始めた後)での時間発展

を比較する事で、塑性変形が乾燥後の亀裂の形成に与える影響を調べる。図 11と12にαM= 0 
とαM= 0.08の場合の、 (σxx(x，t))の時間発展示しておいた。 αM= 0の場合には?乾燥の直

前 (t=お)で (σxx(x，t)) = 0である。ところが、 αM= 0.08の場合には、塑性変形の影響で、

(σxx(x， t))は左側 (x< 0)で正の値を持ち、右側(x> 0)では負の値を持つ。物質を乾燥させる

と、平均垂直応力 (σxx(x，t))はどちらの場合でも増加する。しかし、亀裂が形成されるまでは、

αM = 0.08での (σ仰い，t))の最大値が αM =0での最大値よりも大きい。この応力のために、亀
裂はαM=Oの場合よりも αM= 0.08の場合の方が早く形成される。

大槻
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図 11:αM=0の場合の、平均垂直応力 (σxx(x，t))の Z依存性
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図 12:αM= 0.08の場合の、平均垂直応力 (σxx(x，t))のZ依存性。

ここで、この粘塑性体のモデルの結果と実験での結果の対応を考えてみよう。粘塑性体のモデ

ルでは、亀裂は外力に垂直な方向に形成されると考えている。塑性変形の影響によって、このひび

割れは外力を加えた場合の方が、外力を加えない場合に比べて、早く形成される。それゆえ、実

。。
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非線形レオロジーの微視的理論

験の場合でも、乾燥前に外力を加えると、塑性変形の影響で外力に対して垂直な方向の亀裂が先

に形成されると考えられる。

2.4 定量的予言

粘塑性モデルでは、最初に形成される亀裂の位置は、図 12に表れているように、乾燥前に外力

を加えた方向と反対側にずれる。この小節では、最初に形成される亀裂の位置%を最大外力 αM

の関数として記述する事を目指す。ただし、偏微分方程式(27)と(28)の解を解析的に求めるのは

非常に難しいので、これらの式を幾つかの仮定のもとに簡略化する事にする。

まず、外力 α(t)とひずみ率c(t)の時間変化は、変位u(x，z， t)と塑性変形s(x，z， t)の緩和時間

に比べて、非常にゆっくりであると仮定する。すると、最大外力α(t)、降伏応力σy(t)、ひずみ率

c(t)のもとでの、式(27)と(28)の定常解を求めるだけで良くなる。次に、 zによる偏微分を以下

のように近似する。

θu(x， H， t) u(x， H， t) -u(x， 0， t) u(x， H， t) 
θz H H 

θσz(x，Hぅt) σxz(x， H， t)ーのz(x，O，t) ーのz(x，0， t) 
θz H H 

ここで、 u(x，Oぅt)= 0で、 σxz(x，Hヲt)= 0である(式(34)と(35)参照)。 これらの近似に基づ

き、表面の変位U(x，t) = u(x， H， t)と表面の垂直応力 Txx(x，t) =σxx(x， H， t)と底面での努断応

(38) 

(39) 

力Txz(x，t) =σxz(xぅ0，t)は以下の式から決定される。

θTxx(x， t) 九z(xぅt)
θ--77一 +α(t)= 0 
Z 

(40) 

ら (x，t) =川μ)(咋丑ムι+打 C吋吋(
九九引川バρμ(μ川Z夙吋，t刈tの)=μ (U~t) _ S(X，t)) 

(41) 

(42) 

ここで、 S(民t)は表面での塑性変形 (s(x，Hぅt))である。 S(xぅt)の時開発展は以下のようになる。

|九z(り )1<σy(t) 

の場合は、 S(x，t)は時間変化しない。しかし、

(43) 

|九z(り)1>σy(t) 

の場合は、 S(x，t)は以下の条件から決定される。

ITxz(x， t)1 =σy(t) 

(44) 

(45) 

この式から、以下の式が求められる。

U(x， t)σy(t) 
S(川)=寸「土一一

n μ 
(46) 
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この式で、符号はTxz(x，t)の符号と同じものをとる。式(41)と(42)を式 (40)に代入する事で、

変位U(x，t)の満たす式が以下のように導かれる。

θ2U μμ  
(入+2μ)一一一一U+:-TS+α(t) = 0 θx2 H2~ I H (47) 

α( t)，σy(t)ρ(t)の関数系は式(31)，(32)，(33)で表される。式(34)と(35)から、境界条件は、時

刻O<t<巧では

U(L，t) = U(-L，t) = 0 

となり、時刻む <tでは以下のようになる。

(48) 

Txx(L， t) = Txx( -L， t) = 0 

式(37)より、亀裂形成の条件は以下の式のように書き換えられる。

(49) 

Txx(xc， tc) =σb (50) 

さらに、 九x(x，tc)はx= Xcで最大値をとるので、

θ九x(xc，tc) " 
θx 

(51) 

が満たされる。

これらの式より、%が求められる。この結果は以下のようにまとめられる(詳細な計算に関して

は、付録Bを参照)。まず、最大外力のしきい値αYOが以下の式で定義される。

-
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(52) 

ョ~ -r ""'でミ
l-l- 1...、

q=ゾ(入Jμ)H2 (53) 

とした。そして、 αM<αYOの場合、最初に形成される亀裂の位置Xcは

Xc = 0 (54) 

となる。

一方、 αYO <αM<αYlの場合にはXcは以下の式から決定される。

σbqH 
cosh qL = B(O， xc)十円sinhqxc 

σYO一αM.t1
D(L，xs) 
~，~~' ~:) (1 -cosh qxc cosh qL) 
sinhqL 

(55) 

ここで、 αYlは以下の式から定義される。

α 一 σyo(2cωhqL-B(L，xs)) 
Yl = cosh qL -B(L， xs) (56) 
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また、 B(Xl，X2)とD(Xl，X2)は以下の式で定義される。

B(Xl， X2) = cosh q(Xl -X2) + qX2 sinl巾1-X2) (57) 

D(Xl，X2) = sinhq(Xl -X2) + qX2coshq(Xl -X2) (58) 

Xsは塑性変形の起こる領域をーらく Zくらのように表す値で、以下の式か.ら計算される。

αMH+(σYO -αMH)B(L， xs) = 0 (59) 

さらに、 αMがαYOに非常に近い場合を仮定して、 Xcの解析的な表現を求めてみよう。

qxc<< 1 (60) 

qxs << 1 (61) 

と仮定して、式 (55)と(59)をXcの一次、ぉの二次まで展開する。すると、以下の式が求まる。

(coshqL -1)2 
Zc=-q  T(αM-αYO) 
q'2σb cosh q 

(62) 

Xcの計算において、もとの偏微分方程式を幾つかの仮定の下で簡略化した。そこで、式 (54)と

(62)の定量的な妥当性を調べるために、もとの偏微分方程式の Xcの解を数値的に計算した。図

13と14では、パラメータの値が第2.3小節で用いた値の場合 (caseA)と、 H = 1.0、 L = 15.0、

入=1.0、 μ=0.2、 σYO= 0.03、 σb= 0.02、γ=1.0、 B= 1.0、 T1= 300、む=600、

九=500、b= 0.000005とした場合 (caseB)の Xcを示している。 αYOが存在し、外力が αMしき

い値 αYOよりも小さい場合は、 Xcは0のままである。外力 αMがしきい値 αYOを超えるほど大

きくなると、 XcはOからずれ始める。図 15では、 caseAのときの Xcの数値解を αM一αYOの関

数として表している。この図は明らかに、 αMとαYOが近い値の場合、 Xcが αM一 αYOの比例関

数である事を示している。これらの結果は、式 (54)と(62)の表現と良く一致している。ただし、

αYOの値は、簡略化した式の解析と数値計算で、多少異なったものになっている。

これらの結果から、実験においても、最初に形成される亀裂の位置と最大外力の関係は式 (54)

と(62)によって表されると期待される。また、式(54)と(62)を実験的に確認する事で、乾燥破壊

における記憶効果の原因が、粘塑性体の塑性変形であるという推測の妥当性が検証される。

2.5 まとめと議論

この節では、物質のレオロジー特性を現象論的に仮定する研究の例として、粘塑性体のモデル

による乾燥破壊における記憶効果の研究を紹介した。このモデルの数値計算によって、乾燥前に

外力を加えると、外力を加えた方向と垂直な方向のひび割れが、外力を加えない場合よりも早く

形成されることがわかった。この現象は、粘塑性体の塑性変形が原因となって起こる。この結果か

。。
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Xc (H) 。

• • • • • • • • • 唱

-2 

-4 

0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07 
αM(νH) 

図 13:最初に亀裂が形成される位置XcのαMに対する変化。パラメータは caseA。
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Xc(H) 
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-2 • • • -4 

0.0314 • 
0.0317 
αM(νH) 

0.032 

図 14:最初に亀裂が形成される位置XcのαMに対する変化。パラメータは caseB。

。

Xc (H) 

・0.2

-0.4 

。 0.0005 
αM圃 αYO(νH) 

0.001 

図 15:最初に亀裂が形成される位置 XcのαMとαYOの差に対する変化。パラメータは caseA。
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非線形レオロジーの微視的理論

ら、塑性変形が乾燥破壊の記憶効果の原因であると推測される。この推測を検証するために、最初

に形成される亀裂の位置の定量的予言を行った。もし、式(54)と(62)が実験的に確認されれば、

塑性変形が乾燥破壊の記憶効果の原因であると結論づけられるかもしれない。

このように、粘塑性を現象論的に仮定したモデルで、塑性が存在するときに乾燥破壊での記憶

効果が起こる事は、ある程度理解された。だが、このような現象論的アプローチには限界がある。

例えば、塑性をあらかじめ現象論的に仮定したモデルでは、粉をどの程度水に混ぜれば、塑性が

発生し記憶効果が起こるか、という問いには全く答えられない。このような問いに答えるために

も、レオロジー特性を仮定するような現象論モデルではなく、その一つ下の階層のモデルから、そ

のレオロジー特性を調べる必要がある。

3 ガラス状物質の非線形レオロジー I

第1.5小節で、示した方針にしたがって、ガラス状物質のレオロジー特性を微視的モデルから導出

する。

3.1 導入

近年、ガラス状物質と呼ばれる物質に注目が集まっている。ガラス状物質とは、物理量の緩和

時間が極端に遅い物質の事で、過冷却液体、コロイド分散系、ガラス、泡がその例としてあげら

れる。例として、過冷却液体の代表的なモデルである 2成分レナード・ジョーンズ分子の分子動

力学シミュレーションでは、低温になるほど緩和時間が何桁にもわたって増大し、ある有限の温

度で緩和時間が無限大になるように見える [13]。

このような極端に緩和時間が長いガ、ラス状物質は、特異的なレオロジー特性を示す [6，14]0例

えば、 2成分レナード・ジョーンズ分子の分子動力学シミュレーションで勇断応力 σzν と粘性係

数η=σxy/γの勇断速度γに対する依存性を見ると、高温状態の場合、勢断速度が低い領域では

ニュートン則が成立するが、勇断速度が高くなるとニュートン則が破れ、勢断速度が高くなるに

つれて粘性係数ηが減少する shearthinningが観測される [15]。温度が低下すると、ニュートン

則が成立する領域が減少してゆき、ある温度以下になるとその領域が完全に消えて、降伏応力が

発生する。この、降伏応力が発生する転移温度は、密度の緩和時間が発散するようにみえる温度

TMCTに非常に近い値を持つ。また、その転移温度ではのyrv i1一αη~γ一αというベキ乗則が観

測される。この指数は文献 [15]ではα=1/3と見積もちれている。この指数の値を計算する理論

はこれまで存在していなかった。

このようなガラス状物質のレオロジー特性が、分子動力学法のシミュレーション [16，17， 15]以

外にも、ランダム・スピン・モデルでの解析[18ぅ19]、モードカッフ。リング理論 [5，20，21]によっ

て解析されている。

理論的な先行研究の中でも、もっとも標準的な手法はモードカップリング理論 (MCT)を用いた

解析である。この解析では、第1.4小節で紹介したように、ガラス状物質のレオロジー特性を密度
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の時間相関関数から計算している。だが、応力は第1.5小節で、示したように2体分布関数からも計

算できる量である。そこで、以下では、第1.5小節に示した方針に従い、ガラス状物質のレオロ

ジー特性を 2体分布関数から議論する。

3.2 モデル

モデルは、第1.4小節で紹介したコロイド分散系のモデルであり、溶媒中に浮かんだコロイド粒

子の位置は、式(3)で表されるランジュパン方程式に従って時間発展する。解析のために、まず、

全粒子の位置の分布関数を以下のように定義する。

む (r，t) =令(r-I'(t)) i = (日立内一内(t))) 
この分布関数の時開発展方程式は以下のように計算される。

か山)=か(竿Viーか -c吋む(r，t) 

(63) 

(64) 

式(64)の導出は付録Cに示してある。この全粒子の位置の分布関数 WN(rぅt)から、 2体分布関

数g(r，t)は以下のように定義される。

けヲド V2Jω 3r4... d3rNW山)
ここで、 r= rl -r2と定義される。

(65) 

ここで、今後の議論を簡単にするために、 g(r，t)を球面調和関数で以下のように展開しておく。

g(吋)= L L Gl，m(r，帆
[=0 m=-{ 

xyjr2は1mむ，土2(()，ゆ)に比例するので、この式は以下のように書き直せる。

9(TJ)=f(TJ)21+長(r，t) 
γ~ 

ここで、 f(r，t)は以下のように定義される。

川)= -3ImG2一山)

(66) 

(67) 

(68) 

また、長(r，t)は1m九土2(()，ゆ)と直行する。故に、この式を式(12)に代入することで、以下の努断

応力の標識が得られる。

2 r∞ 3θV(r) 
σX，!/ _.. r 1 drr一一一f(r，t) (69) 
y 15 Jo θ7・

この表現は明らかに、応力の異常性が2体分布関数の異常性として現れることを示している。特

に、降伏応力の存在は、 2体分布関数がγ、oの極限のもとで平衡のものと異なることを表して
いる。この事実から、第1.5小節で示したように、降伏応力の発生が平衡の2体分布関数g叫 (r)の
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不安定性と密接な関係を持つことが推測される。そこで、以下では平衡の2体分布関数9叫(r)の

安定性を調べる。

平衡の2体分布関数g珂 (γ)の不安定性を調べるには、 2体分布関数の時間発展方程式が必要に

なる。全粒子の分布関数の時間発展方程式 (64)と2体分布関数の定義 (65)から 2体分布関数の時

間発展方程式を求めると、以下のようになる。

、~""''7宇
」ー」ーに、

θg( r， t) 
一一一=-V. J(り)
θt 

J(r， t) = -2TV g(r， t) -2VV(r)g(r， t) 

刈f山川川，t)) 
十佐山)

である o g3(r， r'， t)は3体分布関数であり、以下のように定義される。

(70) 

(71) 

仇(r，r'， t) = V3 J dr4'" drNWN(r， t) げ2)

ここで、〆=r3 -r2とした。この2体分布関数の時開発展方程式の導出法は、付録Dに示しで

ある。

この式からわかるように、 2体分布関数を求めるには3体分布関数 g3(r， r'， t)を計算する必

要がある。そこで、 2体分布関数の閉じた方程式を得るために、 Kirkwood近似によって 3体分布

関数 g3(r， rヘt)を2体分布関数によって以下のように近似する [22]0

g3(r， rヘt)= g(r， t)g(r'ぅt)g(r-r'， t) (73) 

この近似は平衡での2体分布関数の計算 [23]や勇断流動下の2体分布関数の計算 [24]に用いられ

ている。この近似により、式(71)は以下のように近似され、 2体分布関数の閉じた方程式が得ら

れる。

J(r，t) = -2TVg(r，t)-2VV(γ)g(r，t) 

吋f川川川
+γνexg(rうt)

3.3 線形安定性解析

(74) 

平衡の2体分布関数geq(r;T)はγ=0の条件でのJ(rヲt)= 0の等方的な解として定義される。

この方程式は Born-Green方程式と呼ばれ、数値的に解が求められる [23]。この g問(r;T)の線形

安定性を調べるために、 2体分布関数を、平衡でのもの9珂(γ;T)と平衡からの摂動h(r，t)によっ

て以下のように書き換える。

g(r，t) =g問(γ;T)(l + h(rヲt)) (75) 
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これを式(74)に代入することでJ(r，t)は以下の式に書き換えられる。

J(れt) = 
ヨkRT
一一云-=-9eq(γ;T)Vh(r，t)

2ρ r " (r' U'(〆)¥
一一 Idr' ( :_1 一一~ ) G(r， s， u; T) R J _. ¥ r' kBT } 

x(h(rヘt)+ h(r -r'， t) 

+h(r， t)h(r'， t) + h(r'， t)h(r -r'， t) + h(r -r'， t)h(r， t) 

+h(r， t)h(r'， t)h(r -r'パ))

+iyex9伺(γ;T)(l+h(r，t)) (76) 

ここで、 γ=JrJ， s = Jr'J， t = Jr -r'Jで

G(r， s， u; T) g，珂 (r;T)g，叫 (s;T)geq (u; T) (77) 

と定義した。この式を (70)に代入することで、摂動h(rヲt)の方程式を以下のように求めることが

できる。

g叫 (r;T)立h(r，t) = 乙(h;T)十品(h，h;T) +ん(h，hぅh;T)+γQ(h; T) (78) 
θt 

ここで、 ζ(.;T)は以下で定義される線形演算子である。

J:(h;T) = 23ZV(h(T;T)Vh(T)) 

ー2kB T '1"'7 r -1-' (r' U勺") • r -r' U'(u)¥ 
+ρ一一一-vI dr' I一一一一一十一一一一一一一一 i
r R -J ¥γ， kBT' u kBT} 
xG(rぅSヲu;T)h(r') 

ん(2(・γ;T)とN3(・ハ・;T)は非線形演算子で以下のように定義される。

2kBT'1"'7 r -1-，r' U'(r') 
N2(h，h;T) = p-'v~~V I dr一一一fG(γぅ川;T)R -J -- r' kBT 

(79) 

x(h(叫ん(〆)+ h(r')h(r -r') + h(r-〆)ん(r)) (80) 

2kBT'1"'7 r L ，r' U'(r') 
N3(h，h，h;T) ρ--Vj dT一一一-fG(γ，s，u;T)R -J ---r' kB T 

xh(r)h(r')h(r -r') (81) 

9(.;T)は勢断速度γに比例した部分の演算子で、以下のように定義される。

G(h;T)=dh(γ;T)(l + h(r)) (82) 

9明(r)は非負の関数であるので、乙が正の固有値を持つときに geq(γ)は不安定化する。故に、

9句 (r)の線形安定性を調べるには乙の固有値を求めれば良い。しかし、 h(r，t)は3つの変数を持

つ関数であり、その関数に作用する線形演算子乙の固有値をそのまま求めるのは難しい。そこで、

この節では h(r， t)の形を以下のように制限する。

h(r， t) =ψ(r， t)ImY2，2(Bヲゆ) (83) 
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この制限は妥当だと考えられる。何故なら、平衡状態の 2体分布関数は、少なくとも 1mY2，2((}うゆ)

の形の摂動に対して不安定化していると考えられるからである。(式(69)参照。)ここで、乙(.;T)

がh(rぅt)に作用するとき、以下のようになる。

乙(h;T)= 1m九2((}，ゆ)M2(ψ;T) (84) 

ここで、人'h(.;T)はh(rぅt)の動径部分にだけ作用する演算子で、その具体的な形は付録Eにまと

めである。この性質から、.c(・;T)の固有値を計算するには、んら(.;T)の固有値を計算すれば良い

ことがわかる。

演算子ん12の固有関数は、以下のように数値的に求められる。まず作用する関数ψ(γ)の区間を

[0， l]に制限する。その際の境界条件はγ=0とγ=lでψ(r)= 0とする。次に、演算子ん1lを離

散化によって行列M2に近似する。具体的には、以下のように近似を行った。

df(γ) _ f(γ+ dx) -f(γ-dx) 
(85) ---、J

2dx dr 
d2 f(r) "-' f(r + dx) + f(γ-dx) -2f(r) 

(86) 
dγ2 dx2 

L Nd J川 (r) ~ Lf川 z 似 (87) 
i=O 

ここで、 dxは離散化した区間の大きさであり、 Nd= L/dxである [25]0このような離散化によっ

て得られた行列M2の固有値を幾つかの (ρ，T)に関してもとめた。その結果、低温高密度領域で

M2のひとつの固有値が正の値を持つことがわかった。 M2の不安定化する固有関数ψc(r)の形は

図16に表されている。

1.5 

必
且
守

V
E
-

qAV 
5 6 '7 

wn 0.5 

-0.5 

-av 

-

図16:ρ=1.04， T = 2.42で不安定化する固有関数。数値計算のパラメータはl= 7.0、dx= 7.0/512 
とした。

図17では、数値計算で得た相図を表している。この図から、平衡での 2体分布関数geq(γ)が

低温高密度領域で不安定化しているのがわかる。 2つの領域の境界は (ρ，T)面上での、 MCTで計

算された緩和時間発散の転移線 [26]と定性的に一致している。ただし、ある密度での転移温度の

値は、 MCTで得られる値の2倍程度になっている。この結果はKirkwood近似を用いたことで、
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低温高密度領域でのg叫 (γ)の値が不正確になっていることが原因であると考えられる。例えば、

geq(γ)のピークの位置や大きさはシミュレーションで得られるものと多少異なった値になっている。

大槻

•••••••• •••••••• •••••••• ••••••• •••••• ••••• •••• ••• •• • 

3 

T 

2 

1.12 

図 17:(ρ，T)面上の相図。四角い点が M が正の固有値を持ち g叫 (γ)が不安定化している点であ
る。数値計算のパラメータは 1= 7.0、dx= 7.0/512とした。

1.08 p 1.04 

非線形解析

次に、安定性が変化する臨界点近傍での系に注目しよう。密度ρを固定すると、その温度以下で

9問 (γ)が不安定化する臨界温度五が定義される。ここで、私(r)を、 T=Tsで不安定化するん12
の固有関数としよう。そして、摂動h(r，t)を以下の形に書き換える。

3.4 

(88) 

ここで、科(r)ImY2，2(8，ゆ)は臨界モード、 Aは臨界モードの振幅、 s(r，A(t))は臨界モード以外か

らの h(r，t)への寄与を表す関数で、その時間変化は振幅Aを通じてのみ行われると仮定している。

臨界モード以外のモードの振幅はAの値によって決定される値に速やかに収束することから、こ

の仮定は妥当であると考えられる。

そして、分岐解析を行うことで式(78)と式(88)から振幅A(t)の時間発展方程式を摂動的に、

以下のように求めることが出来る。

h(rぅt)= A(t)ψ*(γ)ImY2，2(8，ゆ)+ s(r， A(t)) 

iA(t)=(九一T川 (89) 

ここで、 αは正の定数で、 G(A)とH(A)と一緒に、式(78)から計算できる。ただし、それらは第

6節で行う。代わりに、この節ではこれらの関数の一般的な形を考え、それによって勇断応力の特

異的な挙動を、定性的に調べることにする。

まず、考えている系は Z→ -xとγ→-，の変換に対して対象なので、 G(A)は奇関数で H(A)

は偶関数であることがわかる。そのため、 G(A)とH(A)は以下のように展開される。

(90) 

(91) 

G(A) = b3A
3
十 b5A
5+・・・

H(A) = co + C2A2 +・・・
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次に、 A*(γ)を式(89)の定常解としよう。すると、式(69)と式(88)から、 T=五の近傍での

勇断応力が以下のように表されることがわかる。

/2πf∞ 3θU(r) 
y ~ A*bhl名ρ2I drr一 -geq(γ)仇(r)ぅ (92)

V 15 。 θγ

ここで、 s(r，A(t))はAの線形項を持たないことから、 s(r，A(t))からの寄与を無視した。努断応

力が振幅Aに比例している。つまり、この式はA*(γ)が臨界点近傍でのレオロジー特性を記述す

る、秩序変数であることを意味しているのである。

それでは、式(89)と式(92)で表されるレオロジー特性を調べてみよう。まず、 b3< 0場合を考

える。この場合、Î' ~O で式 (89) は

シ(t)= (九一山(t)十山 (93) 

となる。ここで、Î' ~Oであることを利用して、 γ と A の高次の項を無視した。この式と式 (92) か

ら、 γ→ 0の極限でのレオロジー特性は以下のようになる。 T>九の場合、定常状態でのν~γ

のニュートン則が成立する。また、 T=九の場合、 σxyf"Vγ1/3のベキ乗則が成立する。このベキ

乗則は、文献 [15]で観測されるべき乗則であり、その指数まで一致している。 T< Tsの低温状態

では、 limγ→oσzν=σyとなり、降伏応力 σyの発生が見られる。また、 γがある程度大きい場合

は、どの温度でものyf"Vγ1/3のベキ乗則が成立し、特に T>九の高温状態ではshearthinningが

起こる。乙れらのレオロジー特性を図 18に記しておいた。また、降伏応力 σyの温度依存性も図

19に示しておいた。降伏応力 σyは九から連続的に発生する。
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γ
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・、、nヨ。、EEEFY

 

X
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，，a
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T<Ts ~ ， ， ， ， ， 
T=Ts 

T> Ts': 

/log(y) 

log(y) 

図 18:b3 < 0の場合の、勇断応力 σxyの勇断速度γ依存性

次に、 b3> 0の場合を考える。その場合、 b5< 0となることが期待される。そのとき、式(89)

は以下のようになる。

11A(t)=(九一T)αA(t)+ b3A(t)3 + b5A(t)5 +γCo 
dt 

(94) 
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σxy 

Ts T 

図 19:b3 < 0の場合の、降伏応力の温度依存性

この式で記述されるレオロジー特性を図20に書いておいた。この場合、勇断応力 σxyの傾きがγ

の増大に対して増大する、 shearthickeningの発生が見られる。また、降伏応力は図21のように

不連続に発生する。

σxy 

O 

T>Tc四回目
T=Tc. • I 
T<Ts園田・

γ 
図20:b3 > 0の場合の、勢断応力 σxyの勢断速度γ依存性

3.5 まとめと議論

この節では、最初にコロイド分散系のモデルから、平均場的なKirkwood近似を用いることで、

2体分布関数の閉じた時間発展方程式を求めた。次いで、その方程式をもとに、平衡状態での 2

体分布関数の安定性を調べ、それが低温高密度状態で不安定化することを示した。ただし、その

際に、 2体分布関数の摂動の形を制限した。最後に、 2体分布関数が不安定化する臨界点の近傍

で、分岐解析を行い、コロイド分散系のレオロジー特性を記述する秩序変数の方程式を導出した。

特に、式(93)の秩序変数方程式は、秩序変数Aを磁化M に、勇断速度γを磁場hに読み替え

ると、磁性体の臨界現象で、平均場近似によって得られる式と同じ形となる。この類似性から、臨

界現象の知見を取り入れることで、ガラス状物質のレオロジー特性の理論を発展させることが出

来るかもしれない。
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σxy 

一~、¥
喝
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# 
# 

~ 

Ts Tc T 

図 21:b3 > 0の場合の、降伏応力の温度依存性

式(93)で表されるレオロジー特性は2成分レナード・ジョーンズ粒子のレオロジー特性を非常

に良く表している [15]。特に、降伏応力が発生する転移温度でのν~γ1/3が成立しているが、こ

のベキ乗則は式(93)の結果と完全に一致している。また、式(93)から粘性係数η(γ)=σxy/γに

関する以下のようなスケーリング則が導出される。

¥
I
l
-
-ノ

3
一2
0
η
リ，~，
 
/
，

t
t
1
1
1、

G
 
nu 
η
ー一一7

 

f
'
a
E

、、
η
1
 

(95) 

ここで、 η0=limγ→oη(γ)と定義した。このスケーリング則は、 2成分レナード・ジョーンズ粒子

のシミュレーションから計算した粘性係数に関しても成立している [15]0このことからも、導出さ

れたレオロジー特性がガラス状物質のレオロジー特性を非常に良く表していることが理解される。

このように、導出されたレオロジー特性を記述する秩序変数方程式は、文献[15]で示されてい

る、 0.0001<γ< 0.1の領域でのレオロジー特性と良く表している。だが、文献 [15]で示されて

いるよりも、もっと低い領域では、秩序変数方程式の結果と、シミュレーションの結果に食い違

いがでてくる。秩序変数方程式の結果では、 σxyrvγのニュートン則が低勇断領で域成立する温

度 (T<九)において、 log(σzν)のlog(γ)に対する傾きが 1/3を超えることは無い。ところが、文

献[27]に示されている 0.00001<γ< 0.1でのシミュレーションの結果では、矢印で示した温度の

曲線で、 σxyrvγのニュートン則が成立しているにも関わらず、 0.00001<γ< 0.0001の領域で、

log(σXy)のlog(γ)に対する傾きが 1/3を超えている。

また、式(93)に基づいて降伏応力を計算すると、転移点で降伏応力が0から連続的に発生する

が、文献 [27]の結果は、降伏応力が不連続に発生するという MCTの結果を支持しているように

見える [27]。

この節での解析は、平均場近似と 2体分布関数の摂動の形の制限という 2つの近似を用いてい

る。それら影響で、このような努断速度が小さい領域での挙動がきちんと記述できていないのか

もしれない。この点に関しては、第6節で、 2体分布関数の摂動の制限をはずした解析を行った

後に、もう一度議論する。
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4 小さな空間に閉じ込められた流体の非線形レオロジー

この節では、小さな空間に閉じ込めることによって起こる流体のレオロジー特性の変化を、分

子動力学法により調べる。特に前節で導出されたレオロジー特性のスケーリング則を利用した有

限サイズスケーリングによって、このレオロジー特性の変化が、系の大きさと粒子の協同的な運

動の相関長の拾抗によって発生することを示す。この解析の成功から、前節の成果の有用性が示

される。

4.1 導入

流体が小さな空間に閉じ込められると、そのレオロジー特性は大きく変化する。このレオロジー

特性の変化の典型的な例は、 2枚の板の間に閉じ込められた流体の実験において観測される。板

の間の距離が分子数個程度になると、流体は、粘性係数の増大や、 shearthinning、降伏応力の発

生などの現象を示すようになる [28]。このレオロジー特性の変化は実験 [29ヲ30]とシミュレーショ

ン[31ぅ32ぅ33，34ヲ35]による研究が行われている。

何人かの研究者は、このレオロジー特性の変化は流体の構造変化が原因ではないかと推測して

いる [32，33， 34]。 だが、幾つかのシミュレーションでは、流体の構造変化なしに、レオロジー

特性の変化が観測されている [31]。故に、構造変化以外にも、このレオロジー特性の変化の原因が

あるのではないかと考えられる。

ここで、第3で取り扱ったガラス状物質も、低温高密度状態になると似たようなレオロジー特

性の変化を示すことを思い出してみよう [6，14， 15]。このことから、小さな空間に閉じ込められた

流体とガラス状物質には幾つかの共通した特徴があると推測される [29，30]。

特に、ガラス状物質では、動的相関長と呼ばれる、粒子の協同的な運動の相関長が系の大きさ

と同程度にまで発達する [36，37]0例えば、ガラス状物質のシミュレーションで、一定時間の聞に

動かなかった粒子を表示させると文献 [37]に示されているように、動かない粒子のクラスターが

観測される。このクラスターの大きさは、低温になるほど大きくなり、最終的には系のサイズと

同程度になる。このことから推測すると、小さな空間に閉じ込められた流体でも、系の大きさが

小さくなることで、動的相関長が系の大きさと同程度になっていると考えられる。このことから、

系の大きさと動的相関長の桔抗がレオロジー特性の原因になっているのではないかと推測される。

ここで推測した系の大きさと動的相関長の拾抗が、実際のレオロジー特性の影響を与えている

かどうかを調べるために、流体の構造変化の起こらないモデルを調べる。そして、このモデルで、

有限サイズスケーリングを行って、小さな系のレオロジー特性の変化が、系の大きさと動的相関

長が同程度の大きさになることが原因で発生することを示す。

4.2 モデル

モデルは構成比 80: 20の2成分レナードジョーンズ粒子系である。 2種類の粒子をそれぞれ

AヲBと区別する。出来るだけ大きなサイズでのレオロジー特性まで調べるために系は2次元とす

つGQd
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る。粒子間ポテンシャルは以下のように表される。

U(ras) = 4Eas I (O"as，) 12ー (O"as，)61 μμ|¥IrαsIJ ¥IrαsIJ I 
(96) 

ここで、 αとFは粒子の種類を表す。 2成分系を用いたのは、粒子の結品化を防ぐためである。粒子は

すべて同一の質量を持つとする。 粒子間相互作用のパラメーターは EAB= 1.5EAB， EBB = 0.5EAA、

σAB = 0.88σAA、σBB= 0.8σAAとする。長さ、エネルギー、時間の単位はそれぞれσAA(粒子の

直径)， EAA (相互作用エネルギー)ぅ 70= (mAσAA/EAA)I/2とする。ここで、 mAは粒子の質量で、 A

が数の多い方の粒子を表す。粒子数密度は ρ=N/L2 = 1.13で固定する。 Lは系のサイズを表す。

i番目の粒子の位置ri= (Xi， Yi)と速度問 =(Ui， Vi)の時間発展は以下の方程式で記述されると

する。

dri Pi (97) 
dt 行li

dVi -2:θV(rij) _ (98) midt θrij 
jヲ.fi

ここで、温度Tを維持するために、摩擦係数〈の時間発展を以下のように与える能勢-Hoover法

を用いた [7]0

三=占(日誌-1) (99) 

係数7は7= 1.0とした。境界条件による結晶化を防ぎつつ、 U方向に γの努断速度を持った Z方

向のずり流速を与えるために、 Lees-Ed wards周期境界条件を課した。

4.3 平衡状態の性質

まずは、以下で定義した 2体分布関数を計算してみた。

g(r) =手工(8(r一日九L
1ヲ正j

、BE
，J
nu 
n
U
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E
i
〆'『‘、、

ここで、(・)r川 Lは温度T、勇断速度γ、系の大きさ Lのもとでの平均を表す。図22に、 T= 0.8、

γ=0という条件の下での、幾つかの Lに対する平衡での 2体分布関数を示してある。系の大き

さを小さくしても、構造変化が殆ど起こっていないように見える。

次に、 [36，37]に従って、動的相関長と(T)を測定してみる。その為に、局所的な構造緩和を表

す量F(r，t)を以下のように定義する。

F(r，t) = 2ン(r一ri(O))W(ri(t)-ri(O)) 、1
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図22:T = 0.8、γ=0という条件の下での、幾つかの Lに対する平衡での2体分布関数

である。ここで、定数α=0.3とした。この値は、 [36]に従って、粒子の平均自乗変位で観測され

るプラトーの値よりも少し小さい程度にしてある。ちなみに、 (F(r，t))は密度の緩和を表す中間

散乱関数と似た挙動を示す関数である。さらに、 F(r，t)の相関関数C(r，tぅT)を以下のように定

義する。

C(川)=手伊例(川F川
TT2 

そして、 C(r，t， T)から、空間相関の大きさ χ(t，T)を以下のように定義する。

χ(t，T) = 1~ 1m r drC(r，t，T) (104) 
kBTJ 

図23に、 L= 37.6でγ=0の状態における、幾つかの温度Tでのχ(t，T)の時間変化を示してあ

る。 χ(t，T)は、ある時刻 tmaxで最大値を持つ。温度を下げると tmaxとχ(tmax，T)が増大する。
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25 

(ト
h
H
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(103) 

ー純一 T=0.7 
・・4・・ T=0.8 

-・-T = 0.9 
-Q- T=1.0 

0.01 10000 100 

図 23:L = 37.6の場合の、幾つかの温度Tにおける χ(t，T)の時間変化

動的相関長ご(T)を見積もるために、 C(r，t， T)のフーリエ変換 S(k，t， T)を以下のように定義

-94一
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(105) /伽仰S(k， t， T) 

する。

ヲ'可-"'7平
Lιーに、

(106) kBTχ(t，T). 8(0， t， T) 

である。さらに、 S(t，k，T)から Smax(k，T) = S(k， tmax， T)を定義する。この Sm拡 (k，T)の関数

、，/
円

tov 

噌

ir'目、、
S'max(O， T) 

Smax(k， T) = 
1十(kc(T))2

形を

と仮定する事で、動的相関長と(T)を定義する。図 24に、γoで L= 37.6の場合の
Sm砿 (k，T)j8m砿 (0，T)をkc(T)の関数として示しておいた。また、図25に動的相関長と(T)を、

温度Tの関数として示した。低温にするほど、動的相関長が増大している。
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図24:L = 37.6での幾つかの温度Tにおける Smax(k，T)j Smax(O， T)のkc(T)に対する依存性。

レオロジー特性

レオロジー特性として、この節では粘性係数を測定する。この系では、郵断応力σxy(T"，L)が

以下のように定義される。

4.4 

(108) 
N ， ¥ 

匂(山)=会(-tmiuiVi +乞野努斗
~=1 ヂJ I T，γ，L 

この勢断応力σxy(T，γ，L)勇断速度 γから、粘性係数η(T，γ，L)が以下のように定義される。

(109) 
σxy(T，γ，L) 

η(T"，L) = -"'Y γ 
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図 25:L = 37.6の場合における、と(T)の温度T依存性。
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図 26:L = 37.6での、幾つかの温度Tにおける η(T，̂fぅL)のγ依存性

円

h
u
nwu 



非線形レオロジーの微視的理論

図26に、 L= 37.6での、幾つかの温度Tにおけるη(T，γ，L)のγ依存性を示しておいた。 T= 1.0 

では、 γ<0.001の領域で、粘性係数は勇断速度に依存しない。この領域は、ニュートン領域と呼

ばれている。勇断速度が増加するにつれて、粘性係数はη~γ一αというように減少する。温度を

下げると、このニュートン領域が少なくなり、最後には消えてしまう。ここで、指数α=2/3と

みつもれるが、 この指数は、壁に挟まれた流体の実験 [29]とシミュレーション [31]でも観測さ

れている。また、この指数は、ガラス状物質のシミュレーションでも観測されている [15]0

ここで、レオロジー特性の系の大きさ Lに対する依存性を見てみよう。例として、図 27に、

T = 0.6，0.9での、幾つかの Lにおける η(Tヲ引L)のγ依存性を示しておいた。 T= 0.6では、 η
はLに対して殆ど変化しない。ところが、 T= 0.9の場合、 勢断速度が低い領域に置いて、 ηが

Lに強く依存する。この現象は実験[29，30]とシミュレーション [31，32， 33， 34，35]で観測されて

いるものである。

100000 
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図27:T = 0.6，0.9での、幾つかのLにおける η(Tぅγ，L)のγ依存性

4.5 有限サイズスケーリング

ここで、臨界現象で行われている有限サイズスケーリングを行う [38]0まず、粘性係数が以下の

スケーリング則に従う事を仮定する。

η(T"，L) = fJo(T，L)G (γηo(Tぅ L)~) 、、.，，，nu 

t
Eム

唱

I&

J

，，‘、、

ここで、 ηo(T，L)はηo(T，L)= limγ→oη(T，γ，L)で定義される。さらに、 G(x)は以下の性質を

持つ。

lirもG(x) = 1 

iim G(z)~Z-3 

(111) 

(112) 

(113) 
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このスケーリング則は、第3節のガラス状物質の解析から得られたものである。(式(95)参照。)

ちなみに、ここでは、 ηo(T，L)が有限の値を持つ場合だけを考えている。次に、 ηo(TヲL)の関数系

が、と(T)とLによって以下のように表されると仮定する。

ηo(T， L) =η[(T)H(と(T)jL) (114) 

ここで、 η[(T)は、熱力学極限L→∞での粘性係数であり、 H(x)は以下の性質をもっとしている。

liDl H(x) = 1 
xー→U

(115) 

それでは、これらの式(110)と(114)で表されるスケーリング則が成立しているかどうか、調べ

てみよう。図28にη(T，"(， L)jηo(T，L)をγ・ηo(T，L)3/2の関数として示してある。それに加えて、

η'o(T，L)jη[(T)をと(T)jLの関数として、図29に示した。これらの図は、式(110)と(114)のス

ケーリング則が良く成立している事を示している。さらに、熱力学極限における粘性係数η[(T)

を図29に示しておいた。これらの結果から、レオロジー特性のサイズ依存性の原因がLとと(T)

の桔抗であることが示されている。
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図28:η(T，γ，L)jηo(TぅL)のγ-ηo(T，L)3/2依存性

4.6 まとめと議論

小さい系での流体のレオロジー特性を調べるために、 Lees-Edwards周期境界条件を課した分子

動力学シミュレーションを行った。このシミュレーションで、流体の構造変化が無いにも関わら

ず、レオロジー特性のシステムサイズ依存性が起こることを観測した。さらに、局所的な粒子の運

動の相関長引T)を測定した。この相関長とシステムサイズによって粘性係数が式(110)と(114)

のようにスケールされる事を示す事で、観測されたレオロジー特性の変化が相関関数と系の大き

さの桔抗で起こる事を示した。

この節では、境界に壁の無いモデルにおいて、提案した機構でレオロジー特性のシステムサイ

ズ依存性が起こる事を示したが、実際の壁のある系で、提案した機構がどの程度効いているかは

-98-



30 

ε1-.200戸
戸 lト
ア 10ト三…《¥I  c:-lUUU 
J 

ト o 

. 
固.

~且
0.7 0.8 TO.9 1.0 

o 
r 
X T=O.7業 T=0.9

+ T=0.8口丁=1.0

0.1 
c(T) / L 

非線形レオロジーの微視的理論

10 

図 29:Main:ηo(T， L)jη[(T)のと(T)jL依存性。 Inset:η[(T)のT依存性。

わからない。そのような状況では、境界による流体の構造変化も起こるはずである。どの程度提

案した機構が効いているかを確かめるには、壁のある系で相関長を測定し、提案したスケーリン

グ則が成立するかを確かめなければいけない。

ここで、先行研究との関連について述べておく。文献 [39]では、ガラス状物質のシミュレーショ

ンにおいて、系の大きさと動的相関長が同程度の大きさになると密度の緩和時間が増大すること

が示されている。緩和時間が粘性係数に比例すると仮定すると [20]、文献[39]の結果と式 (114)と

図29で表される結果は非常に良く似ているように思える。だが、文献[39]ではレオロジー特性を

調べておらず、有限サイズスケーリングも行っていない。

最後に、この節の有限サイズスケーリングに、動的な量である局所的な密度変化の指標が用い

られていたことを思い出してみよう。粘性係数が、第1.4小節で紹介されたように、密度の時間相

関関数で近似的に計算されることを考えれば、このスケーリングに用いる量の選択は自然に思え

る。だが、一方、粘性係数は静的な物理量である応力から計算されることを思い出すと、スケー

リングに静的な量の空間相関が表れると期待される。しかし、幾つかの静的な量の相関長を調べ

てみたのだが、そのどれによっても、有限サイズスケーリングを行うことは出来なかった。

5 粉体の非線形レオロジー

この節では、勇断流動下の粉体のレオロジー特性を調べる。一定体積条件下でのシミュレーショ

ンを行い、努断応力と圧力が勇断速度のベキ乗に比例する臨界体積分率が存在することを示す。さ

らに、第3節の知見を用いた簡単な次元解析により、そのベキ指数を計算する。最後に、これらの

結果を用いて、一定圧力条件下で見られるべき乗則の解釈を行う。この解析の成功から、第3節

の成果の有用性が示される。
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5.1 導入

砂などの粉体は、ガラス状物質や小さな空間に閉じ込められた流体と同様に、降伏応力を持つ。

だが、粉体粒子とガラス状物質とはその構成粒子自体を見るとずいぶんと異なった挙動をする。例

えば、粉体粒子は粒子同士の衝突の際に起こるエネルギーの散逸が、そのレオロジー特性に重要

な役割を果たすのであるが、溶媒中に浮かんだコロイド粒子のレオロジー特性にはこのような散

逸の効果はほとんど見られない。

このように、粒子間相互作用に散逸の効果が強く働く粉体のレオロジー特性として、最も有名

なものはバグノルド則である。これは、粉体に一様勇断流が加えられたときに、勇断応力を σxy、

努断速度を γとして、その聞に

σzν~γ2 (116) 

という関係が成り立つものである。このバグノルド則は、比較的低密度状態で見られるものである。

一方、比較的高密度の圧力 pの加えられた圧縮粉体層において、圧力によって無次元化された

勇断速度1=州市五T-yとσ/pの聞に
竺':::::.1φ(117)
p 

という関係が成り立つことが、波多野の離散要素法のシミュレーションで発見されている [40]0こ

こで、 αは最大粒子半径である。図30に示されているように指数ゅは 1/5と矛盾しない値となっ

ている。

σlp 

0.0001 0.001 0.01 

…一
山

図 30:σ/pとIの関係。この結果はこの節で用いたモデルと似たモデルで得られている。主な
違いは (i)z方向の丈夫の壁がは一定圧力で押されている (ii)勢断速度が上下の壁を動かすこと

で直接与えられている、という点である。詳しくは図の中の模式図を参照。パラメータの値は

Lx/α= Ly/α= 25， N = 10800、η/ゾ杭=1.00 Pα/k = 1.92 x 10-3 (data 1)， 3.75 x 10-5 (data 
2)ぅPα/k= 4.35 x 10-3かつ Lx/α=Ly/α= 15 (data 3)。さらに、正方形と円形の点は図31と

32のデータからpα/k= II = 1.25 X 10-3 (square symbol)と5.4X 10-5 (circle symbol)の点をプ
ロットしたものである。
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この高密度の圧縮粉体層で見られるベキ乗則の理解のために、体積一定の系についてのシミュ

レーションを行う。さらに、その結果をコロイド分散系での秩序変数によるアプローチを踏まえ

た次元解析によって解釈し、最後に定積系での結果をもとにして、定圧系でのベキ乗則の解釈を

行う。

5.2 モデル

扱うモデルは、質量mの粉体粒子をN個含んだ3次元の系である。系の長さは z、u、z方向

にLx'Ly， Lzとする。 v=(γムOぅ0)という努断速度を与えるためにLees-Edwards境界条件を

用いた [7]。粒子の直径はO.旬、 O.旬、 0.9α、αとして、それぞれの個数を N/4とした。粒子間

の距離がそれぞれの粒子半径rlとη の合計よりも小さくなったときに粒子間相互作用が働くとす

る。粒子問相互作用としては弾性による力 k(or-(rl + r2))と粘性力 ηOvを考える。ここで、街

は粒子間距離であり、 8vは粒子の相対速度である。問題を簡単にするために、接線方向の力は考

えないことにする。ここでは特に、 Lωx/α=Lらν/α =Lz 
える。すると、コントロールパラメータは体積分率ν三 Nπα3/(6LxLνLz)と無次元化された勇断

速度 F 三 ìVm/k のみとなる。以下では、無次元化した勇断応力 ~= aa/kと無次元化した z方
向の圧力II=pα/kを測定する。勇断応力と圧力の微視的標識は [7]に書いてある。

5.3 臨界的な挙動

2 と H の (r， ν) に体する依存性を~ = 1，σ(r，ν)とII=ん(r，ν)と表す。図31と32は幾つかの

νにおいて、これらを Fの関数として表している。これらのグラフは体積分率に、臨界値 νcが存

在し、臨界値以下ではパグノルド則が成立し、臨界値以上では降伏応力が発生することを示して

いる。また、臨界点においてはF→ Oの極限において以下のベキ乗則が成り立つ

fσ(r，νc) ~ rα 

ん(r，ν'c) 竺 Fβ

(118) 

(119) 

このレオロジー特性は、ガラス状物質のレオロジー特性と良く似ている。以下では、式 (118)と

(119)で示されているべき乗則について議論を行う。

5.4 次元解析

ここでは温度を使って次元解析を行う。温度Tは以下のように定義される。

mu u
 

N
Z同
m
一日T

 

(120) 

ここで、町はt番目の粒子の速度である。 Tは外部からコントロールできる量ではなく Fや νに

依存した量であるが、粉体のダイナミクスはこの温度によって記述されると考えられている [42]。
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図31:幾つかの νにおける 2のr依存性。太い直線は、後の次元解析で得られる臨界点でのベキ
乗則~ cx: r5/7を表す。 ν=0.630ではF三10-4でバグノルド則が見られる [41]。
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図32:幾つかの νにおける日のr依存性。太い直線は、後の次元解析で得られる臨界点でのベキ
乗則ncx: r4/7を表す。さらに他の直線はI一定の線を表す。これらの直線は一定圧力下における
σjpのI依存性を理解するのに役立つ。
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非線形レオロジーの微視的理論

特に、エネルギー散逸の時間スケールは(♂/m/α)-1で決定されると考えられている。このこと

を確認するには定常状態におけるエネルギーの釣り合いの方程式

N T3/2 

LxLyLz a万三σγ (121) 

を調べればよい [42]。これは

ν(る)3/222F
を意味する。図33は式(122)がある程度成立していることを示している。この結果から、以下で

はエネルギー散逸の時間スケールが(/f7石/α)-1で記述されると仮定する。

(122) 

1e‘06 

/ 
ノ
/ 
ノ

ーr/ ノ
ノ
ノ， 

ノ
ノ
_"t 

包tI~

_!.~' ./  v = 0.645・4 ・
/ 

.' ./ v = 0.640-ー←ー

0.0001 

Lr 

1e・10

1e・12

1e-14 1e・12 1e-10 1e-08 1e・06 0.0001 

v (T/(ka2))3/2 

図33:v(T/(ka2 ))3/2 の ~r 依存性。 νが臨界値 νc に近い場合のものをのせている。実線は式 (122)
に対応している。ベストフィットでは ν(T/(初 2))3/2 I"V (~r)O.9 なので、式 (122) からは少しずれ
ている。

ここで、エネルギー散逸の無次元量を考える。まず、この系の独立な無次元量の組は(νぅr，η/、Ik高)
だ、った。ここでは、エネルギー散逸と物理過程の時間スケールの比を無次元量としてとりたい。こ

こで、重要と思われる時間スケールとして以下の二つが考えられる。一つは勇断速度の逆数γ-1

であり、もう一つは弾性力の緩和を表すη/kである。故にrとη/、/五両の代わりに、

6 =α作γ
い走品

(123) 

(124) 

を無次元量として用いる。

そして、 臨界点における2:(6，と2)とn(と1，と2)のr→ 0の極限での関数形を求める。関数の形

を制限するために σがkに依存しないと仮定する。ここで、 r→ Oのもとでご2→ Oである。する
と、 zは

2:::::: A(6)6 

となる。ここで、 A(6)はTを通じてではなく、 rから直接影響を受ける寄与を表す。

(125) 
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ここで、 A(ごdの満たす方程式を、第3小節の解析で得た知見をもとにして求める。コロイド分

散系では、勇断速度に依存した無次元の秩序変数が存在し、その秩序変数は、適当な近似のもと

で、磁'性体の臨界現象の平均場近似で得られる式に対応した形の式(89)を満たす。粉体でも同様

の無次元の秩序変数が存在すると仮定し、その秩序変数がA(6)だと考えて、 A(6)が以下の方程

式を満たすとする。

eo(ν-vc)A(ごd-C1A(6)3 = 6 

ここで、 eoとC1は定数である。臨界点では第一項は消えるので、

(126) 

A(6)ごとi/3 (127) 

となる。

これらの仮定に基づいて、指数αを求める。具体的には、式 (127)を式 (125)に代入して

L ~ ci/36 (128) 

となる。さらに式 (128)を式 (122)とあわせて

T~ α2m1/7η6/7 "(8/7 (129) 

となる。これを式 (123)と(124)と一緒に式 (128)に代入して以下の式が導かれる。

ヮ一一伽
(130) 

それ故、式 (118)の指数α=5/7が求まる。この指数は図 31で見られるベキ的な振る舞いと一致

した値となっている。

同様に、 II(6，と2)~ 6と仮定して、

II~(土)~/7 (131) 

が求まる。この仮定は、 II(圧力)がも(努断速度)に直接依存しないことを表している。これは、

垂直応力が勇断速度に直接影響されることがないからである。図 32で見られるようにう式 (119)

の指数s= 4/7は数値計算の結果と一致する。

5.5 定圧条件下でのベキ乗則の解釈

次に、上で得られた定積条件下での結果をもとに定圧条件下で見られるベキ乗則を解釈する。ま

ず、臨界点で成立する式 (118)と(119)から式 (117)の指数が以下のように見積もれる。

2(α-s) 
(132) 2-s 
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先に求めた指数α=5/7とs= 4/7から、指数ゆ=1/5が求まる。このゆの値は数値計算の結果

と一致する。しかし、このベキ乗則は定積条件下の臨界点におけるものであり、定圧条件下での

ものではない。

定圧条件下での定量的な挙動を考察するために、定圧条件下での体積分率と勇断応力を ν=

gν(fヲII)とI>==9σ(f，TI)と表す。そして、図31と32から、これらの関数を求める。最初に、図

32の上の点(f，TI)から、体積分率が求まる。ここで、この体積分率が定圧条件下のHとrのもと
で実現し、勢断応力もこの体積分率のもとでの図31の定積条件下の値と一致すると仮定する。ち

なみに、ここで用いた仮定が成立することは数値計算によって確認している。

この仮定により、定圧条件下での体積分率を rの関数として求ることで、 σ/pのI依存性が得
られる。参照のために、図32に1= const.の線を引いておいた。例として図32でII= 10-3の場

合を考えてみる。この場合、十分小さいrでは体積分率は臨界値よりも大きい。これはI三10-3

でν>0.650の場合に成り立つ。図31において、この場合勇断応力はほとんど一定の値を示す。

一方、 10-3~ 1 ~ 10-1の区間では、 TI= 10-3の場合臨界状態に非常に近い。そのため、この領

域では σ/pが臨界状態の場合のように振る舞うことが期待され、その挙動が式(117)で表される

ようになると考えられる。

上記の議論から考えて、一様努断状態での σ/pのI依存性は以下のように考えられる。

σ/p 勾 const. for 1<<ん

回 11/5 for 10 < 1 < h 

(133) 

(134) 

ここで、んと hは圧力に依存する定数であり、極端に大きな圧力や小さな圧力の場合には、上記

の振る舞いは観測されないと考えられる。図30で観測されるベキ乗則が成立する領域がどの程度

あるかを確かめるために、図31と32から見積もった定圧条件下での(Iぅσ/p)のデータを図30に

書いておいた。上記の考察から期待されたようにベキ乗則はII= 1.25 X 10-3の場合にはきちん

と成立している。さらに、図32を見る限りでは臨界状態よりも密度がかなり低いII= 5.4 X 10-5 

の場合でさえもベキ乗則が見られる。これほど、広い領域でベキ乗則が観測される理由はまだわかっ

ていない。

5.6 まとめと議論

この節では、数値計算と次元解析によって、 Lees-Ed wards境界条件を用いた体積一定の系で式

(118)と(119)によって表されるベキ乗則が成り立つことを示した。さらに、このスケーリング関

係式から圧力一定の系において観測されるベキ的な振る舞いの解釈を行った。この結果は式(133)

と(134)にまとめている。

ここまでの結果は粒子間相互作用を線形のバネ的なポテンシャルで得られたものであるが、こ

の結果がこのポテンシャルの選び、方にど、の程度依存しているか気になるところである。そこで、粒

子間相互作用のポテンシャルをヘルツ的なものに変更して、これまでと同様の解析をしてみた。実

際に数値計算を行ってみたところ、定圧条件下での指数は 1/5からほとんど変化しなかった。一

F
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方、指数αとFは多少の変化が見られた。これらの結果は図34，35と36に示されている。この
系では、上で用いた次元解析の議論ができなかったが、モデルのパラメータから粒子の衝突に関

する量を取り出すことができなかったのが原因であると思われる。

この節で行った解析では、式(126)を仮定して、臨界点におけるレオロジー特性を導出した。だ

が、このようなレオロジー特性は、粉体粒子の時間発展方程式から 2体分布関数の式を求める事

で導出できるはずである。このような導出を具体的に行う事が、今後の課題としてあげられる。

1 

l σ'/p -

..'・・・
.'・..' ..' ......... 

ー・・・・-......... 
・・・・・・・・・・・e

0.1・ロ
ロ

+
 

×
 +
 

data 1 X 

data 2 + 
+ 
0.0001 0.001 0.01 0.1 

図34:σ/pのI依存性。図30で用いた系と、粒子間相互作用をヘルツ的なν(1-dr/(η+乃))3/2
というものに変えた以外は全く同じである。パラメータの値は Lx/α=Lν/α=25， N = 10800， 
η..fa/..(ki京=1.0でpa2/k'= 3.75 x 10-5 (data 1)， 1.92 x 10-3 (data 2)とした。さらに正方
形は図 35と36から圧力一定の結果を見積もったものである。図35と36では粒子間相互作用は

k"( (η + r2) -dr /)3/2として、 p..fa/k" = 6.625 X 10-4とした。

6 ガラス状物質のレオロジー特性 II

6.1 導入

第3節では、 2つの近似を用いてガラス状物質のレオロジー特性を記述する秩序変数方程式を

導出した。第一の近似は、平衡状態での2体分布関数9明(r)に対する摂動h(r，t)の形を式 (83)の

ように制限した点である。第二の近似は、 3体分布関数を平均場的に 2体分布関数の積で置き換

えた Kirkwood近似である。

得られた秩序変数方程式が記述するレオロジー特性とシミュレーションの結果は、勇断速度が

ある程度大きい領域では良く一致していたが、勇断速度が極端に低い領域では、多少の食い違い

がでる。この食い違いの原因は、解析に用いた2つの近似の影響かもしれない。

そこで、本節では、第3節で用いた近似のうち、第一の近似をはずした解析を行い、ガラス状

物質のレオロジー特性の、より正確な記述の導出を行う。具体的には、まず式(83)の制限をせず

に、 g問 (γ)の線形安定性解析を行う。この解析から、低温高密度状態、で5つの固有モードが、同時

に不安定化することが示される。次に、この固有モードが不安定化する臨界点の近傍での非線形
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図 35:幾つかの νにおける無次元化勢断応力rの無次元化努断速度「に対する依存性。粒子問
相互作用はk"((1'1+ l'2) -61'/)3/2 とした。無次元化努断応力と無次元化勇断速度は ~'=σfolk"

とr'円、/m/(k"fo)と定義した。パラメータの値は N= 1728、η1ft日夜=1.0とした。
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図 36:幾つかの νにおける無次元化圧力町の無次元化努断速度「に対する依存性。粒子問相互

作用はk"((1'1+ 1'2) -61'I?/2 とした。無次元化努断圧力と無次元化努断速度は ~'=σfolk" と
II' = pfolk"と定義した。パラメータの値は N= 1728、η/、広市古=1.0とした。
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解析を行い、レオロジー特性を記述する秩序変数方程式の導出を行う。最後に、この秩序変数方

程式の定性的な振る舞いを、数値計算により調べる。

6.2 モデル

モデルは、第3節と同様に、第1.4小節で、紹介したコロイド分散系であり、溶媒中に浮かんだコ

ロイド粒子の位置は、式(3)で表されるランジュバン方程式に従って時開発展する。そして、この

系の2体分布関数の時間発展は、 Kirkwood近似を用いて導出された、式(70)と式(74)で記述さ

れるとする。

ここで、今後の議論を簡単にするために、球面調和関数Yi，m(B，ゆ)から関数Xl，m(B，ゆ)を

r ImYi，m(B，ゆ) (m> 0) 
Xl，m(B，ゆ)= < ReYi，m(Bヲゆ) (m < 0) 

l Yi，m(Bうゆ (m= 0) 

(135) 

と定義する。ここで、[= 0，1γ・・、 m = -[， -[ + 1γ ・ • ，0，...[-1，lである。これらの関数は以

下の関係を満たす。
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(136) 

さらに、この関数によって 2体分布関数g(T， t)を以下のように展開する。

g(吋=乞 fl，m(r，t)Xl，m(削)
lとOjlml:Sl

(137) 

式(137)を式 (12)に代入することで、応力 σαβが以下のように表現される。

σxy dZρ210∞伽今iんれt)
σxx σνν= dZイ伽3ザムー2(r，
σz=JZP2fdTT3ザ h，l(r，t)

JZイ 3

8附)σνz drrすアムーl(r，t)

σzz一(σxx+σyy+σzz)/3 = JZイ伽3誓lh一町吋) (138) 

6.3 線形安定性解析

geq(r; T)の線形安定性を調べるために、 2体分布関数を、平衡でのもの9叫(r;T)と平衡からの

摂動h(r，t)によってg(r，t) = geq(r;T)(l + h(r， t))と書き換える。この式を (70)に代入すること
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で、摂動h(r，t)の時間発展方程式(78)が得られる。この時開発展方程式の、式(79)で表される

線形演算子£固有値を調べることで、 geq(γ;T)の安定性を知ることが出来る。

第3節では、式 (83)のように h(r，t)の制限を行って、乙の固有値を求めたが、この節ではそ

のような制限を行わない。代わりに、乙の持つ、以下の性質を用いて固有値を求める。乙(.;T)は

h(r) = f(r)Xl，m(()，ゆ)という形をした関数に作用した場合、

ι(h; T) = Ml(f; T)Xl，m(()，ゆ) (139) 

(140) 

という形になる。 l= 0，2，4の場合の，人1l(・;T)は付録Eに記しておいた。この性質から、演算子

んもの固有値が乙の固有値となることがわかる。

演算子λ-1lの固有値と固有関数は、第3節で、用いた差分化を行って、数値的に求められる。その結

果、低温高密度領域でんらのひとつの固有値が正の値を持つことがわかった。これより、転移点で乙

の5つの固有関数が同時に不安定化し、それぞれがそれぞれ、 ψc(r)X2，2(()うゆ)、 ψc(r)X2，-2( ()，ゆ)、

ψc(γ)X2，1 (()ぅφ)、ψc(r)X2，-1(()ヲゆ)、 ψc(r)X2，o(()うゆ)の形を持つことがわかる。ここで、 ψc(r)はM2

の不安定化する固有関数である。数値計算によって得られた形は第3節の図 16に表されている。

ここで、 ψc(γ)X2ス(()ヲゆ)は第3節で求めた臨界固有モードである。また、安定性の相図は第3節

の図 17で表されていて、平衡での2体分布関数g明(γ)が低温高密度領域で不安定化しているの

がわかる。ここで、第3節で求めたψc(γ)X2，2(()，ゆ)以外に4つの臨界モードが表れる原因は、演
算子ιの回転対称性である。

6.4 非線形解析

6.4.1 設定

次に、第3節で行ったのと同様に、臨界温度T=九の近傍で、臨界固有関数ψc(γ)X2，m(()，ゆ)を

用いて2体分布関数の摂動h(r，t)の書き換えを行う。ただし、 ψc(γ)X2，1(()，ゆ)と ψc(r)X2，-1(()，ゆ)

は、系の変換 Z→ -xとγ→ -iに対する対称性から、 0となるため、ここでの解析では考慮し

ない。まず、 h(rぅt)を以下のように書き換える。

、，、'fI"'-r.io
」ー L 1...、

h(r， t) = A(t)h1 (r) + B(t)h2( r) + C(t)h3(r) + s(A(t)， B(t)， C(t)， r) (141) 

h1(r) = ψc(r)X2，2(()，ゆ)

h2(r) = ψc(r )X2，-2 (()，ゆ)

h3(r) = ψc(r)X2，o(()，ゆ)

(142) 

(143) 

(144) 

と定義した。また、 s(A，B，Cぅr)は臨界固有関数以外からの寄与を表す。ここで、 s(A，BヲC，r)の

時間変化は振幅 A(t)，B(t)， C(t)を通じて行われると仮定している。臨界固有関数に比例しない

-109一



大槻道夫

成分はA(t)，B(t)， C(t)よりも速く緩和すると考えられるので、この仮定は妥当なものだと考えら

れる。

ここで、振幅A，B，Cの意味するものを考えてみよう。式(138)と式(141)から、臨界点T=九

かつγ=0に近い状態での応力は以下のように表される。

σxy ~ A(t)品21ν (145) 

/2π2 (∞ 3θU(r) 
σxx σyy ~ B(th/去ρIdrr;j ~ ~;:)~' / geq (γ)ψc(γ(146)  

V 15 。 θT

/2π2 (∞ 3δU(γ) 
σzzー 2(σxx+σxx) ~ C(th/三ρ Idrr一一..!..geq(r)ψc(r) (147) 

V 15 r Jo θγ 

ここで、 s(r，A(t)， B(t)， C(t))はA，B，Cの線形項を含んでいないので、 s(r，A(t)， B(t)， C(t))から

寄与を無視した。これらの式から、振幅Aが臨界点近傍での勢断応力を、 B，Cが垂直応力差を表

すことがわかる。この意味で、これらの振幅が、レオロジー特性を記述する秩序変数であるという

事がわかる。故に、これらの秩序変数の時開発展方程式を求めれば、ガラス状物質のレオロジー

特性を知ることが出来る。

A，BうCの時開発展方程式を計算するために、以下では幾つかの定義を行う。まず、関数f(r)と

g(r)の内積を以下のように定義する。

(f，g) = J drf(r)g(r) 
また、 f(γ)とg(γ)の内積を以下のように定義する。

(1，g) = J drr2f(r)g(γ) 
そして、 1:-(・;T)の共役な演算子I:-t(.;T)を以下の式で定義する。

(f，I:-(ば))= (g，l:-t(f;T)) 

この定義からL:t(・;T)は以下のように計算される。

(148) 

(149) 

(150) 

ιt(h;T) = 空kRT---R-V. (仇q(r;T)Vh(r))
+批BTr dr〆fイ(~一 T〆f 【U門y一.一.一一一一一一-. 
r R J _. ¥ u kBT γ kBT) 

xG(ヤr，s， u; T)V rth(r') (151) 

L:t(・;T)はh(r)= f(γ)X[，m(8，ゆ)という形をした関数に作用した場合、乙(・;T)の式(140)で表

される性質と同様に、

L:t(h;T) = MIU;T)X[，m(8，ct) 

という形になる。 (MI(.;T)の形は付録E参照。)

(152) 
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線形演算子Ml(-;T)、MI(.;T)は共役なので、同じ固有値入l，nを持つ。また、固有値入ωに対

応する、それぞれの演算子の固有関数をψぃ(r)、ψん(γ)と定義する。これらの固有関数は以下の
直行条件を満たす。
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(153) 

これらの固有関数から、式(140)と式(152)の性質を使うと、線形演算子乙と Uの固有値入l，n

に対応する固有関数el，m，n(γ)、el.m_n(r)が

el，m，n(r) = ψl，n(r)Xl，m(B，ゆ)

el，m，n (r) ψ:ぷ似l，m(B，ct) 
と求まる。これらの固有関数は以下の重行関係を満たす。

(el，m，n， el'，m/n') dm，m' ¥ψ川 J"n，)
r 1， (l = l' n m = m' n n = n' n m = 0) 
= < ~， (l = l' n m = m' n n =η'nmチ0)
l 0， (otherwIse) 

(154) 

(155) 

(156) 

6.4.2 摂動計算

それでは、式 (141)の振幅 A(t)ラ B(t)ぅC(t)の時間発展を摂動的に求めてみよう。まず、 A(t)，

B(t)，C(t)の時開発方程式を以下のように定義する。

dA(t) 
17=F(A(tL B(tL C(t)) 

dB(t) 
_~;Vj = Ci(A(t)，B(t)，C(t)) 

dC(t) 
17=H(A(tLB(tL C(t)) (157) 

次に、演算子乙(.;T)， N2(.，.; T)， N3(・山・;T)を以下のように T=丸の周りで展開する。

(158) 乙・;T) = 乙0(-)+μ乙l(・)十三μ乙2(・)+ o(μ) 

N2(・ぅ・;T) = 品川(.，.)+μん，1(・ぅ・)+ o(μ2) (159) 

N3(-， "・;T) = N3，o(・ハ・)+ o(μ) (160) 

1
i
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ここで、 μ=T-Tcであり、

ι。(.) = L(・;Tc) (161) 

L10 = 。ι(ー，T)|| 
θT IT=Tc 

(162) 

E2()=2(2
，T)i 
| 

θT"2 IT=Tc 
(163) 

N弘o(・，・ = N2(・γ;Tc)， (164) 

N2，1(・，
)=lAfh(;T)|

| 
θT IT=Tc 

(165) 

N3，o(・ヲ・ = N3(.，.，.;丸) (166) 

と定義した。

そして、微小なインディケーターεを導入することで、式 (141)を以下のように書き換えた。

h(rヲt)=ε(A (t) h 1 ( r) + B ( t) h2 ( r) + C ( t) h3 (r )) + 8 (A ( t)， B ( t)， C (t)ぅr). (167) 

さらに、 μとγをμ→ εμ、γ→ E3γと書き換え、 s(AぅBヲC，r)，F(AヲBぅC)，G(A，BヲC)ぅH(AぅBぅC)

をEによって以下のように展開する。

8(A， B， C， r) = E81(A， BぅC，r) + E2 82 (A， B， C， r) + E3 83 (AヲB，C，r)+O(E4) (168) 

F(A， B， C) = EF1(A， B， C) + E2乃(A，B， C) + E3 F3(A， B， C) + O(E4) (169) 

G(A， B， C) = EG1(A， B， C) + E
2G2(A， B， C) + E3G3(A， B， C) + O(E4) (170) 

H(A，BぅC)= EH1(AぅB，C) + E2 H2(AぅB，C) + E3 H3(AぅBぅC)+ o(e) (171) 

最後に、式(141)，(158)， (159)， (160)， (169)， (170)，(171)を式(78)に代入して、 Eの各次数の係

数を0とする方程式を解くことで、 R、仏、 Hi'8iが摂動的に求まる。これらを式(168)、(169)、

(170)、(171)と式 (157)に代入し、 ε=1と置くことで、 A(t)，B(t)，C(t)の時開発展方程式を得る

ことができる。

Eの1次

Eの1次で得られる式は以下のようになる。

ι。(81)= O. 

ここで、 hl(r)，h~(r) ，hl(r)を以下のように定義する。

hl (r) = ψ~(γ)X2，2(B ， ct) 

見(r) = ψ~(r)X2 ，-2(B ， ct) 

見(r) = ψ!(r)X2，o(B， ct) 

-112-

(172) 

(173) 

(174) 

(175) 



非線形レオロジーの微視的理論

そして、

(hI， 81) = 0 
(h~) 81) = 0 

(h~) 81) = 0 

と仮定して、 81(AヲB，C，r)= 0が得られる。

εの2次

Eの2次で得られる方程式は

9珂(γ)h1(γ)F1(AヲB，C)+ g，叫 (r)h2( r )G1 (AうB，C)+ 9叫 (γ)h3(r)H1(AうB，C)

= LO(82) +μAム(h1)+μBム(h2)+μcι1 (h3) 

+A
2んい(h1うん)+ B2N2，o(h2ヲh2)+ C2N弘O(h3うん)

+AB(N2，o(h1， h2) +んい(h2，hI)) 

+BC(N2，o(h2ヲん)+ N2，o(h3，ん))

十CA(N弘O(h3うん)+ N2，o(h1ヲh3))

(176) 

(177) 

となる。

この式と、hl(r)，吟(r)ぅ叫(r)との内積をとることで、 Fl(A，B， C)、G1(A，B，C)、H1(A，BぅC)
が以下のように求まる。

F1(A，B，C) = α1μA + 4b1AC 

G1(A，B，C) = α1μB十4b1BC

H1(AぅBぅC) =α1μC + b1(A2 + B2 -2C2) 

、ァー. .....ー .ーヲでな
'-Lーに、

α 三〈ψ!(r)，M2(ψc(γ); T)) 
i 釘〈ψ!(r)，9eq(γ)ψc(吋
〈ψ!(r)ぅOメ

〈似似ψ叫山~(片川恥(什例川γけ州)， 向州(け桝帆州ψ供似Cバ(

T=Tc 

b1 = 

である。 Ol(r;T)， 02(γ;T)，03(γ;T)は付録Fに記述されている。

さらに、 82(r)を求めるために， 82(γ)を以下のように展開する。

句(r)= L Sl，m，nel，m，n(r). 

q
d
 

(178) 

(179) 

(180) 

(181) 

(182) 

(183) 
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この式を式(177)に代入することで 以下の式を得る。

乞入同
n
 
m
 = 9叫 (γ)h1(r)Fl(A，B， C) + 9句 (r)h2( r )G1 (A， B， C) + g，叫 (r)h3(r)Hl(A，B， C) 

一μAム(h1)-μB乙1(h2)一μC乙1(h3)

-A2.N弘O(hllh1) -B2N2，o(h21 h2) -C2.N弘O(h31h3) 

-AB(N2，o(h1， h2) +.N弘O(h21hI)) 

-BC(N2，o(h2，ん)+必，O(h31ん))

-CA(N2，o(h31 h1) +.N弘O(h11h3)) (184) 

この式と 4mm(T)の内積をとることで、 S[川が求まる。これを式(日3)に代入して、句(r)

が以下のように計算される。

S2(r) 4ABK1(r)X4，4(8，ゆ)-2(A2 -B2)K1(r)X4，_4(8，ゆ)

+8，/主ACK1(γ)X州制)+ 8，/会BCK1(γ)Xぃ (8，<t) V 14-----~\ r--'，"¥-7 TI  • - V 14 

+ ゾ長品ZL(Aι2斗+B叫2+ロ町凶附Cぴ的2り)川K桁1
+(ωμ A(伊αlK2(令例Tけ)一K3(か例Tけ))+ 4AC(作b1K2(ヤ例γけ)一K4(ヤ例Tけ)))X2乞口，2(伊8，ゆω) 

+(ωμB(伊αlK2メ(rけ)一K3(か例Tけ))+ 4BC(作b1K2(什r)一K4(ヤ川γけ)))X2乞ト一-2(伊0うゆめ) 

+(μC(αlK2(γ) -K3(γ)) + (A
2 + B2 -2C2)(b1K2(γ) -K4(r)))X2，o(8，ゆ)

一(A2+ B2十2C2)K5(γ)Xo，o(8，ゆ (185)

ここで、

K1(γ = L).~ .， \~tn ， Ol)ψぃ(r)
n /¥4，n 

K介) = L).~ .， ¥ψ;，wg問ψc)ψ丸山)
η 2，n 

K3(r) = L).~ .， \ψ;，wA1(ψC))~2，n(r) 
n 2，TI 

K4(r) = L).~ .， ¥ψ;wOれ山)
η 2，n 

K 5 (r ) = L).~ .， ¥ψJNOれ川) (186) 
η O，n 
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と定義した。

Eの3次

Eの3次での式は以下のようになる。

g明 (r)(h1(r)乃(A，B， C) + h2(r)G2(A， B， C) + (γ)h3(r)H2(A， B， C)) 
/ θθθ¥  9eq(γ) ( Fl(A， B， C) Q~A + G1(A， B， C) Q~n + H1(A， B， C) r，~rt )匂(A，B， C， r) \~.1 \'A，~， θA ' ~.1\..，~， θB I AA .1\..'~， θcJ 

=ゐ附μ1(S2)+;向 (hαll)

+ん，0(82ヲ九u)+必，o(hau，82) +μぬ1(hall， hαll) 
xy d 

+N3，o(hαIIうんll，hαU)-i戸γ志向(r) (187) 

ここでんu(r)を以下のように定義した。

hau(r) = Ahl(r) + Bh2(r) + Ch3(r) (188) 

そして、同(r)ぅ叫(r)， h~(r) との内積をとることによって、九(A，B， C)， G2(A， B， C)うん(A，B，C)
が以下のように求まる。

九(AぅB，C) =α2μ2A+4α3μAC + 2b2(A2 + B2十2C2)A-c"( (189) 

G2(A，BヲC) =α2μ2B+4α3μBC + 2b2(A2 + B2 + 2C2)B (190) 

G2(A，BぅC) =α2μ2C+α3μ(A2 + B2 -2C2) + 2b2(A2 + B2十2C2)B (191) 

、，.....，. ‘'アて支
l..-Lーに、

αっ = ~?þt M1(αlK2ーん)〉 +1〈?t!，M州)L-al~ψ!? 向(叫ん -K3)) 附
一-

~ ¥ψ:ぅ9eq?tc) I 2 ¥ψ:，Wc〉 wi 〈ψ!ぅ9eq7/Jc) …
-¥ψtM1(b1K2ーん))， ¥ψ!??1(ψc， alK2 -K3) ) 

会(仇)Ir=rc 〈ψLgeq?tc) ¥ψL 9eq7/Jc) ， ¥ψl，ge川
bl~ ψ?TLμラJ品州g仇向叫e叫q
〈ψ:Lμ，ge川一…叫1-¥ψ:L，州c)

bつ =竺〈?T!'Pl(ψc ， Kt)L+~ψ!??仏，b1K2ーん))
35 ¥ψ!， geq7/Jc) ー 〈ψ!う州c)
〈ψ?t1，P:同，P:九?円3叫(

一一，…一

〈ψ : ? 州 c) '¥ ψ :L' 州 c) 一-V.1 ¥ ψ l ?J9伺ψψc) い小…
み一…~υ…~ A勺/ 

C ーの.rx; ¥ψ!，9d) 
-V 15 ¥ψ!， geq7/Jc) 
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である。ここで、演算子P1(.，.)， P2(.， .)， P3(.，.)と関数Q(γ)は付録Gに記述しておいた。 gd(γ)は

gd(γ) = rgらか)と定義される。

6.4.3 最終結果

ε3の次数まで求めた Fi(A，B， C)、Gi(A，B，C)、Hi(A，B，C)を式 (157)に代入してε=1と置

くことで、 A(t)ヲB(t)β(t)の以下のように時間発展方程式が求まる。

dA(t) 
dt 

dB(t) 
dt 
dC(t) 
dt 

=α1μA+α2μ2A+4α3μAC + 4b1AC + 2b2(A
2 + B2 + 2C2)A 

-cγ 

=α1μB+α2μ2B+4α3μBC + 4b1BC + 2b2(A
2 + B2 + 2C2)B 

=α1μC+α2μ2C+α3μ(A2 + B2 -2C2) 

+b1 (A
2 + B2 -2C2) + 2b2(A

2 + B2 + 2C2)C 

この式で、 B=C=Oと置いたものが、第3節の式(92)となる。

6.5 係数の評価

(196) 

(197) 

(198) 

ここで、係数α1、旬、旬、 b1、旬、 Cの値を粒子問ポテンシャルU(γ)と密度ρから求めることが

出来れば、コロイド分散系のレオロジー特性をミクロから完全に計算できることになる。そこで、

実際にこれらの係数を計算してみた。具体的には、第3.3小節で用いた差分化を用いて、線形演算

子M とM↑の固有値入仰と固有関数ψZ，n、ψlnを数値的に求めた。ついで、これらの固有値と固

有関数から、式(181)、(192)、(193)、(182)、(194)、(195)と式(186)を用いて係数を計算した。

これらの係数を求めるにあたって、線形演算子んイと人ボの差分化を行うのだが、この差分化に

は、第3.3小節で示したように、 2つのパラメータが存在する。一つは、線形演算子の作用する

関数の区間 [0，l]の長さを表すlである。もう一つは、離散化した区間の大きさである dxである。

ここでは、 dx= 7.0/512に固定して、 l= 7.0の場合と l= 14.0の場合の係数を計算してみた。こ

れらの結果は、図37に示されている。係数はlの値によって2倍程度近く異なるものもある。ま

た、さらに大きなサイズで係数を計算してみても、確定した値を得ることが出来なかった。

これらのlの大きさに対して、係数の値が収束しない原因は、数値計算によって得られる固有関

数の形が原因であると思われる。例として、 l= 7.0の場合と l= 14.0の場合のん12の固有関数を

図38に示している。ここで、これらの固有関数は、対応する固有値が 20程度のものを選んでい

る。この図からわかるように、関数の制限区間の長さ lを大きくすると、それにつれて、固有関数

が大きく変化している。この間有関数の変化は、 lを大きくしても収束することは無い。この事が

原因となって、係数α1ぅα2，α3，b1，b2，cの値がlを大きくしても収束しないと思われる。

これらの係数の値をきちんと決定するには、人4Zの固有関数の計算の仕方に工夫が必要だと思わ

れるが、それは今のところ出来ていない。そこで、以下では係数の値を適当なものに仮定して秩

序変数方程式(198)が記述するレオロジー特性の定性的な振る舞いを議論する。
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大槻道夫

6.6 秩序変数の挙動

まずは、係数 α1= -1，α2 = -1，α3 = -1，b2 = -l，c = -1とするが、 b1= 0として勇断応力

と垂直応力差のカップ。リング項を落とした場合の結果を数値的に求めてみた。図39に、係数を上

記のように仮定して式 (198)のAの定常解を数値的に求めて、それによって得たレオロジー特性

を示した。得られた結果は、第3節で求めたレオロジー特性を記述する式(93)の結果と定性的に

一致する。実際、 T>乙ではニュートン則が見られ、 T=Tsではのνγ1/3の関係式が成り立ち、

T<九では降伏応力の発生が見られる。

10 

σxy 

0.1 

0.01 

0.001 σxy ，.." 'y 

10 100 

Y 

図39:係数 α1= -1，α2 = -1，α3 = -1， b2 = -1， c = -1でb1= 0と仮定した場合の式(198)の
σxyのγ依存性。ここでは、定性的な挙動を見るために、単純に A=のνとしている。

次いで、係数 α1 -1，α2 -1，α3 = -1， b2 = -1， c = -1は変えずに、 b1= 0.1としてすべ

ての項を考慮した場合の結果を数値的に求めてみた。図 40に、係数を上記のように仮定して式

(198)のAの定常解を数値的に求めた結果を示した。勢断速度が比較的大きい領域ではA意外の

項を無視した結果と定性的に一致する。実際、 T>乙ではニュートン則が見られ、 T=九では

σzνrv ')'1/3の関係式が成り立ち、 T<九では降伏応力の発生が見られように思われる。ところが、

b1 # 0なので、努断応力と法線応力差のカッフリング項が存在し、その影響で、のνの傾きがγの

上昇につれて増大する shearthickeningが、勇断速度の小さい領域で見られるようになる。この

shear thickeningが第3節で紹介した文献i[27]で見られる、 σxyrvγのニュートン則が成立する温

度(T<九)において、 log(σxy)のlog(γ)に対する傾きが 1/3を超えるという現象の原因となって

いるかもしれない。実際、このような shearthickeningが発生している状況では、ニュートン則が

見えるような温度で、図の丸で示したように log(σXy)の傾きが 1/3を超えている領域が存在する。

6.7 まとめと議論

この節では、第3節で用いた2つの近似のうち、 g明 (r)に対する摂動の制限を取り除いた解析を

行い、ガラス状物質のレオロジー特性の、より正確な記述の導出を目指した。まず、摂動の制限

0
0
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100 
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0.001 

0.0001 
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1e-061 

図 40:係数α1= -1，α2 = -1，α3 = -1， b2 = -1， c = -1でb1= 0.1と仮定した場合の式 (198)の
σxyのγ依存性。ここでは、定性的な挙動を見るために、単純に A=σ勾としている。

をせずに g明 (γ)の線形安定性を調べ、低温高密度状態で5つの固有モードが同時に不安定化する

ととを発見した。次に、固有モードが不安定化する臨界点の近傍で分岐解析を行い、レオロジー

特性を記述する秩序変数方程式を導出した。第3節の秩序変数方程式は、勢断応力 σxyに比例す

る秩序変数 1つだけの方程式だったが、この節で導出された秩序変数方程式は、努断応力のν以

外に、法線応力差σxx σ仰と σzz-(σxx +σω+σzz)/3に比例する秩序変数も含むものであっ

た。(努断応力 σνz、σzxに比例する秩序変数は、 xy平面上に努断を加えている状況ではOとなる

ので、考慮しなかった。)

導出された秩序変数方程式 (198)は、勇断応力と法線応力差のカップリングを表す項が存在す

る。このカップリング項の係数がOの場合は、第3節の秩序変数方程式と同様の挙動を示す。と

ころが、カップリング項の係数が 0以外の値をとる場合、勇断応力の傾きが勢断速度の上昇とと

もに増大する shearthickeningが発生する。この shearthickeningが第3節で紹介した、 σxy，......， γ 

のニュートン則が成立する温度 (T<九)において、 log(σxy)のlog(γ)に対する傾きが 1/3を超え

るという現象の原因となっているかもしれない。ただし、このシミュレーションで観測される現

象の原因がshearthickeningであることを示すには、より低い勇断速度の領域までシミュレーショ

ンを行い、 shearthickeningを確認する必要がある。

この節では、第3節で用いた2つの近似のうち、一つの近似を取り除くことで、第3節の秩序変

数方程式を拡張した。だが、この秩序変数方程式でも、実験やシミュレーションで観測される現

象と食い違う面が存在する。この秩序変数方程式では、降伏応力が発生するほど低温の場合、努

断速度γ=0の状態でも、 σ勾，......， 0の初期条件から有限の勇断応力が発生する。このような勢断応

力の自発的な発生は、実験やシミュレーションでは観測されない。この食い違いの原因は、この

節の解析で用いた唯一の近似である、平均場的な Kirkwood近似の影響かもしれない。このよう

な現象まで正確に記述するには、この平均場的な近似を改善する必要がある。
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7 まとめと展望

7.1 まとめ

従来のレオロジー特性の大半の理論的研究は、物質の応力と努断速度のマクロな関係に、現象

論的な式を適用することで、現象の解析を行っている。だが、それらの研究が対象としている物

質は、分子などの粒子によって構成されている。故に、それらの粒子の微視的な挙動から、その

応力と勢断速度の間の関係を導くことが出来るはずである。そこで、本論文では、特に降伏応力

を持つガラス状物質などの物質に注目し、その非線形レオロジー特性の微視的モデルからの導出

を目指した。

先行研究では、動的な量である、密度の時間相関関数を微視的なモデルから計算することで、非

線形レオロジー特性の計算が行われている。しかし、応力は本来、静的な量である粒子の配置か

ら求まる量である。そこで、本論文では、 2粒子間の距離の分布を表す2体分布関数を計算する

ことで、非線形レオロジー特性を記述する式の導出を行った。

まず、第2節では、応力と勇断速度の間のマクロな関係式を現象論的に仮定する研究の例とし

て、水と粉を混合したペーストで起こる乾燥破壊における記憶効果の解析を行った。この記憶効

果は、ペーストが降伏応力を持つ場合にだけ発生する。このことから、物質が降伏応力を超える

応力を加えられたときに発生する塑性変形が、記憶効果の原因であると推測した。この推測の妥

当性を示すために、降伏応力の存在を現象論的に仮定した乾燥破壊のモデルを提案し、その数値

計算を行った。この数値計算によって、このモデルで塑性変形が原因となって記憶効果が再現さ

れることを示した。さらに、このモデルの解析計算により、推測の妥当性の検証実験を提案した。

第3節では、本論文の主題である、微視的モデルからのガラス状物質の非線形レオロジー特性

の導出を行った。降伏応力の発生は、平衡の2体分布関数geq(γ)の不安定化を意味していると推

測される。そこで、平均場的な近似によって 2体分布関数の時間発展方程式を導出し、その式に

よってgeq(γ)の不安定性解析を行った。この解析により、降伏応力が発生する低温高密度状態で、

geq(r)が不安定化することを示した。次に、 geq(γ)が不安定化する状態の近傍での、 2体分布関数

の勇断速度依存性を分岐解析によって求めた。この分岐解析による解析から、非線形性レオロジー

特性を記述する秩序変数の方程式が導出された。

第4節では、小さな空間に閉じ込められた流体のレオロジー特'性の解析を行った。まず、分子

動力学法により、小さな空間に閉じ込められた流体のレオロジー特性の、空間サイズ依存性を調

べた。さらに、第3節で得られた、非線形レオロジー特性のスケーリング則を利用した有限サイ

ズスケーリングを行い、このレオロジー特性が、系のサイズと粒子の協同的な運動の相関長との

桔抗で起こることを示した。このことは、小さな空間に閉じ込められた時の流体のレオロジー特

性の変化が、ガラス状物質の有限サイズ効果としてとらえられることを意味している。

第5節では、離散要素法を用いたシミュレーションを行うことにより、体積一定の条件のもとで

の粉体のレオロジー特性を調べた。このシミュレーションから、体積分率に臨界値が存在し、臨

界値よりも体積分率が低い場合には、努断速度σと圧力pが努断速度γの2乗に比例するバグノ
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ルド則が成立し、臨界値より体積分率が高い場合は、降伏応力が発生することが示された。また、

体積分率が臨界値に近い場合は、 σ~γα、prvγβ というベキ乗則が成立することが示された。さ

らに、このベキ乗則の指数仏Fを、第3節のコロイド分散系の計算で得られるような秩序変数の

存在を仮定した次元解析によって導出した。最後に、これらの一定体積条件でのレオロジー特性

に関する結果をもとにして、一定圧力条件での粉体で観測される σ~γ1/5というベキ乗則の解釈

が行われた。

第6節では、第3節でのガラス状物質の解析をさらに発展させた。まず、第3節と同様に、 geq(γ)

の線形安定性を調べた。ただし、その安定性解析では、第3節で用いた geq(γ)に対する摂動の関

数系の制限は行わなかった。この解析によって、低温高密度状態で、第3節で発見した臨界モー

ド以外に、 4つの固有モードが同時に不安定化することを発見した。ついで、この不安定化が起

こる臨界点近傍で、分岐解析を行いガラス状物質のレオロジー特性を記述する秩序変数の方程式

を導出した。この方程式は、第3節で導出した秩序変数方程式で見られる項に加えて、勇断応力

と法線応力差のカッフ。リングを表す項が存在する。この秩序変数方程式が表すレオロジー特性は、

勇断速度が比較的大きい領域では、第3節で導出した秩序変数方程式が表すレオロジー特性と変

わらない。ところが、勇断速度が極端に低い領域では、勢断応力と法線応力差のカップリング項

のために、第3節で導出した秩序変数方程式では見られない、 shearthickeningが発生する。この

shear thickeningの発生が、勇断速度が低い領域で観測される、シミュレーションと第3節の秩序

変数方程式の結果の食い違いの原因となっている可能性がある o

7.2 展望

本論文では、平均場的な近似を使って、ガラス状物質のレオロジー特性を記述する秩序変数方

程式を導出した。この式は、ガラス状物質のレオロジー特性を定性的に良く表しているのである

が、平均場近似を使っているために、応力等の物理量の定量的な値は大きく異なったものになる。

平均場近似を超えて、この理論を定量的にも妥当なものに発展させることが今後の課題として残っ

ている。

ガラス状物質のレオロジー特性を導出するのに、 2体分布関数を通じて解析を行ったが、この

手法は非常に汎用的なもので、ガラス状物質以外の物質のレオロジー特性を記述する式の導出に

も用いることが出来るはずである。何故なら、分子などの粒子から構成されている物質は、どの

ような物質でも粒子間に働く力と、粒子間の距離の分布から応力が決定されるからである。実際、

第4節と第5節で示したように、第3節で得た知見が、小さな空間に閉じ込められた流体と粉体

のレオロジー特性の解析に有効であったことから、これらの系のレオロジー特性の導出が、第3

節で用いた手法の拡張によって行えると期待される。

例えば、粉体のレオロジー特性に関して、粉体の標準的なシミュレーション法である離散要素

法の運動方程式から、全ての粉体粒子の位置と速度の分布関数の時間発展方程式を得ることが可

能である。この分布関数の時間発展方程式から、 2体分布関数の時開発展方程式の導出が行えれ

ば、コロイド分散系の場合と同様に、線形安定性解析と分岐解析によって、粉体のレオロジー特

1
i
 

つ中
電
B
よ
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性を記述する式の導出が出来るはずである。

また、小さな空間に閉じ込められた流体のレオロジー特性は、ガラス状物質の有限サイズ効果

として考えられると第4節で示されている。このことから、第3節で、平均場近似を用いること

で求められた秩序変数方程式に空間揺らぎの効果を取り入れることで、小さな空間に閉じ込めら

れた流体のレオロジー特性の変化が議論できると期待される。

これらの系以外にも、様々な系で2体分布関数を用いた、微視的視点からのレオロジー特性の

計算が出来ると期待される。これらのレオロジー特性の導出も、今後の課題として残っている。

A 現断応力の密度時間相関関数による近似

A.l 設定

ここでは、式(3)で表されるランジュパン方程式から、式(13)で表されるグリーン・久保公式

と式(16)で表される一般化グリーン・久保公式、及び、これらの式の密度の時間相関関数による

近似式 (14)と式 (17)の導出を行う。

まず、時刻t=Oで全粒子の位置r(o)はカノニカル分布

p(r(o)) cx: exp(-τ1 rnU(r(O))) 
"'B.l. 

(199) 

で与えられるとする。この系において、時刻t=Oでr=r。の時、それに引き続く時間8(0< 8三t)

にshearγがかかった中で、 rがr(8)という経路をたどる確率を T(r(8)，0< s三tlro，γ)と表

す。この経路の確率T(r(8)，0< 8三tlro，γ)は

引r(8)，0<8三帆γ)cx: exp(古fdspf(S)) (200) 

と表される。

ここで、この系で全粒子の位置rで決まる物理量f(r)の時刻tでの平均値を (f(t))γと表す。ま

た、時刻tでの物理量f(r(t))と時刻0での物理量g(r(o))の相関を (f(t)g(O))γとする。ここで、

勢断速度γがかかった中での平均という事を明示するために(一.)'という記号を用いた。 (f(t))γ

と(f(t)g(O))'はp(r(o))と経路の確率T(r(8)，0< 8:::; tlro，γ)を用いて

州 γ=1μr(s)}f(r(の)p(r(o))附)，0< 8 :::; tlro， ，)ρ  

州 (0))'= 1μ何阿仲附r町刊附(い例S吋)川州r町叩附(仰例0的)川附

と表される。

っ“qL
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A.2 一般化グリーン・久保公式

経路r(s)(O三S三t)に対して、この経路と逆の時間発展をする経路r(s)を

r(s) = r(t -s) (203) 

で定義する。ここで、 p(r(O))T(r(s)，0 < s三tlro，γ)をP(f(O))T(f(s)，o< s三tlro，一γ)で
割った量を考える。これは、

P(r(O))T(r(s)，O < s三tlro"____( ， r¥  
=exp トァー~ I ds(}xy(r(s)) I (204) 

p(r(O))T(r(s)，O < s三tlroヲーγ) ¥ κB'1 ん '" ， ")  

と表される。ここで、旬以r(s))は式(12)で表される努断応力である。

これと式(201)によって (f(t))γは

/ l' / ̂  ¥ ( ， rt， /..， / ¥¥  ¥¥γ 
(f(t))γ= ( f (0) exp ( -τ下 Idsσxy(r(s)) ) ) 
¥¥/i;B.L JO ノ/

(205) 

と表される。また、 (f(t)g(O))γは

州 (0))γ=(六0仙刊誌l'dSO"xy(r(s))) ) -γ (206) 

と表される。

式(205)を時間tで微分して、式 (206)を用いると

θ(/(t))γγ / 1'1"，¥ 1.¥ ( γ rt ¥¥
一γ

;::)~一 L 下( f(O)σzu(t)exp(-T下 Idsσ勾 (s))) =τ下 (f(t)σxy(O)) 
U~ /i;B.L¥ ¥r.;B.L JO ノ/ /i;B.L 

となる。

これを再び積分すると

吋叩 γ rt(/(t))γ= (/(0))γ+一一 Ids (/(s)σ(0))γ (208) 
kBTん zν

となる。これが一般化グリーン・久保公式である。ここで、物理量f(t)を勇断応力とすると、式

(16)が得られる。また、式 (16)でγ→ 0の極限をとると式 (13)が得られる。

(207) 

A.3 興断応力の密度相関関数による近似

ここで、密度の 2体相関関数ρk(r)ρ-k(r)を

ρk(r)Pk(r) =乞乞叫(ik. (ri -rj)) (209) 

で定義する。そして、 rの関数f(r)の密度の2体相関関数への射影演算子Pを

r n <fρkP-k 
Pf(r) = I dk~ 、 ρk(r)ρk(r)

J く ρkρkρ-kρ-k>0 
(210) 

つdつ白
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で定義する。

式(28)を射影演算子Pによって以下のように近似する。

(σxy) .C; :::: J ̂( rn /∞ds ((Pσ (s))(Pσy(O)))γ(211)  
YI S kBTん xy¥V J J¥.L '-'X 

f∞ r ..11_..11-1 (σxyρkρ-k)O (σxyPk'P-k')O (ρk(O)ρ-k(O)ρk' (s)ρ-k'(S));()1()¥ 一 一一一 I ds I dkdk' ，-""II'-~I -~'U ，-""II.A .-.... 'U i212) 
kBTん J------ρkρ-kPkP-k)O (ρk'ρ-k'ρk'ρ-k')。、ノ

ここで、任意の関数j(r)に関して

(f Fix)O = - (fθ~iu(r))O = -kBT (ゐJ(r))。
という等式が成り立つ。故に、 (σxyρk'ρk')は静的構造因子S(k)= (l/N) (ρkP-k)により、

k'Y'k.. _1  
(σzνρ叫 k)=-kBTNtzSF(k)

と表される。この式を式 (212)に代入すると、

(何)S :::: (̂kBT [00 ds玄どすjKL/Fイ(2711;)un¥S4( k， k'， s) 
ν リ k k' 

と表される。ここで、 S4(k，k'， s)は

N2S4(kぅk'，s) = (ρk(O)ρ-k(O)ρk' (s)ρ-k'(S ))γ 

で表される密度の4体相関関数である。

ここで、密度の4体相関関数S4(kぅk'，s)をファクトリゼーション近似により

N2 S4(k， k'ぅs) = ρk(O)ρ-k(O)ρk'(S)p-k'(S))γ 

ご (ρk(O)ρ-k'(S)) (ρ-k(O)ρk'(δ)) + (ρk(O)ρν(s)) (ρ-k(O)ρ-k' (s)) 

= N
2 
S2 ( k ) C~ ( S， (̂ ) (九州)'+ Ok，-k(t)') 

と表す。ここで、 k(t)は

k(t) = (kx， ky +γtkx， kz) 

で表され、 C~(s ， (̂)は

(ρk(t)ρ-k) 
C~(s ， (̂) = 
K; ，-， f I NS(k) 

で表される密度の 2点相関関数である。

これらの近似によって、式(17)が得られる。ここで、

k;kyky(t) S'(k)S'(k(t)) V(k) = 'VX Y'-Y 
kk(t) S2(k(t)) 

である。また、式 (17)のγ→ Oの極限をとることで、式(14)が得られる。

A
告つ中

(213) 

(214) 

(215) 

(216) 

(217) 

(218) 

(219) 

(220) 
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B 最初に形成される亀裂の位置の解析的な解

この付録では、最初に形成される亀裂の位置%を記述する式(54)と(55)の導出の仕方を示す。

この付録は2つの小節に分かれている。最初の小節では、 S(xうれ)を求め、次の小節では、 Txx(x，t) 

(t >九)を計算する。このTxx(x，t)の表現を式(50)と(51)に代入する事で、式(54)と(55)が得

られる。これらの計算において、計算を簡単化するために、 T1<九 <T3を仮定している。

B.l S(xぅT1)の計算

まず、塑性変形が発生する最大外力αYOを計算する。塑性変形が起こらないと仮定して(S(x，t) = 

0)境界条件(48)のもとで式(47)の解を求めると、以下の式が得られる。

山)=半(1一部) (221) 

可'ヲ--，苧

'-(ーに、

2μ  q;d=q(222)  
(入+2μ)H'2

とした。式(221)を式(42)に代入する事で、勢断応力Txz{x，t)が以下のように記述される。

(， coshqx¥ 
Txz(x，t) =α(t)Hい一一一一一 (223)

¥ coshqL) 

この式の導出で仮定したS(x，t) = 0は、以下の式が満たされているときに成立する。

Txz(x， t) <σYO (224) 

この条件は、以下の式と等しい。

α(t) <αYO (225) 

ここで、

σYO coshqL 
αYO = H(coshqL -1) 

となる。そのため、 αM<αYOの場合には、

(226) 

S(x，Td = 0 (227) 

である。

αM>αYOの場合には、塑性変形が起こる。そして、塑性変形がーら <xくらの領域で起こる

と仮定して、 S(x，TI/2)を計算する。式(46)から、 S(xヲt)は以下のように求められる。

G
U
 

m-仲

町

<

Z

一

Z

<

<
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この式を式 (47)に代入し、 α(TI/2)=αMとする事で，U(x，TI/2)の満たす式が以下のように求

まる。

θ2U μ 
(入十2μ)一一一一U+αM= 0 x < -Xs 8x2 H2 
θ"L.U σYO 

(入+2μ)てす一一一 +αM= 0 -Xs < X くらax'2 H 
θ・lU μ

(入+2μ)一一一-hαM= 0 Xs < X 
θx2 H2 

(229) 

これらの式を境界条件 (48)とU(x，TI/2) ， Txx(x， TI/2)，S(x， Tt/2)がx=土Xsで連続であるとい

う条件を用いる事で、 U(x，TI/2)の表現とらを計算する式が得られる。 U(x，TI/2)は以下のよう

に表される。

U(x，TI/2) = 

O:'MH2 A~H 
」L-+」ーB(x，-xs) 

全互l(x2-x;) +竺竺
2μ ー一 μ
QMH:t. A<H 
ー +~B(x， xs) 
μμ  

x < -xs 

-xs < x < Xs (230) 

Xs < x 

ヲ. ..，.. ~ヲ古
Lー'-1... 、

As=σYO -αMH  (231) 

B(xl， X2) = cosh q(Xl -X2) + qX2 sinh(Xl -X2) (232) 

である。%を決定する式は以下の通りである。

αMH + AsB(L， xs) = 0 (233) 

式(230)を式(228)に代入して、 S(x，TI/2)が以下のように得られる。

eu z
 

L

U

<

Z

 

一

Z

<

<

<

s

 

z

h

z

 

、I
ノ

ワ
&
S
Z
 

0
2
z
o
 

q
4
 n
y
 

s-
，b 

A
一司

f
Z
E
E
-

、lz
t

一一
、、.，
F'

q
A
 

J
f
f
 

'aA 
T
 
Z
 

ノ'』，‘、cu 
(234) 

最後に、 S(x，T1)を計算する。まずU(x，Tr)を以下の仮定によって計算する。

S(x， Tr) = S(x， TI/2). (235) 

式(235)を式(47)に代入して、 α(t)= 0とすることで、 U(x，Tr)が満たす式が以下のように表さ

れる。

θ2U μ 
(入+2μ)一τ-τu=o
. -r-， 8x“n“ 
θ"L.U μ As '21 '2 '2 

(入+2μ)一τ--h-V(d-d)=08x2 H2_~' 2H 
θ"L.u μ 

(入+2μ)一τ一寸U=o
ax2 H“ 

x < -xs 

-xs < x < Xs (236) 

Xs < x 

-126-
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この式を境界条件等のもとで解く事によって、 U(x，T1)が以下のように表される。

U(x， Tr) = 

子(B(X，~X，) ~ B(L， X，)誌を)
AsH (~ ， q2(ジ-d)¥
い 2 ー -B(仏)お~~~)μ¥/  

子(B(x， xs) -B(L， xs)出合

x < -xs 

-xs < x < Xs (237) 

Xs < x 

この式(235)を式(42)に代入する事で、 Txz(xぅT1)を以下のように計算できる。

Txz(xぅTr)= 

As (B(X， ーら)一B(伊仏川Lム，

As (1 -B(L， xs)誌を)
As t B(川 )-B山 s)法三)

x < -xs 

-xs<x<xs (238) 

Xs < x 

S(x， Tr) = S(x， Tr/2)という仮定は、式

|九z(x，Tr)1 <σYO (239) 

が満たされるときに成立する。これは、 S(x，Tr) = S(xぅT1/2)がTr/2< t <九の聞に塑性変形が

起こらない事を表している。この条件は、以下の式と等価である。

αM<αYl (240) 

ー...、...、，アて支
」ー L ¥...、

α 一 σyo(2∞shqL-B(L， xs)) 
Yl ∞shqL -B(L，ら)

(241) 

である。そのため、もし

αYO <αλ1<αYl (242) 

となる場合は、 S(ιTr)が式(235)によって表される。

B.2 t>九でのTxx(x，t)の計算

この小節では、 αM<αYOかつ αYO<αM<αYlのときの、時刻t>おでの Txx(x，t)を計算

する。

αM<αYOの場合は S(xぅT1)= 0である。 σy=∞なので、 t> 九では S(x，t) = 0となる。

S(x， t) = 0とα(t)= 0を式(47)に代入して、時刻t>おでの U(x，t)が以下の式から求まる。

θ2U μ 
(入+2μ)ーす一寸U=o
ax“H2 (243) 

円

tつ山
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この方程式を境界条件 (49)のもとで求めると、時刻t> 九での Uいうのが以下の式のように求

まる。

c(t) sinh qx 
U(x， t) = -

qcoshqL 

この式を式(41)に代入して、 αM<αYOの場合のTxx(x，t)が以下の式のように求まる。

ル(り)= (入+勾)c(t) いー竺~:~)
¥ coshqLJ 

(244) 

(245) 

αYO <αM<αYlの場合、 S(x，T1)は式(235)で表される。 σy=∞なので、時刻t>T3では

S(x， t) = S(x， Td (246) 

となる。ここで、 S(xぅTdは式(235)によって表される。 式(246)を式(47)に代入し、 α(t)= 0 
とすることで、 Uいうのが式(236)のように求まる。この式を境界条件(49)等の条件の下で解くと、

時刻t>九でのU(x，t)が以下のように求まる。

U(x， t) = 

"r "r-r、、
」ーL- 1...、

c(t) sinh qx ， AsH 
一 一一
qcoshqL ・ μ
c(t) sinh qx ， AsH 
一一-
qcoshqL μ 
c(t) si山 qx ， AsH 
一一-qcosh qL ' μ 

B(民ーら)一 D(L，xs)詰芝)
1十E(x，xs) -D(L， xs)竺出}

nhaL J 

B(川)-D(L， xs)些判
inhaL J 

D(Xl' X2) = si凶 q(Xl-X2)十qX2cosh q(Xl -X2) 

q2(X2 -x;) 
E(z，zs)=2  

x < -xs 

Ixl < Xs 

Xs < x 

(247) 

(248) 

(249) 

である。この式を式(41)に代入すると、時刻t>T3での αYO<αM<αYlの場合の Txx(x，のが

求められる。

Txx(x， t) = 

、，、，旬n
L-L- 1...、

である。

山川肌L)+会
( 入+ 勾制紳州)片川川C吋(

M ω州州C吋4刑(t例tの)肌L勾)+会

山

D(x， -xs)一 D(L，xs)主的
qx-D(仇)些叫

sinh aL J 

D(x， xs) -D(L， xs)誌を)

-128-
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C フオツカー・ブランク方程式の導出

ここでは、式(64)の導出を行う。まず、時刻tの物理量A(r(t))の平均値を以下のように定義

する。

¥A(刊=J dI'A(G)む(I'，t) (252) 

ここで、古N(r，t)はrの時刻tにおける分布関数である。さらに、世N(r，t)自体は以下の式で表

される。

む (r，←令(r-I'(t))) = (rr立内一Ti(t))) (253) 

世N(r，t)の時間発展方程式であるフォッカー・プランク方程式を導くために、式(3)を時刻[t，t+ムt]

の区間で積分すると以下の方程式が求まる。

11 ¥ rt+ムt

Ti(t +ムt)= Ti(t)十(主Fi(I')+ v(的)))ムt+会l dS~i(S)+O(ßt2) 

この式を用いて、世N(I¥t+ムt)は以下のように計算される。

(254) 

世N(rうt+ムt) = 

= ¥何6引府(σr一旬削川)リ吟)ウ)一-(φ学計か(付仇v玖W問iO訓6引畑(σr一向旬削)リ峠)

+ぺ〈土詳字£たか
6引(rト一J引州t釘灼州削(作例附tり引)リ)去([+件山+叫叫ム以~~川川t〉〉V瓦wd白勾叫州叫ω8ぺ必引鮎州叫己乙釘いωiバρ州川(い帥吋Sりサ)ウ)う〉トい十村吋O叫仙川州(仏仰凶凶ムωM州t♂め2り) (255) 

ここで、

¥ (ViO(r一向)))Fi(I')) J dI' (viO(r -I'(t))) Fi(I')む(わ)
一JdI' (的(r一郎)))Fi(I')む(わ)
= J仰訓(σ小rト一向旬州)リ)令仇判tべ(作仲何F民引iバ必渦(I'的I')川雷WN爪の
Viパ(Fiバ(r)宙N(rラt吟))トヲ (ρ256的) 

= Vi(作c(ケTiバ(t例tの))申N(r，tの))ト ρ257η) ¥ (ViO(r -I'(t))) c(的))) 

(士会(r-I'(の)会([九 kRT _C)  
tWN(Et)ムt (258) 

であり、 Vi= (θ/θム，θ/θiJi，θ/θゐ)とした。この導出においては、伊藤の公式と以下の式を用

いた。
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(259) 

これらの式を式(255)に代入することで、式(64)のフォッカー・プランク方程式が求まる。
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D 2体分布関数の時開発展方程式の導出

2体分布関数g(r，t)の時間発展方程式を得るために、式(64)をr3，r4，'"，rNに関して積分す

る。この積分において、任意の関数f(r)に対して nヂ1，2では

Jdη drNVnf(r) = 0 (260) 

であり、

V1f(r) = -V2f(r) = Vf(r). (261) 

である。そのため、

fdT3dTNtv知 (r，t) =会(Vi+ V~) g(吋)=計2g(r，t) (262) 
(263) 

fdT3dTlvtvt州 去が(伊附C
C吋(什例T付). Vg(r， t) (264) 

(265) 

J dr3 伽lV23vt仰 N(r，t)) = 1 (Y"7 r12 dU(r12) . y"7 r21 dU(r12)¥ 一一(V1.一一一一十 V2・一一一一 )g(吋)
V2 ¥ γ12 dr12 

，. ~ 
r21 dr12 ) 

N -2 r Jー('r"7 r13 dU(rω¥/ 一 .1.¥

V3 ) 
U"I"3 
¥ 
v 1・石ヲ石了)93¥'

"1"12， "1"23， ""13，り

N -2 r -1_ ('r"7 r13 dU(r13)¥ム/、
I dr3 ( V1' ~ー一一一一) 93(r12， r23， r13， t) V3 J

山

1.T13dT13/31 ノ

U(γ) 
= 一戸v-F179(吋)

2ρ r J_' ( -::-， r' dU(r')¥ I dr' i v・一一一一)g3(r， r -rγ， t) (266) V2 I 
_. ¥. r' dr' J 

となる。こで、 3体分布関数g3(r12ヲr23，r13うのは以下のように定義される。

釘川川あμ山t←v3J dr4 川 N(r
この3体分布関数は以下の性質を持つ。

(267) 

g3(r12， r23， r13， t) = g3(r12， r13ぅr23，t) (268) 

ゆえに、 g(r，t)の時間発展方程式は以下のように求められる。

2w)=-V州)，
2k B T y"7 ~ f ~~ .1.¥ 2k B T r dU (r ) j(り=一一-Vg(吋)一一一一一-g(り)

R r dr 
2ρ r L~' (r' dU(r')¥ f ~~ ~~ J _J ~\ I dr' I一一一一一一 Io~(r. r -r‘T ‘tl R I 

-~， 

¥ r' dr' J
.::J山フ フ 7 ノ

+旬(r)g(r，t) 

(269) 

(270) 
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非線形レオロジーの微視的理論

E Mi(・;T)、Ml(・;T)

乙(.;T)と乙↑(・;T)はh(r)=f(γ)Xz，m(B，ゆ)という形の関数に作用すると式(140)、(152)のよう

に、動径部分f(r)にのみ作用する。これらの性質を導きだすのに、以下の手法を用いた。

まず、、乙(・;T)と.ct(・;T)をf(r)Xz，m(B，ゆ)に作用させ、その式の積分変数を〆 =(x'， y'うど)か

ら(sぅOff?ゆっへと以下のように変換する。:

r' = s sin B" cosゆ"el+ s sin B" sinゆ"e2+ s cos B" e3 (271) 

ここで、 el，e2ぅe3は以下のように定義した。

f cos B cosゆ¥ f -sinゆ¥ f sin B cosゆl
el = I cosBsinゆ Ie2 = I cosゆ Ie3 = I sin B sinゆ l
¥ -sin B f ¥ 0 f ¥ cos B f 

(272) 

さらに、 u= Ir -r'lと定義すると、 cosB"は(rヲs，u)によって以下のように表される。
q，G

一

N
U

一

2
;
一
月

t
-
n
L
 

+一
つ
&
一γ
一

f
 
f
 Aσ
 Q
U
 
O
 
C
 

(273) 

次に、積分変数B"をUに変更し、がに関する積分を実行する。最後にvを作用させ、以下の

関係式を用いる。

1θ cosB 
1 =一一十一一一 (274) 
TθB ' r sin B 
1θ  

(275) 
rsinBθゆ

3 = (~θ) (276) 
Tθγ 

すると、乙(f(r)れj(B，ゆ);T)と乙↑(f(r)Yi，j(Bうゆ);T)は以下のように変形される。

ι(f(r)九(夙ゆ);T) = Mi(f(r); T)九 (B，ゆ) (277) 

.ct (f(γ)九(B，ゆ);T) = MI(f(γ);T)YtJ(0ぷ (278)

2kBT (1 d (_L 1_. 'T'¥ d ¥(i+1)i_ 1_.'T'¥.l'f_¥¥ 
Mi(f(r); T) = 一7子 ¥ ;2戸可耳引(T h叫(げ)切芯がf六附削川(ヤ例川け叶)) 一つ「向叫(円げ刊TηT)f(

?必RT r∞(  (2θ¥¥  
十一~-P Jo ds ~ ~ ~ +引 Di(r，s) + Ei(r， s) 1 f(s) 別)

↑ 2kBT(1 d (_L'I_.'T'¥d ¥(i+l)i_ f_.'T'¥.l'f_¥¥ 川 (f(r);T) = _'V~_ ¥ r~2 ir ¥ r'l，geq(γ;T)忘れγ))一つ「向(竹川叶
フkRT r∞ ((2θ¥+. -+¥  

十一~- P Jo ゐ¥¥ ~ +引 D1(r，s) + E; (r， s) ) f(s) お0)

i = 0，2，4の場合Di(r，s)とEi(rヲs)は以下のように計算される。

Do(r， s; T) = I 九ufEGO-AtA;T)2ZJZ
Jlr-sl '{' 'U (i;B.L 

x (γU'(u) + (uU'(s) -sU'(u))Co(r， s， u)) (281) 

Eo(r， s; T) = 0， (282) 

q
J
 



大槻道夫

D2(r， s; T) 
rr+s 
=l  dU22G(T，sJ;T)こι百(-1+ 3Co(r，s，u)2) 
Jlr-sl r . uκB1. 

x (rU'(u) + (uU'(S) -sU'(U))CO(γ，s， u)) 
rr+s … t::._ 

= I duニG(r，s， u; T)ニ」ー
Jlr-sl γ rukBT 

x(uU'(s) -sU'(u))(-l + Co(r，S，U)2)Co(r，S，U) 

E2(r， s; T) 

rr+s 
= r ，-du竺G(巾 ?UT)Lよ
Jlr-sl ~~ r ~ \'，~，~， ~ J 4u kBT 

x (3 -30Co(r， s， u)2 + 35Co(r， s， u)4) 

x (rU'(匂)+ (uU'(s) -sU'(u))Co(r，s，u)) 
r+s . su~ ， _，51f 1 ，__." I du=G(r，s，u;T)一一一(uU'(s)-sU'(u)) Jlr-sl .... r ~ ， 1-"  - I ru kBT 

x( -1 + Co(r， s， u)2)Co(r， s， u)( -3 + 7Co(γヲS，u)2) 

i=Oぅ2，4の場合Dl(r，s)とEl(γ，s)は以下のように計算される。

D4(r， s; T) 

E4(r， s; T) 

rr+s 
Dlhs;T)=f ddG(mu;T)竺 1

Jlr-sl r u κB1 

x (-sU'(u) + (rU'(u) -uU'(γ))Co(r，s，u)) 

EJ(r， s; T) ニ Oぅ

D~(r， s; T) 口ヰG(r，s， u;巧志(ー1十3Co(r，s， u)2) 
x (-sU'(u) + (rU'(u) -uU'(γ))Co(r， s， u)) 
rr+s t::._ 

I duニニG(γ，s，u;T)ニ戸z
Jlr-sl r γuκB1 

x(uU'(r) -rU'(u))(-l + Co(r，s，u)2)Co(r，s，u) 

EJ(γ， s;T) 

Dl(r， s; T) 
rr+s 

= I duニG(rぅSぅu;T)ム
Jlr-sl r う 4ukBT

x (3 -30Co(r， s， u)2 + 35Co(r， s， u)4) 

x(-sU'(u) + (γU'(u) -uU'(γ))Co(γ，s， u)) 
r+s _ su _. _" 5π1 

= I du -_~ G(r， sぅ匂;T)一一一(uU' ( r) -r U' ( u ) ) Jlr-sl' . r ~ ， ， -，-， -I ru kBT 

x (-1 + Co(r， s， u)2)Co(γ，s， u)( -3 + 7Co(γ，s， u)2) 

司令，s;T) 

F Oi(γ;T) 

Oi(γ;T)は以下のように表される。

Oi川=等T(Ii川

ヮ“qJ
 

唱'ム

(283) 

(284) 

(285) 

(286) 
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非線形レオロジーの微視的理論

i = 1，2，3の場合は以下のようになる。

/5πf∞ r+s _L SU 1 U'(s) 
h(r;T) = ~\/三 I ds I du一一一';::G(r， s， U; T){( -4rsψc(r)ψc(s) + 3rsψc(s)ψc(t)) 

V 14んん-sl r rt2 kBT 
+(4t2ψc(r)ψc(s) + 4s2ψc(γ)ψc(t) + 4r2ψc(s)ψc(t) -6s2ψc(s)ψc(t))Co(γ，s， u) 

+(4rsψc(r)ψc(t) -18rsψc(s)ψc(t))Co(r， s， u)2 

+( -4t2ψc(γ)ψc(s) -4s2ψc(r)ψc(t) -4r2ψc(s)ψc(t) + 20s2ψc(s)ψc(t))Co(γ，s， u)3 

+15rsψc(s)ψc(t)Co(r， s， u)4 

-14s2ψc(s)ψc(t)Co(r， s， u)5} (294) 
3 r.:-= {OO _J _ (山 su1 U'(s) =一、15π1ds 1 du~w:') ~_ ';::G(r，s，u;T){(-rsψc(r)ψc(S) -rsψc(s)ψc(t)) 
14ーん Jlr-sl ~~ r rt2 kBT 

+(t2ψc(r)ψc(s) + s2ψc(r)ψc(t) +γ2ψc(s)ψc(t) + 2s2ψc(s)ψc(t))Co(r， s， u) 

h(r; T) 

+(γsψc(γ)ψc(t) -γsψc(s)ψc(t))Co(γ，s， u)2 

十(_t2ψc(γ)ψc(S)-S2ψc(γ)ψc(t) -r2ψc(s)ψc(t) -2s2ψc(s)ψc(t))Co(r， s， U)3 

+2rsψc(s)ψc(t)Co(γ，S，U)4} (295) 

h(γ;T) = 0 (296) 
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大槻道夫

IdZfι 四 1E12lJl(r;T) = 16ds  du-T -TOKBT G(RS匂;T)

x {(4rt2ψc(r)ψc(s) -8r3ψc(γ)ψc(t) + 4rs2ψc(r)ψc(t) 

十4r3ψc(s)ゆc(t)-3rs2ψc(s)ψc(t))Co(r， s， u) 

十(16r2sψc(r)ψc(t)-24r2sψc(s)ψc(t))Co(r， s， U)2 

+( -12rt2ψc(γ)ψc(s) -12rs2ψc(r)ψc(t))Co(γ，s， U)3 

十(-14r3ψc(s)ψc(t) + 30rs2ψc(s)ψ'c(t))Co(γ，s， U)3 

+40γ2Sψc(s)ψc(t)Co(r， s， U)4 

-35rs2ψc(s)ψ'c(t)Co(r， s， U)5} 

1偏 ft::叩 1E12lJ2(r;T) = 14ds  du-T-TP KBT G(nS u;T) 

x {(rt2ψc(γ)ψc(s) -2r3ψc(γ)ψc(t) + rs2ψc(r)ψc( t) 

+r3ψc(s)ψc(t) + rs2ψc(s)ψc(t))Co(r， s， u) 

十(4r28ψc(r)ψc(t)+ r2sψc(s)ψc(t))Co(rぅ8，U)2 

十(-3rt2ψc(γ)ψc(s) -3rs2ψc(γ)ψc(t)Co(γ?ムU)3

+(-3γ3ψc(s)ψc(t) -3rs2ψc(s)ψc(t) )Co(r， s， U)3 

+3r2sψc(s)ψc(t)Co(γ，S，U)4} 

lfに叫 1E12lJ3(γ;T)=-d ds du-T-Tt2kBT G(h hu;T) 

x{( -rt2ψc(γ)ψc(s)+2r3ψc(r)ψc(t) -rs2ψc(r)ψc(t) 

-r3ψc(s)ψc(t) + 2r82ψc(s)ψc(t))Co(γヲムu)

+( -4r2sψc(γ)ψc(t) -4r2sψc(s)ψc(t))Co(r， s， u)2 

+(3rt2ψc(γ)ψc(s) + 3rs2ψc(γ)ψc(t))Co(r， s， u)3}. 

G Pl(・?・)，P2(・ぅ .)， P3(・， .) とQ(γ) 

演算子P1(・，')，P2(.，・)，P3(・ヲ.)は以下のように定義される。

Pi(α川 r))=寺町ふ叫

4
 

q
J
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非線形レオロジーの微視的理論

i = 1ぅ2，3の場合は，Si(α(γ)ぅグ(r))は以下のように表される。

1 15πf∞ r+s L SU 1 U'(s) 
Sl(α(γ)，s(r)) = -;;¥/三 Ids I du一一一-G(TJ，u;T)

8 V 14んん-sl r rt4 kBT 
x {( -8rst2α(t)s(γ) -8rst2α(t)s(s) + 20r3sα(γ)s(t) 

-15rs3α(r)s(t) -15r3sα(s)s(t) + 20rs3α(s)β(t)) 

+(8t4α(s)s(r) + 8s2t2α(t)s(γ)十 15t4α(γ)s(s) + 15r2t2α(t)s(s) 

-12s2t2α(t)s(s) -60r2s2α(r )s(t) + 15eα(r)s(t) + 8r4α(s)β(t) 

-9r2s2α(s)s(t) -12s4α(s)β(t))Co(r， s， u) 

+(8rst2α(t)グ(r)+ 48rst2α( t) s ( s) -20r3 sα(r)グ(t)

+90γS3α(γ)s( t) + 18r3 sα(s)s(t) -12rs3α(s)s(t))Co(r， s， u)2 

十(-8t4α(s)s(r) -8s2t2α(t)s(γ) -50t4α(γ)s( s) -50r2t2α(t)α(s) 

+12s2t2α(t)β(s) + 60r2s2α(r)s(t) -50s4α(r )s(t) -8r4α(s)s(t) 

+6r2s2α(s)s(t) + 12s4α(s )s( t) )Co(rヲムU)3

+( -40rst2α(t)グ(s)-75rs3α(r)s(t)Co(r，s， u)4 

+( -3r3sα(s)グ(t)-8rs3α(s )s(t) )Co(rぅS，u)4 

+(35t4α(r)グ(s)+ 35r2t2α(t)s(s) 

十35s4α(r)s(t)+ 3r2s2α(s)s(t))Co(γ，s， u)5} 

_~ r∞ r+s 叩 1U'(s) 
一η ゾ5π Ids I du一τ7τG(r，s， u; T) 
i性 }o }Ir-sl r rr“κBl 

x {(rsα(t)s(r) + rsα(t)s(s) + rsα(γ)s(t) + rsα(s)s(t)) 

(301) 

S2(α(γ)， s(r)) 

S3(α(γ)， s(γ)) 

+(_t2α(s)β(r) -s2α(t)グ(r)-t2α(γ)グ(s)-r
2α(t)s(s) 

_2S2α(t)s(s) -s2α(γ)s(t) -r2α(s)グ(t)-2s2α(s)s(t))Co(r， s， u) 

+(-rsα(t)グ(γ)+ rsα(t)s(s) -rsα(t)s(s) + rsα(s)s(t))Co(r， s， u)2 

+(t2α(s)s(γ) + s2α(t)グ(r)+ t2α(r)グ(s)+ r2α(t)α(8) 

+282α(t)s(s) + s2α(γ)s(t) + r2α(s)グ(t)+ 2s2α(s)s(t))Co(r， s， u)3 

+( -2rsα(t)s(s) -2rsα(s)β(t))Co(r， 8， u)4 (302) 

f竺 f∞ r+sL SU 1 U'(s) 
=ーーの Ids I du一一一';::G(γぅs，u;T)
2 V ..ん Jlr-sl~- r rt2 kBT 

x{(-rsα(t)s(γ) -rsα(t)s(s)) 

十(t2α(s)s(γ)十S2α(t)グ(r)+ s2α(t)s(s) + t2α(s)s(t))Co(r， s， u) 

+(γsα(t)s(γ) + r8α(t)グ(s))Co(rぅS，u)2 

十(_t2α(s)β(γ) _ s2α(t)s(γ))Co(γ，s， u)3 

+(_S2α(t)s(s) -t2α(s)α(t))Co(γぅ8，U)3 (303) 
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大槻道夫

7i(α(1")，s(γ))は以下のように表される。

1 /5πf∞ r十S J SU 1 U'(s) 
7i(α(γ)， s(γ)) = 1~rY ，/三 Ids I du ~_~ i: ~_ ';: G(1"， s， ui T) 

16 V 14ん Ir-sl~~ 1" t4 kBT 

x{(4t4α(s)s(1") - 81"2t2α(t)s(γ) + 4s2t2α(t)s(γ) -3t4α(1")s(s) 

-31"2t2α(t)β(s) + 4s2t2α(t)s(s) -81"4α(γ)s(t) + 24γ2S2α(s)s(t) 

-3s4α(γ)s(t) + 41"4α(s)β(t) -271"2s2α( s ) s ( t) + 4s 4α(s)グ(t))Co(γ，s，匂)

+(161"seα(t)β(γ) -241"8t2α(t)s(s) -481"s3α(γ)β(t) 

+241"3sα(8)β(t) + 241"83α(s)s(t) + 321"3sα(γ)s(t))Co(1"， s，包)2

+(-12eα(s)s(γ) -12s2t2α(t)s(γ) + 30t4α(γ)s(s) + 301"2t2α(t)α(s) 

-12s2t2α(t)s(s)一721"282α(γ)s(t)+ 3084α(γ)s(t) -121"4α(8)β(t) 

-181"2 s2α(8)グ(t)-1284α(8)グ(t))Co(1"，S， u)3 

+ (401"8t2α(t)s(8) + 801"83α(1")s(t)Co(1"， 8ぅU)4

+(+81"38α(8)s(t) + 81"83α(8)β(t))Co(γ，s， u)4 

+( -35t4α(1")β(8) -35γ2t2α(t)β(8) 

-35eα(γ)s(t) -31"282α(8)β(t))Co(1"， 8， u)5} (304) 

九(α(1")，s(γ)) =土vr;;(∞ds/T+sdu竺土日G(1"， 8， ui T) 
14 ん Jlr-sl~~ 1" t2 kBT 

X {(t2α(8)s(γ) -21"2α(t)β(1") + 82α(t)グ(1")+ t2α(1")s(s) 

+1"2α(t)グ(8)+ 82α(t)β(8) -21"2α(γ)s(t) + 82α(γ)s(t) 

+1"2α(8)s(t) + 82α(8)s(t))Co(1"ぅ8，u) 

+(41"8α(t)s(γ) + 1"8α(t)s(8) + 41"8α(1")β(t) + 1"8α(8)s(t))Co(1"， 8， u)2 

+( -3t2α(8)s(1") - 382α(t)s(1") - 3t2α(γ)s(8) -31"2α(t)α(8) 

-382α( t ) s ( 8) -382α(γ)β(t) -31"2α(8)s(t) -382α(8)グ(t))Co(γ，8，u)3 

+(31"8α(t)s(8) + 31"8α(8)s(t))Co(1"， 8， u)4 (305) 

1 r= (OO J_ r+s L su 1 U'(8) 
73(α(γ)，β(1")) = ~v0f I d8 I du=一一一G(1"，8， u; T) 

4 んん-siTt2kBT
x{( _t2α(8)s(γ) + 21"2α(t)β(1") - 82α(t)s(1") + 2t2α(1")s(s) 

+21"2α(t)s(8) -82α(t)β(8) + 2t2α(γ)β(t) -t2α(8)s(t))Co(1"， 8， u) 

+( -41"8α(t)β(1") - 41"sα(t)β(8))Co(1"， S， u)2 

+(3t2α(8)s(1") + 382α(t)β(γ) 

十382α(t)β(8)+3t2α(8)α(t))Co(1"， ムU)3 (306) 
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非線形レオロジーの微視的理論

Q(r)は以下のように表される。

f∞ r+s .1. SU U'(S) 
Q(r) = 一了よ叫 du~---\戸(r，s， u; T)ψc(γ)ψc(s)ψ市)11;~t2 

ん Jlr-sl γU

x {-rs + (-2r2 + 2s2)Co(rヲs，u)十8rsCo(r，s， U)2 

+(2r2 -8s2)Co(γぅS，U)3 -7rsCo(rぅS，U)4 + 6S2CO(γ，S，U)5} 
2pkBT (2 I d ¥f∞ r+s LSU U'(s) 
(一+一)j S l du---G(γ，s，u;T)ψc(γ)ψc(s)州)五F

R ¥γ dr } Jo --Jlr-sl --r kBT 

{( _r3 + s2r)Co(rぅs，u) + (3γ3 _ 2rs2)Co(r， s， u)3 

-4γ2 sCo(r， s， U)4 + 3rs2Co(r， s， U)5} (307) 
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