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無限自由震を持つ巨視的な物理系における、リウピル演算子の複素スベクトノレ解析の

理論を紹介する。この理論によると、系の不可逆的振る舞いは物理学の基本法員肋=ら導か

れる力学の厳密な性質であることが示される。応用として、任意のd次元空間内で衝突し

合っている期捧球よりなる、比較的濃密度気体系の振る舞いを論じる。このスベクトノレ分

解を通して、媒質による集団モードの効果を取り入れて再規格化された分布関数が従う

運動論的方程式を導く。この再規格化の効果は、手傷状態では消えてしまう非平携効果で

ある。通常の分布関数が記憶、効果に由来した非マルコフ方程式に従っているのとは対照的

iこ、再規格化された分布関数は全ての次元 dで長く定義されたマルコフ方程式に厳密に

従っている。したがって、 d=2を含んだ全ての次元でこの集団モードに付随した輸送係

数が定義できるようになった。それ故、我々の定式化は巨視的輪送理論についての微視的

意味付けを提供したことになる。このことはさらに、 2次元系に輸送方程式がはたして

存在するのかという長年の問題に、肯定的な回答を与えたことにもなっている。任意のη

モード結合から来る長時間テーノレのような、再規格化されていない通常の分布関数に現れ

る非マルコフ効果は、我々の再規絡化された分布関数のマルコフ的発震の重ね合わせで書

けているc そこで、この複素スベクトノレ分解を使って、線形応答理論におけるグリーン=

久保公式の長時間テーノレに起因した赤外発散の開題を分析した。通常論じられているよう

に流体力学的モードのみを中間状態の多体モードの効果に取り入れた場合には、赤外発

散の現れる最大の次元、すなわち臨界次元は、今までと閉じ d=2となった。しかし、中

関状態にもっと複雑な非流体力学的モードを取り入れた場合、流体力学的モードのような

赤外発散を梧殺する項が現れず、その結果、臨界次元として新たにd=4が得られた。時

1本積i士、編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である。

2このレピューは、かつて筆者が英語で書いた論文 [1]-[4]，こ、いくつかの改良を加えて書き上げたもの

である。ここでは、不可逆性が熱力学的極限で現れてくる力学的および数学的根拠を論じるが、その際に、

非平鋳統計力学iこ慣れていない読者にとって特に取り付きにくい分者関数の特異性に付いて、以前の論文

よりもかなり唾み砕いた説明をしてある。

3 E-mail: petrosky@physics. utexas. ed u 
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関の対称性の破れに関して良く出て来る一連の質問に対する回答なり意見を巻末に列挙

した。

1 はじめに

不可逆過程は我々を取り巻いている自然界のあらゆる分野で本質的な役割を演じてい

る。不可逆過程に伴った散逸は伝統的には、熱損失やエンジンの効率に対する制限などの

ように否定的な概念としてとらえられて来た。しかし今日では、散逸は物質の自己組織化

へと導く生産的辻役割を演じることが判っている。したがって、力学に基づいて不可逆性

の微視的起源を理解することは、物理や数学の多くの分野にまたがった重要な問題であ

る。実捺、古典力学でも量子力学でも、その基本方程式は全て時需の反転iこ関して対称で

あるが、散逸を記述する方程式は時間の対称性を破っている。上で述べた散逸の生産的役

割を理解した今となっては、多大な自由度を持った系を厳密に取り扱うことが出来ないと

いう我々の処理能力の限界や、それを根拠とした系の程視化による近似の婦結として不可

逆性が現れてくるという、しばしば関かれるような説明を受け入れるのは国難である。自

然自身は近似をしない。また、我々の存在を可能にしているのは不可逆性で、あって、我々

の存在が不可逆性を産み出しているのではない。この基本方程式と不可逆過程の見かけの

矛盾を解消するために、筆者は、古典力学および、量子力学の基本方程式であるヲウビノレ=

フォン・ノイマン方程式に対する譲素固有笹解析の理論を Prigogine教授との共同研究で

開発して来た。この理論によると、基本方程式はその形を変えることなく、複素固有値の

虚数部分を通して散逸的特徴を獲得する。したがって不可逆性は、我々の処理龍力とは無

関係な、力学に付随した現象であると結論することができる。

ハミノレトニアン系を考えた場合、リウピノレ=フォン・ノイマン演算子(単にリウピリア

ンとも言う)は古典系で、はハミノレトニアンとのポアソン・ブラケットとして、また、量子

系で、はハミノレトニアンとの交換関係として定義される。この演算子は対称演算子であ号、

ヒノレベルト空関内の分布関数や密度行列に作用する限り、その富有値は実数である。そし

て、それが実数であることから、力学では時間の対称性が破れないとしづ主張が出て来

る。したがって、もしリウピリアンが複素固有笹を持つことができたら、時間の対称性が

破れることが有り得るわけである。その場合、もちろん系の運動は非ヒノレベルト空間の要

素によって記述されることになる。

このレビューは2つに大別できる部分から構成されている。 1つは熱力学的極援での古

典リウピリアンの複素毘有値問題の一般的定式{とと、もう 1つはその応用である。

本論でこの一般的定式化を論じる準備として、ここで良く知られた量子力学で、のハミノレ

トニアンの複素富有値問題に触れておしこの場合、護素固有笹を持ったハミノレトニアン

の固有状態は共鳴状態とよばれている。共鳴状態の伊iとして、例えば粒子の励起状態が光

を自発的に放出することによって、その基底状態に遷移するボーアの原子模型の現象をハ
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ミノレトニアンによる力学過程として理解するために考案された Friedrichsモデ、ノレを考える

[5， 6]0励起原子は我々の未来に向かつて基底状態に昌発崩壊をするので、原子は時聞の

向きを知っているようである。 Friedrichsモデルのハミノレトニアンは H=Ho+λVのよ

うに、相互存黒をしていない 2レベル原子の状態と 1光子状態の和からなる無摂動ハミル

トニアン Hoと、光子を 1つだけ出して励起原子が基底状態に移るか、その反対に光子を

1つだけ吸収して基憲状態から励起状態に遷移する過程だけが許されている相互作用 λV

からなっている。ここで入はその相互作用の大きさを表すパラメーターである。このよ

うに簡単な過程に限ることによって、このモデルのハミノレトニアンは厳密に対角化できる

ようになっている [5，6]0このモデノレから得られた結果は、本論で詳しく論じる不可逆性

の力学的根拠を理解する論理的な枠組みについて基本的な雛形を与えてくれているので、

少々長い復奮になるが、その結果をここでまとめておこう:

自発遷移が起こるこの系では、光の状態が連続スベクトノレを持っていることが本質的で

ある。その結果、系のハミノレトニアン Hのリゾノレベント演算子 1/い-H)はZの実軸上

でカットを持った、 z~こ関する多値関数となっている。そして、相互作用の形を適当に選

ぶと、 Zをその護素手面の上半面から実軸上のカットを通して下半面に解析接続したジー

マン面上に 1位の極を持つことを示すことが出来る。この極の位置の童数部分が、励起状

態の減衰比を与える。

一方、もしリゾルベント演算子の極が実軸上にあるような場合には、そのリゾノレベント

演算子を任意の状態iこ作用したものについてその擾での留数を取ると、それが、極の位量

の値を固有笹として持ったハミルトニアンの国有状態になっていることを簡単な計算で示

すことが出来る(例えば[7]参照)。

そこで実富有値に関して良く知られたこの定理を複素平面上の極に対しでも拡張して

適用しその留数を取ると、その状態がちょうどその極を固存値に持った固有状慈になって

いる。これが上に述べた共鳴状態である。この場合、ハミルトニアンの固有値が複素数

となっているために、関じ固有笹に属する左固有関数は、右富有震のエノレミート共役には

なっていない。物理系のハミノレトニアンは対称演算子であるために、ヒルベノレト空間では

複素富有値を持つことが出来ないので、この右国有関数と左冨脊関数で双対をなす共鳴状

態誌もちろんヒノレベルト空間の要素ではない。しかし、共鳴状態を要素に含むように拡張

した関数空間で双直交、双完嬬な富有関数の組を{乍り出すことができる。そして、この拡

張された関数空間の中で時聞の対称性が破れているのである担?針。

上ではzの解析接続をその上半面からはじめたが、これと同じ議論が、 zの下半面から

上半面に解析接続した場合にも成り立つ。ただし、その場合、ハミノレトニアンがヒルベノレ

ト空間で、は対称演算子で、あったことの帰結として、上半面の護素固有{直は必ず下半面の

複素固宥値の複素共役になっている。自発遷移は我々の未来に向かつて起こるので、この

過程を記述するには、 zの上半面から解析接続されて得られる双直交、双完舗な組を{吏っ

て論じなくてはならない。以上が、 Friedrichsモテ、ノレを使って得られた厳密な結果である
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[6， 8]。

ここで重要なことは、自発遷移の散逸過程を特徴づける減衰比が、近似の結果出て来た

ものではなくて、ハミノレトニアン系の持っている厳密な性質であるということである。こ

の場合、この現象を記述するのに、シュレーディンガ一方程式を書き換える必要はない9

ただし、減衰比をハミノレトニアンのスベクトノレの性質の一部として取り入れるためには、

ハミルトニアンの作用する関数空需を拡張する必要があったのである。

上の議論は、量子力学系のハミノレトニアンに関するもので、あったが、これと同様な議論

が古典系の分布関数の時開発展の生成演算子としてのリウピ、ノレ演算子や、量子系の密度行

列の時間発展の生成演算子としてのフォン・ノイマン演算子に付いても拡張できることを

示すのが、このレビューで論じる中心テーマの一つである。

しかし、量子力学で、はすで、にハミルトニアンに関する複素スベクトル表示が知られてい

るのに、イ可を今更フォン・ノイマン演算子についても論じなくてはならないのかという疑

問が出てくるかもしれない。実はこれから説明するように、連続スベクトルを持った系で、

は、この拡張は自明なものではなく、ハミルトニアンの複素園宥笹問題とジウピリアンの

複素富有値問題の間には本質的な違いがある。

例えば、上の例のように量子系のハミ/レトニアンが H=Ho+λVで与えられている場

合を考えよう。 Holα)=ωαiめとして Hoの任意の固有状態で作られるダイアッド |α)(α|

は全て無摂動系のヲウピリアンのゼロ富有値に震し、無摂動系の運動の恒量となってい

る。したがって、 Hoが連続冨存値を持っているときは、無摂動系のリウどリアン辻無限

に縮退している。これは無摂動系のハミノレトニアンに縮退がない場合でも起こっており、

リウピリアンに本質的で富有な性質である。この無援の縮退は、無摂動リウピリアンのゼ、

ロでない任意の固有笹iこ対しても存在している。開様なことは、量子系ばかりでなく古

典系でも起こり、その場合自由粒子系では任意の形をした運動量分布関数が運動の恒量に

なっている。したがって、リウピヲアンのゼ、ロ富有笹に属した富有関数は、やはり無限に

縮退している。

その結果、この無摂動系に相互作用の摂動を入れたときに、その縮退を解く過程で、ハ

ミノレトニアンには起こりえなかった新しい性賓が出て来る場合がある。例えばハミルトニ

アンの共鳴状態を計算するためには、そのジゾルベント演算子の複素平面上での極の位

置を計算しなくてはならないが、良く知られているように、その過程で、ハミノレトニアンの

自己エネノレギ一部分を計算する必要がある。ハミノレトニアンに縮退がない場合、この自

己エネルギ一部分は単なる C数になっている。ところが、本論でも見るように、リウビリ

アンではこの無限縮退のために、「自己エネルギーj に対応した部分が演算子になってい

る。筆者にとってさらに驚きだ、ったのは、この演算子が非平衡統計力学で良く知ちれてい

る一般化されたマスタ一方程式の第突演算子〈もっと正確には、そのラプラス変換)その

ものであることであった。したがってハミルトニアンとは違って、リウピリアンの複素固

有値を計算するためには、その衝突演算子の富有値問題を解かなくてはならない。気体分
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子運動論で良く知られているように、衝突演算子の固有笹は一般に複素数であり、その虚

数部分が拡散係数などの輸送孫数を与えている。そして、例えば、吉典拡散現象やそれに

対応した量子拡散現象での拡散係数などの概念は、一つの軌跡や波動関数に婦着で、きない

概念であり、したがって古典のハミルトン運動方程式や量子論のハミルトニアンの複素国

有値問題には帰著できない概念である。

このようにヲウピリアンの匡有値開題はハミノレトニアンの固有笹揖題に比べて桁違いに

護雑であり、それを計算しなくてはならない我々にとっては大変足介な問題で、ある。しか

し逆にこの複雑性が、多自由度を持った非可積分な物理系の振る舞いのあり方を大変豊か

なものにしているのであり、我々の埋め込まれたこの宇吉の多様性を保証してくれている

のである。

このレピューでは第2節から 4節にかけて、通常の輸送係数が存在すると期待される系

に対して古典リウピリアンの複素固有笹問題の一般論を結分する。非常に一般的に、その

ような系は (2.3)で定義される「熱力学的極限j で示量変数や示強変数が存在している系

である。その場合、本論で詳しく示すように位棺空間内で見いだされる系の確率分布関数

は、位置変数に共役な波数ベクトノレに関して「デノレタ関数特異性j をもっている。この特

異性のために、分布関数はとノレベルト空間の要素になることができず、したがって、リウ

ピソレ方程式をと/レベルト空間よりもっと拡張された関数空間で解かなくてはならないこと

になる。上でも触れたように、このように拡張された空間では、リウピ、ノレ方程式を何ら書

き換えることなく、時間の対称性を破ることができるようになる。

この一般論の応用例として、我々は第5節以降で、一般的な d次元空間の内部で衝突し

合っている賊体球からなる吉典的気体系の熱平傷状態への緩和現象を分析する。応用例を

提示するときには、先ず簡単な例から始めて、顕次複雑な問題に進む方法もあるが、ここ

ではいきなり高度な応用例を提示することにする。その理由は、一つには誌面の制限にも

あるが、もっと大事な理由としては、不可逆性を力学の本賞的な性責のーっとしてとらえ

た我々の立場によって、今まで解けなかった問題がどのように解決できるようになったか

を示したかったからである。

実際、比較的濃密度な系に対する気体分子運動論では、過去の努力によって多くの興味

ある結果が得られてはいるものの [9]-[25]、今なお多大な函難に直面している。その主な

冨難は、たとえば拡散方程式のような亘視的な輪送方程式がマノレコフ方程式であり、その

時間変化が系の瞬間的な状態で決まってしまうところにある o このことは力学の第一原

理から導かれた微視的な方程式とは著しい対帯、をなしている。事実PrigogineとR毛sibois

[26]によってリウヒツレ方程式かち近似なしで導かれた良く知られた一般化されたマスター

方程式は次のような形をしている:

411p(0)p(t)=jdtψO)(t -t')p(O) p(t') +多(0)(t)ρ(0) (1.1) 
δt i¥-; Jo 

ここで、 p(めは分布関数p(rlぃ.，rN， Vlγ ・，VN)に作用して速度にのみ依存する関数を
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抜き出す射影演算子である。この式は弱く結合した系や低密度に対してのみ正しく成り

立つボ、ノレツマン方程式の近訟の適応範囲を越えた領域では記憶効果が重要になり、非マル

コフ的振る舞いが問題になることを示している。そして、そのような物理的状況で平衡状

態に近づく際には、ゆっくりしたベキ型の減衰過程が存在することは良く知られており、

その減衰項がいろいろな盟難をもたらすのである。輪送係数を導出するために、 この方

程式をマルコフ化する多くの試みがなされて来たが、困難は取り捻けずにいる(例えば

[19， 20]参照)。第7節で示すように、マルコフ近似された方程式は 2次元系の気体では発

散してしまうのである。しかしながら、輸送理論が 2次元系で成り立たないと信じるのは

困難である。

ヲウピノレ演算子の複素スベクトル表示に基づいて Prigogineと筆者によって導入された

方法によると、これらの国難を回避できる。かいつまんで言うと、我々は熱力学的撞限を

表す状態として、ヒルベノレト空聞に属さない関数ρのクラス(それには一般化された関数

空間、あるいは超関数が含まれる〉を考える。そして、その拡張された関数空間に対して

ジウピγレ演算子L=Lo+λL' (ここで、 Loは自由粒子に対応し、入L'は粒子間相互作用

に対応する)に対して固有護問題を解く。その解を使うと、その拡張された関数空需で直

交完錆性を持つ p(ν) とIl(ν)という 2つの異なった射影演算子:

2:p(ν) = 1， 2:Il(ν)=1 (1.2) 
Zノ ν 

を導入することができる。ここで、 p(ν)はおと交換し、 E約はLと交換する演算子であ

る。また、 νは f相関の度数J (七hedegree of correl試ions)と呼ばれる数であり、大雑把に

言うと分布関数pの座標に関する各フーリエ成分の中のゼロでない独立な波数ベクトノレの

数である。もっと詳しくは第3節で定義される。我々の理論の最も重要な点は各p(ν)Il糾 ρ

成分がそれ自身で関じたマルコフ方程式にしたがうことを示したことにある[(4.21)参照]0

このマルコフ方程式による記述では p(りと Il(りの商成分が同時に現れている。そして

それは f衣を着たJあるいは「弄規格化されたj 分布関数に対しての記述である。例え

ば、通常の 1粒子分布関数は

ゆ(Vl，t)=}dV2...}dVNP抑制=}向 }d町内伊川川 (1.3) 

で与えられている。それに対して、 p(O)Il(O} pでは相互作患の効果が取り入れられ、衣を

着た速変分布関数は

がめ(V"t)= } dV2"'} dvNP但)抑制 (1.4) 

で定義される。これは媒質のなかの能の粒子との相互斧用に依存した汎関数であり、別の

言葉で言うとこれは「集冨モード」を表している。この衣を着た効果は非平衡効果であ

り、熱平傷状態では衣を着た効果は消えてしまう:すなわち、規格化されたマックスウェ

ノレ分布関数'Peq(vt)を使って'Pi~)(Vl) = 'Peq( Vl)となっている。
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元の速度分布関数が非マノレコフ方程式(1.1)に従うことを考えると、衣を着?と分布関数

に対するこの結果は興味がある。~~し 1結合系でのいわゆる入2t近棋で得られる例のように、

通常の分布関数に対する良く知られたマノレコフ方程式は、平均自由行程時間程度の有限

の時間関隔の関だけで、良い近似になっている [27]。それに比べて短時間と長時間では、マ

ルコフ近似で、無視された記櫨効果が重要になって来るc したがって通常の分布関数はマル

コフ的な輪送方程式を満たさない。それとは対照的iこ、伊(Q)(Vl，t)のような衣を着た分布

関数は全ての時間で、マノレコフ方程式に従う。それゆえ我々の衣を着た分布関数を使えば輸

送係数が定義できることになる。この方向に沿った考えはすでにTheodsopuluとGrecoss

[28]によって試みられている。彼らは3次元流体の分子運動論を捷って線形化された流体

力学方程式を導き出した。そして、線形流体力学がこの非平衡集団モードに対してのみ存

在することを示した。

この論文では、同ーの国立体粒子の集団からなる古典気体がd次元空間内 (d三2)を運動

している比較的濃密度な気捧系について考察する。その系の数密震はηで与えられている

ものとする。 そして、線形イとされた運動論的な方程式が正しいものと予想されるような、

平衡状態に近い系に対してリウゼリアンに対する我々の複素スベクトノレ表示を適用する。

ところで、比較的濃密度な気体の輪送現象を記述するに際して密度展開の高次の寄与を

考慮、に入れた場合に、 2次元系では通常の理論でマルコフ化された分子運動論的方程式

の衝突項が発散することが知られている [20]0これは、流体力学的極限での赤外発散に起

因している。流体力学方程式等の現象論的不可逆方程式に現れる摩擦係数や拡散係数や

粘性係数等々の輪送係数の概念は、このマルコフ化された方程式に付髄した概念である。

しかしながら上でも述べたように、これら輸送孫数が2次元系で存在していないとは考え

られない。この論文で示される重要な結論の一つは、複素霞脊値解析を通して得られる非

平衡繰り込みの概念を使って得られた衣を着た分花関数に対して、マルコフ方程式が全て

の次元で存在することを示したことである。したがって、通常の分布関数を捷つてはそれ

が不可能なd=2の場合でも、輸送係数を定義することができる(第7読を見よ)。それゆ

え、ボノレツマン近似から比較的濃密度流体への移行に対して、援本的な変革が要求された

わけである。すなわち、輸送孫数は通常の分布関数に付髄した概念ではなくて、非平衡集

匝モードに付髄した概念と成っているのである。

しかしながら、我々が自然界を観;期する場合、通常の分布関数に渡つての物理量の平均

{直を通してそれを観測しているのも事実である。したがって、通常の分布関数の時間発展

を追うことも重要である。その場合、我々の複素スベクトノレ表示によると、(1.1)におけ

る分者関数の非マノレコフ的発展は次式で表現されているように、集匡モードに対するマル

コフ的発展の重ね合わせで記述できる:

争M

このことは、いわゆるグリーン=久保の定式化とよばれる、線形応答理論での自己棺関
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関数を計算する際にも同様である。 ([19]と[20]はこの問題の優れた、そして今なお斬新

な解説である。また [22]-[25]も参照。)ここで論じる 2つ自の応用例として、線形応答理

論で良く知られている、 2次元系の比較的濃密度系での拡散孫数に対するグリーン=久保

公式の赤外発散の開題についても論乙る。この発散は速度自己相関関数の長時間テーノレの

効果から出て来る。そこで、この論文では、次式で定義される無次元に規格化された速度

自己相関関数の時開発展を考える:

(Vl，x(O)Vl，x (t))eq r 
rp)= = l  dvz町J伊(Vl;t)

(Vl，X(0)2)eq ) 
(1.6) 

ここで、 (A)句 =J dvN drN Ape;}であり、 ρ7はN粒子正準平衡分布関数であり、 d<p(Vl;t) 

は次式で定義される 1粒子既約関数である:

匂M (1.7) 

また、 β=l/kBTであり、 m は粒子の質量である。

通常の理論では、この発散の存在を示すために、 2つのアプローチがある。その一つ

は、現象論的な流体力学方程式から出発する半微視的なアプローチである [19]。もう一つ

は、運動論的方程式から出発する微視的なアプローチである [20]0共に、この発散が、 2

体空間相関の長時間テーノレのベキ減衰が遅すぎ、ることからくることを示している点で一

致している。

この微視的理論では、ボノレツマン方程式の衝突演算子あ号きとして、その固有値爵題

の解の知識を使って分析している(このことは以下の本論でも詳しく論じるが、文献[20]

も参照のこと)。この分析によると、 2体散乱の効果のみを取り入れたボルツマン近叡で

は自己相関関数は指数期にしたがって緩和時間程度で、減衰することが示せる。さらに、多

体散乱の効果を取り入れた場合、流体力学的モード間の 2モード結合の中でのリング過程

とよばれる衝突過程を通して、自己棺関関数に対してt-dj2の形のベキ員IJ減衰〈し1わゆる

長時間テーノレ)が導きだされることが良く知られている [2針。 d=3の場合、このベキ則

減衰の結果は次式で定義されるグリーン=久保の「拡散係数j

DGK=段右f州 (1.8) 

に対して有限な寄与を与える。ところが d=2の場合、この積分は lnt →∞に比例して

発散してしまう。

しかしながら、上で述べたように通常の取り扱いでは、ボノレツマン方程式に対する密度

展開の補正項を取り入れた場合、 2次元系のマルコフ化された運動論的方程式は存在して

いないことになっている。したがって、ありもしない衝突演算子に対する近叡衝突演算

子の固有笹開題を使ってグリーン=久保公式の発散を示すことになってしまい、この敢り

扱いは自己矛盾に諮っている。
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ここで論じるように、複素固宥笹解析に基づいた我々の取り扱いでもやはり、グリー

ン=久保公式は発散している。しかし、我々が示す取り扱いでは、上に述べたように衣を

着た分布関数に対しては密度震関に対する補正項を取り入れても、その運動論的方程式が

存在しているので、この発散に起因した線形応答理論の限界を矛盾なく論じることが出来

るようになっている己

長い間 d三2に対する r(t)の寄与では2体相関から来る 2体モード結合が一番遅い減

衰過程を導き出すとしづ主張が受け入れられて来た。また 「臨界次元」は d=2である

との主張が受け入れられて来た [13]-[15]，[20]。ここで臨界次元とは、その次元より小さ

い次元では高次のモードからの寄与が低次のものよりゆっくり減衰し、その次元より大き

な次元では早く減衰する境自の次元である。流体力学に基づく現象論的な議論もこの結

果を援護して来た [19]0我々は、微視的理論にお吋る運動論的方程式を使った取り扱いで

も、もし衝突の中関状態の現象を流体力学的モードに限って計算するならぼ、この主張が

正しいものであることを示すであろう。

しかしこの論文ではそれに加えて非流体力学的モードまで考慮に入れると、高次の相関

のなかに 2体桔関からの寄与よりも遅く減衰する寄与があることも示す。実際、比較的護

密度な気体系で、は長時間テーノレに対する大きさの程度が

ア(t)̂-':Lr竹t) (1.9) 
ジ=2

で与えられることを示す。ここでずり(t)は各 r(ν)(t)の中の寄与で一番遅く減表する寄

与を表しており、

ア{ν)(t) '" g3v-4T2(v-2)T-
d(ν-1)/2 (1.10) 

で与えられる [46]0ただし、 7 三 tjtrは緩和時需 tr三 γ-1= (ko(v) ]-1を単位にした無次

元時間であり、

g 三九j-1=kj/η? ηo三 αin (1.11 ) 

である。またん =fd=α3-1nは平均自由行程の逆数であり、 α。は剛体球の直径であり、

さらに (v)= (mβ)-1/2は熱速度である。

この結果によると、実際の蕗界次元はd=4である。そして、グリーシ=久保の拡散係

数 DGKがd=3でも発散してしまうことを示している。このことは、衣を着た分布関数

に対するマノレコフ的運動論的方程式から定義される拡散係数が発散しないとし、う事実と

著しい対照をなしている。またこの結論は、臨界次元が d= 2であるという伝統的な見

解と抵触するので、長時間テールについて第9節以降で詳しく論じることにする。

fおわりに」の節で、ここで論じられた問題と結果をまとめるが、それに加えて、筆者

が長年携わって来た時間の対称性の破れの問題に関してしばしば出されて来た質問に対

する、筆者の意見ないし回答を列挙する。読者等の思索の糧になることが出来れば幸いで

ある。
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2 分布関数の体積依存性とデルタ関数特異性

この章では熱力学的極限で分布関数がもっ重要な性震について論じる。文献[1]も参照

されたい。{立置と速度の位相空間でのN粒子分布関数ρ(xN，t)に対するジウどノレ方程式は

.δp 
(2.1) 

δt 

で与えられる。ここで、 xN = (vN，rN)、rN = (rl，r2ぃ・汁rN)であり、 r= (rx，らγ ・・)は ¥ 

d次元内の位量ベクトノレである。分布関数は

fゐNp附 =1 (2.2) 

のように規格化されているものとする。

我々の理論では f熱力学的極限j、すなわち、系を閉じ込めている一辺の長さが LB の

立方体の籍の体積を V=L告として、

N→∞7 γ→∞ 討もhη=55nite (2.3) 

という極限で示量変数や示強変数が存在するような系を取り扱う。そのような系を記述す

る確率集団〈アンサンブ、ノレ)の分布関数は熱力学的極限ではヒノレベルト・ノノレムを持た

ず、したがってと/レベルト空需に属さない。このことは例えば、以下で見るように、理想

気体の王準分布関数に対して、そのノルムが熱力学的極限で、ゼロとなっていることかちも

判る。

それを見るために、 Pa= mVaに対して、 dμα 三 dpadxα/昆
3のように無次元化された位

相空間体積要素を使って

f仏叫q=l (2吟

と規格された 3 次元系の理想気体の正準分布関数んq 三 exp[-β2二二lP~/2mJ/Zo を考えよ
う。その分配関数の具体的な値 [29]、

r _ /.l~ _2，，，_ VN 127rm¥3N/2 
Zo 三/仏・・ dμNeβEap~/2m = ~ __ (一一)

) '""f"'1 '-"f"'lV V N!¥九2s) (2.5) 

を使い、それにV=N/nを代入すると、熱力学的極限でこの分布関数の無次元化された

ヒノレベルト・ノノレムの 2乗が、

IIÞ，" II~ -J dμ1'" dμN lteql2 ~ (C;) N (2.6) 

となることが簡単な計算で判る。ただし、ここで分布関数に fハットj記号を添えたの

は、 (2.2)とは違った無次元体積要素で規格化さた理想、気体の分布関数であることを強謂
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するためであり、さらに、ヒノレベルト・ノノレムの添字Oもそれが以下の議論で使われるの

とは違った、無次元ノルムであることを強調するために付けておいた。ここで、

/九 ¥3
(" ;._-__ '-_¥ ) n (2.7) 

一¥2J石m(v)J

は N~こ依らない無次元量である。常温の空気の場合の値、ヤ) t"V 500mJs、η t"V 1019cm-3 

等を使うと、 C(jt"V 10-10と評錨され、この量は 1，こ比べて大変小さい僅である。したがっ

て、 (2.6)で計算されるヒノレベルト・ノルムは熱力学的極限N→∞でゼロになっている。

さらにまた、これから説明するように、輸送係数等が存在する非平衡統計力学で取り扱

うような分布関数は、熱力学的極摂で波数ベクトノレに関して fデルタ関数特異性j を持

つという、著しい特徴を持った関数のクラスに摂られる。したがって、その理由によって

も、これらの系の運動をとノレベルト空間内で記述することができなくなっている。

しかし、そのために、ヒノレベルト空需内では対称演算子であったリウピノレ譲算子が、こ

の拡張した関数のクラスに対して数学的に矛盾することなく複素富有笹を持つことが可

能となり、その虚数部分が時間の対称性を破ることが出来るようになる。噴れていない読

者には以下の議論は込み入ったものになっているが、このデノレタ関数特異性は不可逆性の

力学的援拠を理解する上での重要な点の一つになっているので、少々面倒でも読みこなさ

なければならない部分である。

さて、このデルタ関数特異性を理解するために、まず始めに以下のハミ/レトニアンで記

述される 2体の短距離力で相互作用している N粒子系を考えよう:

H=Ho 十入V

N 勺 N N 

=三:乎+入LL V(lra - rbl) (2.8) 
=1 b(>α)α=1 

ここで、入は相互作用のオーダーを表すために導入された無次元量である。相互作用は

γ=  Irlとして、

V(T)=iz九e
ik (2.9) 

のようにフーリエ展開可能であると仮定する。 Q三 VJ(2π)dは体積要素を表し、また、体

積無限大で九 i主体積に依存しないものとする。相互作用のこの体積抜存性は、体積無限

大の撞設で短距離力に対する相互作用が存在するとの仮定から出てくる。また、ここで

は通常の罵期的境界条件を仮定する。そこで波数ベクトノレkはd次元整数ベクトノレaを

使って孟 =nムkと表される G ここでムk三 2πJLBは波数ベクトノレの不連続性の大きさで

ある。また便宣上、整数ベクトノレに関する和を表す代わりに、それを波数ベクトルに関す

る和で表した。また、ハミルトン形式では、速度変数ではなくて運動量変数を使うのが本

務であるが、以下で克るように剛体球を扱う場合には、速度変数で表示した方が簡単な表
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現が得ちれる場合もある。そこで、この論文で、は速震変数を使って統一することにする。

その場合、この論文でのように分布関数が速度変数で規格化されているのか、あるいは、

他の文献でのように運動量変数で規格化されているのかについて混乱しないように注意

が必要である。

当然のことながら、このハミルトニアンの運動エネルギーを表す項は粒子の位置に依存

しない。言い換えると、この部分は粒子の位置γを無F長大にしてもゼロとはならない f非

局所的Jな関数である。そこで、この部分を強引に波数ベクトルに関するアージエ展開の

なかに括り込んで表現してみると、

H=占写会断。(k)+λか-ik.r
b
]e (2.10) 

が得られる。ここで、 8kr(k)三九。をd次元のクロネッカー・デ、ノレタとして、ふ(k)三D8kr(k)
であり、整数ベクトノレに関するクロネッカー・デ、ノレタを表す代わりに、それを波数ベクト

ノレに関するクロネッカー・デルタで表した。長く知られているように、体積無限大の極限

Q →∞で

。-15→Jdka) ゐ(ka)→ 8(ka) (2.11 ) 

となる。したがって、このハミノルトニアンの非局所的な部分は体積無限大の極限で波数ベ

クト/レ註 =0の部分で、デノレタ関数特異性を持っている。

もう一つ重要なことは、短距離力を仮定したので、 (2.8)の相互作用が N2に沈静jした

数の項から構成されているにもかかわらず、もし、粒子の空間的分布が均一分布から余り

極端にずれていない限り、その梧互作用部分からくる全位量エネルギーが N に比例して

大きくなれることである。したがって、熱力学的極限で、は系の全エネノレギーは示量変数と

なり、また、その量を系の自由度の数で、割った、一白血度あたりの示強変数がその極限で

存在している。このような示強変数は、例えば、銀河系のように長距離力で相互作用して

いる場合には存在しない。また、数がいくら多くても、衝突前と衝突後がはっきり定義で

きるような多体散乱系ではN/VがV→∞でゼロになってしまうので、やはり示強変数

は存在しない。我々がこれから論じようとしている、熱力学的な意味で不可逆な系では、

このような例は除外されている。ただし、同じ長距離力でも、プラズマのように反対の電

荷で電気力が遮蔽されて、効果的には短距離力として取り扱うことが出来る場合は、以下

に与える定式を徒うことが出来る。

熱力学的に興味のある系では、熱平衡状態を表す正準分布関数Peq= exp[-βH]/Zが重

要になる、ここで Zは分配関数である。式 (2.10)に現れるハミノレトニアンの中のデノレタ

関数特異性はこの正準分布関数の波数ベクトルによるフージエ展開に対して、大変複雑な

デ、ノレタ関数特異性を持ち来たらす。これをあからさまに見るために、 exp[-sH]のしたが
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う良く知られた積分方程式、

円 =ε一β民一入ls
ds'e一(β-s/)HoVe- (2.12) 

をそれ自身の右辺に逐次代入して得られる λによる展開式に、上の相互作用に対するフー

リエ展開式を代入してみる。その結果、以下のような震関式が得られる [27]: 

N 

仰 N)=長レ。(v
N

)+去三二2ごeiMe-rb)pkh-h(vN)

b>αL  
N 

十 ~2 I: .乞
r
♂E九日kb'rb一仏+kb)うL九 -ka-kb(V

N
)+ 

c>b>αka，kb 

N N 

十去ε5乞εどごプfHVr〉e♂件i九如Lレr
切 α(v

N
)+ '(寺;長E芝乞=2乞乞ご

11
νf

a k α-一

b>αkα，kb

(2.13) 

ここで第 1項は全ての粒子に付随した波数ベクトノレがゼ、ロであり、したがって粒子の位置

によらない速度分布関数であり、第 2項は粒子 αがゼロでない波数ベクトノレ kα を持ち、

粒子 bが技数ベクトノレkb= -kaを持つ以外、全ての残りの粒子の波数ベクトノレがゼロで

あり、第3項は、粒子αがゼロでない波数ベクトノレ九を持ち、粒子 bがゼ、認でない波数

ベクトノレkbを持ち、粒子 Cが波数ベクトノレkc= -ka -kbを持つ以外、全ての残りの粒

子の波数ベクト/レがゼロであり、等々。これら、波数ベクトノレの和記号に 1重ダッシュを

付けた成分では、各粒子の波数ベクトノレを足しあげたものがゼ、ロになっており、したがっ

て、全ての粒子の位置に対して並進対称性が成り立っている(すなわち、位置に関して均

費な)部分からの寄与である。例えば、熱平衡状態ではこのような成分のみからなってい

る9 また、上の王準分帯関数の場合には、第4項以下の波数ベクトノレの和記号に 2重ダッ

シュを付けた成分辻熱平衡系では存在しないが、後の便宜のためにそれらの項も書いて置

いた。また、波数ベクトノレの和記号の上に付けた 1重ダッシュと 2重ダッシュは 2度足し

しないように波数ベクトノレがゼロの部分を除いて和を取ることを意味している。さらにま

た2重ダッ、ンュは、各粒子の波数ベクトノレを足しあげたものがゼロになる部分を除いて和

を取ることをも意味している。

この展開式は一見複雑に見えるが、デ、ノレタ関数特異性に関する一番重要な構造に関し

ては至って簡単である。それは分布関数の各フーリエ成分の中の独立な波数ベクトノレの数

をνとしたとき、そのフーリエ成分の大きさが共通な冨子 l/VN を除いて、 l/nジに上ヒ例
していることである。したがって、ゼロでない独立な波数ベクトノレの数が 1つ少ない項か

らの寄与が、それより 1つ多い項からの寄与と比べて、ちょうど Q語大きくなっており、

(2.11)で見るように、熱力学的極限を敢ったとき各成分が波数ベクトノレに関してデ、/レタ関

数特異性を持っていることを表している。

文献 [27]に詳しく示されているように、系が全粒子の位置に関する並進対称性をもって

いる均質な場合には、波数ベクトノレの和記号に 1重ダッシュのついた均質成分のフーリヱ
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成分で ν個の独立な波数ベクトノレを持った成分は、ジ体位童相関関数のフーリエ成分その

ものである。したがって、熱力学的撞限で上のようなデ、ルタ関数特異性を持つということ

は、その極限での系の運動を論じるのに、速度分存関数(相関の真空)、 2体位量棺関関

数、 3体位置相関関数、等々と、逐一相関の程度を挙げて行く記述法に意味がある系を取

り扱うということである9 言い換えると、熱力学的極患で示強変数が存在している系であ

る。そして、上の展開式(2.13)は相関の程度に基づいた展開をしたことになってる。この

場合、位置と速度のデノレタ関数で表される往相空間内の軌跡に対する分布関数の全ての

フーリエ成分が関じ体積依存性を持っていることと比べると、著しく異なっている。

上の例で、は熱平衡系について論じたが、もっと一般に非平衡系を論じる場合には、分布

関数の中に並進対称性の無い、非均賓な分脊関数まで含める必要がある。上の震関 (2.13)

で2重ダッシュのついた成分を含めたのは、そのような非平衡系をも論じることが出来る

よう iこするためである。この場合、 2重ダッシュのついた最初の項は 1粒子分布関数の位

置に関する非均質性を表す成分である。このように、これから論じる分布関数のクラスの

中には、上で触れた熱平筏系ばかりでなく、もっと一般の非平衡分布関数も含める。その

場合には、分布関数のフーリエ震関が上の展開 (2.13)で表されたのと同じ体積依存性を

持った関数のクラスで、かつ、速度に依存する部分が、各粒子の運動エネノレギーのみで、は

なく、もっと一般の速度依存性を持った関数も許すことにする。この関数のクラスは、上

のようにデルタ関数特異性を持ち、かつ、各フージエ成分が共通の因子 l/VN を徐いて 2

乗可積分な関数よりなっているとしづ意味で、暖味さなしに定義されている。この展開の

もう一つの重要な性質は、 (2.9)や後で定義される相互作用 (3.21)に対して、 (2.13)の体

積依存性がジウピノレ方程式にしたがう時開発展に対して不変に保たれていることである。

上で述べたように、波数ベクトノレに関するデルタ関数特異性は、その分布関数が位置に

関して非局所的な関数であることを表している。それ故、このクラスに嘉する分布関数で

表される状況では f永続的J(persistent)な相互作用を取り扱う出。したがって、非平衡

統計力学で対象となる系は、上で触れた散乱開題のように衝突前と衝突後が定義できる系

ではない。この理論で対象としているのは、いつまで、たっても相互作用をし続けている状

態での系の振る舞いであり、言わば散乱途中の系の長時間的振る舞いである。その結果、

長時開極限や体積無限大の極限の敦り方が、散乱問題とは本質的に異なってお号、その極

限操作の違いが、時間の対称性の破れと言う散乱問題では存在しなかった数学的側面をも

たらすのである [30]。

3 相慢の射影演算子

ジウピ、ノレ方程式の形式解は

p(t) = e-iLtp(O) (3.1) 
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で与えられる。ここで考える系では、リワピリアンLは自由ジウピリアンLoと相互作黒

部分λL'すなわち
N N 

L=Lo 十 λL'= 乞 L~a) + 入乞 L~b (3.2) 

α=1 b>a=l 

より構成されているものとする。ここで、 L~a) = -ivα ・(δ/δra)である。系の運動が上の

例のように通常のハミノレトニアンで記述される場合、ジウピリアンはそのハミノレトニアン

のポアソン括弧式を使って、 Lp= i{H，p}で定義されるが、後で例示するような剛体球

需の特異な梧互作用を取り扱う場合には、相互作用部分は 2体衝突演算子を使った f擬リ

ウピリアンj 形式 (Pseudo-Liouvillian)で表される[式(3.21)を見よJo

ここで論じる古典力学系の場合にも、量子力学の場合と需様な Diracの「ブラ・ケットJ

表示を使うと、 L。の固有状態は

LolkN， VN) = (kN . vN)lkN， VN) (3.3) 

を満たす。ここで、 (kN. VN)三 2こ1ka' Vaであり、また、 IkN，VN) -IkN) o IvN)、か

つ、 IkN)三 Ik1)Olk2) o .・・ OlkN)等々である。それらは平面波であり、系を関じ込めて

いる箱の体積を有設として、

(rN， v'NlkN， V
N) = V-N/2 exp[i(kN . rN)]o(v/N -vN) (3.4) 

で表される。ここで、 d次元のデノレタ関数o(V)を捷って、 o(VN)三 O(V1ト"O(VN)である。

この表示では、任意の位棺関数fはf(xN)= (xN/f)で表され、二つの位相関数fとg

の間の内積は

制 =fd批Z♂内汁州N勺ザf*門*吋(内州 伶

でで、与えられる[匝47行]。ここで r*Jは複素共役を表す。この内積によって、いつものように

譲算子のエルミート共役やユニタヲー性を定義することが出来る。この内積で定義される

ヒノレベルト・ノノレムが有限な位相関数で、張られる関数空関では、ジウピリアンは対称、演算

子であることが示せる。またその関数空間で、LPの自存関数は完全直交系を成す:

乞Ika)(kα1=1， I dv山)(val = 1， (3.6a) 
kα “ 

(kalk~) = Oa，bOkr(ka -~)， (valv~) = 0α，b許可vα-v~) (3.6b) 

ここで、 Oa.bは通常のクロネッカー・デノレタである。

以上の記法を使うと、粒子関の位置棺関の程度による展開式(2.13)を以下で定義する射

影演算子を使ってすっきちした表現:

Ip) = p町)+ EE"p(kα)(α)Ip) + EE'p(ka，-k恰 b)lp)
a kα b>a kα 

N 

÷乞乞IFpMb)(αb)lp)+ー (3η 
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で表される。ここで、

(xNIP(O)lp) = V-Nρo(vN) 

(♂IP(k引a)lp)= v-Nn一元住αrαPka(VN)

(xNIPCka，-ka)(αb)lp) = v-Nn-leika.(ra-rb)Pka，_ka(VN)， 

であり、また、射影演算子は

凶 =J 州 9仏いM川?グ，vN刊N勺)但

州 α)=J州 ak，VN
)(αk，vNI 

戸k，k')(ab) 

(3.8) 

(3.9) 

であり、さらに

10ぅvN
)三 i孟N = 0) 01vN) 

iαk， V
N

)三 Ika= k， kN
-
1 
= 0) 01vN) 

iαk， bk" V
N

)三 Ika= k， kb = k'， kN
-
2 = 0) 0IvN)， (3.10) 

である。

射影演算子 p(ν)( {α})はゼロでない波数ベクトノレをもった粒子の組{α}を特定する演算

子である。これらの特定の粒子に関わった演算子を、特定演算子と呼ぶことにする。しか

し、我々は一般には粒子の名前を特定せずに、単に S留の任意の粒子が見いだされる確率

密度に興味を持っている。そこで、 p(引い})で波数ベクトノレがゼロでない全ての粒子の

可能な組み合わせに対して和を取った一般演算子、例えば、

戸k，k')=乞Lp(k，k')(αb) (3.11) 

る> a=l 

を導入しておくと便利である。この定義により、 p(k，k')p(k，k') (αb) = p(k，k') (αめが成り立っ

ていることに注意。

もし、波数ベクトノレをあからさまに書き下す必要がない場合には、我々は以下で、 p(k)

に対して p(l)、p(k，k')に対して p(2)、p(k，kヘk勺に対して p(3)等々と略記する c したがっ

て、整数νに対して p(ν)pはν度の相関を表す成分を表している。この射影演算子は次の

関係式を満たす:

LoP(V) = p(ν) Lo， p(ν) p(/-h) = p(ν)5u，μ? LP(ν) = 1 (3.12) 
Zノ

また、 p(ν〉に直交する梧補的な射影演算子

Q(V) = 1-p(ν〉 (3.13) 
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も導入しておく。

さて自由運動(あるいは可積分系の運動〉を追っている摂り、ヒノレベルト空需はその記

述に関して整合した枠組みを与えてくれるc しかし、熱力学的極限では、非可積分系の棺

互作用は一般に自由運動に対するのと同じとノレベルト空間には属さない新しいケット・ベ

クトルの組を持ち来たらす。このことは、薪しいケット・ベクトノレと元のケット・ベクトノレ

の内積が熱力的極設で発散してしまうことから分かる。これは、文献[31]でDiracが相互

作用をしている量子場について詳しく論じた場合ときわめて類援した状況である。 Dirac

はモデノレ・ハミルトニアンを用いて相互作用演算子が無摂動系の真空iこ作用した場合、そ

れがヒノレベルト空間の構造を壊してしまうことを示している七もし、全ての時間に渡っ

てケット・ベクトノレの完全性を論じることを望むならば、適当なクラスのテスト関数を想

定した一般化された関数(あるいは超関数)を含んだ、ヒルベノレト空間よりも広い関数空

間を導入しなくてはならない50

このような熱力学的極限での発散は、有限な粒子数 S く N に依存する任意の物理量

Ms(xS
) をテスト関数として、我々の輿味をその期待値、

似叫h川=仲一4仏仰町iLtlp
μ
円匂tつヤIp凶附附附pバ仰桝州(t肋ωtのゆ←))片=Jdx刈 (xし ，x岬Zらω叫s)pμWρ

に援ることによつて避けることが出来る。事実、この量の計算では相互作用に現れる粒子

は「着目粒子」、 1・・・ Sにつながったものだけに摂られるので、この期待値は熱力学的極

援で有摂な檀となる。この操作は、次式で定義されるブラ・ベクトノレ、

(ら vJ三 jd♂[乞2二工伽-XI1)O(Y2一句2). .. O(ys-ω] (xNI (3同
jl宇品 hヲ正 予正js

と分布関数の内積を取ることによって実現化され、その結果、次の既約 S粒子分布関数

11...s(Xl， . . . ，xs)、

N! r 
11・'S(X1，.・・ ，xs) . (OXl・dp)= j dd-slP(♂) (N -s)l J ~~(l 吋 (3.16) 

が導かれる。--.，..で fdzN-sはN粒子の中で着冒粒子 1・・ t を除いた粒子の変数で積分'-. '-'" J UJ..t/ (1…s) 

することを意味している。また、国子 N!j(N-s)lはN鱈の中から壬意の S鱈の粒子の

列を選び出す方法の数を表している。この因子は、配位空間の中でどの S個の粒子が来る

かに関わりなく定義される一般既約分布関数に興味があることから付いたものである。

4例えiま(3.21)で定義した剛体球の場合の相互作用に対しては、

. N N 

何?内f/ dVfNIO， VfN以内=÷zzr)f(VN)

となる。これは N(N-1)/2項からなっており、この内積は熱力学的極限で N21γrvnN→∞のように
発散する。

.5この罰題に寵する詳しい議論は文献 [32]でなされている。
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この位に、以下に定義されるような速度分布関数仇 .rや S手γに対する混合既約分布

関数人..s，1...rも捷う:

争1札，Vr)= J山江二;)P附 (3.17a) 

N! r _ l¥T 

11...s叫，ユl"'rベ(r九1し，...1 九 V町1，. . . ，グ刈V叫同r)= (N 一 s)!戸fJ吋7二ν;む)d釘v2口二コユ:ら}♂p(伊Z♂N勺) (伊3口

r>sに対して通常の呂数分解:

やl"'r(V
r
)=日手(vα); !t...s，l...r(rγ)，= ft...S(XS) rr争(va) (3.18) 
α =1α=s+l 

が成り立っていることを仮定する6。ここで争(vα)は規格化条件

f 釘ω叫ao(作仇ルV九α

を満たす 1粒子速E震芝分布関数でで、あり札、また 1粒子速度分布関数の場合、言記己号の煩雑さを避

lけ?るために争弘αの下の粒子の指標 αを省路することにする。

熱力学的極限では、例えば 1粒子既約分布関数に対して、

f仇 Vl，t) =ゆ(Vl， t)+ ~ Lん(Vl，t)eiq.r1 

q 

→ ゆ(丸山f叫 (Vl，t)eiq.r1 
伶

が得られる。この式の因子Q一→1
は(符3.7η)の中のデ、ノルレ夕関数特異性から出て来たものでで、ある。

今まで、は相互作用がハミノレトン形式で書けるような系について触れて来たが、上で述べ

た全てのことは、開棒球のようにハミノレトン形式で書き表すと相互作用に特異性が現れる

場合にも成り立っている。開体球の場合には 2体衝突の通程を表す衝突演算子が著しく簡

単になって、それに対応するボノレツマン方程式を書き下す場合の計算の労力の多大な部分

が省けるという利点がある。そこで、第6節以降の応用例では、献体球の場合を考えるこ

とにする。この場合、相互作用の部分は、 Ernstet. al.等 [11]によって導入された「擬ジ

ウピヲアンj形式の取り扱いを使って表される(文献[20]の第X章も参照)。この形式で

は相互存用の行列要素は

(k'N， v'NILみIkN，VN) = 土可?いか(k~ + k~ -ka -kb) V-K'-

x 8~~ (k，N-2 -kN-2)8(v'N -V勺 (3.21) 

で与えられる。ここで亘径α。の剛体球の場合の f2体衝突演算子j は

Taab) =αj-l l dS(S-vd)(ftq・釦06rb)ーがq・品。) (3.22) 
Jさ・Vab>O

6この性質は t=Oでだけ仮定すれば、 t>Oで成り立っていることを証明することができる。例えば、

文献 [27ラ 33]を参照せよ。
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で定義される。また、 sは単位ベクトノレで、ある。演算子brb)は Va とVbを、その徳突前

のイ直[4ab)f(va1 Vb) = f(すα，Vb)に置き換える演算子であり、ここで Vab三 Va- Vbとして、

丸=Va -s(品・ Vaふかっ、 Vb= Vb +主将 .Vab)である。さらに、信(kN-2
)は粒子αとb

を除いた粒子に対する N-2個のクロネッカー・デ、ノレタの積を表す。

4 複素スペクトル表示

この節で辻、デルタ関数特異性を持った関数よりなる拡張された関数空間での、ジウゼ

リアンの固有値問題を定式化する。この特異性の結果、リウピリアンはそれが対称演算子

であるにもかかわらず、この拡張された関数空間では数学に矛盾すること無く、複素固有

笹ザを持つことが出来るようになる。この国有笹の虚数部分が時間の対称性を破るわ

けである。そして、系の時開発震が二つの半群に分離ずることになり、 Imzju)壬Gの成分

に対して、系は我々の未来t→∞に向かつて熱平績に近づ、き、 1mぐ)三 o，こ対して我々

の過去に向かつて熱平復に向かうことになる。この二つの半群の領域は熱平衡状態を除い

て重ならない [1，2]0自己矛盾に陥らないように、我々の未来に向かう 1mぐ)三 o~こ対応
した半群の解を選ばなければならない。

富有{重が複素数であることから、一般に左富有状態は右園有値のエノレミート共役には

なっていない。そこで複素富有僅巧
ν
〉に嘉する右および左富有状態をそれぞれ|ぐりと

(庁)Iで表すと

LI巧吟)=ぐ)I巧ν))
1 (守)IL=ぐ)(庁)I (4.1) 

となる。ここで、 νと共に指標jは固有状態を特徴付けるパラメータである。この固宥状

態に対しても (2.13)に対応した相関の度合いによる分解、すなわち、

N 

(xNIぐいがIP糾 IFj(V))+ ~ ~" (xNIP(ka)1可ν))

N N 

+L2ご(XN¥p(ka，-ka)
1可り)+乞

JどいN¥p(ka，k斗ザ)+
る>a ka b>αka，kb 

N N 

=ポ孔市?(vN
)+拝客Hdka吋え(VNHizzfdka(ra-r叫，-ka(V

N
) 

N 

÷会52ifFe4L山 b.rb成山

および(勾刊に対する間様な分解が可能であり、したがってデ、ノレタ関数特異性が存在して

いることを仮定する。さらに、相互作用が消えた場合に対して条件、

IF}V)) = P内庁))，巧勺=(庁)IP(ν(forL'= 0) (4.3) 
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を{寸す。 (4.2)の前に付いた 1jVNj2が (2.13)の対応する因子と異なっていることに注意。

この違いは酉有状態に対して次のような双直交、双完備性を付したことから来る:

(巧吟iげ))= dv，p，djJ' 三:ε阿川守)1= 1 (4.4) 
v J 

また、ここではジヨルダン・ブロックが現れるような最も一般的な可能性は考えないこと

にする。もちろんこの仮定が正しいかどうかは、与えちれた系に対して確認されなければ

ならないが、この論文で示すように無限留の粒子よりなる系で多棒散乱の効果まで取り入

れた富有状患は大変複雑であり、これらの仮定を厳密に証明することは現時点においてほ

とんど絶望的である。したがって我々は一先ずこの性費を仮定して、どこまで生産的な結

論が得られるかを探るとしづ立場を取ることにする。

この国有関数の組を使って我々は系の発展に対して次のような複素スペクト/レ表示を

得る:

e-iLtlp(O)) =乞玄吋乍一辺Y')t(庁Ip(O)) (4.5) 
v J 

さて、 (4.1)の両辺に p(v)とそれに産交する射影演算子Q(りを作用させると、圏有関数

のp(v)成分と Q(ν)成分に対する連立方程式が得られる。その連立方程式を解くことによっ

て、 Lに対するいわゆるブリリュアン=ウイグナー型の固有状慈:

|ぐり =[p(V). + Q(vけ)(ぐ))]IF}v))， 削=(ザ)1[p(V) +力的(ぐ))Q叶(4.6)

が得られる。ここでそれぞれ f相関の生成演算子JC(ν)(z)と「棺関の消滅演算子jがりい)

とよばれる演算子は

C(ν) (z)三 Gら(z)LP(ν)?D(ジ)(z)三 p(ν)LG与(z)

で定義され、それに現れる発展子 (propagator)は

G己(z)三 Q(V)[z_ Q(ν)LQ(ジ)]-1

(4.7) 

(4.8) 

で定義される。

(4.6)を (4.1)に代入して固有状態の p的成分を見ると、それが

ポ)(巧り)1ザ))=ぐ)Iu)ν))ぅ (ザ1'It(V)(Z;V))= (ザIZ;V) (4.9) 

となって、その成分が「衝突演算子」がり(z)とよばれる非平衡統計力学で重要な、演算子の固

有状慈となっていることが分かる。ただしここで、州市 =J NY)lujv))、(庁)IP(ν)=

何V)(v;V) Iであり、ぐ)は規格化定数である。そして、衝突演算子は

ψ(ν)(z) = p(ν)LoP(ν) + p(v)λL'P(ジ)+ p(ジ)λL'C(ν)(z)p(ジ(4.10) 

F
O
 

Q
d
 

可
E
ム



ワウピル演算子の複素毘有催問題と濃密度気体系の非平衡輪送現象

で与えられる。したがって、もし衝突演算子の固有値問題が解けたら、リウピル演算子の

毘有値問題も解けたことになる。 fはじめに」でも触れたように、この衝突演算子がハミ

ノレトニアンの f自己エネノレギーJに対応する部分である。さらに、 v=oの場合、 ψ(0)(z) 
は(1.1)の衝突演算子容O)(t)をラプラス変換した物である。

この演算子は三つの成分からなっている:それは、 1)自由な流れ項Lo、2) 2体相

互作用項、そして、 3)λL'がC(ν)(z)の中の発展子に繰り込まれた、相互作用に関して

非線形な項である。また、衝突演算子の固有植問題は (4.9)で見られるように、演算子の

中に固有笹ぐ)が現れるために、 z;V)~こ関して非線形になっていることに注目してほし
い。この事実は後で詳しく論じるように、通嘗の分布関数に対するマノレコフ化された運動

論的方程式の衝突演算子が 2次元系では発散してしまうのに、衣を着た分布関数に対する

運動論的方程式の衝突演算子がなぜ発散しないのかを理解する上で重要になる。

また、上の結果は、リウピノレ演算子の富有値が衝突演算子の固有笹と同じであることを

示している。後で晃るように、低密度系では衝突演算子の相互作用に関する非線形項 3)

を無視することが出来る。この場合、上の相互作用項 2)はボノレツマン方程式の 2体衝突

項を与える。したがって、低密度系での衝突演算子の固有植が複素数になることは明ちか

である。そのことから、この場合にはリウど、ノレ演算子も複素面有{直を持つことになる。

ここで注意すべきことは、射影演算子 p(V)とQ(ν)を使って行った分解が意味をなすた

めには、上で述べた熱力学的極摂で現れるデノレタ関数特異性の存在が決定的な役割を演じ

ていることである。実際、この射影演算子は上で見たように、ゼ、ロでない独立な波数ベク

トルの数によって分類されている。したがって、ある射影演算子を使って残ちの部分から

分離することは、各粒子に付髄した幾つもの波数ベクト/レに関する積分の中で、それがた

またまゼ、ロになる 1点の寄与を残りの積分から分離することに対応している。そのような

分離が意味を持つことが出来たのは、このデルタ関数特異性のおかげである。もしこの特

異性がなかったら、積分の中の 1点からの寄与は無視できるはずだからである。そしてま

た、その特異性のおかげで、ここで求めた固有状態はと/レベルト空需の要素になっておら

ず、したがって、ジウビル演算子が対森演算子で、あったにもかかわらず複素毘有値を持つ

ことが出来たのである。

さて、部分空間 P糾内で、の双完錯性を仮定することによって、我々は常に {Iイ))}の組

に双直交な状態の組{(ザI}、すなわち

(md〉)=SJd、乞luyV))(引 =p(ジ (4日)
3 

を作ることができるa そのことは、{(引}の組に対する双直交な組 {Iイ))}に対しても

需様である。ただし、一般に(ザiヂ(引である [1，2]。

この双車交系の組を使うと、次式で定義される「包括的衝突演算子j、

。伊)三乞ψ(V)(Z;V)) I 
3 3 
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を導入することができる。それに対応して「包括的生成および消滅演算子j、

C(ν)三乞c伊)(ZJlI))lu;lI)) (ザ1， D(ν)三乞Iv;V))(ザ 11)(ν)(ぐ)) (4.13) 

3 3 

を導入することができる。その結果、包括的衝突演算子は [34]

e(ν) = p(ν)LoP約十 P納入L'P約十 p(ν〉入L'C(ν)pCジ (4.14)

と表され、さらに、ジウゼリアンの酉有関数は

IF}lI}) =何万(P(lI)+刊の，
(守)1 = (ザI(叫

(4.15a) 

(4.15b) 

と表させる。

この式を規格北双直交関係、 (4.4)に代入すると規格化定数が

NJlI) = (引A(ジ)Iイ)) ( 4.16) 

としづ形でもとめられる。ここで、

A(ν)三 p(勺 +DCりC(ジ))-1=乞Iu;lI)iNJぺv;V)I (4.17) 

はp(ジ)部分空間の f規格化演算子」とよばれるものである。さらに (4.6)を使うと、

NJlI) = (v;V)IPCν)Iu;勺+(ザ)11)(ν)(巧ν))C(ジ)(ぐ))1イ)i (4認)

とし1う表現も得ちれる。

以前の生事で我々は fサブダイナミックスj という概念をしばしば装って来た [34]-[36]。

この概念とここで導入した複素スベクトル表示は、次式で定義される f射影演算子j、

II(lI)三乞l可ν))(庁1=(pCν)十 C(ν))A(ν)(p(lI)+ 
3 

を通して関係付けることができる。それは次の直交完信関係

LII(ν)=Hh?E(句 (μ)= II(ν) dll!P.' L II(ν) = 1 (4.20) 

ν 

を満たしている。 II(ジ)はp(ν)の全リウどジアンLへの拡張である [(3.12)参照]0 (II糾アチ

n(りであることに注意。すなわち、この演算子はp(りとは違って自己共役演算子ではない。

この非対称性は時間の対称性の破れからの帰結である。この演算子はリウピリアンと交換

するので、それによって射影される各成分E例 |ρ)は互いに独立にジウピル方程式を溝た
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す。それゆえ、この射影演算子によってサブダイナミックスが形成される。そして、 (4.め
から、各サブダイナミックス p(ν)(t)三 II(ν)ρ(t)の「主成分Jとよばれる成分p(ν)p(ν)(吟に

関するマルコフ方程式

t三p(ν)Ip(ν)(t))= ()(ν) p(ジ)Ip(ν)(t)) (4.21) 
δt 

を導きだすことができる。これと辻対照的に p(t)= LvP(ν) (t)のp約成分は記憶、効果を

持った非マノレコフ方程式にしたがうので[例えば、(1.1)参問、この結果は重要である。ジ

ウピリアンの護素国有{直需題に基づいたここでの定式化では、言己櫨効果はマノレコフ過程の

重ね合わせとして、

制=乞e-iLtp(O)=乞[p(v)+ c匂一司(V)tA (ν) [p(v) + D(ジ)]ρ(0) (4.22) 

U Zノ

と記述される。

以上紹介したリウピノレ演算子の譲素スベクトノレ表示を、ハミノレトニアン (2.8)のポアソ

ン・ブラケットや交換関係から得られるリウピリアンに応用し、弱結合(入~ 1)でかつ

斥力を仮定して、相互作用からくる効果の最抵次(すなわち入2項)の寄与のみを残すと、

ν=0に対する速震分布関数や運動量分布関数に対する所謂入2t近訟に対応した古典系の

フォッカー・プランク方程式や量子系のパノレリ・マスター方程式が得られる。この計算は

比較的簡単であるが、誌面の都合上ここで載せることが出来ないので、それらに関しては

文献[1，2]を見てほしい。この場合、それらの方程式に現れる衝突演算子は、ヲウピリア

ンとは対照的に震対称演算子になっており、従って、衝突演算子の固有値はゼ、ロか純虚数

になっている。上で述べたように衝突演算子の固有値はリウピリアンの菌脊値と等しいの

で、 v=Oの部分空間ではリウピジアンが純虚数の固有笹を持つことになり、元のリウビ

ノレ・ダイナミックスのなかで時需の対称性が破れているわけである。

この対称性の破れた部分の寄与は、容量?突演算子の計算の際に、振動数ないしエネ/レギー

積分に関する被積分関数がポアンカレの共鳴特異性を表す分母の零点で発散してしまう

部分を、デルタ関数として評価して得られた寄与である。強調すべき点は、このデルタ

関数は振動数やエネルギーに関するものであり、第2節で述べた分花関数の空間的非局所

性から来る波数ベクトノレに関するデノレタ関数特異性とは独立な、「ポアンカレの非可積分

性Jを根拠にして得られた特異性である。したがって、時間の対称性が破れる力学的根拠

には、上で詳しく述べた分布関数の非局所性の他に、もう一つ力学系の非可積分性という

重要な要素があったので、ある。このことに関しての詳しい説明は文献[37]~こ載せてあるの

で、それも是非参照してもらいたい。

5 比較的濃密度気体系への応用

この節からは上で紹介した一般論の応用である。序論でも述べたように、ここで紹介

する応用は我々の理論の入門編ではなく、かなり高度な応用編である。上でも触れたが、
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もっと簡単な応用例については文献[1，2]を参照されたい。

前章で総括した我々の定式化を、需じ質量をもった N個の開体球 (d= 3)、あるいは

開棒円盤 (d= 2) よりなる比較的濃密度な気体系に応用する。 d=3の場合で、かつ、空

気分子の亘径を 10-10m程度とした場合、(1.11)で定義された無次元密裏町は 1気圧室温

状態では 10-5在度の大変小さい笹を持つ。ここで言う比較的濃密震系とは、 noは1より

十分小さいが、 10-5よりはかなり大きい場合のことである。

爵IJ体球の場合には、相互作君が特異であり結合常数が小さくないので、以下の取り扱い

では入 =1とおいて、その大きさを Uの中に含めた表現を使うことにする。

我々は、運動論的方程式に対して線形近似が有効な、熱平衡状態に近い状況について

考察する。ここでの議論では、以下の標準的板定、すなわち、(1 )いわゆるリング過

程」による現象の分析が有効であり、そして、 (2)輪送係数の評舘について f流体力学

的モードJと「非流非力学的モードj の分離が明確になされているものと仮定する。

さて、一つの波数ベクトノレqを持ったサブダイナミックス n(q)に対応した 1粒子既約

分布関数を考えよう。それは波数ベクトルqをもった N粒子分布関数のフーリエ成分で

粒子 1を除いた粒子の速度を積分したものとして定義され、それは

f~q) (VI， t) = L fXi) (VI， t) (5.1) 

で与えられる。ここで、

刷 U

でで、あり弘、体積因子;は土分布関数およひ冨有関数の規格化からでたものである [(2ρ2.13め)と (μ4.2勾) 

参照]0。筈突演算子の固有関数包44P;??qω)を使え;試ま、この式は、

小川=戸/2伊[jか「(」vNi州 UJq))] (伊Ip(t)) (5.3) 

となる。内積 (3.5)の定義から、〈斤)Ip( t))が粒子の速度によらないことに注意。それ故、

速度に関する積分譲算子はこの式のカギカッコの中だけに作用する。

この式の従う方程式を導くために、 (5.3)の両辺を時間で微分する。そして、(伊!が

Lの固有状態であることを使うと、

t長ま知d尉刷加f釣伊(ケ何川V町l

が得られ、ここで、

/吋1(い叩削4q))=zj中
である。
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この固有値方程式を既約固有関数を使って表すために、任意の v~こ対して次の式で定義

される S粒子既約関数を導入しよう。

づ引2sバρが川(伊伊例XS
め
s
つ)=州22し...s)三附一斗4づ1ν/

(付4.2吟)をこの式に代入すると、

r)~{...s(め v-82~r戸川十三zvhra弘(VS )
J NjV) L-sぷ Q

gka 

+古玄E;Wh-rb〉
FJ3ka，-ka(vs)+ l (57) 

ー
- b>αkα 

が得られるaここで、 FJL，h(vs)はF北九 (vN)を積分変数vN-sに渡って積分して

得られる S粒子関数である。この式は、毘有関数を部分的に積分して得られる S粒子関数

が、やはりデノレタ関数特異性を持っており、したがってヒノレベルト空間に属さない関数で

あることを示している。

これらの既約関数に対して、 (3めや (3.11)と同乙ように、特定射影演算子 Ps(k)(1)、

Ps(k，k
/) (αb)， .. .や一般射影演算子 P;

μ)
を導入することができる。ここで、指標 Sは、こ

れらが S粒子状態に作用する演算子であることを示している。これを使うと (3.7)と同じ

ように、

IrYL.s) = L ps(fL) IrJ~{...s) (5.8) 
μ=0 

とし寸分解が得られる。ここで考えいている系では相互作用によって全波数ベクトノレの和

が保存するので、 qチOを持った非均質成分の部分空間ではiづ7)=沖)Iづれが成り立っ

ていることに注意。

さて、(4.10)で示したように、 (5.5)に現れる衝突演算子ψ(q)は3つの項から成ってい

る。はじめの 2つの項は最後の項よりも簡単な構造をしている。そこで、この二つの項の

みからくる寄与をイヴと表すことにすると、 (5.5)から
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が得られる。ここで、第2項の体積国子 Vは、 (5.7)で8= 1と8=2の場合では体積依

存性が異なることから出て来た。

煩雑な記号を避けるために、今後は自明なブラ・ベクトノレの部分を省略することにす

る。その約束の下に上の式を特定射影演算子を使って書き亘すと、
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Tomio Y. Petrosky 

が得られる。さらに、

九bf(va，Vb) = f(VbぅVα)

で定義される互換演算子を導入すると、この式は

(5.11) 

N 

Fif)=q V1i明)+ L / dvaPJ∞(肝L~a(l 十九)丘町)iTjfα) (5叫

と書ける。

同様にして、柱時の最後の項も考慮した lづ~)の全成分に対して、

N 

piq)=q VliTjf〉÷乞 /dvaPJ匂)VL~a(1 十九)PJq)(11TjfJ

N N 

+玄乞 /dVG2jdvJ4244q))市)(1) I伐z...aJ (5.13) 

が得られる。ここで、 S粒子既約衝突演算子は

Nizh(z)=Pjq)(1)LL2QデCla2...aS(z)巧q)(l) (5.14) 

で与えられ、 C1az・ぷz)はS粒子既約生成演算子である。この衝突演算子の具体的な形は

後で与える。

式(5.13)は1粒子既約関数で閉じた方程式に成っていない。ここでは、これを閉じさせ

るために我々の考察を平努状態の近傍に観ることにする。流れ項q'V1があるために粒子

1の分布関数は非平衡状慈にある。他のダミー粒子α2，'. . ，αsも、一般には平衡分布とそ

れからのズレの関数で表されている。平衡近傍ではそれらのズレは無視できるくらb川、

さい。そこで、平衡近努での線形な運動論的方程式を導く通常の議論と同様にして評判、

S 之2~こ対して

巧q)(1)づ主2ぷVlヲVa2ヲ・ ・ ，VaJ = rjq) (Vl)<Pe仇 2)-. . <Pe山 J (5.15) 

で与えられる既約国有関数のクラスについて考えれば良い。ここで、

ψ吋Va)= (βm/2π)d/2 exp(一βmv~/2) (5.16) 

は規搭化されたマクスウェル分布で、ある。また、今後は煩雑な記号を避けるために、省略

記号ポ)(V作づ~(Vl) を使うことにする。この式を (5
について関じた f線形化されたj 方程式、

叫(げ)lrjq)(l)))=伊川町))) (5.17) 

。，，“nu 
っ，，“



1)ウピル演算子の複素直有値問題と濃密度気体系の非平衡輪送現象

が得られる。ここで、ず)(1)の因子 1はこの状態が粒子 1に付随した状態であることを

強諒するために付けておいた。ただし、ここで f線形化されたJと括弧付きで述べたの

は、この方程式では衝突演算子が固有笹ザ)に依存しているので、 (4.9)と同じ意味でま

だ、「非線形なj方程式であるからである。また、 1粒子既約状慈|ゲ)(ゆと N粒子状態

IUJq
))を区別するために、ここで、は 1粒子状態に対して2重ケットの記号を導入したc さ

らに、この 1粒子衝突演算子は

守lq)(z)三 q'Va 十 iK~q) + dWlq) (z) (5.18) 

で与えられ、

州主主JdvaPJq)(叫

かつ

川 )(z)=主主fかG2fM鉱山市)(1 )'Peq( Va'2) 向(りα) 仰

である。 1粒子関数に対して ((v1Ij))= j(Vl)である。 (5めを (5.4)-(5.5)と組み合わせ

ると、各自存モードに対しての運動論的方程式、

えが(V11t) =宙lq)(zJq))jJJ}(Vl，t) (5.21) 
δt 

が得られる。

さらに進んで (5.1)~こ与えちれている 1 粒分布関数 jiq) (Vl， t)自身の従うマルコフ型の

運動論的方程式を導きだすことが出来る。ただし、それを導くためには以下で示すように

少々の準舗がいる。

先ず、上で導入した f線形衝突演算子Jkiq)を考える。 (5.18)に相互作用の具体的な形

(3.21)を代入する。間一粒子から成る系では、 (5.18)の中のダミー粒子αを代表粒子2で

量き換え、さらに粒子の和を N-1で置き換えることが出来る。そして、熱力学的極限

を取ると (N-l)jV→η となり、

K!q)1>(Vj) = n J釘 2(Tci
12
)+可12)P12)'Peq( V2)O( V1) 同)

が得られる。 q=Oの場合には、 (5.22)は良く知られた線形ボノレヅマン衝突演算子JKF: 

前倒=ηf川町+P12)'Peq( V2)O(吋 (5.23) 

となる。

qo 
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この誤算子の富有値問題、

Kfl呼(1)))=入JI4>J(l))) (5.24) 

は多くの文献で研究されている(例えば [20]を参照)。次式で定義されるスカラー積、

((州三Jdv[叫)]-lg*(v)f(v) (5.25) 

を導入すると、 KPはエルミート演算子、すなわち、 ((gIKflf))*= ((fIKflg))となってい

る。このスカラー積を使って定義されるとルベルト空間ではスベクトノレ入jが不連続であ

り、また国有状慈呼(Vl)が完錆亘交系、

乞I4>J(l)))例(1)1= 1， ((呼(1)I柳川 =Oj，j' (5.26) 
2 

を成すことが知られている [20]。ただし、 (5.26)の左の式は

L:4>J(v岬 (vD= O(Vl -vD'Peq(叫
3 

とし、う関係の形式的な表現である。

(5.27) 

この論文では、上で、述べた線形ボノレツマン衝突演算子の富有寵問題についての知識の

能に

ぐL争仇)三ηf (5.28) 

で定義される「ボノレツマン=ローレンツ衝突演算子j や、非均費系の線形ボノレツマン禽突

演算子Kf-iq. Vlの固有値問題についての知識も使う。

これらの衝突演算子や上で導入した線形ボ、ノレツマン衝突演算子の富有値問題の解に付い

ての宥益な公式を付録Aに列記しておく。付録Aで見るように非均質系の場合には、線

形ボノレツマン衝突演算子の左固有{直状態は右国宥状態のエノレミート共役に成つてはいな

い。そして、その左右富有状態が双亘交、双完備系を成してる。

それよりもっと複雑な、 (5.17)で考えている富存状態川町)))については、それが、 l

粒子関数の空間の中で双完備性、

L:Iづ叩 (5.29) 

が成り立っていることを板定すると、我々は常に{げ)(1)))}の組iこ対して次式を講たす

双直交な組{Ir)叩)))}を作ることが出来る[(4叫参黒]: 

《り叩)1ゲ(1)))=Oj，jl (5.30) 
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また、ゲ)とがは非平衡モードなので、

((子戸(l)ISOeq(り = ((叫ψ (5.31 ) 

を仮定する。

この双亘交、双完備性を (5.21)に使うことによって我々の目標で、あった、 1粒子分布関

数(4.21)に対するマルコフ型の運動論的方程式、

iflf(q)(Vlj)=eiq)fjq)(V171) 
δtJl (5.32) 

が得られるにここで、

時)三E\þ~q)(が)Ir;∞(吟))((か)(α)1= E zJq)Ir;q)(α))) ((ゲ(a)1 (5.33) 

3 3 

である。

式 (5.3) の中の規格化定数 Njq〉を決めるには、衝突演算子 \þ~q)(z) の左固有値問題を定

式化しなくてはならない。その定式化はここで触れた右酉有値問題の定式化とほとんど同

じよう iこできるので、その定式化は付録Bにまとめておく。

以下で定義される演算子 t(必を捷って、

(αk， ~It(め)Iαp' bq)三託119T(k十 1-p -q) (5.34) 

次の演算子、

ι三 nJ dvo t(ab) (1 +ん)ipeq(Vb) 

を導入しておくと便利で、ある。これを使うと熱力学的橿限では、

Ki句作1)=玄(lq，boIKr/1k' bo)争(V1)

(5.35) 

(5.36) 

k 

と表される。また、 (5.36)で q=Oのとき、それは線形ボノレツマン衝突演算子Kf~こ帰

着する。

6 ダイアグラムによる表現

無次元イとされた系の密度が十分小さい、すなわち no<<1の場合には、 (5.18)の衝突演

算子はその者辺のはじめの 2項で近似できる。しかし、これから例示するような、系の密

度が比較的に大きくなって、 noは小さいが、その高次の寄与が無視できなくなった場合

7ここで得られた結果は、 (5.4)の中のN粒子衝突演算子の冨宥値問題を既約して計算する代わりに、い
きなり(4.1)のジウゼリアンの富有笹問題を既約した計算を震っても得られる。
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(a') 1 O 2 、、、

(も) < 2 
(d) x 2 2 
(e") ~>-

(a") 

ω1-< 2 

例 2>ι

。2>
函 1:基本的なバーテックス:Prigogine-Balescuの規貝IJに従って、波数ベクトノレがゼロで

ない粒子には実線を描き、波数ベクトルがゼロの粒子は破線で描くか、何も措かない。必

要に応じて粒子隷に粒子番号と図5のように波数ベクトノレを付けて描くこともある。間体

球の場合には、 Prigogine-Balescuのダイアグラムにはなかった新しいパーテックス (aつ
がある。

には、この右辺の最後の項からの寄与を考書、しなくては成らなくなる。 式(5.20)および、

(5.14)を見て想像が付くように、この部分の携造は大変複雑であり、その部分からの寄与

を計算するには大変な労力が要求される。そこで、この複雑な計算を見落としなく系統的

に成し遂げるために、ダイアグラムを使ってパーテックス L~b や発展子 1j(z -Lo)を書き

下すのが{更利である。以下に導入するダイアグラムは Prigogine-Balescuによって導入さ

れたダイアグラムの方法に対して、ここで考えている剛体球の場合にも取り扱えるように

少しの改良を加えたものである [27，33Jo 

このダイアグラムでは (kNIL~blk'N) は、図 1 に列挙しであるいくつかのパーテックス

の組み合わせで描かれるc ダイアグラムではゼロでない波数をもった粒子の発展子を実線

であらわし波数ゼ立の粒子は破線で表すか、あるいは何も書かない。必要に応じて、実線

の上に粒子番号、あるいはその波数を付して描く。

Prigogine-Balescuのパーテックスに加えて、図 2で示した (a)と(e)も使うことにする。

国2のパーテックス (a)がiK1に対応していることに注意。

さて、ダイアグラムの使い方の例として、持~q)(z)の中で 2モード過程のみで構成され

てる部分を考えよう。この部分に対応する表現式を見つけるために、次式によって定義さ
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I o 2 
+ 一一一0一一一

1 1 
a邑

‘' 
(a) 

(1 +Pロ× ーやー」

2 

÷ 
2 

1 (e) 

(1 + P12 × ~? 
~ 2:この図は、国 1のパーテックスの足し算で定義され、 (a)=(a')+( a")と (e)=(e')+(eつ
である。

(6.1) 

Gm(z) = ptm) ~(ml/1 
z -J:'N " 

=PF〉占喜[PF)LfPF)占「

f再規格化された発展子Jを考えよう:れる m モード過程に対する

ここでは、射影演算子が N粒子状態に作用するものであることを示すために、前には書

かなかった指標N をあからさまに書いておいた。これを使うと 2モード過程のみからく

るN粒子衝突演算子に対する寄与6ψω(z;2)は

(6.2) 

で与えられる。ここで、 6が∞(z;m)のなかの m はこの衝突演算子がm個の波数ベクトノレ

を持ったmモード過程に対して定義されるていることを示している。 N粒子iこ関するこの

付(母(z;2)を着目粒子 1以外の粒子の変数で積分すると、 1粒子既約衝突演算子dW(q)(z;2) 

が得られる。図 3には (6.1)の右辺の幾何級数を使ってこの笛突演算子をダイアグラムで

表現したものが示されている。

密 3に現れる再規格化された発展子はダイアグラムを痩って、図 4で示されている函の

和として太隷で定義されている。図 3の各ダイアグラムの一番左に現れる図 1の中の (c)

聖のバーテックスは、 (4.10)の最後の項のPFUQPに対応しており、その各ダイアグラ

ムの残りの部分はc(q)(z)に対応している。

ヴ

tハUつ白

5ψ(q)(z; 2) = ptq) L'G2(z)入L'p(q) 
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dwiq
)(z;2) =ー-0ー÷ー〈ヌごト ÷ー〈ヌコ3ー+・・・

図 3:幾何級数を集って得られた突演算子6雪(唱(z;2)の留による表現。太線は図4で定義

されている。

1 

= +.  +..  + ••• ート

菌 4:パーテックス (a)を操り込んで再規格化された発展子の図による表現。

一般に6ψ(q)(z)は、任意のmをもったmモード過程を含んだもっと複雑な過程から成っ

ている。図 5に、 3モード過程に対応するダイアグラムの一つを例示してある。

図3に対応する幾何級数を足し上げることによって得られるところの相互作用の部分を

発震子の中に繰り込んだ表現を使うと、 1粒子既約衝突演算子6雷同)(z; 2)の表現として、

5ぬ州宙叫i戸¢引(引d坊2吟)= 」一亨γて/ dV2 (1但1，...2制O計li託がポtが戸{仕1勺2幻)g叫g品dr;rr1辺12)(z ? (伽阿2針判π吋)dケ) .......;.:: \~q中

が得ちれる。ここで、 2粒子既約発展子込町z)は

g~ab) (z) = 乞 g~a;)(z) [i(2π)-dt(ab) g~a;) (z)t 
n=O 

1 

z-LP)-tkα -iKb -i(2π)-dt同)

で定義されるc さらにリング発展子j は

gJT(z)=1 
U(  '~I Z _ L~ab) -iKa -iKb 

(6.4) 

(6.5) 

で定義され、 Liabφ 三 L~a) + Ldb) + ・÷LPである。時間 t>0 ，こ対して、これら発展

子としては譲素数zの上半面から下半面iこ解析接続したものを使わなくてはならない。

図3，こ描かれているダイアグラムと (6.3)の表現の需には密接な関係がある。各ダイア

グラムの一番左側、図 1での (c)型のバーテックスはnit(12)に対応し、一番右艇の (e)型

のパーテックスはit(ab)(1 + P12)ψeq( V2)に対応し、中間の (d)型のバーテックスは (6.4)の

i(2π)-dt(12)に対応している。さらに、中関の再規格化された水平線は(6.5)のリング発展

子に対応している。表 1に菌 1と2のなかのパーテックスと既約第突演算子の中に現れる

表現式の完全な対応を挙げておく。

さて、 (6.3)の中の寄与に対して、 (6.4)の和の第一項を飽から分離することによって、

この衝突項を

伸子)(z;2)= dwiq)(z; 2R) + dwiq¥z; 2R') (6.6) 

-208-



リウピル濠算子の護素国有値跨題と濃密度気体系の非平衡輪送現象

2 

国 5:dψ(q)(z)に寄与する 3モード過程の挺。

(a) ik1 (b) nit(詑 (c)nit(叫

(d) i(2π)-dt(12) (e) i(2π)-dt(12)(1 + F12)'Peq(V2) (f) i(2π)ーが均(1+兵2)'Peq(V2) 

表 1:熱平衡状態近傍を取り扱う場合、菌 1と2で定義されたパーテックスに対応した表

現式

と分離しよう。ここで、 ð\þ~q)(z; 2R)は(6.3)の中で、gaab
)を必ずと置き換えたものとして

定義され、また、 ð\þ ~q)(z; 2R')は(6.4)の和の残ちの部分からの寄与に対応したものであ

る。演算子5.\þ~q)(z; 2R)は員く知られており ([20]の第X章参摂)、 z=ε→ +iOに対して

げング演算子」とよばれているものである。この演算子は、 2モード結合の寄与に対し

て媒質中の粒子との任意の数の衝突からの寄与を表している。

7 相関の真空部分空間でのリング演算子

この章で怯相関の真空部分空間ν=0 ~こ属した、衣を着た 1 粒子速度分布関数43(Vlpt〉
に対する運動論的方程式を考える。 q=Oの均一な場合には、この分布関数に関して (5.2)

iこ対応した、

伊必d必州;r史知?t出~~(V1，江h仇仇(作何仇川V1九1，

に対する運動論的方程式

会q尋られる。ここで、

である。

十fJM)=吋)(zjO))必作 (7.2) 

雪lO)(z)三 ikf十ぬlO)(z) (7.3) 

-209-



Tomio Y. Petrosky 

この方程式を通常の速度分布関数に対する伝統的な運動論的方程式と比べて見るのは

興味深い。通常の分布関数の場合、一般化されたマスター方程式(1.1)に fマルコフ近似j

を施したものを積分して得られる形式的な漸近的運動論的方程式の中での、リング演算子

を取り扱っている。(1.1)に現れる演算子の上の記号~は(4.10)で定義されている演算子

のν=0の場合の逆ラプラス変換を表している。マルコフ近叡ではp(t-t')をp(t)で近

似し、また、初期条件の記憶効果を表す会(O)(t)を無視する。さらに、(1.1)の積分の上限

について t→+∞の極援でも積分値が存在するとの楽観的な仮説を使うと、形式的に

t三p(O)p(t)= lirp.ψ(的(+記)p(O)p(t) 
δtξ→O十

(7.4) 

という形のマノレコフ方程式が得られる。今後は εを正の無限小 ε→ 0+を表すものとし

て、 limの記号を一々書かないことにする。さちにこのマルコフ方程式の両辺を粒子 1を

除いた残りの粒子の速度で積分し、熱、平衡状態近傍で線形北近似を行うと、(1.3)で定義

された課の分布関数形式的争(Vl)のにたいする近{以的運動論的方程式として、

t三争(Vl， t) = [iKf + dwiO) (+iE)]争(Vl，t) 
δt 

(7.5) 

が得られる ([20]のEq.(X.73)参照〉。

これとは対照的に、衣を着た分布関数に対する我々の方程式(7.2)では衝突演算子の因

子の値辻z=+記で、はなくて、有限な笹z=巧0)三ーが)が現れている。このように因子

の値がゼロからずれているのは、我々の衝突演算子の国有値問題が (4.9)で見るように非

線形であることに起因している。付録Aで示してあるように、 1;;0)列に対する緩和モー

ドに対して、その大きさは 1;)0)̂-J 'Yの程度である。そして我々の演算子持iO)(巧0))の物

理的意味は、その衝突過程が「吸収媒質j の中で起こっているということである。

演算子 dwiO)(z)に対して 2体モード過程の中の寄与ぬiO¥z;2R)だけを残すと、比

較的濃密度系でのリング近似Jが得られる。衣を着た分布関数に対する我々の演算子

5叫町zj勺めと、通常の分布関数に対する (7.4)の中の伝統的なりング演算子の違いは、

本質的である。{可故なら、 d=2の場合に我々の演算子は有限の笹を持つが、通常のリン

グ演算子は発散するからである。そのことを見るために、ジング演算子を神iO)(z;2R) = 

dwiO)(z;認)+ Rnhのように 2つの部分に分解してみよう。ここで、上付きパーを持った

演算子はそれが (6.3)の中の積分でその領域を Iklくねに振った、流体力学的モードから

くる寄与を表しており、 R幼は残りの非流体力学的モードからくる寄与を表している。さ

らに、 (5.22)の中の1112)をTJmで近恕する。その結果、リング発展子(6.5)の中のα=1

と2に対する Kaはkfで近似される8。

付録Aの式 (A.1)の中の a=3と4にそれぞれ対応したズレ・モードと熱モードiこ関連

した拡散モードが、 d= 2 ~こ対して伝統的なリング演算子を発散させることは良く知られ

8この論文では居い球の大きさから来る体積粘性率iこ対する効果に付いて辻論じないことにする。それに

ついては、 [20]の第 VI章と [23]を参照。
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1)ウピル演算子の複素富有韓問題と濃密度気体系の非平饗輪送現象

ている [20]0それ故、ここでは我々の衝突演算子に対するそれらのモードから来る寄与に

付いて焦点を絞って議論しよう。熱力学的極限で (6めのなかでの拡散モードに渡つての

積分は、

〆..，.2 rko ""d-l 
5亨?)(40);明 ~in(2)ldkκ 伶) (7.6) 

¥ηノ h K2DE+む

によって評揺される大きさの程度の寄与をもたらす。ただし、ここではz~こ 40)=-げ
を代入し、 t(12}~412)~γ/η と近桜し、さらに、 (6.5)の分母の -ik-V12+KP÷kfを

がDZで置き換えた。この式で角慶積分については、それが積分の大きさの程度を評価す

るについて重要でないので、それを省略した(もっと詳しくは、 [20]の第XI章を参照〉。

この積分はcjO)rv什こ対して全ての次元で有限である。 3次元についてはそのことは良く

知られているが、 (7.6)は2次元でも有限値をもっている。実擦、 (7.6)にボノレツマンの拡

散係数の大きさ Df~D三(む}/koを代入すると、 d=2対して

5?}(zjo);明t"Vi"yno ln 2 (7.7) 

が得られる。さらにリング演算子の非流体力学的部分が線形化されたボノレツマン衝突演算

子に対する有限な捕正項を与えることは良く知られている [10，20， 21]。したがって、衣を

着た分布関数に対する我々の運動論的マノレコフ方程式は全ての次元で存在していることに

なる。

このことは、 (7.6)の積分が40)を無根小量εで置き換えたものが d= 2 ~こ対して lnε と
対数的に発散してしまい、したがって、通営の分布関数に対する (7.5)の右辺が発散して

しまうことと比べて著しい違いを示している。このことは、 2次元の気体系と云えども、

系は熱平衡状態に近づくことができるが、それにあたって非マルコフ効果が、 3次元系よ

りも重要になるであろうという、我々の直感と一致している。

ここで得られた結果は、分子運動論的方程式が示している不可逆性を、物理学の基本方

程式から得られる力学過程の厳密な性質として捉えるリワピル演算子の複素スベクトノレ

解析が、不可逆性を、我々の処理能力の眼界に根拠をおいた近似の結果得られる性質とし

て捉える伝統的立場と比べて、如何に生産的であるかを具体的に示している。

8 流体力学的モード

次に、もっと複雑な qチGの場合の非均質成分雪作について考える。この場合、 2体

モードまで考震に入れると、右国有状慈に対する国有笹需題は

世iq)(ZF;2)ir戸(1)))=ザ)Iづ叩) (8.1) 

で与えられる。ただしここで叫内zjh)は、 (5.18)の最後の項を (6.3)で近叡したもの

である。 d=3でIqlくんについての流体力学的場合に対して、この方程式は古典流体に

1
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おける非解析的な分散公式の議論の際に ErnstとDorfman~こよって導入された国有蓋方

程式と同じものである [12]0その場合に、彼らは居有震に q5/2で表される、 q=Oのとこ

ろで非解析的にな項が含まれていることを示した。ここでは、 d=2に対して、彼らと同

様な計算をしよう ([18]も参照)。

そのために次式で定義される、付録Aに示してある流体力学的モード{α}= {1，2，3，4} 
からの寄与を抜き出す射影演算子 PhOと、それに直交する射影譲算子 QhO三 1-PhOを導

入する [(5.26)参照]:

PhO =工的(1)))紛糾| (8.2) 

これから論じる古伊(ZJq);2)の固有状態は、 p(りと Q(ν)を使ったジウビリアンの固有状

態の表現 (4.6) と形の上で同じである。ただし。ここでは L の役割を守~q)(z; 2)が演じて

いる。実際、 (8.1)に凡oとQ泌を作用させると、凡川叩

連立方程式が得られる。その連立方程式から QhO成分を消去すると、九。成分に対して、

[巧q)一的)(zJq);2)J凡oiTj叩)))= 0 (8.3) 

が得られる。ただし、

乳母(z;2)三 PhJiq)(z;2)凡0+九o~~q) (z; 2)C~q) (z; 2)PhO (8.4) 

であ号、また、

c~q)(山 z-MLい;2)QY宮内;2)Aω
である。そして、 (8.1)の固有{車問題の解は

Ir;~(り)) = (凡o+ QhoC~q)(ZJq); 2)号。)1ゲ(ゆ

(8.5) 

(8.6) 

で与えられる。

(8.1)の固有値は(8.3)の左辺の演算子に付随した行列式のゼロ点を探すことによって得

られるc そのようにして、分散公式、

Det I zdij -iq句 (q，z) -q2~j(q， z)1 = 0 (8.7) 

が得られる。ここで、

-iqaij(q， z) = ((rt?(1)四lq)(z; 2) I呼(1))) (8.8a) 

-q2Wij(q， z) = ((呼(1)1雪iqb;2)CF(zjq);2)対(1))) (8.8b) 

(8.8c) 
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リウピJレ演算子の複素固有値問題と護密実気体系の非平衡輸送現象

マである。

z=ーだと置くと、分散公式 (8.7)はd=3に対して ErnstとDorfmanによって導かれ

たものと定全iこ同じになる [12]0後らはポルツマンの拡散係数、

dt=-iqcσα-q2D3 (8.9) 

を第ゼロ近似として上の分散公式を逐一解くことに依って、輸送採数に対して上で述べた

d=3に対する q5/2の非解析的を見つけた。その後、この計算はd=2の場合にも拡張さ

れた [18]。その場合の計算がすでにその文献に詳しく提示されているので、ここでは同じ

計算を繰り返さず、その主な結果だけを示すことにする。詳細に興味ある読者は原論文を

参照してほしい。 d=2の場合、対Iql<<koに対して富有値のq依存性は

。)=-匂c'σα _q2D~+ ぷムoln( 1~ ) (8.10) 
α ko 

で与えられる。ここで、 Cf?DLとムαはqに依らない正の定数である。それらの具捧的な

形はここでの議論では重要ではない。音速dと拡散係数DLは線形化されたボノレツマン方

程式から計算されるものにヲング過程からの補正を施したものである。その補正項はno

が小さい程小さくなる。

(8.10) の最後の項もまたリング過程からの補正である。この議正項はq~O のところで

非解析的である。小さな η。に対してムα/D~ '" noであることが知られている。比較的濃密

度な系に対して、広い範留の qに関して拡散項が優勢である。そしてq/んく exp(-l/no) 
を溝たす極端に小さな qの値に対して、非解析的な項が重要になる。

この節で得られた結果は、衣を着た分布関数についての運動論的マルコフ方程式を通し

て任意の次元に対して輪送係数を定義できることを示している点で興味がある。ここに

現れた輸送係数cf?DLとムαが、通常の分布関数の汎関数である、集団モードについての

衣を著た分布関数 p(q)万ωρから得られたものに対してのみ定義されていることを強調す

るのは重要である。このことは、通常の分布関数に対する運動論的方程式(1.1)をマルコ

フ化して論じられる輸送係数が d=2の場合に発散してしまう事実と著しい対照をなして

いる。

この蔀を終わるにあたって、相関の真空成分についての運義論的方程式(7.2)と非均質

成分 (5.21)の間の関係について補足的な解説をしよう。 (5.21)で単純に q=Oと量くと

(7.2)と同じものが得られる。しかし、この関係iこついては注意が必要である。第2節で

述べたように、ハミノレトン系であるにもかかわらず不可逆な運動論的方程式が得られた

最も重要な理由は、熱力学的極限で分布関数のフーリエ成分がデノレタ関数特異性をもって

おり、その結果、その分布関数がとノレベルト空間に属していなかったからであるs この特

異性の結果、 q=Oに対する非均一成分泊)(Vl，t)は真空成分争?)(V17t)とは等しくない

(例えば、 (3.20)のん(Vl，t)でq=Oと置いた部分は、第一項の争(Vl，りではなく、その

項より l/nだけ小さな量である)。したがって、 d=2に対して棺関の真空成分に対する
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衝突演算子宮?が発散せずに良く定義できたのに、非均質成分に対する衝突演算子守ザ

がq=uのところでlnqに比例する対数特異性を持っていることに驚くべきではない。ま

た、この対数特異性は大変弱い特異性なので、非埼一成分に対する運動論的方程式を座標

表示したものは良く定義された方程式であることにも、注意する必要がある。

9 速度自己相関関数

前の章では p(O)II(O) と p(叫II(q)に関連した衣を着た分布関数の発展についてだけ考察

した。しかしながら、ここで紹介した方法は通常の分布関数(l.3)や自己棺関関数等の、

もっと一般的な問題にも使うことが出来る。この場合、全てのサブダイナミックス II(ν)か

らの寄与を計算することになる。これから示すように、自己相関関数(l.6)に対して全て

のサブダイナミックス II(りを考恵、すると、ちょうど繰り込み群の場合と同じように、謡

界次元は d=4となる。すなわち、 d>4の場合には通常のグリーン=久保公式が成り立

ち、 dく 4の場合には記憶効果の減衰が遅くなりすぎて、その公式は成り立たなくなる。

この結論は、臨界次元が d=2であるという伝統的な見解と抵触するので、長時間テー

ルについての詳細な議論をする必要がある。

さて、 (4同の部分空間が2)のなかにある 2体相関の部分空間|ザ))(巧刊に対する最

も簡単なげング過程Jからの寄与の計算を先ず考えよう。この部分空間では時開発屡は

p(k，-k)空間のなかで起こるが、一方、初期条件O<p(Vl;0)と物理量VLxは共に相関の真空

の部分空間にある。したがつて、

内)= J 伽仙仇NV1町Lx川 P内悼例町)氾附C

×叫[一砂ω町2
となる。この寄与は次の 3つの部分からなっている:それは、(イ)遷移 p(O)C(2)(z )p(2)、
〈ロ)部分空間 p(2)JI(2) p(2)の中の時開発展exp[-妙(2)(z)t}A(号、(ハ)遷移p(2)V(2)(Z)p(O)

である。

我々は先ず、図 6に描かれているヲング・ダイアグラムによって記述される過程につい

て考えることにする。その過程は、密 4と図 7で定義されている再規務化された発展子

と、罰 1の中の (b)と(f)型のパーテックスから構成されている。左端の (b)型のパーテッ

クスは上の遷移(イ〉に対応し、中聞の 2本の線は〈ロ)の過程に対応し、そして右端の

(f)型のパーテックスは遷移{ハ〉に対応している。

菌 7中の全ての (a")型のパーテックスを足し上げることよって得られる再規格化され

た発展子の分母にはボルツマン=ローレンツ演算子tKPが繰り込まれている。そこで、

媒質中の着目粒子 1以外のダミー粒子の変数に渡って積分を実行すると、 C(2)に対応した

d
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k 

密 6:(9.1) ~こ対応した 2 体相関の部分空間からなるリング・ダイアグラム。再規格化され

た発展子に対応する太実線や太破線などは函 7で定義されている。

表現、

p{糾O的叱)勺Cぴ(町2

が得られるロここで、伊-k)三何日〉であり、記号:坊はN粒子譲算子とその既約され

た表現の需の対応を表している。同様に V(2)に対して次の対応がある:

p(2)V(引24勺p(めuzpEqキ 11"¥~ ¥ri (lk， 2_klit(12) 110，20) 
，xfJN .-r (2π)d 

×P(2)-tzF-J-吋 門戸Q(V2) (9.3) 

部分空間 [J(2)における、(ロ)に対応した中間部分の発展の既約生成演算子は、 V12三

Vl-V2として、

雷(k，-k)(寸一同)= k. V12 + iKfL + iK: + dW(k，-k) (Zjk，-k)) . (9.4) 

で与えられる。毘 6に対応した部分ではこの衝突演算子の最後の項6雷(k，-k)(z)が無視さ

れている。この近叡は比較的濃密気体の場合には正当であり、この近似はリング近似j

と呼ばれている [2針。さらに、我々は中間部分(ロ)の再規格化演算子A(2)をp(2)によっ

て近似する。この量き換えから来る誤差は noの高次の捕正項であり、したがって比較的

濃密気体の場合にはその補正項を無視できるからである。それらの近似の結果、(ロ)の

持開発展部分に対して、

e-iψ町 Z?))tA(2) :キ p(2)exp[( -ik . V12十 KPL十 Kf)t]p(2)

=玄ioS17kl)伊(2)))勾[(入EL，j÷λyk)t]((争23(1)伊(2)1

(9.5) 

という対応が得られる。ここで、付録Aで論じられている ICT)匂)))は富有値入?をもっ

た線形化されたボルツマン演算子 -ik.V2十 Krの固有状態であり、|争};l，j(l)))は固有{直

入量L，jをもったボノレツマン=ローレンツ演算子の国有状態である [(A.7)参照!。
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(的----田=一一一+ー0…+---0ーひー ÷・・・

(b)ーーー=一一一+--0ー÷ー令。ー÷・・・

(c) __一一ー+--eー+ ..  +・・・

図 7:それぞれのパーテックスが繰り込まれた発展子。 (a)と(b)にはkfLが繰り込まれ、

(c)に辻KPが繰り込まれている。

自己相関関数における長時間テーノレ効果が、小さな波数ベクトノレkくんをもった流体力

学的モードの中の拡散モードの寄与からくることは良く知られている(例えば[19]参燕)。

それらのモードに対して、 D三作)jkoとしてとLK-k)~K2Dの大きさの程度をもっ。その

一方で、 KPLのゼロで、ない富有値はγ=kO¥v)の大きさの程度である。したがって、 (9.2)

と(9.3)の分母のなかでKFの固有値に比べてとよk，-k)を無視することができる。さらに、

小さな波数ベクトノレに対して T~叫勾 Td切と近似して良い。上の式 (9.2) 、 (9.3) 、 (9.5) 

に、これらの近似を施すと、熱力学的極限でこの部分空間内で最も遅い減衰をする最も重

要な寄与として、

F戸(町2 (担2π吋)d乙んd 人 } uVluv2 い耳"L.Lod 

jε{a:} J kくたo J 

×ぷJパ《λ屯芸L川/州込Mω仇向似qぷ(い叫(v~)-司;

×斗可ぜr伊工ロ叫2勾)時E寺}ド主いいqぷρ刈(い叫凶山U叫ω;り)

が得られる。ここでfべりが)は、全ての中開状態が流体力学的モード{α}= {1， 2，'" ，d+2} 

に輯隈された過程からくる寄与を表している。この論文では昌己相関関数の長時間的振

る舞いに興味があるという同意の下に、我々は以後 t>>trの条件を一々書かないことに

する。

式 (3.22)で定義されている 2体衝突演算子に対して82勺(イ+必 =f(イ+v~)日2) が
成り立つことから、 (9.6)の一番右の因子vぷvD<pぷ引を右側の TJ12)j KfLの演算子と

交換させて、その左側に移動できる。 その結果、 ResiboisとDeLeenerによって得られ

た、速度自己相関関数の長時間テーノレに対する表現と、完全に同じものが最終的に得ちれ

る ((20]の XII章を参照): 

r(2)(t)記竺立ア Idk IttL12e{も l吋 匂
(針)djfz}ム<ko

-216-
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ここで、

14= J d巾山手可%同州k)(V2) (9.8) 

である。この式を使うと、長時間テーノレ効果 (rvtdl2)について、例えば、 d=3に対し

て良く知られた結果 [20]、

I 
F引t)勾て p ~ ?Iう (9.9) 

。η14π(DB+崇)tl~I “ 

が導かれる。ここで、 DBはボノレツマンの拡散係数、 ηBはその勇断粘性係数、そして

ρ'm'=mη 辻質量密度である。

10 高次の相関からの寄与の大きさの評価

言言語では、リウピノレ演算子の複素富有値問題に基づ、いたサブダイナミックスの手法を

使って長時詩テーノレを計算した場合、 2体相関の部分空間の寄与だけを取り入れた結果

が、良く知られた 2モード結合の寄与だけを取ち入れて計算された結果と一致することを

納得してもらうために いくぶん詳しい計算に基づいて説明した。この節では、もっと高

次の相関かちくる寄与について、その大きさを評値する。しかしながち読者も予想される

ごとく、相関の程度を上げていくと、その計算の複雑さが著しく増大する。そこで、この

論文では、それらの寄与の大きさだけを評価することにする。

これから示す粗い計算が、大きさの評価に関する譲り正当なものであることを納得し

てもらうために、先ず始めにこの評錨の方法が上の 2体相関に対する結果 (9.7)と同じ結

果を導きだすことを示そう。以下に見るように、この簡略化された計算法は、相関関数の

評缶iこ対する流体力学的モードや非流体力学的モードの役割の本賓を理解するについて、

簡単で強力な視点を与えてくれる。

先ず、 VLxがボ、ノレツマン=ローレンツの衝突演算子KBL.1の衝突不変量ではないことに

注意するD そのことは、射影演算子 QZfを捷って、

ハBL
V1，x = V1，xf.cdOh (10.1 ) 

が成り立っていることを意味する。ここでQZf三 1-RZLであり、 (8.2)に対応した射影

演算子域Lは、付録Aで論じられている KBL，lの固有状態を使って

RZL 三 1 4>~lρ))) ((4>~1. 1 (1)1 (10.2) 

で定義される。同様に、 q 手 G に対する射影湊算子 Q~L(α) 三 1
_ p:L(α) と Q~(α) 三

1-pf(α)、及び、

p:L(α)三i必，1(α))) ((手足{(α)1， p:(α)三乞 14>
;q)

(α) ))料-穴α)1 (10.3) 
jε{α} 

ウ

t
を
2
4

q
L
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を定義して置く。ここで、 ptL(α)とpt(α)は流体力学的モードに対する射影演算子で

ある。

この射影演算子を使うと、 (9.6)の本質的は部分は、

r(2)(t) rv I_~? ~ I北 rdV1dv2V1，x~Q吋(12)pF(めpt(2)伊 (V1)cþ~k)(Vが-k2Dt(V)2 ~ ) UA } UV1UV2U1，x:::;~Oh .Lo ゐ 幻

{α} " 

x / dv~dv~ゅ21(v;)ゆ~-k) (v~) Pt
L (1) pt (2 )TJ叫 lQff42(lG.4)

J 
- ---，- - --

"'( 

と表現できる。ここで、記号~ほ大きさの程度を表し、またこの表現では、 KFLを7で

置き換え λELI+入JKを-k2Dで量き換えた。さらに、 KF~ηTJ12〉であるから、流体

力学的モードと非流体力学的モードの関の遷移に対する zj12)の大きさは

QZfzj
吟 ptL(1)Pt(2)rv ptL(1)Pt(2)TJ12)Q~/ rv ~ (10.5) 

n 

の程度であると評価できる。

自明な記号を用いることによって、この評価式を

QhTJ12)凡 rvPhTJ12) Qh rv 
"'( 

η 
(10.6) 

と省略して書くこともある。同様な議論から、

QhTJ
均 Qh~QA12)Qh~2

η， 
(10.7) 

の評価式も得られる。一方、九TJ同凡の遷移の評錨に対しては撰重を要するので、それ

については以下に 3体相関からの寄与の大きさを評催するときに、詳しく論むる。

この評儲 (10.6)を(10.4)に代入し、争221(vz)と争包¥V2)を、それぞれ qのベキによる

展開の最低次の寄与品L.1(V1)=伊εq(町)と佑(V2)で近桜する。さらに、平均自由行程の

逆数を単位とした、無次元の波数ベクトノレ y= lmk = k/koを導入する。そして、どの

衝突不変量を装って (10.4)の中の速度積分を実行しでも、それらが (υ)2に大きさ 1の程

度を掛けた物を与えるという事実を使い、さらに、積分変数に変換x=yゾヂを施すと、

r(2) (t)に対する大きさの程度の評錨として、最熱的に

ド2)(ト ~Jdke一向~ヲJdye-y'r ~会 (10.8) 

が得られる。この結果は、 (9.7)あるいは d=3の場合の (9.9)と同程度の、整合した大

きさを与えている。

次に、 3体相関の部分空間IFa3))(Pa3) I で図 8~こ対応した、全ての中関状態が流体力学
的モードからなる寄与の大きさを評価しよう。これ以降の図では図 7の(a)で示した両側

の太破線の発畏子を描かないことにする。

0
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リウピル演算子の複素罰有鐘問題と濃密度気体系の非平衡輸送現象

-k 

k-k' 

Qh Ph 
3 

Ph Ph Qh 

図 8:(10.9)に対応した 3体格関の部分空間のリング・ダイアグラム。ここでは中間状態

は全て流体力学的モードに摂られている場合を考える。

式 (9.2)と (9.3)と間じように分母を線形化されたボノレツマン演算子を使って再規格化

すると、この流体力学的モードから来る寄与は

r(3) (t) r'-.J ηポ2J必f &~F〉♂ごd2P)J:K昨PFLQ仏似仰仙hバι山〈担弘10叫O

× … 1 }凡三引(lkヲ3お01計tがt(l仕1臼均引3司叶)刊川11k一必kど，，3弘k')印P九

-ik. V12十 KfL+Kf

x exp[( -i(k -k') . Vl + KfL + ik. V2 + K!f -ik' . V3 + Kf)t] 

×九(lk~k" 3k，1 t(認可1k，30)凡」伐 1 
問-ik. V12十KPL十 Kr
I 

X Ph (lk， 2_klt(引10，20)Qh ci3)十 KfL (10・9)

となる。今後の表現では、大きさの謹度を評缶するに当たって本質的でない速度積分の部

分を書かずに省略することにする[この積分は (10.4)で説明したのと需じ理由で、 (υ)2に

比例しており、一番前にある昌子 1/(吟2を相殺する]0拡散モードに対して、 Dir'-.J Dと

して、それらは

ぜ)~ Ik -k'I2 + k2 D1十 k'2D2 r'-.J (k
2
十 k々)D (10.10) 

と評缶できる。したがって、最初と最後の分母の中のci3
)は (9.1)の場合と同様に無視で

きて、

利之内
1

1

一昨~~ 一L一B
1

一K

l
一÷

一
戸
、

(10.11) 

と評錨できる。それとは対照的に、中間の流体力学的モードからくる分母の中のご2)は、

線形化されたボノレツマン演算子-ik.Vl十KFと-ik.Va十kfの寄与の大きさがci3)
と

Q
U
 

喝
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同じ大きさの程度 rvk2Dなので、無視することはできない。その結果、中間状態の分母

はk= k' = 0のところで発散する特異性をもっている。

式 (10.9)の中には (10.4)には現れなかった、次のような新しい型の遷移とそれを左右

反転した遷移、すなわち、 mε{α}に対する流体力学的モード関の遷移Phzi!3)phが現れ

ている:

凡(lk，3olt(引1k_k"3k')凡~ 併211(1)V43)izf)i手生了、1)必η3))) (10.12) 

一方、付録Cで詳しく証明しであるように、 i，j，m，nE {α}に対して、

((o?(1)呼(3)ITJl門札(1)<Peq(3)))= ((ø? (1)伊勾(3)ITJl刊ぬ(1)Ø~O(3))) = 0 (10.13) 

が成り立っている [(C.2)参照]。それ故、 (10.12)は k→ 0かつ k'→ Oの極限でゼロとな

る白したがって、たとえばkrvどくんの場合の (10.12)の型の遷移の大きさの程度は、

PJ73)ph~手ヱ
κon 

(10.14) 

で与えられることになる。このたJ依存性は重要であり、この依存性のおかげで、波数ベ

クトノレの積分を評{面するときに k'= 0の部分で起こる赤外特異性が相殺がされる。この

式と (10.6)及び (10.7)を比べてみると分かるように、 PhとQhの間の遷移や、 QhとQh

の間の遷移ではこのような相殺は起こちない。

ci3
)に対するここで述べた大きさの評価と (10.5)と(10.14)を(10.9)に代入し、再び、時

聞に依存した部分を隷形化されたボノレツマン衝突演算子の固有値の大きさの程度で置き

換えると、最終的に次式で表される評髄が得られる:

r戸戸仰(3向3巧引叩)(tの)rvηポ2r 必 r‘ dk' (ρl斗)2(~斗)2(互k' ，斗)2マ(IL? ，1
L1

?¥ T"¥ ) 2 e-一仙
J ---J ¥γ/¥η/¥¥kんOη/¥(件k2+ k'2勺)DJ
r _ r _ ，. (k'¥2 r k~ 1 2 1L2 ， "2、T"'U

= で Idk I dk' l ;-¥ I十ょでIe-llC-刊つLJt

n'2 J J ¥koJ Lk'2 + k''2 J -

rv g2r(ァ-dI2)2 (10.15) 

ここでも (10.8)の時と同じような積分変数の変換を行った。

この (10.15)式では全ての中間状態が流体力学的モード凡の場合を評領したが、図 8

に対j;忘する過程の中で長時関テーノレを与える遷移としては この他に真ん中の状態だけ

が凡で、残りの全てが Q九の場合がある。この場合には、 (10.9)に対応した式の全ての

遷移が，/η に比例し、また全ての発畏子の分母が?に比例するのことになるので、その

大きさの評錨は (10.8)をちょうど2乗した物と等しくなり、したがって、その大きさは

g2r-dに比例する。それ故、その大きさは、全ての中間状態が流体力学的モードであった

過程の大きさ (10.15)と比べて 1/ァ信小さくなり、長時間極限ア>>1では、この過程から

の寄与を無視することができる。

nu 
q
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リウピル濠算子の複素固有鐘問題と濃密震気体系の非平衡輸送現象

i~ミフT ーラ

てーーフーーラ

f一、
¥ーーフー

図 9:中関状態を流体力学的モードだけに限った場合、 4体相関の部分空間の中でもっと

もゆっくりしたベキ減衰をするリング・ダイアグラムの例。

Qh Ph Ph Ph Ph Ph Qh 

図 10:中間状態を流体力学的モードだけに限った場合、 4体相関の部分空間の中で図 9

のダイアグラムよりも早くベキ減衰をするリング・ダイアグラムの例

上の結果で、 (10.15)を(10.8)で割ると g7(2ーの/2が得られる。したがってこの比の臨界

次元はd=2である。すなわち、 d>2では (10.15)は (10.8)よりも早く減衰する。

この結果は、 (10.8)を(10.15)の2番目の積分と比べても導きだすことができる。実際、

(10.15)は(10.8)と比べて v=3に対して余分な菌子

mt)~i fdkf向2(~しれ-k'2Dt rv g7(2ーめ/2 (10.16) 
r(v-引t) η } ---¥ko)¥k2十ど2)

をもっている。ただし、ここでも一番右の評価を得るのに、 k= koYとk'= koY'の変数

変換を行った。

全ての中間状態が流体力学的モードに摂られている場合には、式 (10.16)で示された評

価は、任意の高次の相関 ν に対する IF~V)) (þ~v) I部分空関からの寄与に対する評髄に拡張

できる。図 9と10にν=4の場合の代表的な過程を表すダイアグラムを示しておいた。

これらの全ての留で両端の状態は Qhの中にあり、全ての中間状態は九の中にあるもの

τ
tムっ，，“のム
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とする。上の例と同じように評価すると、密 9の各ダイアグラムの大きさは全て間程度で

あり、全ての中間状態が九の場合にはそれらの寄与が ν=4部分空間の中では最も遅く

ベキ減衰し、そして、その大きさと v=3に対する図8の寄与の大きさの比は、やはり

(10.16)で与えられる。それに対して図 10の過程はもっと早く減表する。

この大きさの評価は、任意の相関νに対して容易に拡張することができ、その結果を以

下のようにまとめることができる:先ず、ある中間状態にある線の数mを数える。そし

て、一番右側の外側の笹m=むから出発して、バーテックスによる遷移を経るごとにそ

の数が 1つづっ増し、最大の数m =ジに到達して後、パーテックスによる遷移を経るご

とにその数を 1つづ、つ減らして、最終的に一番左側の m=Oの状態に戻る過程が、中間

状慈を全て流体力学的モードに限った場合に対する最も還くベキ減衰する寄与を与える。

図9はν=4の場合の、そのよう過程の備であり、図 10は、そうでない過程の例であ

る。このように、ダイアグラムのトポロジーと長時間テールの寄与の間には密接な関係が

ある。

しかしながち驚いたことに、この型の過程が最も遅い誠衰過程ではないのである。実

際、もし中問状態の中に非流体力学的モードからの寄与を繰り込むと、もっと遅い減衰過

程が得られることを次の節で示す。

11 非流体力学的モードの繰り込み

この節では、高次の相関の寄与の中で中間状態に非流体力学的モードが現れる過程から

の寄与の大きさを評価する。先ず、国 11に示されている IFa3
}) (括的i部分空間から来る

寄与を考えよう。この留ではダイアグラムの中で矢印で示された部分は非流体力学的モー

ドに制摂され、残りの中関状態は流体力学的モードに制限されている。これを図 8と比べ

ると、図8の中詫状態の各パーテックスにもう一つのパーテックスを加えて、凡から凡

の遷移の関に Qhへの遷移を繰り込んだものになっている。

式 (10.9)に対応して、この過程からくる寄与の大きさは、

ず3¥t) "̂' ηポ2J必吋f北~F〉♂ごd2P)JJk幻FPLQ仏似仰バι(仕1山が伊伊門1泣均引川2勾列)つl

×~vごci3)一t泳k.vムfPL+KfFT可汗f伊JfFP1沼功3勾)附凡

X exp[( -i(k -k') . v1+KFL十ik. V2 + Kf -ik' " V3 + Kj1)t] 

×凡TJI3)(k'， k)九52)-tkvuL kfL÷Kr 

X Ph (lk， 2_klt(12)1叫 ~JKPL(山)

で与えられる。ここで、ア(3)(t)は、今考えている過程から来る寄与であることを表して

っ，uq
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2 -k 

k-Pl kてp'1 

k 

Qh Ph Ph Qh 

図 11:3体棺関の部分空間の (11.1)に対応するリング・ダイアグラム。矢印は中需状態

で非流体力学的モード、すなわち、緩和モードが現れる部分を示している。

お号、またこれから見るようにF仰の中でもっとも遅くベキ減衰する寄与を表している。

また、九T{功 (k，k')Phで表される遷移は、関 11の左側の矢印で示された部分に対応し、

それは

PhTP3)附凡三Jdφ帆p凶凡(lk，3oltが内(

1 

X -i(k -p) . P1十 KPL+tk-P2十 Kf-ip . P3 + Kf 

X Qhバ(但1k一p，3pltぷ{凶1臼町3

で定義された、中間状慈に非流体力学的モードの状態を繰り込んだ遷移である。同様に、

(11.1)の中の凡111汽k'，k)凡で表される遷移i士、図 11の右側の矢印で示された部分を繰

り込だ遷移である。

前節で計算した過程では、中間状態に遷移凡T~;3)Ph iJ~現れ、それがどに比例すること

によってど =0の部分で起こる赤外特異性を棺殺したことを見たが、ここで考えている

過程では、そのように赤外特異性を相殺する遷移はどこにも含まれていない。これから見

るように、そのことが、この過程が前節で評価された過程よりもゆっくりと減表する原密

である。

さらに、 (11.2)の中の分母に現れる線形化された衝突演算子の国有薩の大きさはQh空

間の緩和モードに対して、 γの程度の正の笹の大きさによって下から押さえられているの

で、この分母は k=Oのところで特異性を持たない。この事と、上で述べたが13)の行列

要素の性質を考慮、に入れると、次元解析の助けを借りて (11.2)の遷移の大きさの程度は、

次のように評錨できる:

がoMlk山 rv! d命pF/凡hT，伊T
J γ 付 7η

ここで医子kdは、前と同様に、波数ベクトノレの単位を系の富有の量koで、測ったとき、す

なわち、 p= koYとした場合の p覆分から得られた物である。

(11.3) 

円
ペ
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i = 1， 2に対する (11.1)の二つの九Tf13)九の部分を Pht(吟凡で置き換えると、前節の

(10.9)が得られる事に注意。したがって、 (10.9)の大きさの評範式 (10.15)のえが13)凡に

対応する部分 (k'/ko)(γ/n)を (11.3)式の kg，/ポで置き換えると、 (11.1)の大きさの評倍

が得られる。そして、それは最終的に

ア(3)(t) f'V η2 (dk(dk'(斗2(~) 2 (~~;) 2 (fL? ，1 れ一(k
2
+k切

) ---} ¥γ/¥η/¥η2 ) ¥(k2十 k'2)D)

rv g472(ァ-d/2)2

(11.4) 

と評伍される。

この減衰は (10.9)で評価された過程よりもゆっくりと減衰している。したがって、長時

間では、中間状態に非流体力学的モードを繰り込んだ過程の方が、全ての中間状態が流体

力学的モードからくる過程よりも重要になっているとしづ、注目すべき結果が得られたこ

とになる。この結果は、現象論的な流体力学的方程式を徒って導かれた結果とは異なって

いる [19]0流体力学方程式では、我々がここで考察した非流体力学的モードからの寄与が

はじめから考意されていないので、この違いが得られたことに驚くべきではない。

ここでも (10.16)の場合と関様に、ジ空間の寄与と ν-1空間の寄与の比を取ると

ア(ν¥t) g2 r _n -' ( kO ¥ 2 
f'V ~_ I dk' (一一一)-e-kt2 Dt f'V g37(4ーめ/2 (11.5) 

ア(V-l)(t) ηj ¥k2 + kl2) 

==::'.，---1-" '7ー(ν) 斗

が得ちれることが不せる。'-'-で f，Vj(坊は、男IJ範で論じられた過程に対応するダイアグ

ラムで中問状態の凡t(13)Ph表すパーテックスを (11.2)に対応した Qhの状態を中間状態

に繰り込んだFzf引k，k')凡の遷移に置き換えて得られるダイアグラムからくる寄与を

表す。実際、前節でやったように (11.4)を(10.8)で、形式的に誤って見ると、レ =3に対し

て (11.5)の表現が得られていることは容易に確認できる。したがって、この遅い減衰過程

の臨界次元はd=4であり、高次の棺関の効果はd>4の場合にのみ低次の相関の効果よ

り早く減衰する。

初期{直ν=2の大きさの程度 (10.8)から出発して、逐一 (11.5)を適用すると、序論で与

えた最終的な評価式(1.9)が得られる。

空間次元dく 4に対して、かっ、大きな時間では、高次の相関からの寄与は(1.9)を発

散させてしまう。したがってこの場合、(1.9)が使える時間に対して、上限の時間γ=70 

がある。 70より十分短い時間でのみ、ここで論じたリング過程に基づいた大きさの評価

は有効であると考えられる。この時刻 70は比 (11.5)を1と量くことによって得られ、そ

れは

b = g6/(dーの (11.6) 

d
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で与えられる。これはかなり密度の濃い no= 10:-1に対して、

I 103 for d = 2 
可勾)1012 for d = 3 

(11.7) 

を与え、また、 no= 0.5の非現実的に密度の濃い場合iこは、

8 for d = 2 
Tn勾<

ぜ I4.1 X 10;) for d = 3 
(11.8) 

を与える。

12 まとめ

このレピューでは筆者が Prigogineとの共同研究で築き上げて来た、ヲウピノレ演算子の

複素固有笹開題の観点から、熱力学的極限で、の非平衡物理系の持つ不可逆性を論じ、統言十

力学における分子運動論的方程式によって記述される輸送現象を微視的な力学に基づいて

取り扱う方法を紹介した。そして、この場合不可逆過程が力学と両立する数学的根拠が、

物理系の状態を記述する分布関数が粒子の位置のフーリエ共役な波数ベクトノレの値がゼ

E のところで、デノレタ関数特異性を持つことにあることを指摘したg 物理的には、この性

賞は、熱力学や非平衡統計力学が対象とする系の粒子の空間的分布が非局所的であること

から出て来る帰結である。したがってこのクラスの分布関数で表される状況では、永続的

な相互作用を取ち扱わなくてはならないことになる。そして、多大な粒子数よりなる系で

あるにもかかわらず、 1粒子速度分布関数、 1粒子位量分布関数、 2体位置相関関数、 3

体位置相関関数、等々の分類を使ってその系の註質を論じることに意味があり、したがっ

て、示強変数や示量変数等の概念でその性賓を論じることに意味があるような系である。

特別な例としては、熱平衡正準分布関数がこの特異性を持っている。このような特異性を

持った系は、粒子の数の多少にかかわりなく一過性の相互作用を取り扱う散乱理論で対象

とする系とは際立って異なった物理系である。

本論で述べたようにこの特異性を持った関数のクラスは、各フーリエ成分が共通な国子

1jVNを除いて 2乗可積分な関数よりなっているという意味で、数学的に媛味さなしに定

義されている。このデノレタ関数特異性の結果、非平衡統計力学で取り扱う系の性質を表す

分布関数はヒノレベルト空関の成分になっておらず、したがって、リウピリアンが対称演算

子であるにもかかわらず、複素固有値を持つことができ、その虚数部分が時間の対称性を

破ったわけである。さらに、その虚数部分が、拡散係数や粘性係数等の不可逆性を特徴づ

ける輸送係数を与えていることを示した。

この複素固有笹問題の応用として、 2次元空間における比較的濃密度な古典気体系で

の運動論的方程式の存在iこ関する開題と、線形応答理論での自己棺関関数の計算の際に、

長時間テーノレとよばれる記憶効果の大変遅い減衰項が原因で現れる赤外発散の問題を論
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じた。そして、前者の問題として、通常の分布関数では、一般化されたマスター方程式を

マルコフ近似して得られる方程式の衝突項が 2次元系では発散してしまうが、我々の譲素

富有{車問題から得られる、非平衡集団モードの衣を著た分花関数のマノレコフ方程式は発散

していないことを示した。したがって、低次元系でも輸送孫数は存在するはずだとの我々

の直感が、ヲウピル演算子の複素スベクトル解析によって正当化されたものと考える。

また後者の問題としては、高次の相関モ)ドから来る自己相関関数への寄与が、複素ス

ベクトノレ解析によって如何に系統的に計算できるようになるかを示した。その結果、今ま

でのように中間状態の全てで流体力学的モードの寄与のみを評価するばかりではなく、非

流体力学的モードの寄与まで取り入れて計算すると、長時間では、非流体力学的モードを

中問状態に繰ち込んだ過程の方が重要になっているという注目すべき結果を得た。その理

由は、 (10.13)で示した性賀から、中間の流体力学的モード聞の遷移では (10.14)で見たよ

うに ATS3)phの型の遷移の大きさの程度が波数ベクトノレどに比例することになり、流

体力学的モード関の遷移のみを考えた (10.15)でほ波数ベクトノレの積分を評缶する擦にそ

の分母に現れるど =0の部分で超こる赤外特異性が相殺されるが、それに対して、中間

状態に非流体力学的モードへの遷移を許すと、 (10.6)や (10.7)の性質かち、このような棺

殺が起こらないからである。その結果、グリーン=久保の拡散係数の発散に関する臨界次

元が、 d=4次元であるという結論が得られた。この結論は、臨界次元が d=2であると

いう伝統的な見解と抵触しているので、この長時間テーノレの計算を詳しく論じた。

このレビューでは第4節の最後の部分でわずかに触れた部分を除いて、詳しくは論じな

かったが、不可逆性の問題を理解する要となるもう一つの重要な概念iこ、「ポアンカレの

非可積分性」がある。 n値の独立な運動の恒量をもった少数η 自由度古典ハミノレトニアン

系で、そのリウピジアンのスベクトノレが不連続な鑑を持っている場合、その自由度開の相

互作用を入れた新しいハミノレトニアン系を考えてみる。その場合、ほとんど全ての相互作

用の形に対して、新しいハミノレトニアン系の運動の恒量がポアンカレの共鳴特異性によっ

て壊されてしまい、独立な運動の恒量の数が η より少なくなってしまう。これは「ポアン

カレの定理」とよばれる、カオス等を論じる近代非線形力学系の中心的役割を湊じる重要

な定理である [27]， [3司-[39]。この定理によると、主要動展開の中にエネルギーや振動数に

関する発展子分母がゼロとなる点が現れた場合、もしリウピリアンのスペクトノレが不連続

だったら、その分母が数学的に無意味な表現になってしまうことが原因で、運動の恒量が

壊れてしまうのである。しかし、我々は、系のリウピリアンが熱力学的極援の場合のよ

うに連続スベクトノレを持っている場合には、発展子分母の中に現れる連続なリワピジアン

の富有{重を複素平語に解析接続することによって、その分母のゼロ点が連続変数の積分下

で超関数として数学的に正当な意味をもっ寄与をあたえ、被積分関数の中の発散部分が筈

突演算子として時需の対称性を破っていることを示した [1，2， 37， 40]。それ故、我々は自

由度無限大な系でポアンカレの意味での非可積分系を扱うという意味で、このような系を

f大きなポアンカレ系j とよんでいる。第4節の最後の部分でも述べたように、この非可

戸
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積分性は不可逆性の力学的根拠を理解するための、もう一つの要点で、はあるが、誌面に摂

りがあるので、この問題についてはすく守上に挙げた文献、その中でも持に [37]に詳しく論

じであるので、それらを参照して頂きたい。

このレビューで、扱った問題は、全て古典力学系の開題で、あった。上で述べたように、不

可逆性の力学的根拠はポアンカレの共鳴持異性にある。このことは、量子力学系でも同じ

あり、フォン・ノイマン濃算子が連続スペクトノレを持ったった場合の、ポアンカレ共鳴特

異性の結果として不可逆性が現れて来るのである向。したがって、不可逆性は量子効果

ではなく、吉典系にも量子系にも共通な、共鳴特異性に基づいた非可積分性の婦結として

現れて来たのである [37]。

最後に、 筆者が時間の対称性の破れの問題を議論して来た際に、しばしば出された幾

つかの質問に対する筆者の意見を以下に列挙する:

(甲)筆者がしばしば関かれる雲間に f熱力学的極限を取ったら Nは無限大となって

しまうが、我々の宇宙の粒子の数は有限ではないのかj というのがある。これはもっとも

な質問ではあるが、それに答えるには「物理学の理想化とは何方つという問題も籍めて考

える必要がある。例えば、散乱理論で、はハミノレトニアンが連続スペクトノレを持っているこ

とが前提とされているが、連続スベクトノレを持つためには厳密にはこの宇富の大きさが無

限大でなけらばならない。また、半導体で、はハミルトニアンが連続なエネルギーバンド構

造を持っていることが本質であるが、それを厳密に持つためには結晶の大きさが無限大で

なくてはならない。しかしながら、実験で取り扱う実際の系が厳密には連続スベクトノレを

持っていないのだから、その仮定で計算された散乱問題や半導体の問題の結果が現実の現

象を記述していると考えるのは意味がないという方は、物理学者の間にはいないと患う。

筆者は証明をまだ試みてはいないが、我々が埋め込まれているこの宇富の性質をこれら連

続スペクトルの極限を使って記述で、きるのには、数学的な裏付けがあるのだと思う。多数

の粒子からなる系を敢り扱う場合、系の記述の仕方に先ず理想化された I体問題を理解

し、次に理想化された 2体問題を理解しと、願iこN体問題の Nを大きくして理解して行

く方法もあるが、 Nが大きい場合に、いきなり Nを無限大にした理想化を考え、 Nは大

きいが有摂の場合には、 llNのある正の数のベキを単位とした漸近震関をして、その補

正項をJJ顎に計算して行く方法もあり得る。良く知られているように、近畝をあげて行って

も、パラメーターが大きい場合の漸近展開は、パラメーターが小さい場合の級数震関とは

同じ植や関数形に収束するとは摂らない。熱力学的極限を論じたり、散乱理論や半導体の

バンド構造を論じているのは、この漸近展開の一番はじめの寄与だけを考えた場合に対応

していのだという方向で数学的な正当化ができるのではないかc

(乙) rポアンカレの再帰定理との関係はどうなっているのかj という雲間も良く聞か

れる。ご存知のように、ポアンカレの再揮定理は軌跡に関する定理で、あって、分布関数に

関する定理ではない。さらに再帰定理は位相空間内で軌跡が有限な体積の領域iこ限られ

ている場合についてのみ適用可能である。したがって熱力学的極限で、は軌跡と云えども適
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用可能ではない。さらに、この定理が適用可能な場合でも、位相空間の 2点が同時に初期

条件の近傍に戻ってくる時間は、各々の再帰待問の最小公倍数で、ある。非線形力学のカオ

スの理論によって明らかにされたことは、系がポアンカレの意味で非可積分な場合には、

ある軌跡の任意近接にある別々の軌跡が互いに全然違った再帰時間を持ち得るということ

であるa 連続関数である分布関数を論じる場合には、 2点、どころか軌跡、の無援個の集合を

論じている。したがってカオスが予想されるような非可額分系では、少数自由度系といえ

ども分布関数に対して再嬉定理は成り立たない。

(丙) r日定理に対する E シュミットの批判との関係、に付いてj も良く関かれる雲間で

ある。ヒノレベルト空間内の状態iこ関しては、確かにロシュミットの言うように H定理を

満たすような量はハミルトン系には存在しない。しかしながら、複素固有笹をもっ共鳴状

態をその要素として含むように拡張された関数空間では、力学に従っている限り、速度反

転しても相変わらず単調に減衰し続けるH関数を作ることが出来ることを文献(6]で示し

た。またこの H関数を使って、光子の吸収や散乱による競起原子の生成消滅過程に対し

て、エントロど一生成のみならずエントロビー流の役割に付いても、文献[41]で論じた。

(丁) fVan Hoveの入2t近似とよばれる、 t→∞の極援で時間のベキ関数として発散

する永年項を集めた近似計算や、摂動展開の近似計算で、出て来るエネルギーや振動数のデ

ノレタ関数で表されるポアンカレ共鳴を根拠に、不可逆性というデリケートな問題を論じて

も良いのかj もしばしば出て来る質問である。例えば、励起原子が光を出して基憲状態に

遷移する現象を記述するために考案された Friedrichsモデルは、そのハミ/レトニアンが簡

単な構造をしているために、ハミノレトニアンの複素国有植をもった共鳴状態を厳密に計算

することができる向。さらに、この系では発展演算子exp[-iHt]がユニタリ演算子であ

るにもかかわらず、指数関数的に減少する成分が近似なしの厳密な発展の中に存在してい

ることも、この共鳴状態、を使って示すことが出来るc この発展誤算子の従うダイソン方程

式を入2t展開に基づいて計算すると、それがこの厳密に存在する振る舞いをこの永年項を

通し逐一近似的に評価したものになっていることを示すことが出来る。また、不可逆性を

表す減衰比等の輪送係数に対応する複素固有笹の虚数部を摂動展開で計算すると、その最

低次の寄与がちょうどエネルギーや振動数のデノレタ関数で表されるポアンカレ共鳴の部分

からの寄与になっている。そして、その近似の精度を上げて行くと、デ、ノレタ関数はローレ

ンチアンに近い型の幅を持った関数になっていることも示すことができるc しかしこの場

合にも、近似の精度を上げて最終的に摂動展開の全次数を集めて厳密に計算したからと

いって、輸送係数が消えでなくなるわけではない。ポアンカレの定理によれば、摂動展開

の最抵次でポアンカレ共鳴があれば、系は全次数で非可積分系になるということである。

無限自由度を持った系に摂動展開の低次でポアンカレ共鳴があるということは、その非可

積分性が原因で待問の対事:p性が被れていることの指標を与えているわけである。

(戊) r量子力学で自由粒子の波東が広がる運動は時間に対して向きを持っているよう

に見えるが、それと不可逆性との関係は何かj。これは無限に広い空間の中で起こる現象
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なので(乙)に関連した質問とも考えられる。また同じような例として f2種類の分子で

出来た理想気体で、もし一方の分子の分布が局在していた場合には、衝突なしにあたかも

拡散現象のように能の分子と混じって行くように克えるが、それと不可逆性との関保は何

かj としづ質問も考えられる。これらの現象は、非平議統計力学が対象とする散逸現象で

はない。散逸現象の特徴は、系の不可逆性を特徴づける、初期条件によらない時間スケー

ノレ(例えば熱平翁状態への緩和時間等)が存在することである。この時間スケーノレは、第

4箆の最後の部分で触れたように、ポアンカレ共鳴に基づいた非可積分性を根拠に簿られ

た衝突演算子の譲素固有{直の童数部分から計算される物である。実際、余程特異な初期

条件を選iまない限り、初期条件の記壌は衝突によって多体相関の中に散って行き、その衝

突過程だけに依存して初期条件には依らない系固有な時間スケーノレ(例えば拡散時間等〉

が現れて来ることは直感的に受け入れられるであろう。それに対して、ここの質問の現象

は、相互作用に依らないために系の富有の時需スケーノレは存在せず、初期条件に強く依存

した現象である。このような現象は、時間的に向きのある現象で、はあっても、位相混合現

象とよんで散逸現象とは質的に違ったものとして区別している。

この能にも、ここで紹介したリウピ〉レ=フォン・ノイマン演算子の複素富有値問題の応

用例として、指数関数的に厳密に減衰する量子系の不安定粒子を密度行列のレベノレで、同定

する問題[42J-[44]や、 YangがBetheのansatzに基づいて熱力学的極限で分配関数を厳密

に計算した量子系に対して、熱平衡状態への時開発展を考察したものがある [45]0後者の

問題では、我々は、その系のリウゼリアンの複素居有笹がハミノレトニアンの複素固有笹の

差で、表されていないことから、ハイゼンベノレグによる交換関係の発見の指針を与えてい

た、原子から放出される光の振動数に関するRize-Rydbergの二項原理がこの Yangの系

では成り立たないことを示した。そのことは、不可逆な系では物理系を記述する最も基本

的な量が確率振幅ではなくて、確率密度行列であることを示している点で興味のある開題

である。興味のある方はその原論文も読んで頂きたい。

A 線形ボルツマン衝突演算子のスペクトルの性質

この付録ではd=2の場合の線形ボノレツマン衝突演算子のスベクトノレの性質を簡単に列

挙する (d= 3の場合については [20])を参照)。

流体力学との関連でこの固有値問題では、ゼロ富有値入2=Gに属する居有関数認が

特に重要になり、それは「第突不変量」とよばれている。 2次元系では、第突不変量は4

重に結退している。すなわち、 {α}三 {1，...，4}である。我々は今後、この衝突不変量に

属した富有状態の指標として、記号 {α}を使うことにする。この不変量辻マクスワェル

分布 ψεq(Va)に、それぞれ、 1、速度の成分Vω とり句、または、速度の大きさの 2乗uiを

掛けたものである。空間内の方向を記述するために、与えられた波数ベクトノレqに平行な

円
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単位ベクトノレ告を Z方向に選ぶことにする。したがって、 Vax= q. vaである。そうする

と、互いに直交する規格化された衝突不変量は

必(Va)=χ~(Va) <PぷVa)

で与えられる。ここで i= L 2として、

I 3 r-ーで つms引2¥
χ?(Vα) =一{一一一一 (-l)ivfmsq・Va+ ~1I ;;a ) (A.2a) J2¥J1ヲ v"UfV αJ百/

χ~(Va) = ~も'Vα(A.2b)
1 I ゲnA'1，2¥

χ~(Va) 壬三 (5 一一乙/a ) (A.2c) 
"¥/ 11¥2  J 

(A.1) 

であり会ょはえに亘交する単位ベクトルで、ある。

j5t{α}をもった残りのスベクトノレに対しては、入?ど入。 >0であ号、ここでがは、ゼ

ロでない富有値の最小なものを表す。その大きさは (5.23)と(3.22)で与えられた kfの

次元解析から評値できて[(1.11)も参照j

入。 rvnαg-1(V)=γ (A.3) 

である。

非均質系では線形化されたボノレツマン衝突演算子の右固有笹問題は

(K~ -iq.vα) Iげ)(α)))=入ilcf>)q)(α))) (A.4) 

で与えられる。同じ国有笹に罵する左富有状態は《件一句)1である。この毘有状態は右国

有状慈と一緒に以下の双完備、双蓋交系をなす [20]: 

L 1 <t)q) (吟))糾吋(α)1= 1， 似 吋(a)Icf>)q)(α)))=Oi，j (A.5) 
3 

小さい波数ベクトノレIql<<んの場合には、固有値賠題 (A.7)の解は qの級数展開、

Icf>)q) (α))) =材料)))-iql cf>~~(a))) +・会

入7=λ23目 - iq入も +q2入2，j・ (A.6) 

を使って求めることが出来る。

流体力学的モード手少はq→ Oのとき (A.1)の衝突不変量に帰着する状態、すなわち、

なα=0として定義される。実際のところ、 (A.2)は衝突不変量が、

(K~ -iq . va)I <þ~q)(α))) = -iqσαI cf>~O) (α))) + O(q2) (A.7) 

を満たすようにχの形を選んであったので、ある。ただしここで、 σ1=ーの =c=、/五声否

は音速であり、 σ3=σ4=0である。そして、 i= 1，2に対する (A.2)のdは音モードに

対応し、認はズレ・モード、手2は熱モードにそれぞれ対応する。
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流体力学的モードに対する (A.6)のスペクトノレの qに関して 2次の諸正項は次式で計算

されるボノレツマンの拡散孫数DZを与える [20]: 

入2α=同 (α)1<1.Vαtzh一九)1術的)) (A.8) 

ただし、 ξ→ O十は正の無限小である。

j~{α} を持った非流体力学的モードは「緩和モーれともよばれる。このモードの国

有値の実部の大きさの程度は

Reλ?~γ (A.9) 

か、それより大きい値を持つ。

我々の計算で辻、 (5.28)で定義されるボノレツマン=ローレンツ演算子、 および、その

非均質演算子kfL-iqvaも使うokfL-tqVGの固有状態iゅ昆j(a)))の中で衝突不変

量はーった、けで、あり、それはq=Oに対するマクスウェノレ分布必L.l(Va)=ψeq(Vα)、すな

わち、

kfLVぷ九)=0 (A.10) 

である。

非均賞系の右富有値方程式は

(K~L -iq . va)1争昆j(α)))=λZLJ|争昆j(α))) (A.11) 

であり、開じ固有笹に属する左固有状態は前と同様に、((叫(α)1である。この固有状態

は右富有状態と一緒に双完備、双直交系をなす。ボルツマン=ローレンツ演算子の衝突不

変量が縮退していないことから、これには音モードが存在しないことを除いて、上で線

形ボノレツマン譲算子について述べた、 (A.3)のすぐ土の文章から (A.9)までの性質と公式

は、それらを対応する固有笹や固有関数に量き換えるだけで、このボノレツマン=ローレン

ツ演算子に対しでも同様に成り立つ。

B 左国有値問題

この付録では、 (5.18)で与えられている既約衝突演算子宮ヂヤ)の左固有植状態を与え

る。以下の議論は第5節で与えられたものと平行に論じられる。

先ず (5.5)に対応した式

Jd~川町ψ(q)戸jq))|いN) = z;中古代引いN) 但 1)

1
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から始めよう o p粒子既約左固有関数は次式で定義される [(5.6)参照]: 

5札仙;討L山ゴμυpバ(作(伊5羽討 pl〆川i拘伊問xpめ
p
勺)三附一→4哨づ1νゆ/β2

そして(伊5.13め)に対応した

N 

d)(52i=(gjf!司 V1+乞 Idvα(sjtiPJq)(1)VL;J÷九)ポ(1)

N N 

+乞乞 /dVa2 ・ / dvap (北2...apl弓叩)ð1þi~九p(ポ) (B.3) 

が得られる。ここで [(5.14)参照]

MiZαp(Z) = P~q)(1)D1a2 匂 (z)Q~q) L~a2P~q) (1) (B.4) 

である。

平衡状態近接だけに制限して、 (5.15)に対応した次ぎのクラスの既約固有関数を考える:

弓中q)(叫主2...a匂μPバ(V1，V九a句2"" ，Vap吋α匂μpJ)= 54;?ω(付V山 εqρG句ψ2) 伊仇向E匂山q

これを(但B.3め)に代入すると 1粒子左冨有関数((s)乎
q)
ヤい(与糾1月)1に関して閉じた方程式[江(5.17)参照]、

。jq)制限[(zJq¥=げ ((s)q¥l)I (B.6) 

が導かれる。

最後に、規格化定数ivjq)は(4聞を使って、

N N 

(NJω) 
-1 =.(柏村q)1ダ)十三;乞 (412αplD1α2山 )Cla2...ap(中

p=2α2，…，ap 

で与えられる。

C 412)の行列要素の性質

ここでは付録Aに列挙された線形化されたボノレツマン衝突演算子の冨存状慈を使って

表示される演算子 TJ12)の行列要素に対して、重要な公式 (C.2)を証明する。

自己相関関数の中での多モード過程からの寄与を評価するとき、しばしぼ

((1;~k) (1 )1;;1) (2) 11五
12)1 1>~-p) (1)ぽ+p)(2)))

= J dVl J伽 2dWJ(U2附

nノ“
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という形の行列要素にお自に掛かる。

特に興味があるのは「流体力学的状況j とよばれる状況であり、それは(C.1)の行列要

素が (A.6)のように波数ベクトルの k=l=p=Oの男りで、級数展開の抵次の寄与を使っ

て近畝できる状況である。ここではこれから、笛突不変量i，j，m，nE {α}に対するこの

展開のゼロ次の項に対して、

駒沢1)呼(2)ITJ均 iぬ(1)<Peq(2)))= ((呼(1)ψeq(2)ITJ12) I札(1)Ø~(2))) = 0 (C.2) 

が成り立つことを証明する。

これを証明するには、先ず (A.1)で導入された χ九(α)に対して

(1 +企叫χ広(1)χ~(2)

= [X~(1) + χ~(2)][X~(1) + χ~(2)] -(1 + P12)χ三(1)χ~(1) (C.3) 

が成り立ってることに注意する。 q=Oの場合の T112)の定義 (3.22)と、そこで定義され

た852}の性賞を使うと、衝突不変量に対して

Tjl幻 [x~( 1) + χ~(2)][χ~(1) +χ~(2)] = 0 (C.4) 

が成り立つことが判る。さらに、

b~12) f( vi + V~)g(Vl ， V2) = f(イ+v~)g(す1 ， V2) = f(vi + V~)え~2)g(Vl， V2) (C.5) 

よ号、

zj12)伊eq(l)ψeq(2)=伊eq(1 )<Peq (2 )TJ12) (C.6) 

が成り立っている

以上の関孫を (C.2)と(A.1)とに組み合わせると、

併?(1)呼(2)ITJ12)Iぬ(1)ば(2)))

= iシドいμ((桝ω(仲併争呼桝州?れ卯?(1)江仰仰叫叫lめ榊叫蛸)沖刈争呼術'J(判立均叩)刊(1+叫+P12九2ρ刈)1防争札州弘幻知(ρ∞1り)拡仰仰(ρ仰2勾)
=~Jμμ伽向lJd巧V2<Pe叫叫v仇向叫邑句ぷqぷ(♂仰伽1りω切M叫)沖M陥伊仇向叫巴匂ぷqぷ(勾M川χd点?穴(仰叫1り)xJ叫ロ凶叩)片恰(ο1+叫巧引Aん白2ρ)山

=~~J吋かがε山
(C.7) 

が得られる。

この関係式を泣=1を持った笛突不変量ほ =<Peqに付いて適用すると、

((o?(1)呼(2)ITJ引札(1)<Peq(2)))= -((呼(1)OJ(2)ITJl斗ぬ(1)ψeq(2))) (C.8) 
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が成り立っていることが判り、したがって (C.2)の右鎚の等式が証明できたことになる。

この式の左側の等式を証明するには、次の関係があることに着呂する:

((o?(1 )<Peq(2)ITJ12) I Ø~(l)ば(2))) 

= 一~J 吋 dηw伊仇均叫叫叫ε句d訓qぷρ刈(ο仰l吟)<Peq(2

= 一jfdwJお訓(ρ向仰叫叫1め榊吋判)沖刈争d佑?穴(l)[J叫ロ吟叩〕

= ((争ø?(ρl)IKfl悼争吟~(ρ1)χ~(ο1))) (C.9め) 

一方KPはヱノレミート演算子なので、 (C.2)の右側の等式に対して

0= 仰)向(2)ITJ12片山附2ト -j(叫(1)χ~(収flø?ρ))ア (C.10) 

が成り立ち、これと (C.9)を一緒にすると (C.2)の左側の等式が証明できたことになるD

以上で線形化されたボルツマン方程式の酉宥状態に対して (C.2)が証明できたが、一

般のJに対してゆ?(1)を佑L.1で置き換えた場合にも、それに対して (C.2)に対応した関係

が成り立vっていることを証明するのは容易である。

(C.2)から得られる重要な揮結は、流体力学的モードの関の遷移からの寄与が波数ベク

トノレに関して少なくともその大きさの 1次に比例するということである。そこで、次元解

析から、 i，j，m，ηE{α}に対する流体力学的モードの開の遷移について、

((ゅ~k)(1 )<Peq(2) Iえ;2)lø~-k') (1)ぽ')(2)))

rv ((争会-k')(1)争伊η2)IT~~) lø~k) (1)伊 (2))) rv土1+互1 (C.11) 
-k' I't'i \~/"t'eq\-) If ko n I koη 

という大きさの評価が得られる。この評舗と同じような大きさの評価が (10.12)で与えら

れているボノレツマン=ローレンツ衝突演算子の国有状慈を含んだ行列要素に対しでも成

り立っている。

(C.2)が成り立っているのは、 i，j，m，nE {α}に場合の禽突不変量に対してだけである

ことは強調されるべきである。実際、もし (C.1)の中の波数ベクトノレのどれかが非流体力

学的な緩和モードで(弼えば、 p>>ko)かっ、残りが流非力学的モードだったとしたら

(k， lくん)、表 1のパーテックス (c)と(e)に対する行列要素はk→ Gと1→ Gの極限でゼ、

ロにはならない。したがって、流体力学的モード間の遷移に対応したバーテックスの行列

要素の k=l=・・・ =0の近鋳での解析的性質は、流体力学的モードと非流体力学的モー

ドの間のパーテックスの行列要素のその近接での解析的性質とは全然違ったものになって

いる。第 10節と 12節で示したように、この解析的性質の違いは、自己棺関関数の中に非

流体力学的モードを中問状態に繰切込んだ項から来るゆっくりした減衰が存在することに

付いて決定的は役割を演じているのである。
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