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リズム現象の数理:

縮約理論によるアブローチ

蔵本由紀

概要

非平衡散逸系が自発的に生み出すリズムはう軌道の漸近安定性をもっリミットサイクル振動子によって記
述される.単一のリミットサイクル振動子はそれ自身すでに解析的記述が一般に不可能な非線形システムで
ある.したがって，リミットサイクル振動子の集団やネットワークの挙動を明らかにすることは途方もなく
困難な数学的問題と考えられ?ごく近年までその研究はほとんど、お手あげの状態だ、った.しかし，縮約理論在
突破口として長い不毛の時代は終わ，今や活気に満ちた新しい時代に入っている.他方，生命科学の飛躍的進
歩とともに次々に明らかにされる新事実によって，生命過程におけるリズム閣の同期・非同期という現象の
重要性はますます疑いようのないものとなってきた.そして，文字どおりの生き物のみならず，あたかも生け
るがごとく躍動する多くの自然現象においても，リズムと同期の機構がその根底にあることが広く認められ
つつある.

この講義ではうリズム現象の理論的基礎である二大縮約法，すなわち中心多様体縮約法と位相縮約法につ
いてまず概観する.次いで 2振動子閣の結合様式の基本タイプについて述べ，振動子集合体のダイナミクス
の考察へと進む.結合距離の変化によって振動場はさまざまな様相を見せ，またランダムネスの導入は思い
がけない効果をもたらす.このように，振動子集団の挙動は状況に応じてきわめて多彩である.講義ではさ
まざまな具体例を織り交ぜながらヲ結合振動子系の多彩な挙動そ理解する上で縮約理論がどのように有効に
用いられるかを平易に述べたい.ただし，本稿ではページ数の制約もあって応用例については多くを割愛せ
ざるをえず，理論の大筋老述べることにとどめた.

1 リズムの発生

リミットサイクル振動子はう通常n(三2)次元の実ベクトル X に対する非線形散逸力学モデル

X = F(X) )
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で記述される.Van der Pol振動子ゃう神経振動子のモデルとしてよく知られた FitzHugh-Nagumoのモデル

定ニ C1(X-X3 - Y)， 

Y αX +b 

(1.2) 

(1.3) 

はその代表的なものである.ただしう振動解をもつためにはパラメタはしかるべき条件をみたさなければなら

ない.上の例に限らず，リミットサイクル振動解を解析的に求めることは一般に不可能であり，結合振動子系

となると数学的困難はなおさら大きい.この事実が非平衡散逸系におけるリズム現象の科学の発展老大きく

阻んできた.近年，この困難は二つの面から克服されつつある.一つは計算機の発達であり，もう一つは漸近

的方法(摂動法)の発展である.本稿では後者をとりあげる.

非線形系に対する摂動法としては?発展方程式の解ではなく方程式そのものに対する摂動法が有効である.

そのような摂動理論老縮約理論と呼んでいる.解に対する摂動論では，複雑な現象はとうてい議論できない.

どのような解が存在するかわからないような運動方程式をまるごと締約することが必須である.

リミットサイクル振動子系に対する縮約理論として二つのものがある.それは中心多様体縮約法と位相縮

約法である [1].前者は，振動の発生点近傍における小振幅の振動が一般に単純で普遍的な発展則老もつこと

に着目した理論である.後者はリミットサイクル振動を位相変数のみで近似的に記述しようとする理論であ

る [2].本講義では，近年その有効性がますます認められ，応用範囲も急速に拡大している位相縮約法在中心

に述べる.しかし，中心多様体縮約法も非常に重要なのでそれについてまずいくつかのポイントを述べておき

たい.
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1.1 単一振動子の縮約

(1.1 )式の Fはパラメタ μを含むとして，同式を X = F(X，μ)と書き，その定常解を常に X=oととる.

この解のまわりで(1.1)式を線形化したものを X=LμXと書く.定常解の安定性は η×ηヤコビ行列 Lμ の

固有値で決まる.すなわち，正の実部をもっ固有値が一つでもあれば不安定，そうでなければ安定である.振

動の発生は， μの変化とともに一対の複素共役な固有値の実部が負から正に変わることで定常解が不安定化す

るときに起こる.その臨界点を μ=0とする.振動解の発生はホップ分岐とよばれる.ホップ分岐点μ=0の

近傍で(1.1)式を

X =LoX +μL1X + N2(X，X) + N3(X，X，X) (1.4) 

の形に表そう.ここで、線形項は臨界点におけるそれ(すなわち LoX)とそこからの微小なず、れμL1Xに分け

られている.また，N2，N3はF(X)をX でテーラー展開したときの 2次および3次の非線形項を表す.μ

や X について上記以上の高次項は重要でないので以下では考えない• N2(X， Y)はX とYの交換について

対称であり，それぞれの引数について N2(αX，Y)=αN2(X， Y) のように線形関係者みたす • N3について

も同様の対称性と線形性をもっとする.

ちょうど分岐点における線形化方程式X=LoXを非摂動系とみなしうそれ以外の効果，すなわち(1.4)式

右辺の第二項以下をすべて微小な摂動項とみなす，というのがホップ分岐点近傍における縮約の基本的考え方

である • Loは一対の純虚数の固有値土ω。をもち，他のすべての固有値の実部は負である.したがってヲ非摂

動系では純虚数の固有値をもっ臨界固有ベクトル成分以外の振幅は時間とともにゼロに減衰し， Xの長時間

振る舞いを Xoで表すと Xoは

X 0 = z exp( ie)U + z exp( -ie)U ( 1.5) 

となる.ここにう 6ニ wot，UはL。の臨界固有ベクトル，Zは任意の複素振幅である.またバーは複素共役を表

す.(1.5)式は臨界固有面における調和振動子を表し，中立解と呼ばれる.

縮約理論においては，摂動を受けた中立解とその時間発展老次の形に表現する.

X Xo + p(z， z， 0)、

土 G(z‘z)

( 1.6) 

(1.7) 

pとGが未知量(ともに微小)でありう(1.7)がいわゆる縮約方程式である.とのように，中立解にあらわれ

る任意パラメタ(今の場合は z)をゆっくりと変動する変数と見直し，摂動によるその時間発展老見出すのが

縮約法に共通する考え方である.中立解の関数形自体も摂動によって変化し，それが上式では pで表されてい

る.そして Gとρは互いに影響しあっている.p=oなら，系の時開発展は 2次元臨界固有面 Moの上で進

行するが， ρが微小ながら有限であるために実際の時間発展はこの面からややずれた曲面Mの上で進行する.

Mo在中心多様体と呼ぶ.この縮約法の名称はそとから来ている.

zの時間発展を表す Gには 0が含まれていないこと?すなわち，時間があらわに含まれていないことに注意

されたい.これは実際にそうなるという「事実」老表しているのではなく我々の側の「要請Jである.この

ような要請がなぜ可能かというと M の上にはあらかじめ座標系が定義されているわけではないからである.

zのある値は Mo上のある位置を指定するが，それと一対ーに対応すべき M上の点は我々の選択の問題だか

らである.つまり， M 上の z時間発展が時聞をあらわに含まないように M 上に座標系 zを導入するのである.

じっさい，この要請は以下の理論の中に現れる.

2つの未知量は中立解を出発点として逐次代人的に求められる.したがって，理論に現れる諸量の 0依存性

は，中立解においてそうであるように必ず zとのコンビネーション zexp(胡) (およびその複素共役)として

現れる.すなわち，"-'を含む量は必ず因子 exp(iO)を伴う.したがって， Gが0によらないということはそれが

G = g(lzl)zの形であることを示唆する.この形によって表される複素 z面上のリミットサイクル振動子は回

転対称性をもっ.すなわち，それは変換 z→ z exp(iψ)に対して方程式が不変な「まん円い」振動子である.

縮約形(1.6)，(1.7)老(1.4)式に代入した結果を

L。ρ=G exp( iO)U + G exp( -iO)U + b(z， z， 0) ( 1.8) 

。。
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の形に整理する.ここに，

Lo Lo -ωoae， ( 1.9) 

b ニーμL1X -N2(XうX)-N3(X，XうX)
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U exp(ie)と0-exp( -ie)がともに演算子ι。の固有値Oの固有ベクトルになっているととに注意されたい.以

下ではあらためてこれらを臨界固有ベクトルと呼ぼう.

(1.8)式を 0の2π 周期関数である未知量 ρに対する非斉次線形微分方程式と見なすのが解法のポイントで

ある.右辺全体が非斉次項である.もちろん非斉次項自体が未知量の pとGを含んでいるから真の非斉次線

形微分方程式ではないがうひとまず右辺をあたえられた量と形式的に見なすのである.

( 1.8)が解p老もつためには，この「非斉次項」は当然ながらι。の臨界固有ベクトル成分を含んではならな

い.左辺にそれが存在しないからである.この条件を可解条件という.ところが，非斉次項には未知量 Gおよ

びG老係数とする臨界固有ベクトル成分が最初の 2項として存在する.したがって，これらは bに含まれる臨

界固有ベクトル成分と打ち消しあわなければならない.この条件からうもし bが既知ならば Gとδが決まる.

Loの随伴演算子 Lo=tLo +ωoDeの臨界固有ベクトルは，Loの臨界固有ベクトル U*を用いて Uホ exp(-ie) 

およびその複素共役であたえられるから，上の条件は

G=一(U*exp( -iO)， b)e・ )
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と表される.ここに(j，g)o = (2π)-1 J0
2π

de f(e) . g(()) あるいはう bをb(e)=乞三∞b(ν)exp( iv())のよう

にフーリエ分解すると， (1.11)は

G=-U本 ・ b(l) (1.12) 

とも書かれる.そして，可解条件が満たされれば， (1.8)の両辺にι♂を作用させることでもう一つの未知量

pが得られる.

しかし，まだ二つの問題が残っている.ひとつは，pがもし臨界固有ベクトル成分をもっているとしても， Lo 

がかかることで恒等的にそれが消えてしまいしたがってそれを決めることができないという問題.もうひと

つは，bが実際には既知量ではないという問題である.第一の問題については，単に ρは臨界固有ベクトル成

分をもたないと要求してよい.この要請は先に述べた要請うすなわち多様体 MoとM上の各点の一対一対応

をつけることに対応している.摂動による臨界固有ベクトル成分の振幅のゆるやかな動きは zの運動方程式

(1.7)によってすでに取り込まれている.したがって，中立解からの関数形のずれ p自体はもはやこの成分を

もたないとする要請はごく自然な要請である.

第二の問題はう逐次代入による近似解法を用いれば解決される.bは微小な未知量在含んで、いるが，近似

の出発点としてはこれらをすべて Oと置いてよい.これを boとすると，bo=-μL1XO - N2(XO，XO)-

N3(XO，XO，XO)である.これを可解条件(1.12)に適用すれば，

z=μσz -slzl2z (1.13 ) 

の形をもっ振幅方程式が得られ，同時に pも得られることは容易にわかるであろう.このようにして得られた

Gとpをbの表式にフィードパックして再び可解条件を用いれば修正された G とpが得られる.このような

逐次近似は任意のステップまで進めることができる.しかし，逐次代入をワンステップ進めるごとに生じる G

とpへの補正は必ずより小さなものになるかというと，一般にそうはならない.じっさい守(1.13)式の3次の

項と同等に重要な 3次の項が次の逐次代入ステップから生じる.これを実行した結果得られる正しい9は

β -3(U* . N3(U，U，[l)) + 4(U* . N2(町 内2(U，0)))

+2(U* . N2(ι(Lo -2iwo) -1 N 2 (U ， U)) ) ( 1.14) 

である • boを用いた最低次近似では，上式右辺の第一項しか現れず，2次の非線形項 N2はまったく効いてい

ない.σ はσ=(U本・ L1U)であたえられ、 3とともに一般に複素数である.13の実部が正の場合には3次の項
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が線形成長老抑えるから(1.13)は意味のあるリミットサイクル振動子を表している.これはホップ分岐点近

傍で現れる普遍的な振動子であり，その解析の容易さから便利な振動子モデルとして理論の検証等さまざまな

目的で用いられている.

1.2 結合振動子系の縮約

複数の結合した振動子系の縮約となると，話がとたんに難しくなるかというとう決してそうではない.たと

えば，同じ性質をもっ振動子 lと2が線形に結合した系

X1 =F(X1)+k12X2 (1.15 ) 

を考えよう • k12は一般に η ×η 行列である.振動子 2に対しでも同様の式が書ける.ただし，結合は十分弱

いとする.先に述べた取り扱いではう分岐点からのずれの効果と非線形効果を摂動と考えたがう今の場合には

振動子 2との結合が摂動として新たに加わることになる.考え方としてはあくまでも摂動を受けた単一振動

子の問題(以下では振動子 1に着目)として取り扱うのである.中立解は (1.5)と同じく

Xl.Oニ Zlexp( iB)U + Z1 exp( -iB)U 、‘.，，，
ρhU 

守
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であるが，このたびは縮約形を

X1 X1，0+P1(Zl，ZlぅZ2，Z2，B)、

21 GdZ1，Zl，Z2、Z2)

(1.17) 

(1.18 ) 

の形に仮定する.もちろん，振動子 2に対しでも同様の中立解と縮約形が仮定される. 1振動子問題として扱

うのだからう中心多様体 M はやはり 2次元であるが，そこには相互作用する相手方の変数勺，Z2が「パラメ

タ」として入ることになる.以下の取り扱いは 1振動子の場合とまったくパラレルである.逐次代入の出発点

となる bOにはよ;12X1.0が新たに付け加わる.したがってう結合の効果を最低次で取り入れた近似的縮約方程

式は

九二 μσZl-sIZl12 
Zl + k12Z2 (1.19) 

となる.ここに k12は h;12= U* k12U であたえられる .σ と F の表式は l 振動子の場合と変わらない• Z2に

対しては，上式で添字 1と2を入れ替えた発展方程式が成り立つ

(1.15 )で結合項を拡散項 Dマ2Xで置き換えると

J主=F(X) + D¥l2 X (1.20) 

となり，これは振動反応拡散系そ表している.Dはnxn拡散行列である.拡散項を局所振動子に対する摂動

と見なせば，上式の縮約は前例とまったく同様に行われる.ただし，拡散項が微小な摂動と見なせるためには

場の空間変化が十分長波長でなければならない.そのように仮定した上で縮約者実行しう得られた縮約方程式

の解の性質からこの仮定の妥当性をチェ、ソクするのである.また，このような連続場を扱う場合には，中心多

様体 Mがzのいろいろな空間微分をパラメタとして含むと考え，縮約形老

X(r， t) z(r， t) exp(iB)U + z(r， t) exp( -iB)U 

+p(zぅz，¥7z，マムマ2Zぃ・・)， 

i(r， t) G(z， z， ¥lz， ¥7z，...) 

(1. 21) 

(1.22) 

の形に仮定する.逐次代入によると，じっさいそのような形で p とGが求められていく.式(1.19)との類比

から

Z μσz -slzl2z +αマ2Z ( 1.23) 
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が得られることは容易に察しがつくであろう .α は α = U*DUであたえられる.(1.23)式は複素ギンツブ

ルク・ランダウ方程式と呼ばれ，振動場の最も重要なモデルのーっとなっている.時間スケール，振幅 zのス

ケール，および空間スケールを適当に選ぶことで(1.23)は

Z (1 +ω)z -slzl2z +αマ2z，

α 1  + iCl，β=  1 + iC2 

( 1.24) 

(1.25 ) 

とも表される.ω も適当な回転座標系に移ることで消えるからう本質的にはわずか二つのパラメタ Cl，C2老含

むきわめて普遍的な方程式に縮約されたわけである.

以上のほかにもさまざまな物理的効果を摂動として取り込むことができ，縮約形の多様な変形版が可能であ

る.たとえば反応拡散系のかわりに非局所結合をもっ振動子系

日川 =F仲 Jg(r -r')Xゲり (1.26) 

を考えると，その縮約は

atz(r， t) = (1 + iω)z -slzl2 ( 1.27) 

の形をもっ• G(r)はその全空間積分が 1に規格化された実の結合関数でありう αは複素係数である.非局所結

合振動子系については第5節であらためて述べる.

2 位相縮約法の基本的な考え方

位相縮約法には中心多様体縮約法に対比されるような系統的な縮約法と，より簡便で応用性に富んでいるが

最低次近似しか扱えない方法とがある.この講義では後者の簡便な方法に焦点在当てる.

2.1 位相の定義とアイソクロン

(1.1 )式が振動数ωの安定なリミットサイクル振動解をもっとして，それを 2π 周期関数χ(ωt)で表そう.周

期は T=2π/ω である振動子の運動を位相だけで記述することはもちろん近似に過ぎないがう周期軌道の安

定性が高ければ少々の撹乱によって運動がそこから大きくずれることはないからう位相記述が意味をもっ.あ

るいは，撹乱が十分弱いときに位相記述が成り立つと言ってもよい.位相記述を行うためにはまず位相を定義

しなければならない.周期軌道を Cとすると、撹乱によって状態点は多少なりとも Cから外れるから， c上で

位相を定義するだけでは不十分である.cの近傍だけで定義しでもよいが，以下で、はいっそのことれ次元相空

間全域にわたって位相のを定義しよう.これは一種のスカラー場ゆ(X)老相空聞に導入することに他ならな

い.広く採用される自然な定義として， (1.1)式が常にの =ω 老みたすという条件を要求する.すなわちこの

スカラー場は

φ= gradX<T・ F(X)=ω(2.1)  

という恒等式をみたす.このようにして定義された場φ(X)において， n-1次元の等位相面 Iφ をアイソクロ

ンと呼ぶ(図 1参照)[3J.相空間はこのようなアイソクロンによってひ、っしりと埋め尽くされる.どれでもよ

い一つのアイソクロン在位相Oのアイソクロン Ioと定める.cはIφ を一点 χ(ゆ)で貫いている.

(2.1 )式は，アイソクロンに垂直な方向(すなわちoが最も急激に変化する方向)への速度ベクトル F(X)

の成分だけがゆの変化速度にとって有効な成分になっているという当然の結果を示している.

Cの安定性とアイソクロンの定義から守アイソクロンが次の性質老もっていることは明らかだろう.

1. 状態点のアンサンプル在考え初期時刻ですべての状態点が同ーのアイソクロン上にあるとすると、

その後の任意の時刻においてそれらは共通のアイソクロン上に見出されうかつ時間とともにそれらは l

点に収束しつつ Cに漸近する.
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アイソクロン i中

図1:アイソクロン Iφ はη-1次元の多様体でありうリミットサイクル軌道 Cと一点以φ)で交わる.

2. 周期Tごとのストロボ的観測ではう状態点は常に同ーのアイソクロン上に見出され1かつ時間ととも

にそれは Cに漸近する.

第二の性質は次のことを意味している.すなわち，このようなストロボ的観測においては，各アイソクロンは

不変多様体，特に Cの安定多様体になっている.

相空間の中に位相が定義できないような特異な点集合が存在する.唯一のアトラクターが Cでうかつ不安定

定常点が 1つだけ存在するという最も典型的な場合を考えるとうこのような位相特異点の集合 Sはアイソク

ロンと次のような関係をもっている.すなわち， 8はすべてのアイソクロンがそこに収束する η-2次元の H

フィラメント H になっている.そしてこのフィラメントは不安定定常点の安定多様体になっている.

2.2 摂動を受けた振動子の位相縮約

一つの振動子に外部から弱い摂動p(t)がかかっているとする.すなわち

X ニ F(X)+ p(t). (2.2) 

φの時間発展は

φ= grOadxゆ (F(X)+ p(t)) =ω+ gradxゆp(t) (2.3) 

で表され、付加項 gradxφ .p(t)が現れる.gradxφ はアイソクロン Ict上の状態点X におけるのの勾配ベク

トルである.しかし，pが弱い摂動であるかぎり Xはほぼ、C上にあるとしてよい.すなわち，勾配ベクトルは

点 χ(φ)において計算された勾配ベクトルを用いて，

gradxo竺 gradχ(φ)ゆ三 Z(ゆ) (2.4) 

と近似してよい.すなわち (2.3)は 。=ω +Z(ゆ). p(t) 

となり ，pの内容を問わなければφの運動はゅのみで一応記述できたことになる.

(2.5) 

2.3 フ口ケ固有ベクトルとの関係

上の議論で現れた Z(ゆ)はきわめて重要な量である.それは外部からの影響を振動子がどのような敏感さで

受け取るかを示す「感度関数」である.この量はもちろんゅの関数，すなわちどのような位相状態で影響を受

け取るかに依存している.振動子系の具体的な問題においてはうもとの力学モデル(1.1)から Z老数値的に計

算する必要がしばしば生じるが，その目的のためにも Z といわゆるフロケ固有ベクトルとの関係を知ってお

くことは有用である.

R
U
 --

口

δ
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フロケ固有ベクトルは周期的に変動する係数行列をもっ線形系の固有値問題に現れる.目下の問題では，式

(1.1 )をリミットサイクル軌道の周りで X(t)=χ(ωt) +ρ(t)とおいて線形化した式

ρ= L(t)p 

の固有値問題に現れる.初期ベクトル p(O)が時間 Tの後に

p(T) = exp(AT)p(O) 

(2.6) 

(2.7) 

のように変換老受けたとしよう.線形系であるから一般にこのように表してよい，れ xn行列 Aの固有ベクト

ルがブロケ固有ベクトルである.これを Ul (l = 0， 1， 2， • • • ， n -1)で表し，その固有値老入lとする.またう固

有値入I~こ属する左固有ベクトル老 tι? とする.これらの固有ベクトルは通常のように規格直交条件老みたす

とする.ρ(0)ニ叫なら

ρ(T)ニ exp(入lT)p(O) (2.8) 

となることは明らかである.なお，Ulは一般に C上の基点 χ(ゆ)に依存する.あるいは φの関数である.した

がって，これを明示する場合には UI老町(ゆ)と書く.

固有値のうち一つは必ず Oである.なぜなら， χ(φ)点で Cに接する接線ベクトル老 ρ(0)とすると，軌道に

沿うこのようなずれは線形近似の範囲では一周期後もそのまま保たれ(即ち ρ(T)=ρ(0)) ，したがって (2.7)

によって ρ(0)は固有値Oの固有ベクトル方向に一致するからである.この固有ベクトルを Uo(ゆ)とする.具

体的には
dχ(ゆ)

Uo(ゆ)=一一一 (2.9) 
dct 

ととることができる.Cは安定であるから 7 他のすべての固有値の実部は負である.以下で示したいことは，

先に導入した感度ベクトル Z(ゆ)が Uo(ゆ)に対応する左固有ベクトル叫(の)に恒等的に等しいという事実で

ある.

まず1 ベクトル Z(φ)と叫の方向が一致するととに注意する.これを見るためにう負の実部をもつれー 1次

元の固有ベクトルで張られる固有空聞を巴φとしよう.この固有空間は時間Tごとの観測においては状態点 P

が常にその上にとどまる『つまり不変多様体になっており， Pは時間とともに Cに漸近するから、 Eφ はCの

安定多様体である，アイソクロン Iφ もまた Cの安定多様体であることはすでに見たとおりである.Eφ とIφ

の唯一の違いは，前者が線形化システムの安定多様体であるという点、のみである.このことから Eφ は χ(φ)

点における Iφ の接空聞をあたえることがわかる.一方，Z(ゆ)は C上の χ(φ)点においてアイソクロン Iφ に

垂直なベクトルであった.したがって，それは同じ点において Eφ にも垂直である.つまり ，Z(φ)とすべての

UI (lヂ0)のスカラー積は Oであり、したがって Z(φ)は Uoに平行である.よって?とれら 2つのベケトル

の長さが等しいこと，あるいは Z(ゆ)• dX(ct)/dφ= 1が示されれば，Z(ゆ)= Uoが示されたことになる.これ

を示すのは簡単である.なぜなら，dχ(φ)/dφは点 χ(ゆ)においである方向 (Cに接する方向)への位相勾配

(> 0)の逆数でありう一方 Z(φ)は同じ点において別の方向 U(φ)に直交する方向)への位相勾配(>0)その

ものだからである.以下では特別な固有ベクトル Uo(ゆ)と Uo(ゆ)をそれぞれ U(φ)，U*(ゆ)と記そう.

2.4 摂動pのいくつかの具体例

(1)力学系の性質の変化

(1.1 )において速度場 F(X)が F(X)+p(X)に変化したとする.これによるのの運動の変化は

φ=ω + Z(ゆ)p(X)ご ω+Z(φ)p(χ(φ)) (2.10) 

となる.一般に振動子系の位相縮約にはこつのステップがあって，第一は方程式を位相のみで表すというス

テップヲ第二は以下で述べるいわゆる平均化のステップである.摂動pが弱いという条件の下でこれらはとも

に成り立つのであるがう (2.10)式ではまだ後者の操作がなされていない.それ老実行するためには，まず

φ=ωt+ψ (2.11) 
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によって新しい位相変数ψを導入する.ψ はp=oなら任意の定数だが，弱い摂動の存在によってゆっくり

と変化する変数になる.(2.10)をψで書けば

ψ= Z(ωt+ψ)p(χ(ωt+ψ)). (2.12) 

このようにう「遅い変数」 ψの運動方程式の中に ωtで表される相対的に早い周期的時間変化が入っている.そ

の場合， 1周期にわたる ψの変化を無視し， ψを固定した上で (2.12)の右辺を 1周期にわたって時間平均する

ことが許される.すなわち

呼7

6ω 

6ω 

去127r

d仰 +ψ)p(χ川))) 

(2.13) 

(2.14) 

このようにう力学系の性質がさまざまに変化しでも，それが微小な変化であるかぎり振動数のわずかな変化と

いう効果しかもたらさない.

(2)周期外力

振動数ω1の弱い周期外力 p(ωlt)を受けた振動子を考える.p( B)は6のお周期関数である.ω1が振動子の

自然振動数ωに近い場合に周期・非同期転移が起きるので，0ω三 ω一ω1を Iplと同程度の微小量とする.こ

のたびは (2.11)とはやや違って 。=ω1t+ψ ( 2 . 1 5 )  

のように外力の周期で変化する部分からのずれ在ψで表すのが便利である.なぜなら， ψが時間的に一定(よ

り一般には有界)かドリフトするかで外力に同期するかしいなし、かが判定できるからである.ψ に対する式は

再び平均化によって

ψ=0ω+Z(ω1+ψ)p(ω1 t). 

が7

r(ザ，) 

dω+r(ψ) ， 

ι(-:7r dBZ(B +ψ)p( B) 
白川.J(J

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

r(ψ)はお周期関数であり外力同期が可能かどうかは (2.17)の定常解が存在するかどうかで決まる.fの最

大値と最小値をそれぞれ frnll.X' f rni:n とすると?ルが -frnax < 0ω< -f rninの範囲にあれば同期解が存在す

る.ただし， ψの定常解ψ。のうち f'(ψ。)< 0老みたすもののみが安定な同期解である.同期がわずかに破れ

たとき，すなわちたとえばん -frnin + EでEが正の微小量のとき，真の振動数wのωからのずれがdに

比例することは容易に示される.

(3)振動子間結合

同じ性質をもっ一対の振動子が弱く結合している系

X1 F(Xr)十 p以X1，X2)，

X 2 F( X 2) + P21 (X 2， X r) 

(2.19) 

(2.20) 

を考えよう .pの中の X1，X2をそれぞれ χ(仇 )，χ(の)で近似し，簡単のため p(χ(仇)ぅχ(の))を p(札わ)

と表記するとう位相方程式は

φ1二 ω+Z(φr)p(ゆ1，q;2) (2.21) 

および添字 1と2を入れ替えた式であたえられる.φ1.2=ωt+ψ1.2 と置き，平均化操作により

ψf12(ψ1 -V-'2)， (2.22) 

ψ2 f21CljJ2 -ψr) (2.23) 
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a b C 

「 「 「

O 。 。

O 一π

図 2:位相結合関数の代表的3タイプ.

が得られる.ここに

r2宵

r a!"i(ψ白 - 1.tβ)=士 I d()Z(() +仇 )Pas(()+仇，()+仰)• 
L/rr )0 

(2.24) 

最低次近似ではさまざまな摂動効果は単に加法的に効くから，上の結果は多数の振動子が結合した系にただち

に拡張できる.またう振動子聞に性質の微小な差があってもそれは自然振動数の差として加法的に効いてくる

に過ぎない したがって互いに似かよった振動子から成る弱結合振動子ネットワーク一般に対して

'lh =ルi+ L:rij(ψz一向) (2.25) 

あるいはもとの位相変数で書けば

ム=ωz斗乞rij(仇一 φj) (2.26) 

が得られる.

(4)結合のタイプ

上に述べたことからう P12ニ P21のように対称な結合をもっ一対の同一な振動子に対しては，位相方程式は

φω+r(φ1一φ2)司

CT2 ω+r(ゆ2一φd

(2.27) 

(2.28) 

の形になる.振動数が同じだから振動子が互いに同期することは確かであるが，同期後の位相関係はどうなる

だろうか.それは Fの形に依存する.上式から位相差ψ= CTlーのは

ψ=r(ψ) -r(-ψ)三 ra(ψ) 

に従う.九の反対称性と 2π 周期性により，

rα(0) = fa(土π)=0

(2.29) 

(2.30) 

が成り立つことは明らかである したがってう ψ=0とψ=π はともに同期解であるが，その安定性は微係数

r'(o)， r'(π)の符号による.図2のa，b、c，が典型的な三つの場合を示している.図2aではr'(o)< 0， r'(π)>0 
であるから同位相に同期し，図 2bでは r'(o)> 0， r'(π) < 0であるから位相差πで同期する.前者のタイプ

の結合を順位相結合 (in-phasecoupling)、後者を逆位相結合 (anti-phasecoupling)とよぶ.より複雑な変化老

もつ結合関数に対しては，位相差Oとπがともに不安定となってう Oでも πでもない位相差に安定同期状態が

現れる場合がありうこのタイプ (out-of-phasecoupling)が図 2cに示されている

(5)反応拡散系

pが拡散項Dマ2Xの場合， (2.2)は振動反応拡散系を表す.pが微小量であるためには場の空間変動はゆるや

かでなければならない.この条件の下に位相縮約は可能で，位相方程式は

。ω+Z(ゆ)Dマ2XO(ゆ)

2 -" ， T T* I -" ¥ n dU (ゆ)
ω+U*(の)DU(ゆ)マ φ+U*(ゆ)Dコz-(マφ)・ (2.31) 
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これに平均化操作を施すと定数係数の非線形位相拡散方程式

や=ω+ν¥72ゆ+μ(マゆ)2 (2.32) 

が得られる.ここに，V，μは(2.31)のφ-dependentな係数を 1周期にわたって平均したものである (2.32)は

振動場における位相波の議論に広く用いられるもっとも基本的な式のーっとして知られている [4].なお，位

相振動子モデルや同期現象のさまざまな具体例については文献 [5]を併せて参照されたい.

3 位相縮約法の広がり

本節では，前節で説明しきれなかった位相縮約法の種々の側面を眺めることでこの方法に対する理解をさら

に深めたい.

3.1 パルス結合神経振動子系の位相縮約

位相縮約の第二ステップである平均化操作は，それ自身かなり強力な方法である.この乙とを示すために、

神経振動子の最も単純なモデルとして広く用いられている 1eakyintegrate-and-fire (LIF)振動子のパルス結

合系を一例としてとりあげうその位相縮約を実行して位相結合関数 Fを導出してみよう [6].

単一の LIF は区間 O~u 三 1 で定義された l 変数 u に対する式

u=α-u  (3.1) 

およびリセッティング・ルール 111，が 1に達した瞬間，無条件に 11， =0とリセットする」によって定義される.

物理的には，リセットの瞬間が発火興奮が起こる瞬間と解釈される.パラメタ αは 1に近い値をもち， α>1 

なら U は振動子となる.α がわずかに lより小ならう 11， =αは安定点、ではあるが弱い刺激で一過性の振動を示

す.これはいわゆる興奮系とみなされる.以下では自励発振する前者の場合を考える.周期Tは

T=子ιldt=J15生=一件 (3.2) 

となって， α→ 1で対数発散する.11， =0と11， =1老物理的に同ーの状態とみなすと，これはちょうど φ=0

とゆ =2π を同ーの状態とみなしたように，11， を一種の位相変数と見ることができる.その結果，付加的なリ

セッティング・ルールは必要でなくなる.つまり LIFモデルはすでに位相モデルになっている.これを標準

的な位相モデルゆ =ω に直すには次のような変数変換を行えばよい.

。=A1(u) =一ω111(1-α 111， ) (3.3) 

次に結合した一対の LIFを考えるそれぞれの状態変数を u.u'とする.相互作用としてしばしば。関数

による結合モデルが用いられる.Uに対する式は

也ニ α-u+K乞α(t一九)， U'(tn) = 0 (3.4) 
n 

tnはぜが n回目に発火した時刻である.α(t)はα関数と呼ばれ， α(t)ニ T-
2texp( -tjァ)(t三0)，α(t)= 

o (t < 0)で定義される.α(t)の時間積分は 1に規格化されている.相手方のニューロンが発火するとう同じ瞬

間にその効果を受け取るのではなく， α関数で表されるような時間遅れを伴って影響を受けるヲということを

(3.4)式は表している.ァは遅れの度合いを表すパラメタである.

(3.4)式に変換 (3.3)を適用しよう.振動子の固有の運動は φ=ω と単純になるがう変換のツケは結合項に

現れる.すなわち，

α
 

ヤム
π

山一
1
仰

K
 

+
 

ω
 

A
M
Y
 

(3.5) 
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上式者標準形伊 =ω+f(α-0:')に書き換えることは一見難しそうであるが，以下のようにして可能である

まず，dMjdllをので表す.
dM ωω (W¥ 

で 一 二一一=一叫 1=71三 Z(ゆ). 
αu α-u α ¥の/

Z(ゆ)は 0::;1><2π で定義されているが，これを一∞から∞までの全域でのお周期関数として拡張したも

のを Z(φ)と書く.同様に α(t)を全域にわたる T周期関数として拡張した δ(t)老次式で定義する.

(3.6) 

ei( t)ニ乞 α(t-nT) (3.7) 
円 =-00

例によってゆ =ωt+ψと置き， (3.5)式を

ゆ=叶 Z(ωt+ψ)乞α(t-九) (3.8) 

円

と書く.残る問題は t一九老ゆfで表すことであるが，これは単に

t -tn =かが(t)一加) (3.9) 

と置けばよい.なぜなら，この表式は最低次で成り立つべき式。 ω老満たしており?かつの'(tn)= 27Tnを

満たすからである.よって

TI 

乞α(ωt村11)-2n7T)=玄α(ωtyr(t)一げ)乞α(t一九)

、、‘，
Ea
，，J

…一
ω

/，ta--
、

~α
 (3.10) 

が成り立ちぅ (3.8)は
/ωt+ψ'( t)¥ 

ψ= KZ(ωt+ψ(t) )δ(ω)  

に帰着する.再三述べてきた平均化操作を上式に施せば， ψ=r(ψ-ψ，)または

。= ω +r(ゆ -φ')， 

r(ψーザ!{{27r Z(B +ψ)δ(色竺)dB
ぷ7T)0 ¥ω/  

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

が得られる.なお，T<<Tの場合には発火と発火の間の α関数の重なりは無視でき，その近似で上式の積分を

実行することは簡単である.また， 8パルス結合の極限 (T→ 0)の場合にも Fの解析形は簡単に求められる [7].

3.2 ノイズを含む振動子系の位相縮約

統計的に定義されたランダム力が振動子にかかっている場合にも位相縮約は有効である.以下では，そのよ

うな場合の縮約法と応用例を述べる.

ノイズと位相拡散

一つの振動子が弱いランダム力と(X，t)を加法的に受けているとする.すなわち，

X=F(X)+と(X，t). (3.14) 

以下では簡単のためとは X によらないとしうかっとの l成分ιのみがOでないとする.これらの制約在外す

ことは容易であり，以下の議論の本質には関係しない.位相縮約の第一段階を適用すると，上式は

ゆ=ω +Z(ゆ)と(t) (3.15) 
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あるいは遅い変数ψ=ゆ-wtに対して

ψ= Z(ωt+ψ)と(t)

となる.ただし，Zv，ιを単に Z、ごと表記した.とは平均がOで，相聞が

(3.16) 

くと(to)と(to十 t)>= C(t) (3.17) 

であたえられるとする.前述の周期外力を受けた振動子の場合と違って， (3.16)式にただちに時間的平均化操

作を施すことはできない.そこで，同式をまず位相に関する確率分布関数P(ψ，t)の発展方程式に変換するこ

とを考える.これはランダム力が白色ガウスノイズの場合，すなわち

C(t) = 2κc5 (t) (3.18) 

の場合には簡単で，よく知られた事実により (3.16)はフォッカー・プランク方程式

~ ~2 

P('lt， t) = ー ム(v(ωt+ψ)P)+二τ(D(ωt+ψ)P)
θψ a'lj'一

(3.19) 

に変換される.ここに

り(ψ、t)

D(ψ， t) 

Z'(ωt+ψ)Z(ωt+ψ) ， 

κZ(ωt+ψf 
(3.20) 

(3.21) 

これで平均化が実行できる.すなわち，ゆっくり変化する分布関数P(ψ，t)の発展方程式の中にはを通じての

早い周期的変動があるから，分布の運動を止めた上で 1周期にわたって右辺を時間平均することが許される.

その結果，Zの周期性によってドリフトりは消え，拡散方程式

戸(ず??t)=D2fE
θ'lt2 ' 

D r.'"" r~1r deZ(e)2 
Lπ)0 

(3.22) 

(3.23) 

が得られる.

実はうノイズが白色でなくても (3.15)は定数係数のフオツカー・プランク方程式に変換できる.その直感的

な理由はう遅い変数ψにとってみれば C(t)の相関時間は実質的に無限小と見ても大差がないからである.拡

散項よりも高次の微分が現れない理由は前と同じでう弱い外力の高次相聞が無視できるととによる.ただし，

有色ノイズの場合にはドリフトりは Oにならない.詳細は省くが結果のみを述べると

ザ
一
が

円
ぴ
丈

U
D
 

+
 

P
一ψ

θ
一θ

り一一
的
7

.P 
(3.24) 

が得られ，

v 
ふ f∞ ，I(州
市 IZd

2
pJ-oc dw口

:z|勾1

2
I(lω)

(3.25) 

D (3.26) 

である こ乙に，Pはコーシーの主値を表す.また，

Zl 去1
21r

仰

にd州仰川tC(刈州C(仰C(t)収ωt吋)叫 ωwt) 

(3.27) 

I(ω) (3.28) 
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である.

フォッカー・プランク方程式 (3.24)，(3.22)は元に戻ってランジ、ュパン方程式

ゆ =ω+11+と(t)， 

くとい)> = 0， くとい)と(ピ)>= 2D6(t -t') 

(3.29) 

(3.30) 

の形にも書けることはもちろんである.このように，位相分布関数への変換老経由して平均化が実行されるの

である.

ノイズによる同期現象

最近のトピックスの一つにランダム外力への振動子の同期という現象がある.この現象は一見奇妙な現象で

あるとともにう今後いろいろな応用可能性も出てくるのではないかと期待される.この現象の現実的意義を示

す一例として，大脳皮質ニューロンに関する Z.F.MainenとT.Sejnowskiの実験がある [8].彼らは孤立した単

一ニューロンへの入力刺激として 150pAの定電流を流した場合 (A) と、それに加えてランダムにゆらぐ電

流をあたえた場合 (B)老比較した (A)の場合，定電流によってニューロンは興奮をくりかえす振動子と

して振舞うようになるがう内部的なノイズのために多少とも周期のランダムなゆらぎは避けがたく，多数回の

試行による繰り返し発火のパターン老重ね合わせてみると，時間とともに発火のタイミングはばらついてく

る一方， (B)の場合にはうランダムな外力のために発火が非周期的になるのは当然であるが?外力の時系

列パターンが同一であるかぎり，何度試行しでも発火の時系列パターンは非周期的なりにぴたりと重なるので

ある.複雑な脳内ネットワーク中のニューロンはたえず非周期的な入力刺激の下にあるがうそれへの応答が気

まぐれではなくきわめて正確なものであることを上の事実は示唆している.あるいは入力刺激の非周期的な

時系列に含まれる情報を保持した応答をニューロンは示すことができると言ってもよい.

上に述べた事実は，外力に対する同期・非同期の言葉を用いて言い直すことができる.これまでに述べてき

た同期・非同期概念は周期外力に対するもので、あったがうこの概念そ非周期的外力に対して拡張することがで

きる.すなわち，一般に外力下の l振動子に対してはリヤプノフ指数を定義することができるが，最大リヤプ

ノフ指数の実部が負のときに限り外力に同期していると見なすのである.上述の実験は振動子がランダム外

力にその意味で同期していること老示している.

単一の振動子のかわりに，独立な二つの同一振動子に共通のランダム外力をかけた実験を行えば，上で定義

した同期・非同期の区別は一目瞭然となる.すなわち，二つの振動子が同じように振舞うようになればそれら

はランダム外力に同期しており?ぱらぱらに振舞えば同期が破れている.

MainenとSejnowskiの実験ではランダム外力の強度は弱いとはいえないが?寺前・田中が示したように，

位相縮約法老適用すれば少なくとも弱いランダム外力に対しては振動子は常に同期するという結果が得られ

る [9].寺前・田中の方法とは多少異なるが，同じ結果は概略以下のようにして得られる.外力の弱さをあら

わに示すために微小パラメタ Eを導入して， (3.15)式を

の=ω +fZ(ゆ)((t) (3.31 ) 

と書く.(は通常の大きさをもっ.上式の一つの解をの(t)とし， φ(t)→ φ(t)+ψ(t)として， ψについて (3.31)

を線形化すると

ψ= fZ'(φ)と(t)ψ. (3.32) 

これは時間的にゆらぐ成長率をもっ線形方程式であり，いわゆる乗法確率過程を表しているリヤプノフ指数

入は成長率 fZ'(ゆ)と(t)の長時間平均であたえられ，ノイズと(t)が統計的に定常なら，それはとによる統計平均

に等しい.すなわち

入=f < Z'(ゆ(t))と(t)>正・ (3.33) 

以下では微小な Eの仮定の下に入を近似的に評価する.時間t<<C 1に対して (3.31)を時間積分すると

仰4;0+山la
t

dsZ(φい-s))ごい

つhq
G
 

O
O
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ど φ0+山 lt山 (3.34) 

ただしうゆ(0)=φ。とする.よって入の表式に現れる Z'(ゆ)は

Z'(ゆ川ど Z，(の0+ωt+ e lt 

dsZ附 ωtーωs附一り)

ど山+ω山 Z"(<To+吋tdsZ(ゆ0+ωt-ωs)と(t-s) 

(3.35) 

としてよい.ノイズの時間相関 C(t)は有限の相関時間 7老もち，上で選んだ tはt>>アを満たすとする.じっ

さい， Eが十分小さければこのような tを選ぶことは可能である.よって，初期位相内の確率密度 P(仇)を用

いるとう入は

入イ州S)fωoP(φωZ"(φ0+ωt)Z附 ωt一川 (3.36) 

と表される.初期位相の分布は最低次の近似で一様分布としてよく また時間積分の上限tはノイズの相関時

間より十分大きいということからこれを無限大としてよいので

入竺訂∞州イ70ZFf(ゆ)朴ω)

4訂日[=∞コユ〉d白M州ω刈Sι釧刈C(印州(い仲旦り)叫1~7rπ〉)d“似M山川ゆ似d州山Z'引仰州'(<t初(仲例山ゆ引)

“rr Jo Jo 

(3.37) 

となってう入 <0が示されたことになる.なおう白色ガウスノイズの場合にはフォッカー・プランク方程式によ

る方法からも同様の結果が導かれている [10].

4 集団同期現象と複雑な集団運動

複数の振動子が順位相結合で相互作用するとう振動子の性質が同一ならば位相は完全に揃い，一体となって

振動する.振動子聞に自然振動数のばらつきがあると，それは位相関係を乱す働きをもっ.ぱらつきが大きす

ぎると振動子は互いに独立に振る舞いヲ集団全体としては明確な振動を示さなくなるだろう集団のサイズが

無限大の極限で，これは一種の相転移現象(集団引き込み転移)として現れる.位相振動子モデルを用いてこ

のような転移現象の存在を最初に主張したのは A.ウインフリ (1967)である [11].しかし，ウインフリのモデ

ルはう位相縮約の第二段階である平均化老実行した後の標準形になっていないためにその解析的取り扱いが

困難であった.1975年に筆者が提案したモデル [12]は(位相縮約理論に基づいているわけではないが)標準

化された相互作用形をもっておりうかつその最も単純な場合であることから解析的取り扱いが可能である.ま

た，自然振動数のばらつきのかわりに各振動子にノイズ、がかかった場合でも同様の相転移が現れる [1].

振動子が互いに逆位相結合ないしより一般の位相結合をもっときには?たとえ構成振動子が同一でも集団の

振る舞いは必ずしも単純ではない.複雑な振る舞いの典型としてクラスタリングとスロー・スイッチンゲと

いう現象がある.

この節では，前半で集団引き込み転移の理論の概略を述べ，関連するいくつかの間題に触れたあと，後半で

は集団のより複雑なダイナミクスについて述べる.

円
〈

υ
q
L
 

口

δ
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4.1 集団引き込み転移の可解モデル

いわゆる Kuramotomodelと呼ばれるモデルは次式で表される [13].

Tr  N 

ム=ωi+長乞刷。3一仇) ( 4.1) 

これはどの振動子も他のすべての振動子と同じ強さで相互作用する大域結合系である.位相結合関数はr(ψ)=

-N-IKsinψ だから，K>0なら(以下そのように仮定する)r'(O)く Oであり?したがって順位相結合であ

る.自然振動数叫は分布関数g(ω)にしたがって分布している g(ω)はωo在中心とするひと山の滑らかな関

数とする.たとえば?ローレンツ分布 π-1i'/{(ω 一ω0)2+ザ}はその例である.仇→ ωot+仇と変数を置き

換えればう的の分布gはOを中心とするひと山分布になる.以下での扱いはそれに従う.理論的には N→∞

の極限を考える.

位相似は単位円上の一点で表示できる.すなわち極座標表示によるその角度が仇である.集団全体の瞬間

的状態はう単位円上にばらまかれた N個の点で表される.集団振動の強度を測る量として，複素オーダーパラ

メタ Rexp(i8)を次式で導入するのが便利である.

内p
 

x
 

e
 

N

玄
M

l

一N一一o
 

p
 

x
 

e
 

R
 

(4.2) 

単位円上の N個の状態点を複素表示したとすれば，オーダーハラメタはその平均値に等しい.あるいはう N個

の状態点を同一質量の質点と考えれば?オーダーパラメタはその重心の位置に等しい.状態点がまったくラン

ダムに(一様に)分布していればう R=Oとなって集団としては定常であり，分布に偏りがあれば R=1= 0とな

りう状態点の「塊」が回転することでオーダーパラメタも回転する.これは集団振動の存在を示している

( 4.1)式は，オーダーパラメタそ用いて

φzニ ωi+ KRsin(8 -<Td ( 4.3) 

と表される.オーダーパラメタをあたえられた量と見なせば，これは 1振動子運動の方程式である.しかし，

一般に時間変化する R(t)，8(t)に対してこれを解析的に解くことは不可能である幸いう単位円上の位相分布

f(φ、t)は十分時間が経過した後には定常回転する一定の形の分布に落ち着くことが期待され?その場合オー

ダーパラメタの振る舞いはきわめて単純なものになる.じっさいうオーダーパラメタは

Rexp(i8) = I .f(仇t)exp(iφ)dゆ(4.4) 
JO 

と書かれるから，分布 f(仇t)が一定の形老保ちながらある角速度。で回転するならうすなわち f(仇t)= 
f(の-nt)なら，オーダーパラメタは

R = const.、 8= nt +8。 ( 4.5) 

のように振舞う.以下ではそのように仮定する.この仮定の正当性は事後的に確かめられる.系の対称性から?

Qは振動数分布の中心に一致するうすなわち目下の取り扱いでは Oに等しいと期待される.よって 8=8。と

なるが， 80= 0としてよい とれは分布の位相在 J027C
f(ゆ)sinφdゆニ Oが成り立つように選ぶことを意味す

る.したカミって，Rは

よ川
Y，α

 

A
V
 

C
D
 

O
 

ρし
ょ川
y

r
J
 

π
 

q
A
 ft--

。
一一R

 
(4.6) 

となり，これによって(4.3)式は

。， -叫 - KRsin<Ti (4.7) 

となる.(4.7)は各仇について簡単に解くことができ，その解は Rをパラメタとして含む.これらの解の総体

が定常分布f(引を (Rの関数として)決めるから， (4.6)式の右辺がRで表されう結局RがR自身の関数とし

て表されるというセルフ・コンシステントな方程式が得られることになる.
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ところがう t→∞における (4.7)の解は一般に定常とは限らない.それにもかかわらずうこのような解の総

体で構成される分布 f(ゆ)の定常性は仮定されている.これは一見奇妙に見えるが，以下に見るように何の矛

盾もない.まず， (4.7)の解が2つのグループAとBに分かれることに注意する.

グループA:川I<KRが成り立つ部分集団

これは分布 gの比較的中心に近い振動子群に対応し，オーダーパラメタの振動に同期する部分集団である

(4.7)は定常解

= sin-1ωz 
仇 n 一一

KR 
( 4.8) 

をもっ. 2つの定常解のうち安定な解は l<Til<π/2をみたす解である.振動子の真の振動数心2はすべオー

ダーパラメタの振動数すなわち Oに等しくなる.乙の部分集団の位相分布を fA(ゆ)としよう.各仇は叫に

よって決まるから，州の分布g(ω)によって fA(ゆ)が決まる.すなわち，

ん(ゆ)= g(ω(φ))I~~I=KR川Rsin <T) cos <t. (4.9) 
Idφ| 

グループB:Iωil >KRが成り立つ部分集団

これは分布gの裾を構成する振動子群でうオーダーパラメタの振動に同期できない振動子群に対応している.

この場合 (4.7)は定常解をもたずう

。， -仏 +h(ふt) ( 4.10) 

の形のドリフトする解が得られる.2π 周期関数hの形もわかるがう以下の議論では必要ない.真の振動数φz

は

ふ=イ1一(守r ( 4.11) 

であたえられる上式は、真の周期2π/心zがJ
0

27r
(d仇/dt)-ld仇に等しいことから容易に得られる個々の仇

はこのように時間変化するが，その総体から成る位相分布 fB(φ)は一定と期待される.なぜなら，無数のφ1か

ら成る fBはその統計的ゆらぎが無視できるからである.その結果，fBは似の単位円上の不変密度(すなわ

ち滞在確立密度)p(仇，ω)を単に重ね合わせたものであたえられることになる.ある位相点、oにおける不変密

度は，そこを通過する速度に逆比例するから，

p(φ，ω)ぽ 1
ω -KRsin φ 

(4.12) 

よって

r J .LU.¥J  1 r∞ L/x2 -(K R)2 
fB(φ) = I g(ω)p(札ω)dω=.:.. I xg(:r) っdx (4.13) 

11 九 R ~"'\"-.I x2ー (KRsind
Jω/KRI>l 7r JJ 

上の積分中ぅ因子、/ジー (KR)2はp(φ，ω)の規格化因子である.実はこのグループの振動子はオーダーパラ

メタに寄与しない.それは，偶奇性から

fw)C叫 =0

が恒等的に成り立つからである.よってオーダーパラメタに対するセルフコンシステント方程式は

Rニか山仰=KRに山討nφ)C山ゆ三 S(R)

( 4.14) 

(4.15) 

となる.なお，一般の位相結'合関数に対してはう非同期部分集団 Bはオーダーパラメタに寄与しうる.

S(R)はS字型の奇関数であり ，R=Oは常に (4.15)の解である.これは集団振動の不在に対応する解であ

る.結合力 Kが十分小さければこの解しか存在しないが，K>Kcでは Oでない非自明な解が現れる.臨界

結合強度 KcはS'(O)ニ 1から決まりう

Kr一一三一一
し πg(O)

( 4.16) 

民
υ

つ白。。
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a b G 

ω 

図 3: 振動数心の分布• K < Kcでは (a)のように自然振動数の分布g(ω)に一致し，K > Kcでは (b)，(c)の

ようにデルタ・ピークと凹みのある特徴的な分布を示す.Kの増大とともにデルタ・ピークの強度は増し，連

続スペクトル部分の強度は減少する.

であたえられる • K = Kcの近傍では Rは小さいと期侍されるからう S(R)老テーラー展開すると、(4.15)式は

R -S(R) = R(l一 EKg(0)-fr(0)R2+0(R4))
¥2  16" ¥ I ')  

( 4.17) 

となる.gは対称なひと山分布であるという仮定によって g吋0)< 0だから，(K -Kc)/ Kc三 Eが十分小さい

ときう

R α.JE， 

α 
8g(O) 

Kzlg"(O)1 

(4.18 ) 

(4.19) 

のように，オーダーパラメタは 2次相転移の古典論と同じく.fiに比例した振る舞いを示す.

集団振動の発生とともにうボーズ・アインシュタイン凝縮に似て集団の一部が同ーの振動数状態に落ち込む

一種の振動数凝縮を起こす.凝縮した振動子の個数を NAとするとう全振動子数に対するその割合 γ=NA/N

は
rKR 

r = I g(ω)dω= 2KRg(0) + O(R3) (4.20) 
J-KR 

のようにほぼ、Rに比例して増大する振動数凝縮が起こるとう真の振動数の分布 G(心)は自然振動数の分布

g(ω)とは異なった分布になる.G(心)はグループAから来る GA(心)とグループBから来る GB(心)の和であ

たえられヲ

GA(心)

GB(心) g(州 ))1去|
g(ω 2  + (K叫 ω2fjkR)2

(4.21 ) 

( 4.22) 

となる.最後の等式では (4.11)を用いた • K > Kcでは G(心)は図 3に模式的に示すような特徴的なスペク

トル老もつ.そこでは Aグループ(凝縮体)はデルタ・ピークを作り， BグJ!;-プは中心に落ち込みをもっ連

続スペクトルをあたえる.

g(ω)がローレンツ分布

g(ω)=7正す (4.23 ) 

であたえられる場合には，オーダーパラメタ， G(φ) ，位相分布関数 .f(の)に対して解析的表式が得られる.結果

のみを示すと， 2γ/K==η として，

R ~ (η 三1)ぅ o(η> 1)， ( 4.24) 

-826-



「第52回物性若手夏の学校 (2007年度)J

T 
2 可九 1-71 

.::. tan-1 ~ι一人 (η 三1). 0 (η> 1)， 
πη  

|φ1  
rO(心)+一

π心2+(KR)2+γ2Jφ2+(KR)2' 

一 γ、/(KR)2+γ2+KRc倒。
fA(φ) + fB(ゆ I

L.π 

( 4.25) 

G(φ) ( 4.26) 

f(ゆ) ( 4.27) 

4.2 集団同期理論の進展

以上に述べた集団同期の理論の元型は 1975年に既にできあがっていた [12Jがうこれをめぐ、ってその後さま

ざまな理論的一般化が試みられ，現在に至っている.そのうちのいくつかを以下箇条書き的に述べる [14J.

1. g(ω)がダブルピークをもっ場合について

例としてう対称な g(ω)が

g(ω)=ユ(I 1 ¥'). ') + I 1 ¥'). ')) 
2π¥(ω-ω0+ムω)2+γ2 . (ω-ωoームω)2+γ2) 

のようにダブルピークをもっ場合を考えよう..J.D.Crawfodによれば [15]，ムωの値によって転移のよ

うすは定性的に異なる.すなわちうその臨界値ムωc二 γが存在し，ムω<ムωcでは K 二 Kcで逆分岐

(subcritical bifurcation)が起こりうムω>ムωcでは 2つのピーク ω=ωo土ムωの近傍から同時的に正

常分岐 (supercriticalbifurcation)が起こって 2つの独立な同期クラスターが生じる.Kの増大ととも

にこれらのクラスターはやがて 1つに融合する.

( 4.28) 

2.分布関数によるアプローチ

先の理論では確率論的な考え方が用いられたが，そうであれば位相分布関数による方法がより自然だと

考えられる.ただし，自然振動数が分布しているシステムなのでう位相分布 f(仇t)のみで閉じた記述

は得られずヲ f(判 )=f二ρ(ct，w，t)g(ω)によって定義される自然振動数ごとの規格化された位相分布

ρ(φ、ω)を用いる必要がある.すなわちう系を無限個の成分老もつ多成分系と見るのである.オーダーパ

ラメタは

R=f附叫ゆ=fdfルρ川山ゆ (4.29) 

によってあたえられ，pは発展方程式

州、川)=-JL(Vρ)ぅ (4.30)
θゆ

川川川のω州t吋)一一K吋1
2π

ソ)いいdωM仙仰ゆザ仇
μf、V5幻i叶n叫1可(

( 4.31) 

=ω-KRsinゆ(4.32) 

に従う.このアブローチの一つの利点はノイズの効果も含めることができるという点にある.実際， (4.1) 

に白色ガウスノイズ乙(t)( <む(t)>二 0，<ふ(t)む(t')>= 2Dムバ(t-t'))が加わった場合には， (4.30) 

はフォッカー・プランク方程式

θ2p 
戸(φ，り)=一一(Vp) + D一一 (4.33 ) 

θゆ δゆ2

に一般化される.上式は坂口によって解析され，臨界点近傍で、オーダーパラメタに対するセルフコンシ

ステントな方程式

R=吋fdァ川+0州 (4.34 ) 

ヴ

tn
4
 

0
0
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が得られた [16].臨界点 Kcは

Kcニ 2(I∞百立す(ω)ル)
¥J -00 LJ~ -ト w~ / 

によってあたえられる.当然ながら，D→ Oの極限では Kcは(4.16)に一致する.

3 非同期状態の安定性

K <Kcでは R= 0の非同期状態が安定，K>Kcではこれが不安定化すると同時に R=/::Oの安定な

集団振動状態が現れると期待される.R(t)の緩和をシミュレーションで調べた結果もそれを支持してい

る.しかし， (4.30)に基づいて安定性老調べてみると結果はそう単純ではない [1司.比較的解析が易し

いK<Kcについて述べると以下のようになる.非同期状態は一様解ρo(仇ω)ニ (2π)-1に対応してい

る.これが不安定化して集団振動が発生する場合には7位相分布の基本波成分 exp(土ict)がまず不安定

成長すると考えられるので，

( 4.35) 

ρ( ct，ωヲt)=ρ0+ c(ω，t) exp(iゆ)+ e(ω うt)exp(一的) (4.36) 

と置いて， c(ω今t)について(4.30)を線形化する.すなわち，

c(ω ド一 川t)+5Lc川 g(w')dw'三 L (4.37) 

これから Lのスペクトルを求めると，連続スペクトル入 =ω が常に存在すること，および K > Kc 

で正の離散スペクトルが現れることがわかる.前者は，c(w') = 0， (ω'=/::ω)に対応するスペクトルで

ありうその場合(4.36)における結合項が消えることからう入 =ω は明らかである.後者を求めるには，

c(ω、t)= b(ω) exp(i入)と置いて得られる式

一一ω
 

，α
 

州
市

∞

∞

 

f
l
l
 

K
一2

(4.38) 

から結論される [18].このように，純虚数の連続スペクトルが存在するという事実からう直感に反するよ

うであるが K< Kcで非同期状態は中立安定であるととがわかる.しかしうこれはオーダーパラメタが

K<Kcでゼロに減衰するというシミュレーションの事実とは矛盾しない.オーダーパラメタの線形領

域でのダイナミケス老調べるために苛(4.29)と(4.36)から得られる式

附恥)ドニ π ιLCい川り切州附川9引仲州(μ川ω刈)ルル μ 

Lにこ注意する.これより(4.37)の結合項は Rに比例することがわかり，同式を積分すれば

K rt 

e(ω，t) = -iwc(ω， t) +γ I exp(-iωT)R(t -T)dT (4.40) 
4π .JO 

となる.これに再び (4.39)を適用すれば，R(t)に対する閉じたダイナミクス

R(t) =印)+Edh-けg(T)d (4.41) 

が得られる.ここにう S(t)=πf二c(ω，O)g(ω)exp( -iwt )dω，g(T)=f二g(ω)叫 (iWT)dωである.上

式は無衝突プラズマにおけるランダウ減衰の理論に表れる式に類似し，ラプラス変換を用いて R(t)の挙

動を一般の場合に解析できる [17J.簡単な場合として，初期分布が一様 (c(ω，0)=π1)でg(ω)がロー

レンツ分布(4.23)であたえられる場合を考えると，R(t)の長時間振る舞いは

R(t) = 叫((~ーサt) =叫 ((K-Kc)t) 同)

となりう K<Kcでは Rは確かに Oに減衰し，臨界点近傍でその緩和はスローダウンする.
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4 中心多様体縮約と臨界指数

J.D.Crawfordは臨界点近傍で(4.30)に対する中心多様体縮約を実行した [15].K < Kcで常に虚軸上

に連続スペクトルが存在するため.通常のホップ分岐における縮約のように単純ではないが，オーダー

パラメタに対する小振幅方程式の形は正常ホップ分岐の場合と同様に R=入R-μR3，μ>0の形であ

たえられる.したがって，オーダーパラメタは二次相転移の古典論と同じく ，R (X (K -Kc)1/2のよう

に臨界指数 1/2をもっ.

ところが，ホップ分岐に似た上記のようなオーダーパラメタの振る舞いは，位相結合関数が sin(2(ゆ-

4>' +α) )のように 2次の高調波成分老持つ場合には成り立たないじっさい，大同はセルフコンシステン

ト法によって R(X K -Kcのように臨界指数が 1になることを見出した [19].またう Crawfordは一般的

な位相結合関数に対する中心多様体縮約の理論を展開しうこの事実を含むより一般的な結果を得た [20].

4.3 複雑な集団ダイナミクス

以上は振動子が互いに順位相結合で相互作用しているシステムについての話で、あった.順位相ではないよ

り一般の結合そもつ場合には，自然振動数のばらつきゃノイズなどのランダムネスが存在しなくても大域結合

振動子集団の挙動はそれほど単純ではない.

ψ 仇 -wtを用いると大域結合振動子系は

N 

ず'i=京工r(ψi-Vlj) 

と表される.いくつかの典型的な集団状態を列記すると

A.完全に位相が揃った状態(または lクラスター状態)

B.位相が一様にばらけた状態

C.位相が揃ったいくつかの部分集団に分かれる場合(クラスター化状態)

D.それ以外のより複雑な集団状態

となるであろう.

状態 Aの安定性

(4.43) 

集団全体が位相ψι に揃っているとするその運動は明らかに払=r(O)で表される.位相の微小なばらけに

対するこの状態の安定性を見るためにう ψ 払 +6V'iと置くと， 6ψ1に対する線形化方程式は

N 

d仇=-f(0) +主主附'i- 6ψj) =γ附 ( 4.44) 

よって， r'(O) < 0すなわち順位相結合なら状態 Aは安定，そうでなければ不安定となってクラスターは崩壊

する.

状態Bの安定性

N →cx:;の極限を考え，位相分布関数.f(ψ，t)に対する式

f(ψ， t) 

V(ψ， t) 

表(山.f(仇t))， 

fwr(ψ-ψ').f(V 
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a b 

t 
r=O.4 r=O.7 

← 

0ヒ
~ 

φ φ 27r 0 

図 4:ランダムな位相分布が時間とともに変化するようす.(a)ではすべての振動子が完全に位相をそろえた

lクラスター状態に漸近し， (b)では 2クラスター状態に漸近する.クラスター自体が回転しないように適当

な回転座標系に乗った表示を用いている.

に基づいて安定性を調べる.一様分布ん=(2π)一1の周りで f(ギヘt)=fo+5f(ψ，t)と置きう (4.45)をりにつ

いて線形化する • 5f(ψ， t) = (2π)-1 LI#o今5fz(t)exp(ilψ)ぅr(ψ)=乞ご∞ f，exp(ilψ)によって定義される

フーリエ成分 5fしれ老用いるとう線形化方程式は

5fl σ16ft， 

σ lSTI -il(fo +提ft}

(4.47) 

(4.48) 

ただし提fl，C;:Sflはそれぞれ flの実数、虚数部分である。すなわち，すべての lに対して lC;:Sflが負でないか

ぎり位相の一様分布は不安定である.これは厳しい条件であり?一般の位相結合関数では満たされない.一方，

結合が順位相タイプでないという条件は f'(O)=乞1ilfl = -2 LI>o lC;:Sfl > 0であり，各 lに対してではなく

ほflの総和が負であれば満たされる.言い換えればう 「位相結合関数のいずれのフーリエ成分も順位相結合

タイプでない」という特別の場合に限って安定である.結合関数が r(ゆ)= -K sin(ψ+α)， (K > 0)のよう

に基本波成分のみを含む場合には;1α1<π/2なら lクラスター状態は安定であるかわりに一様位相分布は不

安定， 1α1>π/2なら 1クラスター状態は不安定で一様位相分布は中立安定である.後者が漸近安定でなく中

立安定である理由はう l弁士1に対しては提σ1=0が成り立ち?したがって 6f土1= 0を満たす任意の位相分布

が線形化方程式をみたすからである

2次の高調波を含む位相結合関数として

r(ψ) = -si叫ψ+α)+rsin(2ψ)，(γ> 0) ( 4.49) 

老考えてみよう.f'(O) =一 cosα+2仏 f'(π)= cosα + 2rだから，r > i cos仏 T> i cosα の両条件が満

たされる場合には順位相結合でもなく逆位相結合でもない，いわゆる out-of-phase結合となって振動子対は

Oでも πでもないある位相差で安定化する.たとえば γ=1/4の場合， π/3< 1α1<2π/3ならこの条件は満

たされる.とのような結合をもっ大域結合集団がいかなる挙動老示すかはそれほど自明ではない.図 4には

α=0で r= 0.4と r= 0.7の2つの場合について集団挙動がどうなるかが示されている.前者では順位相結

合なので，当然ながら A状態が実現される.後者では out-of-phase結合となるがう図から明らかなように 2ク

ラスター状態が実現している.out-of-phase結合をもっ大域結合集団では 2クラスター状態やより一般に多ク

ラスター状態がしばしば実現されるが，より複雑な挙動を示す場合がありうその代表的なものが以下に述べる

スロー・スイッチング現象である.ただし，紙数の関係でごくかいつまんで述べることにする.

スロー・スイッチング

スロー・スイ、ソチング現象は結合がout-of-phase型でしかも 2クラスター状態が不安定な場合にしばしば現れ

る [21，22].そこでう 2クラスター状態とその安定性に関する基本的なことがらをまず述べる.集団全体が位相

ψAヲψBをもっ2つのクラスターに分裂しているとしよう. 2点A，Bが円周上そ左回りに回転しているイメー

ハ
U

q
t
u
 

nδ 
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ジを描いて貰えばよい.先行するクラスターを Aクラスターとすると，位相差ム =ψA-'l/'Bは0:::;ム<π と

制限される.それぞれのクラスターに含まれる振動子数を NA，NBとし，NA/N=p， NB/N = 1-Pとする.

pは初期条件によって変わりうるので，同じ 2クラスター状態とはいっても lパラメタの自由度がある.ψA.B

の運動が

ψA pr(O) + (1 -p)r(ム)， 

ψB (1 -p)r(O) + pr(ーム)

に従うことは明らかであろう.これら 2式の差をとると

ム=(2p -1)r(0) + (1 -p)r(ム)-pr(ーム).

(4.50) 

(4.51) 

(4.52) 

以下では， 2クラスター状態の意味老より正確にするため， 2つのクラスターが位相差ムが一定のまま等速円

運動老行っている状態として定義しよう.するとム =0と置くことでムと p関係が得られ

F(0) -r(ム)
p= 

2r(0) -r(ム)-f(ーム)
(4.53) 

となる.因みにうクラスターが等サイズゆ=1/2)の場合には，r(ム)-r(ーム)=九(ム)ニ Oが満たされな

ければならない.(2.29)と比較すればわかるようにうこれは振動子対の場合と同じ位相差で 2つのクラスター

が位相ロックすることを示している.このような 2クラスター状態を Sとする.またう反位相に位相ロックし

た2クラスター状態ム =π も(4.53)を満たしている.しかし out-of-phase型結合ではこの状態は不安定で

ある.この不安定な 2クラスター状態を Tとする.

pを1/2から少しずらすと，対称性の破れから状態Sは2種類の2クラスター状態に分裂する.これらを s，
Yとする.s， s'はそれぞれ先行するクラスターのサイズ、pが 1/2より大か小かに対応したクラスター状態を

表している.状態Tも正確な反位相状態ではなくなるが分裂はなく，不安定なままに持続する.このように?

一般に 3種類の2クラスター状態SうS'，Tが可能である.以下に述べるようにうスロー・スイッチンゲは Tと

ともに S，S'がいずれも不安定である場合に起こる現象である.なおう pが1/2から大きくずれると状態Sと

S'が対消滅し， Tのみが 2クラスター状態として残る.以下ではこのケースは考えない.

2クラスター状態の安定性についてはう以下に述べる 3つの不安定化タイプがある.

1.先行クラスターのクラスター内不安定性

2.後行クラスターのクラスター内不安定性

3.クラスター間不安定性

タイプ lは，先行クラスターがばらけて崩壊するタイプの不安定性であり，対応する固有値入1はpN-1重の

縮重度をもっ.ここにう因子 -1はクラスターの重心の自由度に対応している.同様にうタイプ2は後行クラ

スターがぱらけて崩壊するタイブの不安定性で，対応する固有値入2は(1-p)N-1重の縮重度在もつ.タイ

プ3では，クラスターはばらけないがヲその相対距離ムの定常値が不安定となる.対応する固有値入3に縮退

はない.これら 3タイプの固有値の縮重度の総和に全系の重心の自由度 1を合わせたものは当然ながら全自

由度 Nに等しい.

入1およびんに対する表式を求めるには，クラスター Aまたは Bからわずかに引き剥がした lつの振動子

の位相ψに対する発展方程式

ψ=pr(ψ-ψA) + (1 -p)f(ψ-'I/'B) ( 4.54) 

を考えればよい.ただし，上式では簡単のため N →∞を仮定している.ψ一ψAについての上式の線形化方

程式からん =pf'(O)十 (1-p)f'(ム)が得られ，同様にしてん=(1 -p)f'(ム)+ pf'(ーム)が得られる.またう

んは (4.53)の解ムo(p)の周りで(4.52)を線形化した式から得られ，入3=(1-p)f'(ム)+ pf'(ーム)となる.

3種類の2クラスター状態S，S'， Tが同一パラメタの下で共存するとき，一般に TはSとS'の閣の分水嶺

となっているのでタイプ3の不安定性をもっと考えられる.以下ではそのように仮定する.このとき， SとS'

可
E
ム

丹
、

uoo 
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がともにタイプ 1の不安定性老示すなら(即ち?先行するクラスターはばらけるが後行するクラスターはばら

けないなら)スロー・スイッチングと呼ばれる奇妙な振る舞いが現れる可能性がある上の文中「タイプ

1 Jを「タイプ2Jに置き換えても以下の話は同様である.)その理由は概略以下のように述べられる.いま，

ほとんどばらけていない点状の 2つのクラスター A，Bが円周上を回転していると想像しよう.これは Sに対

応した 2クラスター状態である.仮定によってう先行するクラスター Aの小さなばらけは増大し?円周上に広

がっていく.一方 Bクラスターの小さなばらけはますます小さくなり?点クラスターに漸近する.しかし，仮

に先行クラスターがぱらけさえしなければ2つの点クラスターが回転し続ける 2クラスター状態が安定なの

だからう現実にはばらけてしまう Aクラスターが Bクラスターの背後に回って後行クラスターになればうそ

れは再び点クラスターに収縮し，先行する点クラスター Bとともに 2つの点状クラスターが回転する 2クラ

スター状態s'が持続するはずである.実際にこれが起こる.しかしこれは真に安定な 2クラスター状態で

はない.先行することになった Bクラスターは点状とはいえうそのばらけは完全にゼロではなく，先行クラス

ターになったことでそのばらけは増大しはじめる.そうすると， AとBが入れ替わっただけで状況は元に戻

る.そうして今度は溶けた Bクラスターが Aの背後に回って収縮し，しばらくの間2クラスター状態 Sが安

定に持続する.このようにう系は 2つの2クラスター状態Sとs'の閣の遷移を繰り返す.sとs'はともに N

次元状態空間の中の鞍点で、ある.したがって，上記のような振る舞いはこれらの鞍点在つなぐヘテロクリニッ

ク・ループの存在を示唆している.先に述べた固有値入1ぅ入2の縮重度から， s， s'の不安定多様体の次元はそ

れぞれpN-1および (1-p)N -1となるはずである.このようなヘテロクリニック・ループが安定ならう軌

道はこれに巻きついていき Sまたはs'の近傍に滞在する時聞は限りなく長くなっていく.このような振る舞

いをスロー・スイッチングと呼ぶのはそこから来ている.シミュレーションによれば， (4.49)であたえられる

結合関数のモデルに対して，適当なハラメタ領域でこのような振る舞いが実際に見られる.

ヘテロクリニック・ループは安定とは限らない.鞍点近傍に限りなく長く滞在する軌道であることから，そ

の安定性は S、s'近傍の軌道拡大率，すなわちそれらのまわりの固有値だけで決まる.s状態における先行お

よび後行クラスターの安定性を表す固有値を入1，入2，S'状態におけるそれらを入i，入jとすれば，ヘテロクリ

ニック・ループが安定であるための必要十分条件はう鞍点近傍の軌道拡大率の評価から

>
 

1
A

一、八
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一
入

(4.55) 

となることが簡単な考察からわかる.

大域結合振動子系の実験

J.Hudsonが率いる Virginia大学のグループは，電気化学的振動子を用いた大域結合振動子集団の実験を行っ

ている [23].硫酸溶液中のニッケル電極に一定の電圧をかけるとう電極を流れる電流が電気化学的理由によっ

てリミットサイクル振動を示すことが知られているが，このグループは 64個のニッケル電極を用い，適当な

配線によってこれらの振動子が大域的に結合したシステムを実現した.配線の抵抗値を変えることによって，

振動子聞の結合強度と振動子の自然振動数を独立に制御することができる.またう電圧を変えることによって

振動子の性質を滑らかな振動から緩和振動型の歪んだ振動まで自由に変化させることができる [24].したがっ

てヲ位相モデルが成り立つ弱結合の領域で大域結合集団の集団挙動をさまざまに調べることが可能になった

さらに，彼らはフィードパック制御によって位相結合関数の関数形を自由に変える方法老案出し，実験的研究

の自由度はいっそう広がりつつある.集団引き込み転移，クラスター化現象，スロー・スイッチング現象等，理

論が先行した諸現象がこのような実験によってすでに検証されている.

5 非局所結合系の諸問題

振動子の大集団として理論的に最も扱いやすい系は前節で述べた大域結合系であろう.そこではう各振動子

が無数の振動子と結合しているために平均場理論が正確に成り立ち，したがって問題を i1振動子問題+セル

フコンシステンシ一条件Jという形に定式化することができるからである.しかしう大域結合系は空間的自由

q
L
 

q
3
 

0
0
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度を欠いた理想化されたモデルであり，現実の振動子集団の振る舞いを理解する上で大きな助けにはなっても

厳しい限界がある.そこでう大域結合系の上記のようなメリットを失わずかっ空間自由度を許容するような集

団モデルというものが可能かと聞いたくなる本節で述べる非局所結合モデルはこの条件をみたし，その考察

老通じて振動子集団の新しい側面のいくつかが明らかになる.以下では，非局所結合振動子の代表的な縮約モ

デルと，それが示す二つの新奇な現象についてその概略を述べる.

5.1 非局所結合振動子系のモデル

リミットサイクル振動子 X = F(X)が非局所に結合したモデル

X(吋)二川)+J e(r-r')X川 dr' (5.1) 

を考えよう結合関数 Gは一般に nxη行列でありう結合振動子対の相対距離のみ依存し，長距離では十分す

みやかに減衰するものとする.系のサイズは結合半径より十分大と仮定する.また，必要に応じて振動子の性

質が均一でない系や加法的ノイズを含む系に一般化するととも可能である.(5.1)のような連続場のモデルで

は，結合半径がゼロでないかぎりその内部には無数の局所振動子が含まれる.したがって平均場理論の扱いが

厳密に正しくなる.この事実は後で述べる具体例においてフルに活用される.

弱結合の場合， (5.1)に対して位相縮約が適用でき，その結果が

仲 うい+J G(rー〆州r，t) -ct( r'吋)dr' (5.2) 

の形であたえられることは第2節の議論から明らかであろう.以下ではこれを非局所結合位相モデルと呼ぶ.

G(r)の全空間積分は 1に規格化されているとする.

個別振動子がホツフコ分岐点近傍にある場合にはう (5.1)に対して中心多様体縮約を適用するととも可能であ

る.ただし，第 1節で見たようにう一般に結合振動子系の中心多様体縮約においてはう弱結合の仮定が必要で

ある.同節の議論を適用すれば，複素ギンツブルク・ランダウ方程式の拡散項を非局所結合で置き換えた式

山)ニ (1+ω) z -(1 + iC2) I小 K(1+ iCl) J G(lr -r'l)(z仲村r))dr' (5.3) 

が得られることはもはや説明を要しないだろう以下では K>uと仮定する zの空間変化の特性波長入pが

結合半径九よりも十分長ければ，上式の積分において z(r')= z(r) + (r' -r)θrz(r) +・・・テーラー展開して

よいから，非局所結合を拡散結合で近似でき，その結果 (5.3)は通常の複素ギンツプルク・ランダウ方程式と

なる.もちろん，後者の解析結果が前提条件入p>>rcをみたしているかどうかの一貫性チ工、ソクは常に必要で

ある.

(5.3)に対して再度弱結合老仮定すると位相縮約が適用でき， (5.2)において r(ψ)が正弦関数であたえられ

るモデル

い +J G(lr -r'¥) Sill (φ川一ゆ川 (5.4) 

が得られる.

( 5.1)のような非局所結合モデルが適用できる状況はいろいろ考えられるが，特別な場合としてう同式が次の

ような形をもっ振動子集団モデルの縮約形になっている乙とに注意する [25].

Xi 

ァS(r， t) 

F(Xi) + g(X.i， S(r'i， t))， 
N 

-γS + DV2S +乞h(S，Xj)d(r-rj) 
j=1 

(5.5) 

(5.6) 

このモデルは細胞性粘菌や解糖反応下の酵母細胞集団のような振動性細胞集団に似た仮想的振動子集団を表し

ている個別細胞に対応するリミットサイクル振動子 (X= F(X))が空聞に分散しており，局所濃度 S(r，t)
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図 5:非局所結合位相モデル (5.4)から得られた 1次元のキメラパターン.(a)個別振動子の位相分布(スナッ

プショット)，(b)個別振動子の振動数分布， (c)オーダーパラメタ Rのパターン.

で表される拡散性物質によって振動子間相互作用が媒介されている.(5.5)の最終項は Sの局所濃度による振

動子の振る舞いの変化を表し， (5.6)の最終項は，右辺第一項によるこの拡散物質の消失を補うべく各細胞から

それが生成される効果を表している.上のモデルでは細胞相互の直接的相互作用はないと仮定しているが，そ

れを含めた一般化は可能である.なお，以下での議論の都合上，Sの変化速度を表す時間スケール 7 を (5.6)

にあらわに導入しておいた.

細胞が十分密にかつ一様に分布しているならう Xiを連続変数X(rぅt)に置き換えることができ守またう細胞

の数密度 η(r)= L~l 8(r -rj)老一定値 noで置き換えることがきるその結果ぅ (5.5)，(5.6)は反応拡散モ

デル

に帰着する.

X(r，t) 

TS 

F(X) + g(X， S)， 

-γS + ¥72S + noh(S、X)

(5.7) 

(5.8) 

通常，反応拡散系は局所結合系の代表のように考えられているがう必ずしもそうではない.事実 (5.7)ぅ(5.8)

においては振動子は実効的には非局所に相互作用している.それは拡散物質 Sを消去してみれば明らかであ

る.Sの発展方程式は線形であるからう一般に Sを消去することは可能である.特にう T → 0，すなわち Sが非

常に早く変化する場合には Sを断熱消去できるので， (5.1)の形をもっ非局所結合系が得られる.

5.2 キメラ状態

非局所結合振動場に固有なパターンとしてキメラ状態と呼ばれる特異なパターンがある [26，27].これを非

局所結合位相モデ、ル (5.4)で考えてみよう.まず注意すべきことは，たとえ(5.4)のような連続空間のモデルで

あっても、非局所結合系では振動子の状態に関する空間連続性は一般に保障されないという事実である.じっ

さいうキメラ構造は個別振動子がぱらぱらに振舞うインコヒーレントな領域と空間的に連続なパターンを示す

コヒーレントな領域とが共存した状態である.比較的単純な例としてう (5.4)が示す l次元キメラを図 5に示

す • G(y) = % exp(一κυ)、α=1.457 ，および周期境界条件を仮定している.ーπ/2<α<π/2なので一様振動

状態は安定である.しかし，さまざまな非一様状態老初期状態にとると，系は図 5aのように，中央領域 (Cと

する)でインコヒーレントな振る舞いを示しう境界付近 (pとする)ではそれと明確に区分されたコヒーレン

トな振る舞いを示す.領域 Cでは，図坊に示すように振動子は互いに異なった振動数で振動している(同期

が破れている).したがって，位相分布はランダムになるがう分布の統計性は定常に見える.一方，領域 Pで

は振動子は互いに同期し共通の振動数で振動している.

このような奇妙なパターンが現れる理由は，適当なオーダーパラメタを導入すると容易に理解できる.大域

結合位相振動子系と類比的に，複素オーダーパラメタ Rexp(i8)を

R(x， t)州 0川 =J dx'G(x一山 (5.9) 
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によって定義しよう.大域結合系のオーダーパラメタとの唯一の違いは Gという重み関数がかかっているこ

とである.これによって (5.4)は

の(x，t) =ω-R(x， t) sin (ゆ(x，t) -8(x， t) +α) (5.10) 

と書かれ，再び形式的に 1振動子問題になる.シミュレーションによると，キメラ状態での Rはひと山の対称

な定常パターン Ro(x)を示しうそれは図 5cのように，中央で、小さく周辺で大きくなっている.また， 8(民 t)は

Rを上下逆転させたような対称パターン 80(.1:)をもち，

。(x，t) = 80(x) + Ot (5.11) 

のように一定速度 Qでドリフトしている.R。のプロフィールから次のことがわかる.すなわち， C領域では

個別振動子はオーダーパラメタによる強制振動外力が弱いためそれに同期できない.しかたがってんの局所

的な値に依存した振動数で互いに独立に振動する.これに対して P領域ではオーダーパラメタによる強制力

が強いのでその振動数 Qに同期する.同期と非同期老分かつオーダーパラメタの臨界値を Rthとし，それに

対応する空間点在 x 土Xcとしよう.上記のような定性的考察老基にして，大域結合系の集団周期理論とほ

とんど同じ理論を以下のように定式化することができる.

遅い位相変数ψ(x，t)三ゆ(x、t)-ruを用いると、 R(x，t) = Ro(x)および (5.11)の仮定の下に (5.9)ぅ (5.10)

はそれぞれ

Ro(.1:) exp (i8o(x)) J dx'G(xーピ)叫(仲(x'札 (5.12) 

ψ(x， t) ω-O-Ro(x)sin(ψ(ιt) -8o(x) +α) 

(5.13 ) 

となる • R < Rthなら (5.13)は平衡解

ψ巴(x)= sin-1 (~ニ~) + 8o(x)一α
¥Ro(吋ノ

(5.14) 

をもち，R < Rthならドリフト解ψd(X，t)をもっ.シミュレーションで得られた Ro(x)の対称なひと山パター

ンから， (5.12)の空間積分は P領域と C領域に区分され

Ro(x)exp (i8o(x)) I G(x -x')exp (州、(ピ))dx'
JI:rl>xc 

+ I G(xーピ)exp (iψd ( x' ， t) ) dx' 
トτI<xc

(5.15 ) 

と書ける.上式右辺に ψeとψdの表式を適用すればよいのだが『前者に関しては問題なく (5.14)をそのまま

代入すればよいのに対して後者は時間依存解であるために富接その表式を代入することはできない(時間

的に一定な同式左辺と見かけ上矛盾する).大域結合系でも同じ問題があることはすでに見たとおりである

が，そこで、行ったのと同様に因子exp(iψd)をその統計平均<exp(I'lTd) >で置き換えることでこの問題は解決

される.統計平均は山のドリフト速度に逆比例する確率密度を用いて計算される。これを実行すると，オー

ダーパラメタがそれ自身の汎関数で、表されるセルフコンシステントな汎関数方程式

Ro(似 p(ゆ o(x))= H( Ro(x')， 80(ピ)，0) (5.16) 

が得られる.この式は数値的にしか解くことはできない.また， 0も未知量であり，その特別な値に対しての

み (5.16)は解をもっ.したがってヲ (5.16)は一種の非線形固有値問題とみなされる.(5.16)の数値解はシミュ

レーションで得られたオーダーパラメタのプロフィール Ro(x)を正確に再現する.このようにして Ro(x)が

わかれば， (5.13)から真の振動数心(x)の空間分布もわかり，これについてもシミュレーションの結果を非常

によく再現する.なお，上記のような l次元キメラ構造の理論の拡張版が AbramsとStroga胞によって提出

戸
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図 6:キメラ構造をもつらせん波パターン.(a)のように全体のパターンは正常ならせん波パターンに似てい

るが，中心付近では (b)のように振動子の位相はまったくばらついている.オーダーパラメタの振幅Rの動径

方向に沿ってのプロフィールは， (c)のように正常ならせん波と何ら変わらない.

されている [28]. rキメラ」という名称も彼らの発案による.

回転らせん波のキメラ状態

上に述べた 1次元のキメラパターンはうキメラが生じる理由とその理論的取り扱い法をわかりやすく示す一例

となっているがう物理的にそれほど現実味のあるパターンとは思えない.より興味深い例として， 2次元回転

らせん波のキメラ状態がある.2次元系において適当な初期条件の下で非局所結合位相方程式 (5.4)のシミュ

レーションを行い，得られたパターンが図 6に示されている.結合強度は G(r)= (2π)-1J):2KO(κr)と仮定し

ている.ここに，Ko(r)は第二種変形ベ、ソセル関数でう (5.7)，(5.8)タイプのモデルで Sを断熱消去したとき，

2次元系で現れる非局所結合がちょうどこの形老もっている.図のパターンは一見ふつうのらせん波パター

ンと変わりないが，コア付近在拡大して見ると異常性があることがわかる.すなわち句円形にくりぬかれた領

域の内部がインコヒーレントになっておりうそこでは振動子がばらばらに振舞っている.オーダーパラメタの

振幅R(r)はう境界効果による小さな歪みを別にすればほぼ等方的 (R(r)= Ro(γ) )で、図 6cのように中心で

ほぼゼロになっている.この事実からうキメラが生じる理由が前例と同様に解釈できることは説明老要しない

だろう.キメラらせん波の理論的扱いも前例と本質的に異なるととろはなくうオーダーパラメタに対するセル

フコンシステントな方程式はうシミュレーションで得られたオーダーパラメタのプロフィールや振動数の空間

分布を非常に良く再現する.

位相振動子モデルでらせんパターンを論じることは通常は許されないと考えられている.それはらせん波

の回転中心が位相特異点(、位相が定義できない点)だからである.しかしこれは場の空間的連続性老前提と

した場合の話であり、連続性が破れればこの例のように位相特異点が存在しないらせんパターンが可能であ

る.因みに，オーダーパラメタについて言えば『回転中心でその振幅はゼロだからうそこは位相特異点になっ

ているO このような特異ならせん波は位相モデルに固有なものではない.じっさい‘振幅自由度を含む非局所

結合複素ギンツブルク・ランダウ方程式(5.3)や， (5.7)と(5.8)であたえられる反応拡散モデルに対しでさえう

適当なパラメタ条件の下で図 6と同様のキメラらせん波が得られることが確認されている [27].

5.3 ノイズを含む系の長距離コヒーレンス

(5.2)で表される非局所結合位相振動子モテ、ルに外部ノイズがかかった系

ふ(r日 +J G(lr -r'I)r(ゆ(r，t)-<t ( 5.17) 

は，さまざまな瞳命解析が可能なモデ、ルで，これ老用いて振動場の長距離コヒーレンスの発生や乱流状態(時空カ

オス)等を論じることができる [29，30].ここにうノイズは平均値Oの白色ガウスノイズでうくと(r，t)と(rヘt)>= 
2DS(r -r')S(t -t')とする.以下では簡単のため 1次元系を考えるが，一般次元でも議論の本質はまったく

変わりない.(5.17)の解析的取り扱いが可能な理由はう先にも述べたとおり平均場理論が適用できるからであ

るがう具体的は以下のとおりである.
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空間自由度を含む位相分布関数 f(仇x，t)を用いると(5.17)は

仲川守J刈tり ω+Jρμd批x'G印(収Z一ど吋)Afh~ω削州ゆ4灯'r引r町恥(

三 V(ゆ仇うZιうtり)十ご訂(xι，tの 何5.18剖) 

と表される.これは形式的にはドリフト速度 V(札x，t)老もちランダム外力を受けた 1振動子のダイナミクス

を表すとみなされるのでう f(ct，x，t)はフオツカー・プランク方程式

j(机 t) 一三~ Iω+ ( dx'G(x -X') (2πdct'r( ct一的f( ct' ， X'， t) I仇川)~ θφI ¥ --. J --/ Jo -T " T /- ¥ T'  '/  1" ¥" ， / I 

+D4仙 ，t) (5.19) υv 
に従う.(4.30)についてもそうであったがうドリフト項自身が分布関数を含むので，このような方程式は非線

形フオッカー・プランク方程式と呼ばれる.非線形フォッカー・プランク方程式は散逸を含む決定論的な非線

形発展方程式でありヲ通常の散逸力学系に対してと同様に分岐解析やさまざまな縮約法が適用できる以下で

はうこれまでにも繰り返し述べてきた中心多様体縮約法と位相縮約法が (5.19)にどのように適用されるか，ま

たそれによって何がわかるかについて簡潔に述べたい.

長距離コヒーレンスの発生と中心多様体縮約

位相振動子モデルはいうまでもなく安定なリミットサイクル振動の存在を前提としており，したがって順位相

結合をもっ同ーの位相振動子から成る集団は完全に位相がそろった集団振動を示す.しかし，ノイズが存在す

るとこのようなコヒーレンスは不完全になりノイズ強度がある限界を超えると長距離のコヒーレンスは失わ

れると期待される.このような，ノイズを含む系での集団振動の消失・発生は (5.19)の解のホップ分岐に対応

している.したがって，ホップ分岐点近傍で同式に中心多様体縮約老適用するととによってこのような転移の

ようすを詳しく知ることができる.

(5.19)の自明な一様解fo= (2π)一1は集団振動が消失したインコヒーレントな状態に対応している .f(ゅう瓜t)= 
fo+η(仇ιt)と置いてその安定性老調べよう.ノイズのない場合の安定性解析は第4節で述べたとおりであ

るが?今の場合はノイズを含みかつ位相結合関数は順位相型と仮定している.η とrのフーリエ成分 η1(:1:， t)、
引を用いると (5.19)は

17l (:1:、t) {引印叫2ゆD+i刊州仲附l川恥い(いいω叶+刊叫F日九川[)

一イilIμdxピ印F匂G(x一zピめfワ)2乞:Fm州η恥恥州円m川1バμ(いx'，t例)河川η巾l一m山(付Zι吋，t吋) 

手O.m

(5.20) 

となる.ノイズ強度 D を制御パラメタと見てうこれを小さくしていくとき，l=士入に対して最初の振動不安

定性が現れるとする.たとえば指数関数のような典型的な結合強度 G(x)に対しては，その空間フーリエ成分

の中で一様な成分が最大振幅をもつが，その場合には η土入(x)の空間フーリエ成分の申で空間一様モードが最

初に不安定化することは容易にわかる.したがって、臨界点近傍では η土入を主成分とする場 η(x，t)の空間変

化はきわめて緩やかになると期待される.その結果， (5.20)の非線形項における Gを単独に空間積分すること

が許されう同式は

市(x，t) ど σ1(吋 )η1(川)-il L r m，17m (吋)ηl-m(川)
m#O，l 

一川批仰川F匂引G(いZ一一寸Zピめ川Fワ)

σ町ロl8'r口t一 l戸2D)一 i叫l(ω+ro +況r巴z)

(5.21) 

(5.22) 
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n/2 .<: a 

図 7:ノイズを含む非局所結合位相モデル (5.17)が示す乱流状態.空間は 1次元で，r(ψ)ニ -sin(ψ+α) ， 

G(x) = ~ exp( -Ixl)を仮定 (a)ノイズ強度 Dとαの2次元パラメタ空間で実効的な位相拡散係数νが負と

なる領域が存在しうそこで系は乱流状態となる.(b)乱流状態においてオーダーパラメタの振幅Rが示す時空

パターン.

と近似される.(5.21)の最終項は大域結合の極限で消える。また，この項は ηの長波長性から拡散近似してよ

い.それによって系は本質的に反応拡散系となる。詳細は省くがう

帆川)= (加)一l{山)句。(入。-Ot)) + C.C.} + small correction (5.23) 

と置いて，中心多様体縮約法の常道に従うことにより，複素ギンツブルケ・ランダウ方程式

が得られる.ここに

θ2A 
A = (Dc -D)入~A-gIAI~A+dττ

ux~ 

d t入F入ぅ

g 
入F入(f2入 +f入)

2STλ-i(提F入-f2入)

(5.24) 

(5.25) 

( 5.26) 

d， 9ともに位相結合関数だけで決まることに注意されたい.複素ギンツブルク・ランダウ方程式の空間一様

振動解は条件によって不安定化しうるが，これはベンジャミン・フェア (BF)不安定性と呼ばれ，これが起こ

ると場は時空カオス化する [4].<;Sd/)Rd =α， <;Sg/~g = bと置くとう BF不安定が起こるための条件は

1+αb<O ( 5.27) 

であたえられる.具体的な位相結合関数のいくつかに対してこの条件が満たされるか否かを調べることは

興味がある.最も単純な順位相結合関数としてr(φ)= -Ksin(ゆ+α)、(K> 0，1α1<π/2)老考えると，

d = exp(iα) / 2， 9 = (4 cosα+ 2isinα)-1となって， tan2α > 2，すなわち 0.9553...< 1α1<π/2でBF不安

定であり，場は乱流化する.ノイズが存在しなければ一様振動は完全に安定であるからうこのような乱流状態

をnoise-inducedturbulenceと呼ぶことができょう.

集団振動相における位相縮約

ホップコ分岐点、から離れて，集団振動が十分発達した状態においては，非線形フオツカー・プランク方程式に対

して位相縮約老適用することができる.そのような解析によって前小節で述べた noise-inducedturbulence 

がホップ分岐点、においてのみならず一般にどのような条件下で起こるかがわかる.

空間的に一様な集団振動は、 (5.19)の空間一様なドリフト解fo(ゆ-Ot + 8)に対応している.ここに， 8は

任意定数である.この場合位相縮約とは，乙のような一様振動状態がゆるやかな空間的変調を受けた場合，そ

の時空変動を記述する発展方程式を導出することを意味している.第2節で述べたアイディアに従えば，これ

は任意定数@老ゆるやかな時空変化をもっ場の変数8(x，t)と見直すことで可能となる.もちろん，このよう

に拡張されたドリフト解んい-Ot + 8(x， t))は (5.19)の厳密な解とはなりえないが，このような fがある

意味で最大限 (5.19)を満たすように 8(ιt)の発展則を決めてやるのである.ん(ゆ-Ot + 8(x， t))を(5.19)
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に代入するとう@の緩やかな空間変化に起因する微小項が加法的に現れる.この微小項を摂動項と見なすとう

最低次近似で@に対する非線形拡散方程式

θ28 (θ@¥2 
8(ιt) = ν-τ 十 μ(:~ 1 

ax“ ¥θxJ 
(5.28) 

が得られる.係数民 μは，んの関数形および (5.19)の線形化方程式の固有関数，特にゼロ固有値に対応する固

有関数で表現できる.そして，とれらはすべて位相結合関数に含まれるパラメタおよびノイズ強度Dで表され

る.ν<0ならば一様振動解は不安定である.したがって， BF不安定性条件老系のパラメタに関係づける一般的

表式が得られることになる.本稿では述べるスペースがなかったが，高次近似まで系統的進むことのできる位相

縮約法を適用すれば，V< 0の場合に重要となる高次項 (4次微分項)を含むいわゆる Kuramoto-Sivashinsky

方程式が得られる.

例として，r(ゆ)= -sin(ゆ+α)、(1α1<π/2)について解析した結果を図 7に示そう結合強度を単位結合

半径をもっ指数関数 G(x)= exp( -lxl)/2とすると，系に含まれるパラメタは αとノイズ強度Dのみである.

これらで張られる 2次元パラメタ空間で νの正負がどのように変わるかを示したのが図 7aである.また，乱

流領域におけるパターンの一例を図 7bに示す.
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