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第 1 章 序論 

 

1.1 はじめに 

 

 1995 年 1 月 17 日に発生した兵庫県南部地震では数多くの犠牲者を出すとともに，各種ラ

イフラインや橋梁，護岸，岸壁などの社会基盤施設に大きな被害が発生した。このことを

受けて，土木学会は地震動レベルを 2 段階に分類するとした新たな耐震設計に関する提言

を発表した（土木学会，1996）。ここでは，レベル 1 地震動は「施設の供用期間中に発生す

る確率が高い地震動（再現期間 75 年程度）」を表すものとし，それに対してレベル 2 地震

動は「施設の供用期間中に発生する確率は低いが，大きな強度を有する地震動（再現期間

数百年程度）」として定義されている。ただし，直下型地震を想定する場合には，その発生

確率が極めて低い場合であってもレベル 2 地震動として考慮される。新たな耐震設計にお

いては，地震時に構造物が果たすべき役割（すなわち重要度）に応じ，これらの想定地震

動に対して構造物が満たすべき耐震性能を明確に設定する必要がある。例えば，レベル 1

地震動に対しては構造物の機能が維持される必要があるが，レベル 2 地震動に対しては施

設が健全性を損なわず所定の機能を保持することを目標として耐震設計を行う。1995 年兵

庫県南部地震を契機に主流となりつつある性能規定型の耐震設計では，レベル 1 およびレ

ベル 2 の 2 段階の想定地震動を考慮し，それぞれの地震動レベルに応じて許容される構造

物の被害程度を適切に設定することにより，構造物の耐震性能を総合的かつ合理的に規定

する。 

 我が国のみならず世界的にも，1989 年米国ロマプリータ地震や 1994 年米国ノースリッジ

地震など，大都市を襲った大地震とそれに伴う甚大な被害から，耐震設計において性能設

計の必要性が認識されるようになった。それまでは仕様規定型の耐震設計法を用いるのが

主流であり，そこでは構造形式や構造材料，設計手法などの仕様は設計基準類により規定

されていた。このように，仕様規定では具体的に使用材料や形状，寸法などが規定されて

いるため，誰にでも理解しやすいことに加え，設計および基準に対する適合性の照査が容

易に行えるというメリットがある。しかし，規定された以外の材料や構造モデルを扱う場

合には対応が難しく，目標性能としても不明瞭なものとなることが予想される。これに対

して性能設計では，構造物の仕様を直接に規定する代わりに，対象とする構造物の目的お

よび期待される性能を明確にし，それらを規定することで設計を行う。このように，性能

設計では実現すべき目標性能，およびそれを規定するための照査項目や照査方法に重きが

置かれ，これまで仕様規定により定められていた部材寸法や形状などは設計者に委ねられ

る形となる。これは，性能設計がより自由度が高い柔軟な設計法であることを意味するが，

その反面，規定した性能に対する適合性の検証が困難であり，設計に高い技術が必要とさ

れる。また，設計する構造物が性能目標として掲げた状態を満足できるかどうかを評価す
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るには，種々のレベルの地震動のもとでどの程度の被害が生じるかについて，精度よく予

測できることが求められる。 

 我が国は世界でも有数の地震国であり，1995 年の兵庫県南部地震以降もマグニチュード

7.0 クラスの大地震が複数発生している。例えば，2003 年十勝沖地震（M8.0），2004 年新潟

県中越地震（M6.8），2005 年福岡県西方沖地震（M7.0），2007 年能登半島地震（M6.9）およ

び同年新潟県中越沖地震（M6.8）などがその代表例である。また，今後発生が予想される

地震も数多く存在し，活断層で発生するタイプとしては，琵琶湖西岸断層帯（M7.8 程度），

上町断層帯（M7.5 程度），中央構造線断層帯（M8.0 程度）などによる地震が挙げられる（地

震調査研究推進本部地震調査委員会，2009）。これらの断層帯は再現期間が非常に長いこと

から，発生確率は極めて低く設定されているが，海溝型の地震である東南海地震（M8.1 前

後）では今後 30 年以内に約 60～70%，南海地震（M8.4 前後）では 50～60%程度の発生確

率が予想されている。東南海地震および南海地震が同時発生した場合には，マグニチュー

ド 8.5 を超える巨大地震に見舞われる可能性も否定できない。このようなことを考えれば，

今後さらに性能設計の重要性は増すものと思われる。 

 今後発生が予想される大地震に対する危惧から，河川堤防や道路・鉄道盛土，ダムとい

った土構造物に対しても，1995 年兵庫県南部地震以降において，すべりに対する安全性の

みならず沈下量や変形量も要求性能の対象として耐震設計が行われるようになってきてい

る。このような傾向はケーソン式岸壁などの港湾構造物に関しても同様である。これらの

各種構造物に対して性能照査型の耐震設計を行おうとする場合，先にも述べたとおり変形

の照査が非常に重要となる。震度法が耐震設計の主流であった時代においては，材料非線

形性を考慮できる動的解析はその信頼性が乏しいこともあり，実設計で用いられることは

ほとんどなかった。しかし，1995 年兵庫県南部地震などの大地震を契機として，想定地震

動レベルに応じた地盤・構造物系の被害程度を数値解析により推定しようとする研究が盛

んになり，近年ではある程度の精度により地震時の被害程度を予測することが可能となっ

てきている。このような被害予測手法のうち，地盤・構造物間の動的相互作用や砂質土の

液状化現象の扱いに優れているものとして有限要素法による動的有効応力解析法が挙げら

れる。しかし，偏に有効応力解析法と言っても，そこで用いられている構成モデルなどに

は種々のものが存在し，得られた結果にも解析法によるばらつきが見られる状況である。

現状での有効応力解析法における推定精度に関してはまだ発展途上の段階であると言え，

来るべき大地震に対してより信頼しうるレベルで性能設計を行うためには，有効応力解析

法による地震時の被害推定の精度向上が必要不可欠なものと思われる。 

 

1.2 既往の研究 

 

 有効応力解析法には採用されている構成モデルの違いなどにより種々のものが存在する。

繰り返し載荷時の砂の挙動を表す構成モデルとしては，負荷曲面や硬化関数，流れ則など
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の概念を用いる弾塑性構成則が数多く存在するが，土の力学モデルはこのような弾塑性型

の構成モデルに限られたものではなく，これらとは異なった視点から土の挙動を表現して

いる構成モデルも提案されている。ここでは各種提案されている有効応力解析手法の中か

ら，土の挙動の再現性に優れている方法として，多重せん断機構に基づく砂の力学モデル

（Iai ら，1990a）を用いた有効応力解析法を取り上げる。この多重せん断モデルを用いた有

効応力解析法では，せん断応力-せん断ひずみ関係を Towhata ら（1985）により提案された

多重せん断ばねモデルにより表現し，過剰間隙水圧モデルとしては Iai ら（1990b）により

提案されたモデルを用いている。 

 この多重せん断機構モデルを用いた有限要素解析により，過去の地震時の被災事例に対

する再現解析が数多く実施されており，その適用性の検討がなされている。それらの解析

において対象とした代表的な被災事例としては，1983 年日本海中部地震における秋田港の

矢板式岸壁（Iai ら，1993），1993 年釧路沖地震の際の釧路港の水平成層地盤における非線

形応答（Iai ら，1995），同年北海道南西沖地震により被災した後志利別川の河川堤防（井合

ら，2001；Ozutsumi ら，2002），1995 年兵庫県南部地震の際に被害を受けた神戸港六甲アイ

ランドのケーソン式岸壁（一井ら，1997），神戸港の防波堤（井合，1996）および直杭式桟

橋（南ら，1997），神戸市中心部とポートアイランドを結ぶ神戸大橋のニューマチックケー

ソン基礎のような深い基礎（Liu ら，1997），淀川下流域の河川堤防（井合ら，2001）など

が挙げられる。また，各種構造物を対象とした遠心力場での模型振動実験に対しても再現

解析が実施されている。例えば，浅い基礎を有する地盤・地上構造物系（Iai ら，1993）や

盛土構造物（井合，1989），地中構造物（Iai ら，1992）などがその代表例である。 

 これらの解析によると，液状化地盤上に構築された盛土や矢板式岸壁の地震時の変形挙

動が過大評価されるという問題があったため，小堤（2003）は，過剰間隙水圧モデルにお

ける応力空間での変相線から破壊線へと至る領域でのダイレイタンシーの評価法を検討し，

新たな修正モデルを提案した。この修正モデルでは，変相線と破壊線の間に第 2 変相線を

設け，第 2 変相線を超えた応力空間においてなされる塑性せん断仕事は負のダイレイタン

シーに寄与しないものとしている。また，非線形性の著しい地震応答解析において，応答

加速度時速歴に不自然なスパイク上のピークが多発する現象が見られたため，小堤（2003）

はこれを改善するために，過剰間隙水圧の変化に伴う応力-ひずみ関係の変動を正確に追跡

しつつ非線形反復計算を行う方法（改良型非線形反復計算法）を提案している。小堤はこ

の他にも，地震応答解析の際に数値解析的な安定性のために用いられる剛性比例型のレー

レー減衰行列に対する剛性比例係数の設定方法や，2 次元平面ひずみ条件下において杭-地

盤系の相互作用における 3 次元効果を適切に考慮する方法などを提案している。 

Towhata ら（1985）により提案された多重せん断ばねモデルは，当初は 2 次元平面ひずみ

条件のみを対象とするものであったが，井合（1991）により 3 次元空間に適用できるよう

に拡張され，さらに Iai & Ozutsumi（2005）により種々の破壊規準を織り込む形で定式化が

行われている。 
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1.3 研究の目的 

 

 前節において多重せん断機構モデルに対する既往の研究内容について示したが，そこで

用いられていた構成関係は，いずれも微小変形理論に基づき構築されたものであった。そ

のため，変形が小さい現象に対しては適用が可能であるものの，大変形現象を取り扱うに

あたっては，ある程度の誤差を承知の上で解析を行うことを余儀なくされていた。1995 年

兵庫県南部地震などの過去の大地震では，河川堤防などの盛土構造物やケーソン式岸壁に

代表される港湾構造物などにおいて，数メートル単位での沈下や変形が生じた事例が報告

されている。今後想定される大地震においても，液状化対策が施されていない地盤上の地

盤・構造物系では，同程度もしくはそれ以上の変形を生じうる可能性は否定できない。こ

のような事実を考慮すると，従来の微小変形解析をそのまま適用した場合，対象とするモ

デルによっては工学上無視できないような問題が生じることが考えられる。したがって，

地震時における液状化地盤上の地盤・構造物系の被害をより高い精度で推定するためには，

より厳密な大変形理論に基づき構築された構成モデルの適用が望まれる。本研究では，大

変形理論に基づき，砂のような粒状体の力学モデルとしてのひずみ空間における多重せん

断モデル（Iai & Ozutsumi，2005）の拡張を行うとともに，それを用いた地震応答解析を実

施することによりその適用性を検証することを目的とする。 

 

1.4 本論文の構成 

 

 本論文は全 8 章から構成されており，各章における検討内容を以下に簡潔に示す。なお，

第 1 章は序論であり，本章に示すとおりである。 

 第 2 章では，微小変形理論に基づき，砂のような粒状体の力学モデルとしてのひずみ空

間における多重せん断モデル（Iai & Ozutsumi，2005）に対し，新たなストレス-ダイレイタ

ンシー関係を組み込んだ形での定式化を行う。まず，ダイレイタンシーの影響を考慮しな

い基本形としての多重せん断モデルについて，応力とひずみとの直接的な構成関係（これ

以降，積分形と称す），および，応力増分とひずみ増分との関係を表す増分形の両者におけ

る定式化の流れを示した後，膨張的および収縮的成分からなるダイレイタンシーの効果を

取り入れることで，積分形および増分形での一般化された多重せん断モデル構成式を与え

る。 

第 3 章では，第 2 章で示した新たなストレス-ダイレイタンシー関係に基づく多重せん断

モデルを，幾何学的非線形性を考慮できるよう大変形理論を用いて拡張する。大変形理論

で用いられる応力やひずみなどについて簡潔に述べた後，物質表示および空間表示の双方

において多重せん断モデル構成式の定式化を示す。構成式は微小変形解析の場合と同様に，

積分形および増分形の両者により与えるものとする。ダイレイタンシー成分に関しても，

物質表示および空間表示の双方において定式化を行うものとし，2 次元平面ひずみ条件での
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適用を考え，積分形，増分形ともにベクトル・マトリクス表示により構成関係を与える。 

第 4 章では，間隙水で満たされた多孔質体の支配方程式を大変形理論に基づき与えるこ

ととし，有限要素法への導入のため，物質表示および空間表示により表された支配方程式

の離散化を行う。あわせて，物質表示による Total Lagrangian 法，および，空間表示による

Updated Lagrangian 法を用いた解析手法の概要について述べる。 

第 5 章では，第 3 章で示した多重せん断モデル構成式を参考にし，大変形理論に基づく

新たな線形弾性体構成式を提案する。この多重せん断モデル型の線形弾性体構成式を有限

要素法に導入するため，第 4 章にならい，大変形理論に基づき弾性体の支配方程式の定式

化を行う。これらの定式化を基にして要素シミュレーションを実施し，多重せん断モデル

型の線形弾性体構成式の適用性を検討する。 

第 6 章では，第 3 章で述べた大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式を用いて，各

種の要素シミュレーションを実施する。対象とするモデルは，非排水単調せん断試験，非

排水繰り返しせん断試験，非排水平面ひずみ圧縮試験の各種である。 

第 7 章では，地震時の地盤・構造物系の被災事例に対する地震応答解析を実施し，第 3

章で述べた大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式の適用性を検討する。対象とする

事例は，土木研究所で実施された盛土遠心模型実験，1993 年北海道南西沖地震の際に被災

した後志利別川堤防，1995 年兵庫県南部地震の際に被災した神戸港 RF3 岸壁および第 7 防

波堤の各種である。 

第 8 章は結論であり，本研究で得られた知見をまとめて示す。 
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第 2章 ひずみ空間多重せん断モデルにおけるストレス-ダイレイタ

ンシー関係 

 

2.1 概要 

 

 本章では，砂のような粒状体の力学モデルとしてのひずみ空間における多重せん断モデ

ル（Iai & Ozutsumi，2005）に対し，新たなストレス-ダイレイタンシー関係を組み込んだ形

での定式化を行う。ここで用いるストレス-ダイレイタンシー関係は，ダイレイタンシーに

よる体積ひずみ成分が，仕事をしないせん断機構として表現される膨張的成分と，累積塑

性せん断ひずみに比例する収縮的成分の和として与えられるという仮定に基づくものであ

る。 

 

2.2 ひずみ空間における多重せん断モデル 

 

 大変形解析での構成式の定式化に先立ち，まず，微小変形解析における構成式に関して

述べる。なお，構成式の表記に関しては，Holzapfel（2000）に準じた表記法を用いることと

し，ギリシャ文字（例えば， , ）および小文字のラテン文字（例えば， ,p q）はスカラ

ーを，小文字のボールド体のラテン文字（例えば， ,t n）はベクトルを，ボールド体のギリ

シャ文字（例えば， ,ε σ）および大文字のボールド体のラテン文字（例えば， ,E S）は 2

階のテンソルを，白抜きのラテン文字（例えば， , ）は 4 階のテンソルを表わすものと

する。ただし，場合によっては，小文字のボールド体のラテン文字（例えば，b（式(3.6)

参照）やe（式(3.5)参照））により 2 階のテンソルを表わすこともある。また，ベクトルuと

vのスカラー積（内積）は u vで，ベクトル積（外積）は u vで，テンソル積（直積，dyad）

は u vで与える。さらに，テンソルAとBのスカラー積（二重縮合，double contraction）

は :A Bで表わすものとする。また，テンソルAの転置および逆は，それぞれ
TA ，

1A と

表記する。 

 

2.2.1 積分形での構成式（基本形） 

 

 ひずみ空間における多重せん断モデルでは，有効応力（引張りを正とする）は，粒状体

を構成している粒子構造を特徴づける branch vector と，それに直交する tangential vector と

の dyad 積を基にして，以下のように与えられる（Iai，1993a；Iai & Ozutsumi，2005）。 

 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1
'

4

J I
ij ij ij j

j i

p q  
  

     σ I t n  (2.1)
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij ij ij ij ij ij    t n t n n t  (2.2) 

ここに， 'σ は有効応力テンソル， p は平均有効応力（圧縮を正とする），Iは 2 階の単位テ

ンソル，
( )ijq は多重せん断モデルにおける仮想単純せん断応力，

( ) ( )ij ijt n は仮想単純せ

ん断機構を表す 2 階の fabric tensor（fabric tensor の定義については，Oda ら（1982）を参照

のこと）である。ここでの仮想単純せん断 t n は，概念的には図 2.1(a)に示すように表

される。一方，軸差せん断成分   n n t tは図 2.1(b)のように表されるが，これは，応力

の作用面を / 4 だけ傾ければ，図 2.1(a)に示す単純せん断成分と等価である。このことより，

仮想単純せん断機構を表す 2 階の fabric tensor では，単純せん断と同様に軸差せん断の影響

も考慮することができる。 

 

 

(a)                                       (b) 

図 2.1 2 次元平面での仮想単純せん断機構の概念： 

(a)単純せん断     t n t n n t；(b)軸差せん断   n n t t  

 

また，  は多重せん断モデルにおける多重せん断バネ間隔であり，1/2 円におけるバネ本

数を I とすると， 

 / I    (2.3) 

と表される。一方，
( )j は立体角であり，3 次元モデルを構成する J 個のサブプレーンに

対して定義される。なお，それぞれのサブプレーン上で仮想平面ひずみ条件が成立し，2 次

元平面ひずみ条件下における多重せん断モデルが適用できるものとする。式(2.1)の導出に際

しては，巨視的な意味での有効効力が，微視的構造における粒子間の接触力の体積平均と
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して表されるとする概念が用いられている（Iai，1993b）。 

 積分形の構成式では、式(2.1)に示すように，巨視的な有効応力 'σ は巨視的なひずみテン

ソルεの関数として与えられる。この直接的な応力・ひずみ関係を導くため，まずは以下に

示す体積ひずみ（引張りを正とする），および，仮想単純せん断ひずみ
( )ij を求める必要

がある。 

 :  I   (2.4) 

 ( ) ( ) ( ) :ij ij ij  t n   (2.5) 

次に，ダイレイタンシーの影響による体積ひずみ d を考慮するため，以下に示すような有

効体積ひずみ ' を導入する（Iai，1993c）。 

 d'     (2.6) 

ダイレイタンシーによる体積ひずみは，後述する 2 階の projection tensor dI を用いて，以下

のような増分形で与えられるものとする。 

 d d :  I ε   (2.7) 

式(2.1)における等方圧力 p および仮想単純せん断応力
( )ijq は，それぞれ有効体積ひずみ '

および仮想単純せん断ひずみ
( )ij の関数として，以下のように与えられる。 

 ( ')p p   (2.8) 

 ( ) ( ) ( )( )ij ij ijq q   (2.9) 

ひずみ空間における多重せん断モデルの積分形構成式の基本形は，式(2.1)および式(2.8)，

(2.9)により表され，巨視的な意味でのひずみと有効応力とが，誘導異方性を考慮した 2 階の

fabric tensor ( ) ( )ij ijt n を通じて関連付けられている。 

 

2.2.2 増分形での構成式（基本形） 

 

 増分形の構成式は，式(2.1)の両辺の微分をとることで，以下のように与えられる。 

 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1
'

4

J I
ij ij ij j

j i

p q  
  

     σ I t n    (2.10) 

 
d

'
d '

p
p 


   (2.11) 

 
( )

( ) ( )
( )

ij
ij ij

ij

q
q 







  (2.12) 

式(2.4)から式(2.7)を式(2.10)に代入すると，以下のような増分形構成式が得られる。 

 ' :σ ε   (2.13) 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
L/U L/U L/U d

1 1

1

4

J I
ij ij ij ij ij j

j i

K G K 
  

         I I t n t n I I  (2.14) 

ここに， 

 L/U

d

d '

p
K


   (2.15) 

 
( )

( )
L/U ( )

ij
ij

ij

q
G







 (2.16) 

式(2.15)，(2.16)に示す接線剛性テンソルの各成分は，経路依存性をもつ関数として，ひずみ

増分の符号により以下のように定義される。 

 
L

L/U
U

/  if ' 0 ( )

  if ' 0 ( )

K
K

K





  




載荷 中立状態

除荷状態
 (2.17) 

 
L

L/U
U

/  if 0 ( )

  if 0 ( )

G
G

G





  




載荷 中立状態

除荷状態
 (2.18) 

 ひずみ空間における多重せん断モデルの増分形構成式の基本形は，式(2.13)に示すように，

誘導異方性を考慮した 4 階の fabric tensor を用いて与えられる。式(2.14)における第 1 項

および第 2 項は，それぞれ体積成分および偏差成分の関係を表しており，対称マトリクス

である。一方，第 3 項は，体積成分と偏差成分とのカップリング項として，ダイレイタン

シーによる影響を考慮しており，非対称なマトリクスとなっている。 

 本研究では，土が載荷以前から本来有している構造異方性（固有異方性）は簡略化のた

め考慮しないこととし，載荷に伴う内部応力の変化によって生じる構造異方性（誘導異方

性）のみを考慮する。なお，粒状体の固有構造に伴う固有異方性は，各々の仮想単純せん

断機構
( ) ( )ij ijt n の方向に対する依存性を式(2.9)に組み入れることで導入できるものと

思われる。 

 

2.3 多重せん断モデルの一般形への拡張 

 

2.3.1 積分形での構成式（一般形） 

 

 ここでは，前項までに述べてきた多重せん断モデルの基本形構成式を，実際の砂の挙動

をより良く再現できるよう，一般的な形へと拡張を行う。式(2.1)から式(2.5)はそのまま用い

ることとし，式(2.6)に現れるダイレイタンシーによる体積ひずみを，以下のように収縮的成

分
c
d および膨張的成分

d
d に分解する。 
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 c d
d d d     (2.19) 

また，収縮的ダイレイタンシー増分の液状化状態依存性を表現するため，仮想有効体積ひ

ずみ " を導入する。これは，有効体積ひずみから膨張的ダイレイタンシー成分を除去した

ものであり，以下で与えられる。 

 c
d"     (2.20) 

 次に，等方圧力 p に関しては式(2.8)をそのまま適用することとし，式(2.9)に示す仮想単純

せん断応力を以下のように一般化する。 

 ( ) ( ) ( )
2( ,  ', ",  , )ij ij ijq q J     (2.21) 

式(2.21)において，仮想単純せん断ひずみ
( )ij のみの関数とせず，有効体積ひずみ ' および

仮想有効体積ひずみ " を含む関数としている理由は，仮想単純せん断機構の拘束圧依存性

および液状化状態依存性を考慮するためである。また，同式における 2J および は，応力

テンソルの第 2 不変量および Lode 角であり，3 次元モデルにおいて導入される種々の破壊

基準に対する仮想単純せん断機構の依存性を考慮するため用いられる。 

 なお，2 次元解析における多重せん断モデルでは，仮想単純せん断応力の応力テンソル依

存性（すなわち，式(2.21)における 2J および ）は存在せず，式(2.21)は以下のように簡略

化される。 

 ( ) ( ) ( )( ,  ', ")ij ij ijq q     (2.22) 

 

2.3.2 増分形での構成式（一般形） 

 

本項では，一般化された増分形構成式の導出過程を順を追って説明する。まず，式(2.21)の

両辺の時間微分を行うと，以下のようになる。 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2( )

2

' "
' "

ij ij ij ij ij
ij ij

ij

q q q q q
q J

J
   

   
    

    
    

    (2.23) 

ダイレイタンシーによる体積ひずみの変化率を，後述する 2 階の projection tensor dI および

dJ を用いて以下のように与える。 

 d d d: : '  I ε J σ    (2.24) 

 c c
d d :  I ε   (2.25) 

結果的に，式(2.23)の右辺におけるひずみ速度は，以下のように表すことができる。 

 ( ) ( ) ( ) :ij ij ij  t n ε   (2.26)
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  d d' : : '   I I ε J σ    (2.27) 

  c
d" :  I I ε   (2.28) 

同様にして，式(2.23)の右辺に現れる応力速度は，以下のようになる。 

 2
2 : '

'

J
J





σ
σ

   (2.29) 

 : '
'

 



σ
σ

   (2.30) 

式(2.26)から式(2.30)を，式(2.11)および式(2.23)に代入すると， 

  d d

d d
: : '

d ' d '

p p
p

 
  I I ε J σ    (2.31) 

 

 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

d d( )

( ) ( ) ( )
c 2
d

2

: : : '
' '

     : : '
" ' '

ij ij ij
ij ij ij

ij

ij ij ij

q q q
q

Jq q q

J

  


 

  
    
  

    
         

t n I I ε J σ

I I ε σ
σ σ

  

 



 (2.32) 

のようになる。式(2.10)にこれらの式を代入すると，一般化された増分形の構成式が以下の

とおり与えられる。 

 ' : : ' σ ε σ     (2.33) 

  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
L/U L/U

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
L/U d L/U L/U

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) c ( )
L/U d L/U d

1 1

1

4

1
  

4

1
  

4

J I
ij ij ij ij ij j

j i

J I
ij ij ij ij j

j i

J I
ij ij ij ij ij ij j

j i

K G

K H L

H L

 


 


 


 

 

 

       

       

       







I I t n t n

I I t n I

t n I t n I



 (2.34) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
L/U d L/U d

1 1

( ) ( ) ( )

1 1

1

4

1

4

J I
ij ij ij j

j i

J I
ij ij j

q
j i

K H  


 


 

 

       

    





I J t n J

t n J



　　　　　

 (2.35) 

ここに， 

 
( )

( )
L/U '

ij
ij q

H






 (2.36) 

 
( )

( )
L/U "

ij
ij q

L






 (2.37) 
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( ) ( )

2

2 ' '

ij ij

q

Jq q

J




  
 

   
J

σ σ
 (2.38) 

であり， L/UK および
( )
L/U
ijG はそれぞれ式(2.15)，式(2.16)により与えられるものとする。 

式(2.34)における右辺第 1 項から第 3 項までは，式(2.14)に示す増分形構成式の基本形の場合

と等しい。一般形における第 4 項は，せん断機構の拘束圧依存性および液状化状態依存性

を表し，第 5 項はせん断機構に与えるダイレイタンシーの影響を表すものである。第 3 項

から第 5 項までは，いずれも圧縮伸張の機構（体積成分）とせん断に関する機構（偏差成

分）のカップリングを示すもので，非対称マトリクスとなる。式(2.35)における 4 階の fabric 

tensor は，せん断機構およびダイレイタンシーに対する，応力の第2不変量 2J およびLode

角 の影響を表すものである。なお，2 次元平面ひずみ条件においては，式(2.35)は考慮す

る必要がないので，式(2.33)は式(2.13)と同じ形（ただし，接線剛性マトリクスは式(2.34)で

与える）に簡略化される。 

なお，2 次元解析の場合，ダイレイタンシーの応力依存性（すなわち，式(2.21)における 2J

および ）は無視されるので，式(2.24)は以下のように簡略化される。 

 d d :  I ε   (2.39) 

したがって，2 次元における増分形の構成式は，式(2.33)に代えて以下で与えればよい。 

 ' :σ ε   (2.40) 

 

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
L/U L/U L/U d

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) c
L/U L/U L/U d L/U d

1 1

I
i i i i i

i

I I
i i i i i i i i

i i

K G K

H L H L



 



 

        

         



 

I I t n t n I I

t n I t n I I



　

 (2.41) 

 

2.4 ダイレイタンシーの定式化 

 

2.4.1 微視的および巨視的ひずみエネルギー 

 

 ひずみ空間における多重せん断モデルでのダイレイタンシーの定式化に先立ち，まず，

ひずみエネルギーに関する考察を行う。多重せん断モデルにおけるひずみエネルギー率は，

式(2.1)，式(2.4)および式(2.5)より以下のように与えられる。 

 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( ) ( )

1 1

1
' : :

4

1

4

J I
ij ij ij j

j i

J I
ij ij j

j i

W p q

p q

 


   


 

 

 
       

 

    





σ ε I t n ε  

 
 (2.42) 

ここで，式(2.42)を次のように書き表すこととする。
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 ( ) ( )
v

1 1

1
' :

4

J I
ij j

p q
j i

W W W  
  

    σ ε    (2.43) 

ここに， 

 pW p    (2.44) 

 ( ) ( ) ( )
v
ij ij ij

qW q    (2.45) 

以上より，巨視的なひずみエネルギー率 ' :W  σ ε   と，多重せん断機構を構成する個々の

仮想単純せん断機構における微視的なひずみエネルギー率
( ) ( ) ( )
v
ij ij ij

qW q   は，式(2.43)に示

すような形で関連付けられることがわかる。ひずみエネルギー率に関するこの関係は，後

述するダイレイタンシーの定式化において重要な役割を果たすことになる。 

 次に，式(2.6)および式(2.19)に基づき，体積ひずみ速度は以下のように 3 つの成分に分解

することができる。 

 c d
d d'          (2.46) 

ここに，式(2.46)の右辺第 1 項は等方的な応力変化によるもの，第 2 項および第 3 項は，そ

れぞれ収縮的および膨張的ダイレイタンシー成分によるものである。式(2.43)に式(2.46)を代

入すると，以下の関係が得られる。 

 dc dd ( ) ( )
v

1 1

1
' : '

4

J I
ij j

p p p q
j i

W W W W W  
  

      σ ε      (2.47) 

ここに， 

 ' 'pW p    (2.48) 

 dc c
dpW p    (2.49) 

 dd d
dpW p    (2.50) 

 

2.4.2 膨張的ダイレイタンシー成分 

 

 多重せん断モデルの定式化に基づき，式(2.21)における仮想単純せん断モデルを，骨格曲

線上では以下のような双曲線型（Hardin & Drnevich，1972）で与える。 

 
( )

( ) v
v( )

v

/

1 /

ij
ij

ij
q q

 
 




 (2.51) 
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ここに， v v,  q  は，仮想単純せん断モデルにおけるせん断強度，および（せん断）規準ひ

ずみである。 

 Taylor（1948）によると，土粒子間のかみ合い（interlocking）を変化させるためになされ

たせん断仕事は，滑り摩擦エネルギーとして消費され，実質的に仕事をしない成分である

とされる。この仮定に従い，偏差成分とダイレイタンシーの膨張的成分から構成されるひ

ずみは，骨格曲線に沿う載荷時には仕事をしない成分であると仮定する。すなわち， 

 dd dd ( )
v

1 1

1
0

4

J I
j

p q
j i

W W  
  

      (2.52) 

 
d d

dd ( ) ( ) ( )
v v

ij ij ij
q qW r W r q       (2.53) 

ここに，
d

r は，interlocking の変化に対するせん断ひずみエネルギーの寄与率を規定するパ

ラメータである。カムクレイモデルにおけるひずみエネルギーは，式(2.53)において
d

r を 1

とした場合に相当し，式(2.49)で表わされる収縮的ダイレイタンシー成分により与えられる。 

 以上の仮定より，式(2.45)および式(2.50)を用いて，ダイレイタンシーによる体積ひずみの

膨張的成分が以下のように与えられる。 

 
d

( )
d ( ) ( )v
d fv( )

1 1 v

/1

4 1 /

ijJ I
ij j

ij
j i

r
    

   

   
   (2.54) 

ここに， 

 v
fv

q

p
   (2.55) 

であり，これは，仮想単純せん断モデルにおけるせん断破壊線の傾きに他ならない。
( ) 0ij 

のとき
d
d 0  であるとし， ( )ij に関して式(2.54)の積分を実行すると，膨張的ダイレイタン

シーの積分形が以下のように求められる。 

 
d

( ) ( )
d ( )
d v fv

1 1 v v

1
ln 1

4

ij ijJ I
j

j i

r
    

   

  
           

  (2.56) 

このように，巨視的な観点におけるダイレイタンシーの膨張的成分は，微視的構造におけ

るひずみの関数として表わされることがわかる。 

 式(2.26)を式(2.54)に代入すると，膨張的ダイレイタンシー成分と巨視的なひずみとの関係

が，2 階の fabric tensor d
dI を通じて増分形の形で以下のように与えられる。 

 d d
d d :  I ε   (2.57) 
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d

( )
d ( ) ( ) ( )v
d fv( )

1 1 v

/1

4 1 /

ijJ I
ij ij j

ij
j i

r
   

   

    
I t n  (2.58) 

 繰り返し単純せん断におけるダイレイタンシーの膨張的成分は，式(2.56)から式(2.58)を用

いることで，せん断ひずみに対して図 2.2 のように表される。同図より，砂のような粒状体

における誘導異方構造が表現されていることがわかる。また，曲線の形状がカクテルグラ

スの逆三角形のボウル部分に類似しており，せん断ひずみが大きくなるにつれて徐々に直

線形状を示すようになる。このことから，本項で示す膨張的ダイレイタンシーの概念を，

ひずみ空間における多重せん断モデルに組み込んだモデルを，カクテルグラスモデル（Iai

ら，2009）と称す。 

 

 

図 2.2 せん断ひずみに対するダイレイタンシーの膨張的成分の関係 

（
d

0.1r  , fv 0.32  , 4
v 5.8 10   ） 

 

 次に，砂の定常状態を考慮するため，これまでに述べてきた膨張的ダイレイタンシー成

分の定式化を拡張する。膨張的ダイレイタンシーの終局値を規定するせん断ひずみ vus を導

入し，式(2.56)に代えて以下のように膨張的ダイレイタンシーの定式化を行う。 

 
d

( ) ( )
d ( )
d v fv

1 1 v v

1
ln 1

4

ij ijJ I
j

j i

r
    

   

  
           


 

 (2.59) 

 

( )( )
vus

v vus v

1 exp
ijij  

  

  
    

    


 (2.60) 
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また，式(2.58)に示す増分形での 2 階の fabric tensor d
dI は，以下のようになる。 

  
d

( )( )
d ( ) ( ) ( ) ( )v
d fv( )

1 1 vusv

/1
sgn exp

4 1 /

ijijJ I
ij ij ij j

ij
j i

r
    

   

 
      
   

I t n



 (2.61) 

 

2.4.3 収縮的ダイレイタンシー成分 

 

 ダイレイタンシーの収縮的成分は，累積塑性せん断ひずみに比例する成分であると仮定

し，仮想単純せん断モデルにおける塑性せん断ひずみ増分
( )
pd ij に応じて，式(2.54)に示す膨

張的ダイレイタンシー成分に類似した形で与えるものとする。すなわち， 

 c c
d d= d   (2.62) 

 c ( ) ( )
d v p

1 1

1

4

I J
ij j

i j

  
  

       (2.63) 

ここに，仮想塑性せん断ひずみ増分
( )
p
ij は，パラメータ 1c を用いて、以下で与えられる。 

 ( ) ( ) ( )
p 1 e
ij ij ijc       (2.64) 

パラメータ 1c は，仮想単純せん断モデルの弾性領域を調整する目的で導入されたもので，

( ) ( )
1 e

ij ijc   の場合には，
( )
p 0ij  とする。式(2.64)における仮想弾性せん断ひずみ増分

( )
e
ij

は、微小ひずみ領域における式(2.51)の関係により，以下で与えられる。 

 ( ) ( )v
e

v

ij ijq
q


 

  
 

   (2.65) 

ここで，後述の式(2.133)(2.134)より，微小ひずみ領域における仮想せん断弾性係数は，以下

のように与えられる。 

 ( ) v
L0 L0

v

=ij q
G G


  (2.66) 

式(2.16)および式(2.66)を式(2.65)に対して適用すると，以下の関係が導かれる。 

 
( )

( ) ( )L/U
e

L0

ij
ij ijG

G
 

 
  
 

   (2.67) 

ゆえに，式(2.64)に示す仮想塑性せん断ひずみ増分は，全仮想せん断ひずみ増分より以下の
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とおり与えられる。 

 
( )

( ) ( )L/U
p 1

L0

1
ij

ij ijG
c

G
 

  
      

   (2.68) 

なお，
( )
L/U

1
L0

1
ijG

c
G

 
  

 
の場合には，

( )
p 0ij  とする。 

式(2.63)に式(2.68)を代入すると，収縮的ダイレイタンシー増分は以下のように表される。 

 
( )

c ( ) ( )L/U
d v 1

1 1 L0

1
1

4

ijI J
ij j

i j

G
c

G
  

  

  
          

   (2.69) 

なお，式(2.69)における v は変相角などに依存するパラメータであり，2.5.3 項で詳しく述

べる。 

式(2.5)を式(2.69)に対して適用すると，2 階の fabric tensor c
dI  を用いて，収縮的ダイレイタ

ンシー増分は以下で与えられる。 

 c c
d d :  I ε   (2.70) 

 
( ) *

c ( ) ( ) ( )L/U
d v 1

1 1 L0

1
1

4

ijI J
ij ij j

i j

G
c

G


  

  
           

I t n  (2.71) 

ここに， 

( ) ( ) : 0ij ij t n ε の時： 

 
*

( ) ( ) ( ) ( )ij ij ij ij  t n t n  (2.72) 

( ) ( ) : 0ij ij t n ε の時： 

 
*

( ) ( ) ( ) ( )ij ij ij ij   t n t n  (2.73) 

 本項で示したダイレイタンシーの収縮的成分の定式化は基本形であり，2.5.3 項で後述す

るように，仮想有効体積ひずみ " の依存性を考慮したパラメータを導入することにより拡

張される。 
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2.5.1 体積成分（圧縮伸張成分）に関するパラメータ 

 

 前節で示したダイレイタンシーモデルを組み込んだひずみ空間多重せん断モデルの適用

性を検証するため，提案されたモデルを 2 次元解析に適用することを考える。式(2.1)などに

現れる立体角
( )j に関するサンメンションは，2 次元解析では省略され，  に関しての

みサンメンションをとればよい。例えば，式(2.1)は以下のように簡略化される。 

 ( ) ( ) ( )

1

'
I

i i i

i

p q 


    σ I t n  (2.74) 

ここでは，構成式に必要なモデルパラメータ，および，構成式を補完する上で必要な関数

について述べる。 

 基準拘束圧を ap とすると，式(2.17)における体積弾性係数は，正規圧密の場合， 

 L La
a

Kn
p

K K
p

 
  

 
 (2.75) 

となり，過圧密の場合， 

 U Ua
a

Kn
p

K K
p

 
  

 
 (2.76) 

と表せる。液状化解析の場合には，式(2.75)(2.76)に代えて，低減係数 Kr ，べき乗指数 Kl を

パラメータとして与え，以下のとおりとする。 

 L/U U0
0

Kl

K

p
K r K

p

 
  

 
 (2.77) 

ここに， U0K ， 0p は，液状化解析開始時点での体積弾性係数および有効拘束圧であり，基

準拘束圧 ap との間に以下の関係がある。 

 0
U0 Ua

a

Kn
p

K K
p

 
  

 
 (2.78) 

式(2.77)におけるパラメータ Kr は，排水および非排水条件における体積弾性係数の差を考慮

するために導入され，パラメータ Kr が小さいほど，サイクリックモビリティーによるひず

み振幅の増加傾向が抑制される結果となる。また，パラメータ Kl は，サイクリックモビリ

ティーによるひずみ振幅の増加傾向を制御するもので， Kl が大きいほど，ひずみ振幅の増

加傾向が抑制される。 

 式(2.15)を式(2.77)に代入し，両辺の積分を行うことで，式(2.77)の積分形表示が以下のと

おり与えられる。 

1Kl  の時：
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   K

1

1
0 1 lp p     (2.79) 

 0 m0(1 )( ' ') /Kl        (2.80) 

1Kl  の時： 

 0 expp p   (2.81) 

 0 m0( ' ') /       (2.82) 

ここに， m0 は体積ひずみに関する規準ひずみ（規準体積ひずみ）であり，液状化解析開始

時点での等方圧力および体積弾性係数により，以下で与えられる。 

  m0 0 U0/ Kp r K   (2.83) 

 

2.5.2 せん断成分に関するパラメータ 

 

 式(2.51)におけるパラメータ v v,  q  は，仮想単純せん断モデルのせん断強度，（せん断）

規準ひずみであり，巨視的な意味での実際のせん断強度 m およびせん断弾性係数 mG と，

以下のように関連付けられる（Iai ら，1992）。 

 2v
m

1v

sin
I

i
i

q
G  

 

   (2.84) 

 m v
1

sin
I

i
i

q  


   (2.85) 

これらを逆に解くと， 

 m
v

1

sin
I

i
i

q


 





 (2.86) 

 

2 2

1 1m
v m

m

1 1

sin sin

sin sin

I I

i i
i i

I I

i i
i i

G

   
 

   

 

 

       
    
       
   

 

 
 (2.87) 

なる関係が得られる。ここに， m m m/ G  は，（せん断）規準ひずみであり，土の動的特

性を規定する一種のパラメータとして用いられる（例えば，石原（1976））。 

なお， I の時， 

 v m / 2q   (2.88) 

 v m4

   (2.89) 

となる。 

 仮想単純せん断機構が履歴ループに入った際には，拡張Masing則を用いる（Iaiら，1990）。



第 2 章 ひずみ空間多重せん断モデルにおけるストレス-ダイレイタンシー関係 

 
 

20 
 

履歴ループに入った際の仮想せん断ひずみに応じて，妥当な履歴減衰を表現できるよう定

められるパラメータ ,    を用いて，あらかじめ，以下の正規化を行う。 

 
( )

( ) v/i
i q q

q


  (2.90) 

 
( )

( ) v/i
i  


  (2.91) 

これらを用いて，履歴ループ内での仮想単純せん断応力は，以下のように与えられる（例

えば，小堤（2003））。 

 

( ) ( )
r

( ) ( )
r

( ) ( )
r

2
2

1
2

i i

i i

i i

q q
 


  











 
 

 
 (2.92) 

 非液状化解析では，せん断強度およびせん断弾性係数を以下のとおり与える。 

 m f fsinp p     (2.93) 

 m ma
a

Gm
p

G G
p

 
  

 
 (2.94) 

ここに， f は砂の内部摩擦角であり，破壊線の傾き f fsin  を与える。 

よって，規準ひずみの拘束圧依存性は，式(2.93)(2.94)より以下のように与えられる。 

 m
m f

m ma a

Gm
p p

G G p




 
    

 
 (2.95) 

一方，液状化解析時には，非排水条件下での既往の室内試験結果（Koseki ら，2000）を

参考にして，状態変数 S および液状化フロントパラメタ 0S により，以下のような拘束圧力

依存性および液状化状態依存性を与える。 

0 0bdS S の場合： 

 m m0S   (2.96) 

 m m m0/G    (2.97) 

 m m0   (2.98) 

0 0bdS S の場合： 

 m m0S   (2.99) 

 m m m/G    (2.100) 

 m m0 0 0bd/ ( / )S S   (2.101) 

ここに， 

 0bd 1.0S   (2.102) 

また，状態変数 S および液状化フロントパラメタ 0S は，以下で与える。 
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 0/S p p  (2.103) 

  0 0min ''/S p p  (2.104) 

ただし， 0,S S の下限値を 1S とし，パラメータとして小さな正の値を与える。式(2.104)にお

ける仮想圧力 "p は，等方圧力を規定する式(2.79)～(2.83)に準じて，仮想有効体積ひずみ "
の関数として，以下のとおり与える。 

1Kl  の時： 

  
1

1
0" " 1 Klp p     (2.105) 

  0 m0" (1 ) '' '' / "Kl        (2.106) 

1Kl  の時： 

 0" exp "p p   (2.107) 

 0 m0" ( " ") / "       (2.108) 

ここに， 0 "m は体積ひずみに関する仮想規準ひずみであり，体積弾性係数の低減パラメー

タ Kr に準じて，新たなパラメータ "Kr を導入することで，以下のように定義する。 

  m0 0 U0" / "Kp r K   (2.109) 

 

2.5.3 収縮的ダイレイタンシーに関するパラメータ 

 

 本項では，2.4.3 項で導いた収縮的ダイレイタンシー成分を規定する fabric tensor を，仮

想有効体積ひずみ " の依存性を考慮できるよう拡張する。ダイレイタンシーによる体積ひ

ずみの収縮的成分および膨張的成分の両方に共通してかかるパラメータ
d

r ，収縮的成分の

みにかかるパラメータ c
d

r

を用い，式(2.71)は以下のように書き直される。 

 c
d 0d

( ) *
c ( ) ( ) ( )L/U
d tmp v 1

1 1 L0

1
1

4

ijI J
ij ij j

S
i j

G
r r r r c

G 


  

  
           

I t n  (2.110) 

式(2.110)は 3 次元における定式化であり，2 次元解析の場合は以下のように与えられる。 

 c
d 0d

( ) *
c ( ) ( )L/U
d tmp v 1

1 L0

1
iI

i i
S

i

G
r r r r c

G 




  
          

I t n  (2.111) 

式(2.110)および式(2.111)における
0Sr は，過剰間隙水圧上昇過程の立ち上がりの形状および
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後半部の形状と，これに対応するひずみの伸びを制御する目的で導入されたものであり，

パラメータ 1q ， 2q を用いて，以下で与えられる。 

*
0 bi ( 0.8)S S  の場合： 

    2

0

* * *
0 0 bi 1 0 bi(1 ) / 1q

Sr S S S q S S        (2.112) 

*
0 bi ( 0.8)S S  の場合： 

 2

0

*
0

q
Sr S  (2.113) 

ここに， 

 *
0 0"/S p p  (2.114) 

である。ただし，
*

0 1S S とする。 

また，式(2.110)および式(2.111)における tmpr は，変相線を超えた領域における収縮的ダイ

レイタンシー成分の寄与度を制御するもので，小堤ら（2001）に従い，せん断応力比 0/r p

（ここに、  
2

21

2 x y xy        
）および状態変数 S を用いて、以下で与えられる。 

 tmp tmp tmp 3( / ) / ( )r r S      (2.115) 

ここに， 

 tmp f p( ) / 2     (2.116) 

 3 p0.67    (2.117) 

 p psin   (2.118) 

であり， tmp /r S  の時は tmp 0r  、 3/r S  の時は tmp 1r  とする。なお，式(2.118)に

おける p は変相角である。 

 式(2.110)および式(2.111)において収縮的ダイレイタンシーを規定する v は，収縮的体積

ひずみの極限値
cm
d ，パラメータ 3q を用いて，以下のとおり与える。 
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  3c

d

v v0cm
d

= 1

q





 
   
 
 

 (2.119) 

ここに， 

 
p p

v0

1

2sin
I

i
i

 


 
  


 (2.120) 

であり，これは，膨張的ダイレイタンシー成分に関する後述の式(2.122)に対応している。 

なお，
c cm
d d   の場合には， v =0 とする。 

 

2.5.4 膨張的ダイレイタンシーに関するパラメータ 

 

 式(2.59)で表わされる膨張的ダイレイタンシー成分の 3 次元での定式化は，2 次元解析の

場合，以下のように簡略化される。 

 
( ) ( )

d
d v fv

1 v v

ln 1
d

i iI

i

r
   
 

  
          

  (2.121) 

式(2.121)におけるパラメータ fv は，式(2.55)および式(2.86)を参照して以下のように与えら

れる。 

 f f
fv

1

2sin
I

i
i

 


 
  


 (2.122) 

砂の定常状態を考慮する場合，式(2.59)を参考に，膨張的ダイレイタンシー成分を式(2.121)

に代えて以下のように与える。 

 
( ) ( )

d
d v fv

1 v v

ln 1
d

i iI

i

r
   
 

  
          


 

 (2.123) 

ここに，
( )

v/i  の項は，パラメータ vus を用いて式(2.60)で与えられる。 

 前項で示した収縮的ダイレイタンシーに関するモデルでは，定常状態に向かう際，式

(2.116)で表わされる破壊線と変相線との中間位置で収縮的ダイレイタンシーの増加が止ま

る。そのため，中間位置における値が，そのまま定常状態における収縮的ダイレイタンシ

ーの値となる。この状況は，以下のように書くことができる。まず，式(2.79)および式(2.103)

より， 
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  1
0 m0

1
' ' 1

1
Kl

K

S
l

     


 (2.124) 

全応力一定の準静的非排水せん断では，土粒子骨格における体積ひずみの変化は，間隙水

の体積変化に等しい。したがって，n を間隙率， fK を水の体積弾性係数， 0 を初期体積ひ

ずみとして， 

  0 0
f

1
n

S p
K

      (2.125) 

液状化解析の初期におけるダイレイタンシーによる体積ひずみをゼロとすると，式(2.6)より

0 0'  となるので， 

 0 0'       (2.126) 

よって，定常状態でのダイレイタンシーは，その時点での状態変数を cS とすると，式(2.124)

～(2.126)より以下で与えられる。 

    1c d
d us d us dus m0 c 0

f

1
1 1

1
Kl

c
K

n
S S p

l K
        


 (2.127) 

ここに，
c
d us ，

d
d us は，それぞれ定常状態における収縮的および膨張的ダイレイタンシー成

分の値である。 

式(2.127)に示す関係を用い，  c c d
d d us d us dus        の場合には，その時点での収縮的ダ

イレイタンシー
c
d に対応して，膨張的ダイレイタンシーの終局値を以下のように更新する。 

 d c
d us dus d     (2.128) 

この値に対応して，ひずみが十分に大きいとした場合の式(2.123)の逆算により，パラメータ

vus の値を更新する。具体的には，更新前の vus の値を初期値として，反復法により求める

ものとする。反復法における定常状態での規準ひずみと膨張的ダイレイタンシーの増分関

係は，以下で与えられる。 

 d
vus d usd

d us

vus

1 



  



 (2.129) 

ここに， 

 

vus
d
d us v

fv
vusvus

v

1
d

r


  




 

 
 (2.130) 

 定常状態における状態変数 cS は，非排水せん断強度 usq より以下のように求められる。 
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 c us m0/S q   (2.131) 

ここに， 

 m0 f 0p    (2.132) 

である。 

 表 2.1 に，ここまで述べてきたモデルパラメータについてまとめて示す。本論文で採用す

るストレス-ダイレイタンシー関係を，ひずみ空間における多重せん断モデルに導入して液

状化解析を行う場合，15 個のパラメータを設定する必要がある。うち 3 個は体積成分（圧

縮伸張変形）を，3 個はせん断成分を，残りの 9 個はダイレイタンシー成分を制御するパラ

メータである。ダイレイタンシーを制御するパラメータの 1 つである usq は，定常状態にお

ける非排水（全応力一定）せん断強度であり，間隙比と密接な関係があるとされる（Been & 

Jefferies，1985；Ishihara，1993）。これは繰り返しせん断など一般的な応力履歴の結果とし

て到達する値であるため，単調載荷により与えられる下限値より小さな値を指定しても，

一般には問題はない。しかしながら，設計実務では，非排水単調載荷せん断試験による定

常状態でのせん断抵抗を usq として与える場合が多い。したがって，ここで与えるパラメー

タ usq には，非排水単調載荷せん断試験により得られた値を用いることとする。 

 

表 2.1 多重せん断モデルにおける入力パラメータ 

 分類 概要 

L/UaK  体積成分 初期体積弾性係数 

Kr  体積成分 液状化解析での体積弾性係数の低減係数 

Kl  体積成分 液状化解析での体積弾性係数の拘束圧依存性を表すパラ

メータ 

maG  せん断成分 初期せん断剛性 

f  せん断成分 内部摩擦角 

maxh  せん断成分 最大減衰定数 

p  ダイレイタンシー成分 変相角 

d
r  ダイレイタンシー成分 膨張的・収縮的両ダイレイタンシーを制御するパラメータ

c
d

r


 ダイレイタンシー成分 収縮的ダイレイタンシーを制御するパラメータ 

1q  ダイレイタンシー成分 過剰間隙水圧上昇の初期における収縮的ダイレイタンシ

ーを制御するパラメータ 

2q  ダイレイタンシー成分 過剰間隙水圧上昇の後半における収縮的ダイレイタンシ

ーを制御するパラメータ 
cm
d  ダイレイタンシー成分 収縮的ダイレイタンシーの終局値 

1S  ダイレイタンシー成分 有効拘束圧の下限値 

1c  ダイレイタンシー成分 収縮的ダイレイタンシーに関して弾性領域を制御するパ

ラメータ 

usq  ダイレイタンシー成分 非排水せん断強度 (定常状態を考慮する場合) 
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2.5.5 増分形構成式における各係数について 

 

 本項では，2.3.2 項で求めた増分形構成式における接線剛性の各項の係数について述べる。

ここでは，2 次元解析を対象とし，式(2.41)で表わされる接線剛性を用いることとする。 

 まず，式(2.41)における L/UK であるが，これはすでに式(2.77)で与えられている。次に，

多重せん断モデルの各せん断バネにおけるせん断剛性
( )
L/U
iG は，せん断成分に関する式(2.51)

および式(2.84)～(2.92)より，以下のように与えられる。 

(1) 骨格曲線上： 

 

 
( )

( ) v
L 2( )

( )
v

v

1

1 /

i
i

i
i

qq
G

  


 
 

 (2.133) 

(2) 履歴ループ上： 

 
( )

( ) v
L/U 2( )

( ) ( )
v

r

1

1
2

i
i

i
i i

qq
G


   




 
  

 
 

 
 (2.134) 

ここに， v v/q  は，式(2.84)より以下で与えられる。 

 v m

2v

1

sin
I

i
i

q G

  





 (2.135) 

続いて，式(2.41)における
( )iH は，式(2.36)(2.51)より以下のように表せる。 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) v v

v v' ' '

i i i i
i qq q p q q p

H
p q p p


   

       
            

 (2.136) 

ここに， 

(1) 骨格曲線上：式(2.51)より， 

 
( )( )

v
( )

v v

/

1 /

ii

i

q

q

 
 




 
 (2.137) 

 

 
( )( )

v v
2

( )
v v

v

/

1 /
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i

qq  
  


 

 
 (2.138) 

(2) 履歴ループ上：式(2.90)～(2.92)より， 
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( ) ( )
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( )
( )
r( ) ( )
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 (2.139) 
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 (2.140) 

式(2.136)における vq p  ， v p  は，以下で与えられる。 

 v v m

m

q q

p p




  


  
 (2.141) 

 v v m

mp p

  


  


  
 (2.142) 

ここに，式(2.86)(2.87)より， 

 v

m

1

1

sin
I

i
i

q

  





 
 (2.143) 

 

2

v 1

m

1

sin

sin

I

i
i

I

i
i

 

  









 




 (2.144) 

また， 

(1) 液状化解析の場合：式(2.96)～(2.104)より， 

 m0m m
f

0

S

p S p p

   
   

  
 (2.145) 

 m m 0
S

p S p

   
 

  
 (2.146) 

(2) 非液状化解析の場合：式(2.93)～(2.95)より， 

 f
m

p


 


 (2.147) 

 f
f

ma a m

(1 )1
(1 )

Gm

m G
G

mp
m

p G p G




   
      

 (2.148) 

である。 

式(2.136)における 'p   は式(2.15)に式(2.77)を代入することで得られる。 

 最後に，式(2.41)における
( )iL は以下のように求められる。まず，式(2.37)より， 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0 v v 0

0 v 0 v 0

" "

" " " " "

i i i i
i S q Sq q p q q p

L
S p q S S p


   

         
              

 (2.149) 

と表せる。ここに，
( )

v
iq q  ，

( )
v

iq   は，式(2.137)～(2.140)で与えられる。 

また， 

 v v m

0 m 0

q q

S S




  


  
 (2.150) 

 v v m

0 m 0S S

  


  


  
 (2.151) 

であり， v mq   ， v m   は，式(2.143)および式(2.144)で与えられる。式(2.150)(2.151)に

おける残りの項は，式(2.96)～(2.104)より以下のようになる。 

0 0bdS S の場合： 

 m

0

0
S





 (2.152) 

 m

0

0
S





 (2.153) 

0 0bdS S の場合： 

 m

0

0
S





 (2.154) 

 m
m 0

0

/ S
S

 
 


 (2.155) 

また，式(2.104)より，d " 0p  かつ 0 0"/S p p かつ 0 1S S のとき， 

 10
0"

S
p

p





 (2.156) 

それ以外のとき， 

 0 0
"

S

p





 (2.157) 

また，式(2.105)～(2.109)より， 

 L/U U0
0

d " d " d " "
" "

d " d " d "

Kl

K

p p p
K r K

p


  

 
      

 
 (2.158) 

式(2.150)～(2.158)を式(2.149)に代入すると， 0 0bdS S かつ d " 0p  かつ 0 0"/S p p かつ

0 1S S の場合， 
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( ) v L/Um

0 v m 0

"i
i Kq

L
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 (2.159) 
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となる。ここに，
( )

v
iq   は式(2.138)(2.140)で，また， v m   は式(2.144)で与えられる。

なお， 0 0bdS S またはd " 0p  の場合は， 

 ( ) 0iL   (2.160) 

となる。 

 次に，2 次元液状化解析におけるダイレイタンシーの膨張的成分を規定するため，式(2.58)

に示す 2 階の fabric tensor d
dI を以下のように与えなおす。 

まず，式(2.56)を 2 次元形式に置き換えた上で，両辺を微分して以下を得る。 

 
d d

d ( )d d
d v( )

1 v

d d d
I

i
i

i

   
 

 
 

   (2.161) 

ここに， 
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d ( )
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 (2.162) 
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1v vv

/
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1 /d

i iI

i
i

r
   

  

               
  (2.163) 

式(2.26)より，2 次元での仮想単純せん断ひずみ増分は，以下のように求められる。 

 ( ) ( ) ( )d : di i i  t n ε  (2.164) 

また，仮想単純せん断モデルにおけるせん断規準ひずみ増分は，以下で与えられる。 

 v 0m
v

m 0

"
d d "

" "

S p

S p

  
 
  


   

 (2.165) 

これに式(2.155)～(2.158)を代入すると， 0 0bdS S かつd " 0p  かつ 0 0"/S p p かつ 0 1S S

の場合， 

 v L/U
v

0 0

"
d d "

K

S p

   (2.166) 

となる。ここに，式(2.70)と式(2.28)より， 

  c
dd " : d  I I ε  (2.167) 

である。式(2.164)および式(2.166)を式(2.161)に代入すると， 

  
d d

d ( ) ( ) cd d v L/U
d d( )

1 v 0 0

"
d : d

I
i i

i
i

K

S p

  
 

  
      
 t n I I ε  (2.168) 

が得られる。なお， 0 0bdS S かつd " 0p  かつ 0 0"/S p p かつ 0 1S S 以外の場合には，式
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(2.166)に代えて， 

 vd 0   (2.169) 

となるので，膨張的ダイレイタンシー増分は以下で与えられる。 

 
d

d ( ) ( )d
d ( )
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i




 
   
 t n ε  (2.170) 

よって，式(2.57)より，膨張的ダイレイタンシーに関する 2 階の fabric tensor は， 0 0bdS S か

つd " 0p  かつ 0 0"/S p p かつ 0 1S S の場合， 

  
d d

d ( ) ( ) cd d v L/U
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1 v 0 0
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i i
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 I t n I I  (2.171) 

で与えられる。また，それ以外の場合は以下となる。 

 
d

d ( ) ( )d
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I
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I t n  (2.172) 

ここに，式(2.171)(2.172)における
d ( )
d

i   ，
d
d v   は，それぞれ式(2.162)(2.163)で与え

られる。また， L/U "K は式(2.158)より求められる。 

 定常状態を考慮する場合，膨張的ダイレイタンシーの増分形を求めるのに必要な偏微分

は，式(2.59)(2.60)より以下のとおり与えられる。 

 
d d
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   (2.173) 

ここに， 
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 (2.174) 
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 (2.175) 

これらを式(2.171)(2.172)に代入すると，定常状態を考慮する場合の 2 階の fabric tensor d
dI が

求められる。 

 

2.6 まとめ 

 

 本章では，砂のような粒状体の力学モデルとしてのひずみ空間における多重せん断モデ

ル（Iai & Ozutsumi，2005）に対して，新たなストレス-ダイレイタンシー関係を組み込むこ

とで，より一般化された多重せん断モデル（カクテルグラスモデルと称す）の定式化を行
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った。ここで用いたストレス-ダイレイタンシー関係は，ダイレイタンシーによる体積ひず

み成分が，仕事をしないせん断機構（Taylor，1948）として表現される膨張的成分と，累積

塑性せん断ひずみに比例する収縮的成分の和として与えられるという仮定に基づくもので

ある。本章で示した多重せん断モデル構成式は，微小変形理論に立脚したものであるため，

幾何学的な非線形性は扱わず，材料特性としての非線形性のみを考慮の対象とするもので

ある。なお，幾何学的非線形性を考慮した大変形理論に基づく多重せん断モデルの定式化

は，次章で行うこととする。本章では，微小変形解析を対象として，3 次元および 2 次元平

面ひずみ条件での定式化を示した。定式化では，Holzapfel（2000）に準じた表記法を用いる

こととし，多重せん断モデルにおける粒状体の粒子構造を特徴づける branch vector と，それ

に直交する tangential vector との dyad 積を基にし，構成関係を規定している。この dyad 積

は，仮想単純せん断機構を表す 2 階の fabric tensor であり，砂の誘導異方性を考慮したもの

となっている。構成式は，増分形および積分形の両者で定式化がなされており，増分形に

おいては，接線剛性として誘導異方性を考慮した 4 階の fabric tensor を用いている。 

 ダイレイタンシーに関しては，先に述べたように，膨張的成分と収縮的成分の 2 種類の

定式化を行った。膨張的ダイレイタンシーの定式化においては，Taylor（1948）に従い，偏

差成分とダイレイタンシーの膨張的成分から構成されるひずみが，骨格曲線に沿う載荷時

には仕事をしない成分であると仮定した。一方，収縮的ダイレイタンシーは，累積塑性せ

ん断ひずみに比例する成分であると仮定し，塑性せん断ひずみ増分に応じて規定される増

分形としての定式化を行った。なお，膨張的および収縮的ダイレイタンシーによる体積ひ

ずみ成分は，2 階の fabric tensor を通じて，ひずみ（テンソル）により与えられる。 

 本章で提案した多重せん断モデルを用いて数値解析を行う場合，15 個のパラメータを設

定する必要がある。うち 3 個は体積成分（圧縮伸張変形）を，3 個は偏差成分（せん断変形），

残りの 9 個はダイレイタンシー成分を制御するものである。これらのパラメータは，非排

水単調載荷せん断試験や非排水繰り返しせん断試験（三軸試験もしくは中空ねじり試験）

などを行うことにより求められる。なお，本モデルを用いた要素シミュレーションの結果

は，大変形解析の結果とあわせて第 6 章で示すこととする。 



 
 

32 
 

第 3 章 大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式の定式化 

 

3.1 概要 

 

 本章では，第 2 章で示した微小変形理論でのひずみ空間における多重せん断モデル構成

式に基づき，幾何学的非線形性を考慮した大変形解析（有限ひずみ解析）に必要な定式化

を行う。ここでは，基準配置に基づく物質表示で表された応力，ひずみ系を用いる Total 

Lagrangian（TL）法，および，現配置に基づく空間表示で表された応力，ひずみ系を用いる

Updated Lagrangian（UL）法の両者による定式化を示す。大変形解析に必要な定式化におい

ては，圧縮性を考慮した超弾性体の大変形解析理論（Holzapfel，2000）を参考にして，これ

に多重せん断機構および材料非線形性を盛り込んだ定式化を行う。材料非線形としては，

砂のような粒状体に特有のダイレイタンシーの影響を含むものとする。 

 

3.2 大変形理論における応力・ひずみ 

 

 多重せん断モデルの大変形理論での定式化を行う前に，本章では，大変形解析において

必要となる応力，ひずみなどの定義について述べる。Holzapfel（2000）の表記法を参考に，

大文字は物質表示（t=0 を基準とする）での値，小文字は空間表示（t=t を基準とする）での

値を表す。 

 

3.2.1 空間表示および物質表示での応力・ひずみ 

 

 まず，空間表示における応力として，Cauchy 応力テンソルσを定義する。これは，時刻

t=t の現配置，すなわち変形後の配置において定義される応力であり，真応力テンソルとも

呼ばれる。Cauchy 応力テンソルにより，Kirchhoff 応力テンソル τが以下のように与えられ

る。 

 Jτ σ  (3.1) 

ここに，Jacobian determinant J は，時刻 t=0 の基準配置から時刻 t=t の現配置に至る体積変

化率を表し，変形勾配テンソルFを用いて以下で与えられる。 

 d d detJ v V  F  (3.2) 

ここに，dV ，dvは，それぞれ変形前および変形後の微小要素の体積である。また，変形

勾配テンソルFは，変形前および変形後の微小変位ベクトルdX，dxにより，以下で与え

られる。 

 
( , )

( , ) Grad
t

t
 

  
 
x χ X

F X x
X X

 (3.3)
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式(3.1)を基準配置での物質表示に引き戻す（pull-back）ことにより，物質表示での応力とし

て，以下に示す第 2Piola-Kirchhoff 応力テンソルSが与えられる。 

 1 T=  S F τF  (3.4) 

 空間表示でのひずみとしては，以下に示す Euler-Almansi ひずみテンソルeを用いる。 

    T 1 11 1

2 2
     e I F F I b  (3.5) 

ここに，bは左 Cauchy-Green テンソルであり，変形勾配と以下の関係がある。 

 Tb FF  (3.6) 

一方，物質表示でのひずみは，以下の Green-Lagrange ひずみテンソルEで与えられる。 

    T1 1

2 2
   E F F I C I  (3.7) 

ここに，Cは右 Cauchy-Green テンソルであり，変形勾配と以下の関係がある。 

 TC F F  (3.8) 

なお，Euler-Almansi ひずみテンソルと Green-Lagrange ひずみテンソルの間には，変形勾配

を通じて以下の関係がある。 

 TE F eF  (3.9) 

これを，Euler-Almansi ひずみテンソルに関して解くと，以下のようになる。 

 T 1 e F EF  (3.10) 

式(3.9)では，現配置のひずみを pull-back させることで基準配置におけるひずみが得られて

おり，一方，式(3.10)では，基準配置におけるひずみを push-forward させることで現配置で

のひずみが得られることがわかる。 

 これまでに示した概念を，模式図として図 3.1 に示す。図中の基準配置における円形をな

す矢印の集合体は，第 2 章で述べた多重せん断モデルにおける多重せん断ばねを概念的に

表している。3.3.1 項で後述するように，空間表示においては，多重せん断ばねを表すベク

トル類が変形勾配の作用により向きと大きさを変えるため，同図の現配置では歪んだ形で

矢印の集合体が描かれている。 
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O
e1

e2

e3
X

dx

dX

x

基準配置 現配置

time t=t0
time t=t

push-forward

pull-back

F

 

図 3.1 大変形理論における物質表示と空間表示の概念 

 

3.2.2 応力パワーと Work conjugate 

 

 基準配置もしくは現配置での物体の単位体積において，応力が単位時間になす仕事は応

力パワー（もしくは内部仕事率）と呼ばれる。応力パワーは，種々の応力テンソルと，そ

れに対応する変形テンソル増分（例えば，ひずみテンソル増分）の double contraction（:）

で与えられる。応力パワーを与える応力テンソルと変形テンソル増分は work conjugate の関

係にあると言われ，それらの組み合わせは複数存在する。以下に，work conjugate を組むペ

アとして代表的なものを挙げる。なお，最左辺は空間表示であり，それ以外は物質表示で

表わされている。 

 

0 0 0 0

: d : d : d : d : dv J V V V V
    

       σ d σ d τ d P F S E   (3.11) 

ここに，dは変形速度テンソルであり，後述の式(3.16)に示すように，空間表示でのひずみ

（Euler-Almansi ひずみテンソル）の Lie 時間微分として与えられる。変形速度テンソルは，

別名ストレッチングテンソル，または，ひずみ速度テンソルとも呼ばれる。 Pは第

1Piola-Kirchhoff 応力テンソル（または，公称応力テンソル）と呼ばれ，Cauchy 応力テンソ

ルσまたは第 2Piola-Kirchhoff 応力テンソルSにより，以下で与えられる。 

 TJ  P σF FS  (3.12) 

なお，Cauchy 応力テンソルσ，Kirchhoff 応力テンソル τ，第 2Piola-Kirchhoff 応力テンソル
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Sが対称テンソルであるのに対し，第 1Piola-Kirchhoff 応力テンソルPは一般的に対称とは

ならない。 

 

3.2.3 応力速度およびひずみ速度 

 

 基準配置に基づく物質表示での応力（第 2Piola-Kirchhoff 応力テンソル S），ひずみ

（Green-Lagrange ひずみテンソルE）に対して物質時間微分をとると，これらの速度（増

分）としてS，E が得られる。これらを空間表示に push-forward することで，空間表示に

おける応力速度，および，変形速度（ひずみ速度）が以下で与えられる。 

 Tτ̂ FSF  (3.13) 

 T 1 d F EF  (3.14) 

式(3.13)の左辺は，Kirchhoff 応力テンソルの Oldroyd 応力速度であり，Kirchhoff 応力テンソ

ルの Lie 時間微分として以下のとおり与えられる（Holzapfel，2000）。 

 Tˆ=Oldr( )=  τ τ τ lτ τl  (3.15) 

一方，式(3.14)の左辺は，変形速度テンソルであり，Euler-Almansi ひずみテンソルの Lie 時

間微分として以下のように与えられる。 

 T  d e l e el   (3.16) 

ここに， grad   l v x vは空間表示での速度勾配テンソルであり，以下のように分解で

きる。 

  l d w  (3.17) 

ただし， 

  T1

2
 d l l  (3.18) 

  T1

2
 w l l  (3.19) 

であり，dは前述したように変形速度テンソル，また，wはスピンテンソル（または，回

転速度テンソル）と呼ばれる。 

 式(3.13)(3.15)と同様の考え方で，Cauchy 応力の Oldroyd 応力速度は，Cauchy 応力の Lie

時間微分をとることで以下のように与えられる（Holzapfel，2000）。 

 Tˆ =Oldr( )=  σ σ σ lσ σl  (3.20) 

Oldroyd 応力速度は， 0d の場合には，以下に示す Jaumann 応力速度に還元される。 

 =  σ σ wσ σw
   (3.21) 

また， l RR の場合には，以下のような Green-Naghdi 応力速度に還元される。 

 T=  Tσ σ RR σ σRR
    (3.22) 

ここに，Rは変形勾配を極分解した際の直交テンソルであり，剛体回転テンソルと呼ばれ

る。 
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物質表示での速度勾配Lは，以下に示すように，変形勾配の物質時間微分により与えられ

る。 

 
( , ) ( , ) ( , ) D

Grad ( , )
D

t t t
t

t t t

                      
V X χ X χ X F

L V X F
X X X

  (3.23) 

物質表示における速度勾配Lは，空間表示における速度勾配 lと以下のように関係付けられ

る。 

 1 1 1( , ) ( , )t t

t
                 

v χ X X χ X
l F FF LF

x X x X

   (3.24) 

次に，式(3.2)に示す体積変化率の増分は，以下のように展開される。 

 

 

T T T T: : : :

: grad tr grad div

J
J J J J

J J J

  
   


  

F F F F lF F F l
F
I v v v

  
 (3.25) 

ここで，式(3.25)に式(3.17)を代入し，スピンテンソルwのトレースがゼロであることを用

いると，以下に示すように，体積変化率の増分が変形速度テンソルの対角成分の総和をと

ることで与えられる。 

  : : trJ J J J   I l I d w d  (3.26) 

さらに，式(3.26)に対して，次式で与えられる体積ひずみ速度 

 : tr  I d d  (3.27) 

を用いると，体積ひずみ速度と Jacobian determinant との間に，以下の関係があることがわ

かる。 

 
J

J
 


  (3.28) 

Jacobian determinant の初期値を 0 1J  として，式(3.28)の両辺を積分すると，体積ひずみが

以下のとおり与えられる。 

 ln J   (3.29) 

なお，体積ひずみはスカラー値であるので，物質表示および空間表示のいずれにおいても

式(3.29)を用いることで求められる。 

 

3.3 物質表示での積分形構成式（基本形） 

 

3.3.1 大変形理論による構成式の定式化の方向性 

 

 前節で述べた大変形理論における応力・ひずみを用いて，本節以降では， 第 2 章で述べ

たひずみ空間における多重せん断モデルを大変形理論に基づき拡張する。 

 第 2 章で示したように，多重せん断モデルの基礎概念として，粒状体を構成する粒子構
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造を特徴づける branch vector や tangential vector などのベクトル類がある。大変形解析では，

これらのベクトル類は，物質の変形に伴い，その方向とともに大きさを変えるものとする。 

 微小変形理論における積分形の構成式（式(2.1)）にならい，空間表示における積分形の構

成式を，Cauchy 有効応力 'σ を用いることで以下のように与える。 

 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1
'

4

J I
ij ij ij j

j i

p q  
  

     σ I t n  (3.30) 

ここに，空間表示の branch vector に沿った方向ベクトル類は，基準状態としての変形前の初

期状態における物質表示の方向ベクトル類から，以下のように与えられる。 

 ( ) ( )ij ijn FN  (3.31) 

 ( ) ( )ij ijt FT  (3.32) 

なお，物質表示での方向ベクトル類は，いずれも単位ベクトルであるとし，時間に応じて

変化しないものとする。 

式(3.30)を pull-back すると，第 2Piola-Kirchhoff 応力の有効応力 'S を用いて，物質表示にお

ける積分形の構成式が以下のとおり表される。 

 -1 T -1 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1
'= '

4

J I
ij ij ij j

j i

J Jp Jq  




 

     S F σ F C T N  (3.33) 

ここに， 

 

 1 ( ) ( ) T 1 ( ) ( ) ( ) ( ) T

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij

ij ij ij ij

ij ij

   

   

    

   

   

 

F t n F F t n n t F

F t F n F n F t

T N N T

T N

 (3.34) 

の関係を用いた。 

 

3.3.2 超弾性体構成式に準じた等方成分と偏差成分への分離 

 

 前項で示した定式化では，式(3.33)の右辺第 2 項の
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

4

J I
ij ij ij j

j i

Jq  
  

   T N

が，物質表示における等方成分（体積変化成分）を含んでいる。このことは，以下に示す

ように，物質表示においては右 Cauchy-Green テンソルC（なお，空間表示であれば 2 階の

単位テンソル I）との contraction をとることで確かめられる。 

 ( ) ( ) ( )

1 1

1
: ' 2

4

J I
ij ij j

j i

Jq   
  

  C S  (3.35) 

ここに， 

 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1
'

4

J I
ij ij ij j

j i

Jq  
  

   S T N  (3.36) 
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であり，大変形解析における物質表示においては， 'S に式(3.35)で表わされる分だけ等方的

成分が含まれていることがわかる。このことは，定式化としての理論上の問題はないもの

の，有限要素法などのプログラムに構成式を導入する際には，あまり使い勝手がよいとは

いえない。その一例として，せん断変形に伴うロッキング問題を回避するため，等方成分

に対してのみ低減積分を適用する選択低減積分（例えば，Hughes（1980））を用いる場合が

挙げられる。 

 この問題を解決するため，Holzapfel（2000）による圧縮性を有する超弾性体の有限ひずみ

解析での構成式を参考にし，大変形解析における多重せん断モデルの構成式を導くことを

考える。Holzapfel による超弾性体構成式では，等方成分（体積変化成分）および偏差成分

（体積一定成分）に分けて定式化がなされており，物質表示の定式化では，第 2Piola-Kirchhoff

応力テンソルSが以下のように分解される。 

 p q S S S  (3.37) 

ここに， 

 1
p Jp  S C  (3.38) 

 2/3 :q J S S  (3.39) 

であり，式(3.39)におけるSは，仮想第 2Piola-Kirchhoff 応力テンソル（Holzapfel，2000）と

呼ばれる。一方，式(3.39)における 4 階テンソルは，2 階テンソルの物質表示における偏

差成分を抽出する projection tensor であり，を 4 階の単位テンソルとすると，以下で与え

られる。 

 11

3
  C C   (3.40) 

実際にこれが物質表示における偏差成分を抽出する projection tensor になっていることは，

以下のようにして確かめることができる。まず，式(3.35)と同様にして，式(3.37)と右

Cauchy-Green テンソルCとの contraction をとると，以下のようになる。 

 : : :p q S C S C S C  (3.41) 

ここで，式(3.38)(3.39)より， 

 1: : 3p Jp Jp   S C C C  (3.42) 

    2/3 2/3 11
: : : : : 0

3q J J       
 

S C S C S C S C C  (3.43) 

となり，4 階テンソルが上に述べた projection tensor であることが確認された。なお，式

(3.43)において，以下の関係を用いた。 
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 1 1 T 1: : : : 3     C C C C I C C I I I  (3.44) 

 

3.3.3 物質表示での積分形構成式 

 

 前項の結果を用いて，物質表示における多重せん断モデル構成式を，式(3.33)に代えて以

下で与えることとする。 

 1 2/3'= ' ' : 'p q Jp J   S S +S C S  (3.45) 

ここに，仮想第 2Piola-Kirchhoff 有効応力テンソル 'S は，式(3.36)で与えられるものとする。 

微小変形理論における多重せん断モデル構成式では， 'S は偏差成分のみで構成されている

が，大変形理論に基づく物質表示においては，先に述べたように，式(3.35)の分だけ等方的

な成分が含まれている。この成分を取り除いて偏差成分のみとするのが，4 階テンソルの

役割である。 

 式(3.45)の右辺第 1 項における等方圧力は，微小変形理論による定式化の場合と同様（式

(2.9)），以下に示すように有効体積ひずみ ' の関数とする。 

 ( ')p p   (3.46) 

ここに， 

 d'     (3.47) 

 ln J   (3.48) 

なお，式(3.48)における Jacobian determinant J は，変形勾配により式(3.2)で与えられる。 

 また，式(3.45)の右辺第 2 項における仮想単純せん断応力に関しても，微小変形理論の場

合と同様（式(2.23)），以下に示すような関数で与える。 

 ( ) ( ) ( )( ,  ',  ")ij ij ijq q     (3.49) 

ここに，仮想単純せん断ひずみ
( )ij は，物質表示における応力・ひずみ成分の方向ベクトル

類に Green-Lagrange ひずみテンソルを投影したせん断ひずみ成分として，以下で与える。 

 ( ) ( ) ( ) :ij ij ij  T N E  (3.50) 

また，仮想有効体積ひずみ " は，前章で示したとおり以下で与える。 

 c
d"     (3.51) 

なお，式(3.49)では，簡略化のため，式(2.22)に示すような応力テンソルの第 2 不変量 2J お

よび Lode 角 の依存性を無視している。これは，本研究では，最終的に 2 次元平面ひずみ

条件における有限要素解析への適用を目的としているためであり，3 次元モデルを取り扱う

際には，上記依存性を厳密に考慮した上で定式化を行う必要がある。 
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3.4 物質表示での増分形構成式（基本形） 

 

3.4.1 概要 

 

 本節では，物質表示における多重せん断モデルの増分形構成式を導く。まず，式(3.45)の

両辺の物質時間微分をとると，以下のようになる。 

 ' ' 'p qS S +S    (3.52) 

ここに， 

  1D
'

Dp Jp
t

 S C  (3.53) 

     2/3 2/3D D
' : :

D Dq J J
t t

  S S S    (3.54) 

式(3.53)(3.54)の物質時間微分の展開については，これ以降の項で具体的に示す。 

ここで，次項以降に現れる Green-Lagrange ひずみテンソルEの物質時間微分（物質ひず

み速度テンソル）を求めておく。式(3.7)(3.24)より， 

      T T T T T T T T1 1 1

2 2 2
      E F F F F F l F F lF F l l F F dF    (3.55) 

また，式(3.23)を用いると，以下のように書き表すこともできる。 

    TT T T1
Grad Grad sym Grad

2
     

E F u F u F u     (3.56) 

 

3.4.2 等方成分の定式化 

 

 式(3.53)の物質時間微分を計算すると，以下のようになる。 

    1 1 1 1D D

D D
Jp Jp Jp Jp

t t
       C C C C   (3.57) 

ここに， 

 1 1tr : grad : Grad :J J J J J    d I u I uF C E    (3.58) 

 
d

'
d '

p
p 


   (3.59) 

  1 1 1 1 1D
2

Dt
       C C CC C EC   (3.60) 

ダイレイタンシーによる体積ひずみ速度の各成分は，以下に示すように，Green-Lagrange ひ

ずみ速度テンソルの線形関係で与えられるものとする。まず，式(3.27)(3.14)より，体積ひず

み速度が以下のように書き表せる。
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 T 1 1: : :     I d I F EF C E   (3.61) 

これにならい，ダイレイタンシーによる体積ひずみ速度も以下のように与えることとする。 

 d 1
d dd : C E  (3.62) 

 c 1
d dc : C E  (3.63) 

 1
d d : C E  (3.64) 

ここに， 

 1 1 1
d dd dc
   C C C  (3.65) 

よって，式(3.47)(3.51)より，有効体積ひずみ速度および仮想有効体積ひずみ速度は，以下で

与えられる。 

  1 1
d' :   C C E  (3.66) 

  1 1
dc" :   C C E  (3.67) 

また，仮想単純せん断ひずみ速度は，式(3.50)より以下のようになる。 

 ( ) ( ) ( ) :ij ij ij  T N E  (3.68) 

これらを式(3.57)に代入すると，等方成分の物質時間微分は以下のとおり与えられる。 

 

     
     
 

-1 1 -1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
L/U L/U

1 1 1 1 1 1
L/U L/U

D d
: : 2

D d '

: : 2 :

2 :

p
Jp J p J Jp

t

J K p JK Jp

J K p Jp JK


     

     

     

       
 

   

       

d

d

d

C C E C C C E C C EC

C C E C C E C C E

C C C C C C E

  

  



 (3.69) 

ここに， 

 L/U

d

d '

p
K


   (3.70) 

以上をまとめると，物質表示での多重せん断モデルにおける等方成分の増分形構成式が，

以下のように得られる。 

 ' :p pS E   (3.71) 

ここに， 

   1 1 1 1 1 1
L/U L/U2p J K p Jp JK           dC C C C C C   (3.72) 
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3.4.3 偏差成分の定式化 

 

(1) 式(3.54)の右辺第 1 項 

 まず，式(3.54)の右辺第 1 項について計算を行う。式(3.58)より， 

  2/3 5/3 2/3 1D 2 2
:

D 3 3
J J J J

t
       C E   (3.73) 

であるので，式(3.54)の右辺第 1 項は以下のように表せる。 

     2/3 2/3 1 1D 2 2
: : : ' :

D 3 3 qJ J
t

       S S C E S C E    (3.74) 

 

(2) 式(3.54)の右辺第 2 項 

 次に，式(3.54)の右辺第 2 項における物質時間微分を計算する。まず，式(3.54)の右辺第 2

項を以下のように書き下しておく。 

      2/3 2/3 1 2/3 1D D 1 1 D
: : :

D D 3 3 D
J J J

t t t
                  

S S C S C S C S C  (3.75) 

式(3.75)の右辺第 1 項の計算に関して，まず，
( ) ( )ij ijT N は時間に依存しないので， 

  ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 D

4 D

J I
ij ij ij j

j i

Jq
t

 
  

   S T N  (3.76) 

のように書き表せる。よって，以下の物質時間微分を計算すればよい。 

  ( ) ( ) ( )D

D
ij ij ijJq Jq Jq

t
    (3.77) 

ここに， 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

' "
' "

ij ij ij
ij ij

ij

q q q
q   

  
  

  
  

    (3.78) 

式(3.77)に式(3.65)～(3.68)を代入すると， 

 

 

   

   

( ) ( ) ( )

( )
( ) 1 ( ) ( )

( )

( ) ( )
1 1 1 1

c

( ) 1 ( ) ( ) ( )
L/U

( ) 1 1 ( ) 1 1
L/U L/U c

D

D

: :

: :
' "

: :

: :

ij ij ij

ij
ij ij ij

ij

ij ij

ij ij ij ij

ij ij

Jq Jq Jq
t

q
Jq J

q q
J J

Jq JG

JH JL



 



   



   

 


  



 
   

 
  

   

d d

d d

C E T N E

C C E C C E

C E T N E

C C E C C E

 

 

 

 

 

　　

　　

 (3.79) 

ここに， 
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( )

( )
L/U ( )

ij
ij

ij

q
G







 (3.80) 

 
( )

( )
L/U '

ij
ij q

H






 (3.81) 

 
( )

( )
L/U "

ij
ij q

L






 (3.82) 

これらをまとめて，以下のように書くこととする。 

  ( ) ( ) 1D
:

D
ij ij

qJq J
t

 C E  (3.83) 

ここに， 

    ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 ( ) 1 1
L/U L/U L/U c

ij ij ij ij ij ij ij
q q G H L           d dC C T N C C C C  (3.84) 

これを式(3.76)に代入すると，以下のようになる。 

 :qS E   (3.85) 

ここに， 

 ( ) ( ) ( ) 1 ( )

1 1

1

4

J I
ij ij ij j

q q
j i

J  




 

     T N C  (3.86) 

続いて，式(3.75)の右辺第 2 項の計算を行う。まず，式(3.75)の右辺第 2 項を以下のように書

き下しておく。 

          1 1 1 1D D
: : : :

D Dt t
        C S C C S C C S C C S C  (3.87) 

式(3.87)の右辺各項を順に計算すると，以下のようになる。 

第 1 項：式(3.7)(3.40)より， 

 

   

 

    

1 1 1

1 1 1

1 1 1

: 2 : 2 :

1
                2 : : 2 : :

3

2
                2 : : : :

3

  

  

  

  

      
 

   

C S C E S C C S E

C S E C C C S E

C S E C S C C E

  

 

 

 (3.88) 

第 2 項：式(3.85)より， 

   1 1 1: : : :q
     C S C C C S C C E    (3.89) 

第 3 項：式(3.60)より， 

         1 -1 -1 -1 -1D
: 2 : 2 : :

Dt
    C S C C S C EC C S C C E   (3.90) 

式(3.87)に式(3.88)～(3.90)を代入すると， 
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1 1

-1 -1 1 1 1

D
: : :

D
1

                     2 : : 2 : :
3

qt
 

  

    

      
 

C S C C C E

C S C C C C E C S E



  
 (3.91) 

となる。 

 式(3.75)に式(3.85)(3.91)を代入すると，式(3.54)の右辺第 2 項が以下のように与えられる。 

 

   

   

2/3 2/3 1

2/3 -1 -1 1 1 1

D 1 D
: : :

D 3 D

2 1 2
  : : : ' :

3 3 3q q

J J
t t

J

  

   

      
           

S S C S C E

C S C C C C E C S E



  
 (3.92) 

 

(3) 偏差成分のまとめ 

 式(3.54)に式(3.85)(3.92)を代入すると，物質表示での多重せん断モデルにおける偏差成分

の増分形構成式が，以下のように得られる。 

 ' :q qS E   (3.93) 

ここに， 

    2/3 1 12 2
: : ' '

3 3q q q qJ           
C S C S S C     (3.94) 

 -1 -1 1 11

3
   C C C C   (3.95) 

 

3.4.4 物質表示での増分形構成式 

 

 以上をまとめると，物質表示における多重せん断モデルの増分形構成式が，以下のとお

り与えられる。 

 
'

' : :


 

S

S E E
E

    (3.96) 

ここに， 

 p q     (3.97) 

であり， p は式(3.72)で，また q は式(3.94)で与えられるものとする。 

なお，式(3.96)に現れるいくつかの項については，有限要素法による数値解析への導入のた

め，以下に示すように，さらに具体的な形に書き下しておく。 

まず，式(3.94)右辺の大括弧内の各項は， 



3.4 物質表示での増分形構成式（基本形）  

 
 

45 
 

 

1 ( ) ( ) 1 ( )

1 1

( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )

1 1

1 1
: 2

3 4

1 2
          

4 3

J I
ij ij j

q q q
j i

J I
ij ij ij ij j

q
j i

J

J

  


  


 

 

 

 

 
     

 
       
 





C C

T N C C

  
 (3.98) 

 ( ) ( ) ( )

1 1

1
: 2

4

J I
ij ij j

j i

Jq   
  

  C S  (3.99) 

と書き下すことができる。また，式(3.45)などにおける，第 2Piola-Kirchhoff 有効応力テンソ

ルの偏差成分は，以下のように書き表せる。 

 2/3 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )

1 1

1 2
'

4 3

J I
ij ij ij ij j

q
j i

J Jq   


 

 

      
 

S T N C  (3.100) 

以上のとおり，大変形理論による多重せん断モデルの接線剛性テンソルは，等方成分と偏

差成分を分離した形で定式化がなされており，微小変形理論の接線剛性テンソルと比較す

ると複雑なように映る。しかし，結局のところ，微小変形理論での接線剛性テンソルの一

部に応力テンソルの関連項が現れる点，および粒状体を特徴づける方向ベクトル類の変化

に関して，テンソルの変換および Jacobian determinant の付加が必要となる点を除けば，基

本的には微小変形理論の場合と同じとなる。 

 なお，増分形構成式におけるいくつかのテンソル項を成分表示すると，以下のようにな

る。 

  1 1 1 1
AB CDABCD

C C    C C  (3.101) 

    
1

1 1 1 1 1 11

2
AB

AC BD AD BCABCD
CD

C
C C C C

C


      

  


C C  (3.102) 

 
 
  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ij ij ij ij

ABCD

ij ij ij ij ij ij ij ij
A B B A C D D CT N T N T N T N

  

  

T N T N
 (3.103) 

 

3.5 空間表示での積分形構成式（基本形） 

 

 空間表示での多重せん断モデルの積分形構成式は，式(3.45)(3.36)で与えた物質表示におけ

る積分形の構成式を push-forward することにより，Cauchy 有効応力を用いて以下のように

与えられる。 

 1 T' 'J σ FS F  (3.104) 

式(3.104)の等方成分は， 

  1 T 1 1 T' 'p pJ J Jp p      σ FS F F C F I  (3.105) 
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で与えられる。一方，偏差成分は以下のように表せる。 

 

 

 

 

1 T 1 2/3 T

2/3 1 1 1 T

2/3 1 T 1

' ' :

1
:

3

1
:

3

q qJ J J

J J J

J J J

  

   

  

 

   
 

   
 

σ FS F F S F

F S C S C F

FSF C S I



 (3.106) 

ここで，式(3.106)で表わされる項が，実際に空間表示における偏差成分となっているかどう

か確かめるため，2 階の単位テンソル Iとの contraction をとってみる。 

  2/3 1 T 11
tr ' : ' : :

3q q J J J      
 

σ I σ I FSF C S I  (3.107) 

ここで， 

 T T: : : : : :    I FSF F FS FS F S F F S C C S  (3.108) 

また， 

    1
: : :

3
I C S I C S  (3.109) 

であるので，以下に示すとおり，式(3.106)が空間表示における Cauchy 有効応力の偏差成分

であることが確認された。 

 tr ' : ' 0q q σ I σ  (3.110) 

式(3.106)の最右辺第 1 項は，式(3.36)より以下のように表せる。 

 1 T ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

4

J I
ij ij ij j

j i

J q  




 

    σ FSF t n  (3.111) 

ここで，式(3.111)を式(3.107)に代入して，式(3.110)の関係を用いると以下のようになる。 

  2/3 11
: ' : : 0

3q J J     
 

I σ I σ C S I  (3.112) 

よって，式(3.44)より， 

  1: :J I σ C S  (3.113) 

これを再び式(3.106)に代入すると，以下の関係が得られる。 

 2/3 1
' :

3q J      
 

σ I I σ  (3.114) 

ここで，式(3.114)を，物質表示での偏差成分抽出のための 4 階の projection tensor に準じ

る形で，以下のように書き表しておく。 

 2/3' :q J σ σ  (3.115)
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ここに， 

 
1

3
  I I   (3.116) 

は，空間表示における偏差成分抽出のための 4 階の projection tensor である。 

よって，空間表示における多重せん断モデルの積分形構成式は，以下のとおり与えられる。 

 2/3' ' ' :p q p J     σ σ σ I σ  (3.117) 

なお，空間表示での応力・ひずみ方向の方向ベクトル類に，Euler-Almansi ひずみテンソ

ルeを投影して得られるせん断ひずみ方向成分（仮想単純せん断ひずみ） 

 ( ) ( ) ( ) :ij ij ij  t n e  (3.118) 

と，物質表示での方向ベクトル類に Green-Lagrange ひずみテンソルEを投影して得られる

式(3.50)の仮想単純せん断ひずみを比較すると，以下に示すように，両者は同じものである

ことがわかる。 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T 1

( ) ( ) T T 1 ( ) ( )

: :

: :

ij ij ij ij ij

ij ij ij ij

  

 

   

   

t n e FT FN F EF

F T N F F EF T N E
 (3.119) 

 

3.6 空間表示での増分形構成式（基本形） 

 

 空間表示における多重せん断モデルの増分形構成式は，Holzapfel（2000）にならい，

Kirchhoff 応力 ' 'Jτ σ の Lie 時間微分として与えられる Oldroyd 応力速度  Oldr 'Jσ ，およ

び，変形速度テンソルdを用いて，以下のように与えられる。 

  Oldr ' :J Jσ d  (3.120) 

ここに， 

 1
abcd aA bB cC dD ABCDc J F F F F C  (3.121) 

であり，主な 4 階テンソルの変換は，以下のとおりとなる。 

 
 

    

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

aA bB cC dD aA bB cC dD AB CDABCD

aA AB bB cC CD dD ab cd abcd

J F F F F J F F F F C C

J F C F F C F J J 

     

    

 

   

C C

I I
 (3.122) 
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1 1 1

1
1 1 1 1

1
1 1 1 1

1 1

2

2

2 2

aA bB cC dD ABCD

aA bB cC dD AC BD aA bB cC dD AD BC

aA AC cC bB BD dD aA AD dD bB BC cC

ac bd ad bc abcd

J F F F F

J
F F F F C C F F F F C C

J
F C F F C F F C F F C F

J J   

  


   


   

 

 

 

   

C C

 

 (3.123) 

 

  
   

  
 

1 ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )

ij ij ij ij
aA bB cC dD

ABCD

ij ij ij ij ij ij ij ij
aA A B B A bB cC C D D C dD

ij ij ij ij ij ij ij ij
a b b a c d d c

ij ij ij ij

abcd

J F F F F

J F T N T N F F T N T N F

J t n t n t n t n

J









  

  

  

   

T N T N

t n t n

 (3.124) 

また，式(3.18)より，変形速度テンソルは対称テンソルであるので，式(3.123)は以下のよう

に書き表せる。 

  1 1 1 1
aA bB cC dD ABCD

J F F F F J   C C   (3.125) 

以上の準備のもと，式(3.96)に示す物質表示における増分形構成式を push-forward すること

により，空間表示における増分形構成式の接線勾配が以下のように得られる。 

 p q     (3.126) 

  L/U L/U d2p K p p K     I I I I   (3.127) 

  2/3 2 2
: tr ' '

3 3q q q qJ          
σ I σ σ I    (3.128) 

 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

4

J I
ij ij ij j

q q
j i

 
  

     t n I  (3.129) 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) c
L/U L/U d L/U d

ij ij ij ij ij ij ij
q q G H L      I I t n I I I I  (3.130) 

ここに， 

 1 T
d

 dI FC F  (3.131) 

 c 1 T
d c

 dI FC F  (3.132) 

であり，物質表示における式(3.62)～(3.67)と同様に，これらの 2 階テンソルと変形速度テン

ソルとの contraction をとることで，以下のとおりダイレイタンシーによる体積ひずみ速度
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が与えられる。 

 d d
d d :  I d  (3.133) 

 c c
d d :  I d  (3.134) 

 d d :  I d  (3.135) 

  d' :  I I d  (3.136) 

  c
d'' :  I I d  (3.137) 

また，空間表示による仮想単純せん断ひずみ速度は，物質表示での式(3.68)，および，式(3.14)

(3.31)(3.32)より，以下で与えられる。 

 

( ) 1 ( ) 1 ( ) T

1 ( ) ( ) T T ( ) ( )

:

: :

ij ij ij

ij ij ij ij

  

 

 

   

F t F n F dF

F t n F F dF t n d


 (3.138) 

なお，式(3.126)におけるいくつかの項については，数値計算への導入のため，以下に示すよ

うに，さらに具体的に書き下しておく。 

 

( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1
: 2

3 4

1 2
         

4 3

J I
ij ij j

q q q
j i

J I
ij ij ij ij j

q
j i

  


  


 

 

 
     

 
       
 





I I

t n I I

 
 (3.139) 

 ( ) ( ) ( )

1 1

1
tr : 2

4

J I
ij ij j

j i

q   
  

   σ I σ  (3.140) 

 2/3 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 2
'

4 3

J I
ij ij ij ij j

q
j i

J q   




 

      
 

σ t n I  (3.141) 

 

3.7 空間表示でのダイレイタンシーの定式化 

 

 前節までに，大変形理論に基づき，基準配置に基づく物質表示および現配置に基づく空

間表示の双方の枠組みにおいて，第 2 章で述べたひずみ空間における多重せん断モデルを

拡張した。しかし，ダイレイタンシーによる体積ひずみの影響に関しては，式(3.47)の有効

体積ひずみ ' および式(3.51)の仮想有効体積ひずみ " により考慮はされているものの，具

体的な形での定式化はなされていない。すなわち，物質表示では式(3.62)～(3.67)により，ま

た空間表示では式(3.133)～(3.137)により，ダイレイタンシーによる体積ひずみ類が与えられ

るが，それらを規定する 2 階テンソル類（すなわち， d dc dd, ,C C C および
c d

d d d, ,I I I ）は明ら
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かになっていない。本節では，これらの成分を具体的に定式化することを目的とする。 

 

3.7.1 膨張的ダイレイタンシーの定式化 

 

まず，多重せん断モデルにおける仮想単純せん断応力は，前章で示した微小変形理論の

場合と同様に，骨格曲線上では双曲線型で与えるものとする。 

 
( )

( ) v
v( )

v

/

1 /

ij
ij

ij
q q

 
 




 (3.142) 

 空間表示における Cauchy 有効応力は，式(3.105)(3.106)を用い，以下のように等方成分お

よび偏差成分に分解できる。 

 ' ' ' 'p q qp    σ σ σ I σ  (3.143) 

ここに，等方圧力は以下で与えられる。 

 
1 1

: ' tr '
3 3

p    I σ σ  (3.144) 

また，ひずみ速度に関しては，Euler-Almansi ひずみテンソルの Lie 時間微分として与えられ

る変形速度テンソルを用いて，これを以下のように等方成分と偏差成分に分けることとす

る。 

  c d
d d

1 1 1
: '

3 3 3
           d I I d d I d I d     (3.145) 

ここに，体積ひずみ速度は，変形速度テンソルにより式(3.27)で与えられる。また，
c d
d d', ,    

は，それぞれ有効体積ひずみ速度（等方圧力の変化による成分），収縮的ダイレイタンシー

速度，膨張的ダイレイタンシー速度であり，式(3.136)(3.134)(3.135)で与えられる。 

 第 2 章で示したダイレイタンシーの定式化と同様に，偏差成分とダイレイタンシーの膨

張的成分とで構成されるひずみは，骨格曲線に沿う載荷時には仕事をしない成分であると

仮定する。すなわち， 

  d
d

1
' : 0

3
   

 
σ I d  (3.146) 

式(3.146)に式(3.143)を代入すると，以下の式が得られる。 

      d d d
d d d

1 1
' : : ' : ' : 0

3 3q q qp p p             
 

I σ I d I I σ d σ d    (3.147) 

よって， 

 d
d

' : ' :q q

p p
  

σ d σ d
  (3.148)
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これに式(3.141)を代入すると， 

 
2/3 ( )

d ( ) ( ) ( ) ( )
d

1 1

2
:

4 3

ijJ I
ij ij ij j

j i

J q

p
   





 

        
  

 t n I d  (3.149) 

さらに，式(3.142)に示す骨格曲線の双曲線関係を代入し，次式を得る。 

 
( )2/3

d ( ) ( ) ( ) ( )v
d fv( )

1 1 v

/ 2
:

4 31 /

ijJ I
ij ij ij j

ij
j i

J     
  



 

                 
 t n I d  (3.150) 

ここに， 

 v
fv

q

p
   (3.151) 

よって，膨張的ダイレイタンシー速度は，以下のとおり与えられる。 

 d d
d d :  I d  (3.152) 

ここに， 

 
( )

d 2/3 ( ) ( ) ( ) ( )v
d fv( )

1 1 v

/1 2

4 31 /

ijJ I
ij ij ij j

ij
j i

J
    

  


 

              
I t n I  (3.153) 

以上を膨張的ダイレイタンシーの定式化の基本形とし，第 2 章で示した微小変形理論によ

る定式化の場合と同様に，パラメータを導入するとともに， v の仮想有効体積ひずみ依存

性を考慮した項を付加する（詳細は 2.5.4 項および 2.5.5 項を参照のこと）。 

 

3.7.2 収縮的ダイレイタンシーの定式化 

 

 一方，収縮的ダイレイタンシー成分は，微小変形解析の場合と同様に，累積塑性せん断

ひずみに比例するものとして以下で与える。 

 c ( ) ( )
d v p

1 1

1

4

I J
ij j

i j

  
  

       (3.154) 

ここに，
( )
p
ij は仮想単純せん断ひずみ増分の塑性成分であり，弾性領域を調整するパラメー

タ 1c を用いて、以下で与えられる。 

 ( ) ( ) ( )
p 1 e
ij ij ijc       (3.155) 

なお，
( ) ( )

1 e
ij ijc   の場合には，

( )
p 0ij  とする。 

ここに，仮想単純せん断ひずみ増分は以下で与える。 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): :ij ij ij ij ij    t n d T N E  (3.156) 

また，仮想弾性せん断ひずみ増分（仮想単純せん断ひずみ増分の弾性成分）は，微小変形

理論における定式化と同様に以下で与える。 

 
( )

( ) ( )L/U
e

L0

ij
ij ijG

G
 

 
  
 

   (3.157) 

ゆえに，式(3.155)は以下のように書き表すことができる。 

 
( )

( ) ( )L/U
p 1

L0

1
ij

ij ijG
c

G
 

  
      

   (3.158) 

なお、

( )
L/U

1
L0

1
ijG

c
G

 
  

 
の場合には，

( )
p 0ij  とする。 

式(3.154)(3.156)より，収縮的ダイレイタンシー速度も，膨張的ダイレイタンシー成分と同様

の形で，以下のように書き表すことができる。 

 c c
d d :  I d  (3.159) 

ここに， 

 
*

c ( ) ( ) ( ) ( )
d v

1 1

1

4

I J
ij ij ij j

i j


  

     I t n  (3.160) 

ただし， 

( ) ( ) : 0ij ij t n d の時， 

 
*

( ) ( ) ( ) ( )ij ij ij ij  t n t n  (3.161) 

( ) ( ) : 0ij ij t n d の時， 

 
*

( ) ( ) ( ) ( )ij ij ij ij   t n t n  (3.162) 

となる。また， 

 
( )

( ) L/U
v v 1

L0

= 1
ij

ij G
c

G

  
       

 (3.163) 
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であり，
( )
L/U

1
L0

1
ijG

c
G

 
  

 
の場合には，

( )
v 0ij  とする。 

 

3.8 物質表示でのダイレイタンシーの定式化 

 

 物質表示における膨張的および収縮的ダイレイタンシー速度は，空間表示でのダイレイ

タンシー関連の式を pull-back することにより，以下のように与えられる。 

 d 1
d dd : C E  (3.164) 

 c 1
d dc : C E  (3.165) 

ここに，式(3.153)より， 

 

1 1 d -T
dd d

( )
2/3 ( ) ( ) ( ) 1 ( )v

fv( )
1 1 v

/1 2

4 31 /

ijJ I
ij ij ij j

ij
j i

J
    

  

 

 

 



              


C F I F

T N C
 (3.166) 

また，式(3.160)より， 

 

1 1 c -T
c d

*
( ) ( ) ( ) ( )
v

1 1

1
     

4

I J
ij ij ij j

i j




 

 



     
dC F I F

T N
 (3.167) 

ただし， 

( ) ( ) : 0ij ij T N E の時， 

 
*

( ) ( ) ( ) ( )ij ij ij ij  T N T N  (3.168) 

( ) ( ) : 0ij ij T N E の時， 

 
*

( ) ( ) ( ) ( )ij ij ij ij   T N T N  (3.169) 

となる。 

 

3.9 2 次元解析での物質表示による積分形構成式 

 

3.9.1 テンソル表示 
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 前節までに示した大変形理論に基づく定式化では，3 次元モデルの大変形解析を対象とし

ていた。本節以降では，ひずみ空間多重せん断モデルを 2 次元平面ひずみ条件での大変形

解析に適用するため，これまでの定式化を以下に示すように書き改める。なお，2 次元モデ

ルを対象とした定式化では，各項にかかる係数などが 3 次元の場合と異なるため，まずこ

の点に関して述べることとする。 

 3.3.2 項で示した超弾性体における等方成分と偏差成分への分離に関して，3 次元では変

形勾配の固有値が3個存在するので，偏差成分を表示するために右Cauchy-GreenテンソルC

に乗じる係数は
2/3J 

であった（Holzapfel，2000）。しかし，2 次元の場合，変形勾配の固有

値は 2 個なので，偏差成分を表示するために右 Cauchy-Green テンソルCに乗じる係数は，

以下に示すように
1J 
となる。 

 1J C C  (3.170) 

 det 1C  (3.171) 

また，2 次元での projection tensor（3 次元の場合は式(3.40)）を導くために，以下の計算を行

う。 

 

 1

1
2

1
1 1 1 1

1

1
       

2 2

J J
J

J

J
J J





   

 
    

  
        
 

CC
C

C C C

C C C C



 
 (3.172) 

これより，2 次元解析における projection tensor として，以下に示す 4 階テンソルが用い

られる。 

 11

2
  C C   (3.173) 

 2 次元解析における物質表示での定式化では，式(3.173)の projection tensor を用いることで，

第 2Piola-Kirchhoff 応力テンソルSが以下のように分割される。 

 p q S S S  (3.174) 

ここに， 

 1
p Jp  S C  (3.175) 

 1 :q J S S  (3.176) 

ここで，実際に式(3.173)で表わされるテンソルが，物質表示における偏差成分を抽出する

projection tensor になっていることは，以下のようにして確認できる。まず，式(3.174)と右

Cauchy-Green テンソルCとの contraction をとると， 

 : : :p q S C S C S C  (3.177)
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となる。式(3.175)(3.176)より， 

 1: : 2p Jp Jp   S C C C  (3.178) 

    1 1 11
: : : : : 0

2q J J       
 

S C S C S C S C C  (3.179) 

と表せるので，上に述べたことが確かめられた。 

 この結果を用いて，2 次元解析における物質表示での多重せん断モデルの積分形構成式を

以下で与える。 

 1 1'= ' ' :p q Jp J   S S +S C S  (3.180) 

ここに， 

 ( ) ( ) ( )

1

I
i i i

i

Jq 


  S T N  (3.181) 

である。 

 

3.9.2 ベクトル・マトリクス表示 

 

 ここでは，式(3.174)～(3.176)で表されるテンソル表示の積分形構成式を，有限要素法への

導入という観点から，ベクトル・マトリクス表示へと書き換えを行う。 

 2 次元解析の場合，応力・ひずみベクトルを，対応する第 2Piola-Kirchhoff 応力テンソル

および Green-Lagrange ひずみテンソルの成分を用いて以下のように与える。 

  T
11 22 12

ˆ ' = ' ' 'S S SS  (3.182) 

  T
11 22 12

ˆ = 2E E EE  (3.183) 

これらを用い，物質表示における多重せん断モデルのベクトル・マトリクス表示での積分

形構成式を以下で与える。 

 ˆ ˆ ˆ' ' 'p qS S +S  (3.184) 

ここに， 

 1ˆ ˆ'p Jp  S C  (3.185) 

 ( ) ( )

1

ˆˆ '
I

i i
q

i

q 


 S N  (3.186) 

であり，式(3.185)(3.186)における各項は，以下のように表される。 
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    T
1 1 1 1

11 22 12
ˆ C C C   C  (3.187) 

    
T

( )ˆ cos cos sin    (for 1,..., )i
i i i i I    N  (3.188) 

      ( ) ( ) ( ) -1ˆ ˆˆ   (for 1,..., )i i i i I  N N C  (3.189) 

 ( 1)i i     (3.190) 

 / I    (3.191) 

ここに，
1ˆ C は右 Cauchy-Green テンソルCの逆テンソルの各成分より与えられる。また，

( )ˆ iN は，テンソル表示における 2 階のテンソル
( ) ( )i iT N の成分をベクトル化したもので

あり，これを用いて仮想単純せん断ひずみは以下で与えられる。 

  T
( ) ( )ˆ ˆ   (for 1,..., )i i i I  N E  (3.192) 

 

3.10  2 次元解析での物質表示による増分形構成式 

 

3.10.1 テンソル表示 

 

 続いて，2 次元での物質表示における多重せん断モデルの増分形構成式を導く。まず，式

(3.180)の両辺の物質時間微分をとると，以下の関係が与えられる。 

 ' ' 'p qS S +S    (3.193) 

ここに， 

  1D
'

Dp Jp
t

 S C  (3.194) 

     1 1D D
' : :

D Dq J J
t t

  S S S    (3.195) 

式(3.194)に示す等方成分の増分形は，式(3.53)で表わされる 3 次元での定式化と形式的に等

しく，すでに 3.4.2 項で具体的な成分が求められている。よって，式(3.195)に示す偏差成分

についてのみ，2 次元での物質時間微分の計算を行えばよい。まず，式(3.195)の右辺第 1 項

は，式(3.58)の関係を用いて以下のように表すことができる。 

     1 1 1 1D
: : : ' :

D qJ J
t

       S S C E S C E    (3.196) 

次に，式(3.195)の右辺第 2 項の物質時間微分を計算するにあたり，以下のように書き下して

おく。
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      1 1 1 1 1D D 1 1 D
: : :

D D 2 2 D
J J J

t t t
                  

S S C S C S C S C  (3.197) 

ここで，Sの計算は，式(3.85)(3.86)で表わされる 3 次元の場合と形式的に等しく，以下で与

えられる。 

 :qS E   (3.198) 

ここに， 

 ( ) ( ) ( ) 1

1

I
i i i

q q
i

J 



    T N C  (3.199) 

一方，式(3.197)の右辺括弧内第 2 項，すなわち， 

          1 1 1 1D D
: : : :

D Dt t
        C S C C S C C S C C S C  (3.200) 

の各成分の計算は，以下に示すようになる。 

式(3.200)右辺第 1 項：式(3.7)(3.173)より， 

 

   

 

    

1 1 1

1 1 1

1 1 1

: 2 : 2 :

1
                2 : : 2 : :

2

                2 : : : :

  

  

  

  

      
 

   

C S C E S C C S E

C S E C C C S E

C S E C S C C E

  

 

 

 (3.201) 

右辺第 2 項：式(3.198)を用いて， 

   1 1 1: : : :q
     C S C C C S C C E    (3.202) 

右辺第 3 項：式(3.60)より， 

         1 1 1 1 1D
: 2 : 2 : :

Dt
       C S C C S C EC C S C C E   (3.203) 

以上の結果を式(3.200)に代入すると，以下の式が得られる。 

 

 

   

1 1

1 1 1 1 1

D
: : :

D
1

                2 : : 2 : :
2

qt
 

    

    

      
 

C S C C C E

C S C C C C E C S E



  
 (3.204) 

式(3.198)および式(3.204)を式(3.197)に代入すると， 

 

   

   

1 1 1

1 1 1 1 1 1

D 1 D
: : :

D 2 D

1
   : : : ' :

2q q

J J
t t

J

  

     

      
           

S S C S C E

C S C C C C E C S E



  
 (3.205) 
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となり，これと式(3.196)を式(3.195)に代入すると，偏差成分の増分形が以下のように与えら

れる。 

 ' :q qS E   (3.206) 

ここに， 

    1 1 1: : ' 'q q q qJ          C S C S S C     (3.207) 

 -1 -1 1 11

2
   C C C C   (3.208) 

 以上より，式(3.71)(3.206)を式(3.193)に代入すると，2 次元解析における多重せん断モデ

ルの物質表示による増分形構成式が，以下に示すとおり与えられる。 

 
'

' : :


 

S

S E E
E

    (3.209) 

ここに， 

 p q     (3.210) 

であり， p は式(3.72)で，また q は式(3.207)で与えられる。 

なお，式(3.207)(3.180)などに現れるいくつかの項に関しては，3 次元での式(3.98)～(3.100)に

準じ，以下のように具体的に書き表しておく。 

 

 

1 ( ) ( ) 1

1

( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1

1

1
: 2

2

          

I
i i

q q q
i

I
i i i i

q
i

J

J

 

 

 



 



 
    

 

    





C C

T N C C

  
 (3.211) 

 ( ) ( )

1

: 2
I

i i

i

Jq  


 C S  (3.212) 

  ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1

'
I

i i i i
q

i

q  



   S T N C  (3.213) 

 また，2 次元モデルにおける膨張的および収縮的ダイレイタンシー増分は，3 次元の場合

と同様に，それぞれ式(3.164)(3.165)で与えられる。ただし，式中の
1

dd
C および

1
dc
C は，以下

で与えるものとする。 

  
( )

1 1 ( ) ( ) ( ) 1v
dd fv( )

1 v

/

1 /

iI
i i i

i
i

J
   
 

  



 
     
  

C T N C  (3.214) 
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*

1 ( ) ( ) ( )
dc v

1

I
i i i

i





    C T N  (3.215) 

ここに，式(3.163)と同様に， 

 
( )

( ) L/U
v v 1

L0

= 1
i

i G
c

G

  
       

 (3.216) 

であり，
( )
L/U

1
L0

1
iG

c
G

 
  

 
の場合には，

( )
v 0i  とする。 

 

3.10.2 ベクトル・マトリクス表示 

 

 3.9.2 項における積分形構成式にならい，ここでは前項で示したテンソル表示による多重

せん断モデルの 2 次元増分形構成式を，ベクトル・マトリクス表示により書き直すことと

する。 

 式(3.182)(3.183)で表わされる 2 次元解析での応力・ひずみベクトルの増分を用い，式

(3.209)(3.210)よりベクトル・マトリクス表示での増分形構成式は以下で与えられる。 

 ˆ ˆd ' dS D E  (3.217) 

ここに， 

 p q D D D  (3.218) 

        T T
1 1 1 1 1 1

L/U L/U
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2p J K p Jp JK         dD C C C C C C  (3.219) 

   T
1 ( ) ( ) 1 T 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ2 ' '
I

i i
q q q q

i

J Jq    



       
D D Q C S S C  (3.220) 

  T
( ) ( ) 1

1

ˆ ˆ
I

i i
q q

i

J 



 D N C  (3.221) 

    ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 1 ( ) 1 1
L/U L/U L/U c

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆi i i i i i
q q G H L          d dC C N C C C C  (3.222) 

    T
1 1 1 11ˆ ˆ ˆ ˆ

2
    Q C C C C   (3.223) 

なお， 
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1 1
11 12

1 1 1 1
11 12 12 22

1 1 1 1
12 22

1 11 1
12 1111 12

1 1
22 12

2 21 1 1 1
11 12 11 12

2 21 1 1 1
12 22 12 22

11

1
0

2
10 0 0
2ˆ ˆ 0 0
1

00 0
2
1

0
2

                     

C C

C C C C
C C

C CC C

C C

C C C C

C C C C

C

 

   

   

  

 

   

   



 
 
 
  
     
     
 
 
 



C C

 21 1 1 1 1 1 1
12 12 22 11 22 12

1 1

2 2
C C C C C C     

 
 
 
 
 
   

 (3.224) 

である。 

また，ベクトル・マトリクス表示による物質表示でのダイレイタンシー成分は，テンソル

表示による式(3.164)(3.165)より，以下のように表せる。 

  T
1

d d
ˆ ˆd d  C E  (3.225) 

  T
d 1
d dd

ˆ ˆd d  C E  (3.226) 

  T
c 1
d dc

ˆ ˆd d  C E  (3.227) 

  T
1 1

d
ˆ ˆ ˆd ' d   C C E  (3.228) 

  T
1 1

dc
ˆ ˆ ˆd " d   C C E  (3.229) 

ここに，これらの式に現れるダイレイタンシー関連のベクトルは，以下で与えられる。 

 
( )

1 1 ( )v
dd fv( )

1 v

/ ˆˆ
1 /

iI
i

i
i

J
  
 

 



 
   
  

C N  (3.230) 

 
*

1 ( ) ( )
dc v

1

ˆ ˆ
I

i i

i





   C N  (3.231) 

 1 1 1
d dd dc

ˆ ˆ ˆ   C C C  (3.232) 

なお，式(3.230)における
( )ˆ iN は，式(3.189)により与えられる。また，式(3.231)において， 
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( )Tˆ ˆd 0i N E の時， 

 
*

( ) ( )ˆ ˆi iN N  (3.233) 

( )Tˆ ˆd 0i N E の時， 

 
*

( ) ( )ˆ ˆi i N N  (3.234) 

であり，
( )ˆ iN は式(3.188)で定義される。 

 

3.11  2 次元解析での空間表示による積分形構成式 

 

3.11.1 テンソル表示 

 

 空間表示に対する 2 次元の積分形構成式は，式(3.180)(3.181)で表される物質表示での積分

形構成式を push-forward することにより，Cauchy 有効応力を用いて以下のように与えられ

る。 

 1 T' 'J σ FS F  (3.235) 

ここに，Cauchy 応力の等方成分は， 

  1 T 1 1 T' 'p pJ J Jp p      σ FS F F C F I  (3.236) 

であり，一方，偏差成分は， 

 

 

 

 

1 T 1 1 T

1 1 1 1 T

1 1 T 1

' ' :

1
:

2

1
:

2

q qJ J J

J J J

J J J

  

   

  

 

   
 

   
 

σ FS F F S F

F S C S C F

FSF C S I



 (3.237) 

と表される。 

ここで，式(3.237)で表わされる項が，実際に空間表示における偏差成分となっていることを

確かめるため，3 次元での定式化（式(3.107)～(3.110)）にならい，2 階の単位テンソル Iと

の contraction をとる。 

  1 1 T 11
tr ' : ' : :

2q q J J J      
 

σ I σ I FSF C S I  (3.238) 

ここで，式(3.108)，および， 

    1
: : :

2
I C S I C S  (3.239) 

より，以下のとおり，式(3.237)が空間表示における偏差成分であることが確かめられた。 
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 tr ' : ' 0q q σ I σ  (3.240) 

式(3.237)の最右辺第 1 項は，式(3.181)より以下で与えられる。 

 1 T ( ) ( ) ( )

1

I
i i i

i

J q 



   σ FSF t n  (3.241) 

ここで，式(3.241)を式(3.238)に代入し，さらに式(3.240)を用いると以下の式が得られる。 

  1 11
: ' : : 0

2q J J     
 

I σ I σ C S I  (3.242) 

これより， 

  1: :J I σ C S  (3.243) 

と表せるので，これを再び式(3.238)に代入すれば，以下の関係が得られる。 

 1 1
' :

2q J      
 

σ I I σ  (3.244) 

これを，物質表示での偏差成分を抽出する 4 階の projection tensor に準じる形で，以下のよ

うに書いておく。 

 1' :q J σ σ  (3.245) 

ここに， 

 
1

2
  I I   (3.246) 

よって，式(3.236)(3.245)を式(3.235)に適用することにより，空間表示における 2 次元の積分

形構成式が以下のとおり与えられる。 

 1' ' ' :p q p J     σ σ σ I σ  (3.247) 

 

3.11.2 ベクトル・マトリクス表示 

 

 3.9.2 項に示した物質表示での積分形構成式にならい，本項では，2 次元解析におけるテ

ンソル表示による空間表示での積分形構成式を，以下に示すようにベクトル・マトリクス

形式で書き表すこととする。 

 まず，2 次元解析の場合，応力・ひずみベクトルを，対応する Cauchy 応力テンソルおよ

び Euler-Almansi ひずみテンソルの成分を用いて以下で与える。 

  T
11 22 12ˆ ' = ' ' '  σ  (3.248)
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  T
11 22 12

ˆ = 2e e ee  (3.249) 

これらを用い，式(3.247)のテンソル表示による構成式を参考にして，空間表示における多重

せん断モデルのベクトル・マトリクス表示での積分形構成式を以下で与える。 

 ˆ ˆ ˆ' ' 'p q σ σ σ  (3.250) 

ここに， 

 (0)ˆˆ 'p p σ n  (3.251) 

 1 ( ) ( )

1

ˆˆ '
I

i i
q

i

J q 



 σ n  (3.252) 

なお，式(3.251)における
(0)n̂ は，式(3.236)における 2 階の単位テンソル Iをベクトル表示し

たものであり，以下で与えられる。 

  (0)Tˆ 1 1 0n  (3.253) 

ここで，2 次元における空間表示の方向ベクトル類を求めるため，式(3.188)で与えられる物

質表示の仮想単純せん断を表す方向ベクトルの成分を，以下に示すように一度テンソル表

示に戻しておく。 

 ( ) ( ) cos sin

sin cos
i ii i

i i

 
 

 
    

T N  (3.254) 

式(3.34)を参考にし，式(3.254)を空間表示におけるテンソル表示で表わすと，以下のように

なる。 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) T 11 12
( ) ( )
21 22

i i
i i i i

i i

n n

n n

 
     

 
t n F T N F  (3.255) 

これを再びベクトル・マトリクス表示に戻すと，空間表示における仮想単純せん断の方向

ベクトルが以下で与えられる。 

    T( ) ( ) ( ) ( )
11 22 12

ˆ   (for 1,..., )i i i in n n i I n  (3.256) 

これにより，式(3.252)におけるベクトル
( )ˆ in が以下ように求められる。 

 ( ) ( ) ( ) (0)ˆ ˆ ˆ   (for 1,..., )i i i i I  n n n  (3.257) 

また，式(3.118)より，仮想単純せん断ひずみは以下で与える。 

  T( ) ( )ˆ ˆ   (for 1,..., )i i i I  n e  (3.258) 
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なお，仮想単純せん断ひずみは，物質表示（式(3.192)），空間表示（式(3.258)）のいずれの

場合も等しくなる。これは，式(3.119)のように両者をテンソル表示で比較すれば，容易に確

かめられる。 

 

3.12  2 次元解析での空間表示による増分形構成式 

 

3.12.1 テンソル表示 

 

 空間表示における 2 次元の増分形構成式は，式(3.247)に示す積分形構成式の Lie 時間微分

をとることで，3 次元の場合と同様に以下で与えられる。 

  Oldr ' :J Jσ d  (3.259) 

ここに，空間表示における接線剛性テンソルは，変形勾配を通じ，物質表示における接線

剛性テンソルと式(3.121)に示す関係にある。式(3.259)の左辺は，Kirchhoff 有効応力テン

ソル ' 'Jτ σ の Lie 時間微分として与えられる Oldroyd 応力速度，また，式(3.259)の右辺

におけるdは，Euler-Almansi ひずみテンソルの Lie 時間微分として与えられる変形速度テン

ソル（式(3.16)参照）である。 

3 次元での定式化に準じて，式(3.210)に示す 2 次元解析における物質表示の接線剛性テンソ

ルを push-forward することにより，空間表示に対する増分形構成式の接線勾配が以下のとお

り与えられる。 

 p q     (3.260) 

ここに， 

  L/U L/U d2p K p p K     I I I I   (3.261) 

  1 : tr ' 'q q q qJ         σ I σ σ I    (3.262) 

 ( ) ( ) ( )

1

I
i i i

q q
i




    t n I  (3.263) 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) c
L/U L/U d L/U d

i i i i i i i
q q G H L      I I t n I I I I  (3.264) 

なお，式(3.262)におけるいくつかの項に関して，以下に示すように具体的に書き下しておく。 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1
: 2

2

I I
i i i i i i

q q q q
i i

   
 

          
 
 I I t n I I   (3.265) 

 ( ) ( )

1

tr : 2
I

i i

i

q  


  σ I σ  (3.266)
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  1 ( ) ( ) ( ) ( )

1

'
I

i i i i
q

i

J q  



   σ t n I  (3.267) 

また，2 次元での膨張的および収縮的ダイレイタンシー増分を規定するテンソル類は，3

次元での式(3.153)(3.160)に代えて以下で与える。 

  
( )

d 1 ( ) ( ) ( )v
d fv( )

1 v

/

1 /

iI
i i i

i
i

J
   
 





 
     
  

I t n I  (3.268) 

 
*

c ( ) ( ) ( )
d v

1

I
i i i

i




    I t n  (3.269) 

 

3.12.2 ベクトル・マトリクス表示 

 

 ここでは，前項で示したテンソル表示による構成式を，ベクトル・マトリクス表示に書

き換える。Oldroyd 応力速度テンソルおよび変形速度テンソルのベクトル表示を，それぞれ

Oldr ， d̂とおくと，式(3.259)より以下に示すような 2 次元での空間表示における増分形構

成式が得られる。 

  ˆOldr( ')J Jσ cd  (3.270) 

ここに， 

 p q c c c  (3.271) 

   (0) (0)T (0) T
L/U L/U d

ˆˆ ˆ ˆ2p K p p K   c n n I n n  (3.272) 

  1 ( ) ( ) (0) T (0)T

1

ˆ ˆ2 ' '
I

i i
q q q q

i

J q  



       
c c Z n σ σ n  (3.273) 

 ( ) ( )T

1

ˆ ˆ
I

i i
q q

i




 c n n  (3.274) 

    ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) (0) c
L/U L/U d L/U dˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi i i i i i

q q G H L     n n n n n n n  (3.275) 

 (0) (0)T1
ˆ ˆ

2
 Z I n n  (3.276) 

なお，式(3.270)は以下で示すように表すこともできる。すなわち，Kirchhoff 有効応力テン

ソルの線形化により与えられる，式(3.259)と等価な以下の関係式（Holzapfel，2000）， 

 ' : grad :J J    τ u e   (3.277) 

を用いることで，ベクトル・マトリクス表示での増分形構成式が以下のとおり与えられる。 
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 ˆˆd ' dJτ c e  (3.278) 

なお，式(3.277)の最右辺の導出に際して，接線剛性テンソルの対称性を用いた。 

また，ベクトル・マトリクス表示による空間表示でのダイレイタンシー成分は，テンソル

表示による式(3.152)(3.159)(3.268)(3.269)を参考に，以下で与えられる。 

 T
d dˆ ˆd d  n e  (3.279) 

 d dT
d dˆ ˆd d  n e  (3.280) 

 c c T
d dˆ ˆd d  n e  (3.281) 

  T(0)
d

ˆ ˆ ˆd ' d  n n e  (3.282) 

  T(0) c
d

ˆ ˆ ˆd " d  n n e  (3.283) 

ここに， 

 
( )

d 1 ( )v
d fv( )

1 v

/ ˆˆ
1 /

iI
i

i
i

J
  
 





 
   
  

n n  (3.284) 

 
*c ( ) ( )

d v
1

ˆ ˆ
I

i i

i




   n n  (3.285) 

 d c
d d dˆ ˆ ˆ n n n  (3.286) 

なお，式(3.284)における
( )ˆ in は，式(3.257)により与えられる。また，式(3.285)において， 

( )Tˆ ˆd 0i n e の時， 

 
*( ) ( )ˆ ˆi in n  (3.287) 

( )Tˆ ˆd 0i n e の時， 

 
*( ) ( )ˆ ˆi i n n  (3.288) 

であり，
( )ˆ in は式(3.256)で与えられる。 

 

3.13  モデルパラメータ 

 

3.13.1 せん断成分に関するパラメータ 

 

 多重せん断モデルにおける骨格曲線上での仮想単純せん断応力は，微小変形解析と同様
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に，大変形解析でも以下に示すような双曲線型で与える。 

 
( )

( ) v
v( )

v

/

1 /

i
i

i
q q

 
 




 (3.289) 

式(3.289)における v v,  q  は，仮想単純せん断モデルのせん断強度およびせん断規準ひずみ

であり，微小変形解析では，前章での式(2.86)(2.87)により与えられる。一方，大変形解析に

おいては，幾何学的非線形性を考慮するため，式(3.31)(3.32)で表される方向ベクトル類に依

存する形での定式化がなされる。本節では，2 次元平面ひずみ条件での数値解析を対象とし

て，具体的な定式化の流れを示すこととする。 

 まず，実際に実験などで得られるせん断強度 m と仮想単純せん断モデルにおけるせん断

強度 vq との関係について考える。なお，後述する最大せん断応力 の算定に関しては，以

下のように空間表示における真応力としての Cauchy 有効応力を用いる。 

    
2

2

11 22 12

1
' ' '

2
        

 (3.290) 

そのため，物質表示における定式化に基づく場合，以下の関係を用いて，第 2Piola-Kirchhoff

有効応力を Cauchy 有効応力に変換しておく。 

 1 T' 'J σ FS F  (3.291) 

ここに， 

 11 12

21 22

' '
'

' '

 
 
 

  
 

σ  (3.292) 

 11 12

21 22

' '
'

' '

S S

S S

 
 
 

S =  (3.293) 

さて，ベクトル・マトリクス表示による空間表示での積分形構成式は，前述のとおり式(3.250)

～(3.252)で与えられる。これを具体的に成分表示で表わすと，以下のようになる。 

 

( ) ( )
11 11

1 ( ) ( ) ( )
22 22

1 ( )
12 12

' 1

' 1

' 0

i i

I
i i i

i i

n

p J q n

n

 
  






    
            

          

  (3.294) 

ここに，式(3.294)の右辺第 2 項における方向ベクトルの各成分は，式(3.256)より与えられる。 

これにより，最大せん断応力 が以下のように求められる。 
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2
2

11 22 12

2 2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 22 12

1 1 1

2 2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 22 12

1 1

1
' ' '

2

1

4

1

4

I I I
i i i i i i i i

i i i

I I
i i i i i

i i

J q n q n q n

J q n n q n

   

    





  



 

     

   
            

           

  

 

 (3.295) 

ここで，初期状態として等方応力状態にある（例えば，等方圧密後の）試料に対して，排

水条件での単調載荷せん断試験を考える（Iai ら，1992；Towhata and Ishihara，1985）。せん

断ひずみを限りなく大きくすると，仮想単純せん断ひずみが
( )i となることから，そ

のときの仮想単純せん断応力
( )iq は式(3.289)より以下で与えられる。 

  ( ) ( )
vsgni iq q  (3.296) 

また，単調載荷せん断試験において，せん断ひずみを限りなく大きくしたときに得られる

せん断応力がせん断強度 m の定義に他ならないので，式(3.295)(3.296)より以下の関係が導

かれる。 

     
2 2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m v 11 22 12

1 1

1
sgn sgn

4

I I
i i i i i

i i

J q n n n   

 

   
     

   
   (3.297) 

よって，仮想単純せん断モデルにおけるせん断強度 vq は，実際の土要素におけるせん断強

度 m から以下のようにして求められる。 

 

    
v m2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 22 12

1 1

1
sgn sgn

4

I I
i i i i i

i i

J
q

n n n



  
 


   

    
   
 

 (3.298) 

 次に，仮想単純せん断モデルにおけるせん断規準ひずみについて考える。まず，式(3.289)

(3.294)より， 

 
( )

1 ( ) ( ) 1 ( )v
12 12 v 12( )

1 1 v

/
'

1 /

iI I
i i i

i
i i

J q n J q n
   
 

 

 

   


   (3.299) 

が成立する。この両辺を空間表示におけるせん断ひずみ 122e で微分すると，以下のように

なる。 

 
     

 
( )

21 ( )v12 12
122( )

( )112 12 v
v

' ' 1

2 2 1 /

i I
i

i
ii

q
J n

e e

   
  





  
  

   
  (3.300) 
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ここで，土要素の（初期）せん断剛性 mG は，微小ひずみ領域におけるせん断応力とせん断

ひずみの関係に他ならないから，式(3.300)で ( ) 0i  とすることで，以下に示す関係が導か

れる。 

  21 ( )v
m 12

1v

I
i

i

q
G J n 






   (3.301) 

これを解くと，仮想単純せん断モデルにおけるせん断規準ひずみが，以下のとおり与えら

れる。 

 

 

 

    

 

    

21 ( )v
v 12

1m

2( )
12

1 m

2 2
m

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 22 12

1 1

2( )
12

1
m2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 22 12

1 1

1
sgn sgn

4

1
sgn sgn

4

I
i

i

I
i

i

I I
i i i i i

i i

I
i

i

I I
i i i i i

i i

q
J n

G

n

G
n n n

n

n n n

 




  




  







 



 

 




   
    

   




   
    

   





 



 

 (3.302) 

ここに， m m m/ G  は規準ひずみである。 

 

3.13.2 収縮的ダイレイタンシーに関するパラメータ 

 

 本項では，大変形解析における収縮的ダイレイタンシー関連のパラメータについて述べ

る。微小変形解析における式(2.111)にならい，物質表示および空間表示における収縮的ダイ

レイタンシー増分を規定するテンソル類を，式(3.215)(3.269)に代えて以下で与える。 

物質表示： 

 c
d 0d

( ) *
1 ( ) ( )L/U

dc tmp v 1
1 L0

1
iI

i i
S

i

G
r r r r c

G 




  
          

C T N  (3.303) 

空間表示： 

 c
d 0d

( ) *
c ( ) ( )L/U
d tmp v 1

1 L0

1
iI

i i
S

i

G
r r r r c

G 




  
          

I t n  (3.304) 

これらの式におけるパラメータ c
d 0d

tmp, , ,Sr r r r 
は，第 2 章で述べた微小変形解析での定式化

（式(2.112)～(2.118)）と等価なため，ここでの説明は割愛する。一方，収縮的ダイレイタン
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シーを規定する v は，微小変形解析での式(2.119)(2.120)に代えて以下で与える。 

 
  3c

d

v v0cm
d

= 1

q





 
   
 
 

 (3.305) 

ここに， 

 

    

p
v0 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 22 12

1 1

sin

1
sgn sgn

4

I I
i i i i i

i i

J

n n n



  
 

 
          
 

 (3.306) 

であり，これは，後述する膨張的ダイレイタンシーに関する式(3.309)に対応している。 

 

3.13.3 膨張的ダイレイタンシーに関するパラメータ 

 

 続いて，大変形解析における膨張的ダイレイタンシー関連のパラメータであるが，微小

変形解析における式(2.58)にならい，interlocking の変化に対するせん断ひずみエネルギーの

寄与率を規定するパラメータ
d

r を導入する。これにより，式(3.214)(3.268)に示す膨張的ダ

イレイタンシー増分を規定するテンソル類が，以下のように書き改められる。 

物質表示： 

  
d

( )
1 1 ( ) ( ) ( ) 1v

dd fv( )
1 v

/

1 /

iI
i i i

i
i

r J
   
 

  



 
     
  

C T N C  (3.307) 

空間表示： 

  
d

( )
d 1 ( ) ( ) ( )v
d fv( )

1 v

/

1 /

iI
i i i

i
i

r J
   
 





 
     
  

I t n I  (3.308) 

これらの式におけるパラメータ fv は，微小変形解析における式(2.122)に代えて，式(3.298)

を参考にして以下で与える。 

 

    
v f

fv 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 22 12

1 1

M
M

1
sgn sgn

4

I I
i i i i i

i i

q J

p
n n n  

 

 
   

       
 

 (3.309) 

微小変形解析では，式(2.87)(2.122)に示すように，仮想単純せん断モデルにおけるせん断規

準ひずみ v およびパラメータ fv が仮想単純せん断ひずみ
( )i の変化に依存しない。その

ため，増分形で表わされた膨張的ダイレイタンシー成分（例えば，式(2.54)）から，理論的
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にその積分形（例えば，式(2.56)）を求めることができた。しかし，大変形解析では，式(3.302)

(3.309)に示されるせん断規準ひずみ v およびパラメータ fv が，物質の変形，すなわち，

方向ベクトル類や仮想単純せん断ひずみ
( )i の変化に依存する形となる。このことから，式

(3.164)(3.152)で表わされる物質表示および空間表示での膨張的ダイレイタンシー増分を基

に，理論的に積分形としての成分を求めることができない。数値計算では，増分形で表わ

された成分に対して数値積分を実行することにより，積分形としての膨張的ダイレイタン

シーを算定することも可能である。しかし，本研究では，膨張的ダイレイタンシー成分に

関しては簡易的に微小変形解析における定式化を踏襲することとし，積分形で表わされた

式(2.121)（定常状態を考慮する場合は，式(2.123)）に対して式(3.302)(3.309)を適用すること

とした。なお，この理由としては，微小変形解析を対象とした既存のプログラムへの導入

の容易さ，および，定常状態を考慮する際に採用しているアルゴリズム（式(2.124)～(2.132)）

が積分形表示された膨張的ダイレイタンシー成分を用いていること，などが挙げられる。

増分形で表された膨張的ダイレイタンシー成分の厳密な扱いに関しては，今後更なる検討

が必要になると思われる。 

 なお，ひずみ空間における多重せん断モデルの定式化に必要なその他のパラメータ（表

2.1 参照）に関しては，2.5 節で示した微小変形解析における議論がそのまま適用できる。 

 

3.14 まとめ 

 

 本章では，第 2 章で示した微小変形理論におけるひずみ空間での多重せん断モデル構成

式に基づき，幾何学的非線形性を考慮した大変形解析に必要な定式化を行った。大変形理

論での定式化には，Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の 2 種類が存在し，それぞれ

基準配置に基づく物質表示，および，現配置に基づく空間表示で表された応力，ひずみ系

を用いる。本研究では，これらの両者により定式化を行い，物質表示では第 2Piola-Kirchhoff

応力および Green-Lagrange ひずみを，また，空間表示では Cauchy 応力および Euler-Almansi

ひずみを用いて構成式を記述した。大変形解析に必要な定式化においては，圧縮性を考慮

した超弾性体の大変形解析理論（Holzapfel，2000）を参考にして，これに多重せん断機構お

よび材料非線形性を盛り込んだ形での定式化を行った。ここでの材料非線形性としては，

前章で述べたように，砂のような粒状体に特有のダイレイタンシーの効果を含むものとし

た。 

 大変形理論に基づく構成式の定式化の方向性としては，空間表示における Cauchy 有効応

力を用いた積分形の構成式を，微小変形理論と同様の形で表せるものと仮定した。ただし，

前章で示した多重せん断モデルの基礎概念としての branch vector や tangential vector などの

ベクトル類は，物質の変形に伴い，その方向とともに大きさを変えるため，物質表示にお

ける基準状態のベクトル類に変形勾配を作用させることにより，空間表示のベクトル類を

与えることとした。また，物質表示における積分形構成式は，空間表示の積分形構成式を
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pull-back することにより，定式化を行った。このようにして表された物質表示および空間

表示での積分形構成式は，そのままでは等方成分（体積変化成分）と偏差成分（体積一定

成分）とが混在した形となっている。本研究では，構成式としての利便性を考慮し，Holzapfel

（2000）の超弾性体理論に準じて，4 階の projection tensor を用いることで，積分形構成式

を等方成分と偏差成分とに分離することとした。 

有限要素法による数値解析では，第 4 章で述べるように，時間ステップごとにつりあい

方程式を解くため，応力増分とひずみ増分との関係が必要となる。そのため，大変形解析

における増分形の構成式の定式化を行った。まず，物質表示の増分形構成式は，同表示に

おける積分形構成式の物質時間微分をとることにより求めた。一方，空間表示における増

分形構成式は，同表示での積分形構成式の Lie 時間微分をとることにより，Kirchhoff 応力

の Oldroyd 応力速度および変形速度テンソルを用いて定式化を行った。なお，ここでも等方

成分と偏差成分とに分離する形で定式化がなされており，その両者に対してダイレイタン

シーの効果が導入されている。 

 積分形および増分形構成式の双方において，より一般的な 3 次元でのテンソル表示によ

り定式化を行った後，2 次元テンソル表示での構成式を与えた。さらに，有限要素法への導

入を考慮して，2 次元でのベクトル・マトリクス表示により定式化を行った。なお，大変形

解析による要素シミュレーション結果に関しては第 6 章で，また，遠心模型実験や被災事

例を対象とした地震応答解析結果については第 7 章で示すこととする。 
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第 4 章 大変形理論に基づく多孔質体の支配方程式の定式化 

 

4.1 概要 

 

 本章では，前章で述べた大変形理論に基づくひずみ空間多重せん断モデルを，2 次元にお

ける有限要素解析に適用するため，大変形理論の枠組みで支配方程式を表すとともに，有

限要素法のための離散化を行う。本章で取り扱う支配方程式は，間隙水で満たされた多孔

質体に対する運動方程式，および，水流の収支バランス式である。前章と同様に，現配置

に基づく空間表示（Updated Lagrangian 法），および，基準配置に基づく物質表示（Total 

Lagrangian 法）の両者により定式化を行うこととする。 

 

4.2 空間表示での支配方程式 

 

4.2.1 空間表示における基本方程式 

 

 Zienkiewicz ら（1982）の定式化（u-p formulation）を基にして，空間表示における多孔質

体の運動方程式および水流の収支バランス式は，Cauchy 応力σを用いて以下のように与え

られる。 

 div ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )t t t t  σ x x g x x u x  (4.1) 

 
    

 
f

f f

div ( )grad ( , ) div ( , ) div ( ) ( , ) ( )

                                 div ( ) ( , ) ( , ) ( , ) /

p t t t

t t np t K





 

  

k x x u x k x x g x

k x x u x x



 
 (4.2) 

ここに，土と間隙水の複合物としての密度  は，Jacobian determinant detJ  F（ここに，

Fは変形勾配）および基準配置における密度 0 を用いて以下で与えられる。 

 0( , )t J x  (4.3) 

また，g：重力加速度ベクトル，u：土骨格の変位ベクトル，k：透水係数（対称テンソル），

p ：間隙水圧， f ：間隙水の密度， n ：間隙率， fK ：間隙水の体積弾性係数である。 

なお，本定式化では，ひずみと応力に関しては，収縮・圧縮を負，伸張・引張を正とする。

ただし，間隙水圧に関しては，圧縮を正とする。 

式(4.1)(4.2)に対する境界条件としては，以下に示す 4 種類の条件を考える。 

 ( , ) ( , )                                          on  t t uu x u x  (4.4) 

 ( , ) ( , ) ( , )                           on  t t t  σt x σ x n t x  (4.5) 

 ( , ) ( , )                                          on  pp t p t x x  (4.6)
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  f f( , ) grad ( , )  on  t p t     qq x k g u n q x  (4.7) 

ここに，uはu境界上で規定される変位，tはσ 境界上で規定される表面力，p は p

境界上で規定される間隙水圧，qはq境界上で規定される間隙水流入量である。なお，

u境界とσ 境界をあわせたものが対象領域の全表面に等しく，u境界とσ 境界の

共通部分は存在しない。これは， p 境界とq境界についても同様である。 

初期条件としては，まず対象領域内部において以下のように与えられるものとする。 

 0( ,0) ( )u x u X  (4.8) 

 0( ,0) ( )u x u X   (4.9) 

 0( ,0) ( )σ x σ X  (4.10) 

 0( ,0) ( )p px X  (4.11) 

 0( ,0) ( )p px X   (4.12) 

特に，境界上では次のように与えられるものとする。 

 0( ,0) ( )                                          on   uu x u X  (4.13) 

 0 0( ,0) ( ) ( )                           on    σt x σ X n t X  (4.14) 

 0( ,0) ( )                                          on  pp p x X  (4.15) 

  0 f( ,0) grad ( )           on  p    qq x k g n q X  (4.16) 

 

4.2.2 空間表示における運動方程式の離散化 

 

 式(4.1)で表される多孔質体の運動方程式は，有効応力原理， 

 ' p σ σ I  (4.17) 

により，以下のとおり書くことができる。 

  div ' p    σ I g u  (4.18) 

ここに，Iは 2 階の単位テンソルであり，対象とする次元での基本ベクトル ie を用いて以下

のように与えられる。 

 ij i j I e e  (4.19)  

ここで，仮想仕事の原理を式(4.18)の運動方程式に適用すると，以下に示す式が得られる。 
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  ' : ( ) d d 0p v s    
 

         
σ

σ I e g u u t u  (4.20) 

ここに，eは空間表示における Euler-Almansi ひずみテンソルである。 

次に，補間関数，節点変位などを用いて，有限要素法への導入のため，以下のように土骨

格の変位および間隙水圧の離散化を行う。 

 u Hu  (4.21) 

 u Hu   (4.22) 

 ˆp  Hp  (4.23) 

 vg g H I  (4.24) 

ここに，H：変位の補間関数，Ĥ：水圧の補間関数，u：節点変位，u：節点加速度，p：

節点間隙水圧， g ：重力加速度であり，2 次元の場合，以下のように表される。 

 
1 2 3

1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 0
N

N

h h h h

h h h h

 
  
 

H



 (4.25) 

 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ

Nh h h h   H   (4.26) 

 T 1 1 2 2 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2

N Nu u u u u u u u   u   (4.27) 

  T
1 2 3 Np p p pp   (4.28) 

  T
v 0 1 0 1 0 1 0 1I   (4.29) 

なお， N は 1 要素あたりの節点数である。 

これらを用いて，2 次元解析における式(4.20)の運動方程式の離散化を行う。まず，空間表

示における仮想仕事 w は，Cauchy 応力および仮想変位に対応する仮想 Euler-Almansi ひず

みにより，以下で与えられる。 

  : d : sym grad dw v v  
 

  σ e σ u  (4.30) 

ここで，式(4.21)を用いると，式(4.30)における仮想 Euler-Almansi ひずみは以下のとおり書

き表すことができる。 



第 4 章 大変形理論に基づく多孔質体の支配方程式の定式化 

 
 

76 
 

  
1 1

1 11 2

2 2
1 11 2

sym grad sym

N N
k kk k

k k

N N
k kk k

k k

h h
u u

x x

h h
u u

x x

 
 

 

 

 

   
          
      

 

 
e u  (4.31) 

ここに，空間表示における変位勾配は以下で与えられる。 

 

1 1
1 1

1 11 2 1 211 12
u

21 22 2 2
2 2

1 11 2 1 2

grad

N N
k kk k

k k

N N
k kk k

k k

h hu u
u u

x x x xl l

l l u u h h
u u

x x x x

 

 

     
                    
        

 

 
l u  (4.32) 

式(4.31)をベクトル表示で書き直すと，以下のとおりとなる。 

 

1
1 1

2 L
1 2

1 2
1 12 1

ˆ

N
kk

k

N
kk

k

N N
k kk k

k k

h
u

x

h
u

x

h h
u u

x x



  

 





 

 
  
 

  
 

  
 

   





 

e b u  (4.33) 

ここに， 

 

31 2

1 1 1 1

31 2
L

2 2 2 2

3 31 1 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1

0 0 0 0

0 0 0 0

N

N

N N

h hh h

x x x x

h hh h

x x x x

h h h hh h h h

x x x x x x x x

   
     
   

      
       
 
        

b







 (4.34) 

よって，これを式(4.20)に対して適用し，さらに式(4.22)(4.24)を考慮すると，以下に示す離

散化された運動方程式が得られる。 

  T T
L v

ˆˆ ' d ( ) d 0p v g s
 

     
σ

b σ m M I u H t  (4.35) 

ここに， 

  T
11 22 12ˆ ' ' ' '  σ  (4.36) 

  Tˆ 1 1 0m  (4.37) 

 

0

T T
0d dv V 

 

  M H H H H  (4.38) 
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で与えられる。なお，式(4.38)より明らかなように，質量マトリクスは，空間表示による

Updated Lagrangian 法および物質表示による Total Lagrangian 法の両者において等しく，座標

の更新にあわせて時間毎に更新する必要はない。 

式(4.35)に式(4.23)を代入し間隙水圧の補間関数を適用すると，以下の式が得られる。 

 T T
L vˆ 'd ( ) d 0v g s

 

     
σ

b σ Qp M I u H t  (4.39) 

ここに， 

 T
L

ˆˆ dv


 Q b mH  (4.40) 

 境界応力については，面積分を変形後の面積で行うのが適切な場合と，変形前の面積を

そのまま用いればよい場合とが存在する。前者の例として水中構造物に作用する水圧，後

者の例としては圧密促進のための盛土荷重が挙げられる。ここでは，定式化およびプログ

ラミングの容易さや計算効率を考え，Bathe（1996）の方法にならい，後者による定式化を

行うこととする。すなわち， 

 

0

T Td ds S
 

 
σ σ

H t H T  (4.41) 

なお，対象とする問題によっては，前者による定式化が適切である場合もあり，この点に

関しては今度更なる検討が必要と思われる。 

 次に，大変形解析における空間表示でのひずみ，すなわち Euler-Almansi ひずみについて，

節点変位との関係を求めることとする。まず，微小ひずみ理論での定義におけるひずみは，

式(4.34)を用いて以下のとおり与えられる。 

 

1

1

2
L

2

1 2

2 1

u

x

u

x

u u

x x

 
  
 

 
 

  
 

  

b u  (4.42) 

ここで，空間表示における変位勾配と変形勾配との関係， 

 

   

   

1 1 1 11 1

1 2 1 2 11 121

21 222 2 2 2 2 2

1 2 1 2

1

1

x u x uX X

x x x x l l

l lX X x u x u
x x x x



      
                                     

X
F

x
 (4.43) 

を，前章の式(3.5)に対して適用すると，Euler-Almansi ひずみテンソルが以下のとおり与え

られる。 
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T 1

11 21 11 12

12 22 21 22

2 2
11 11 21 12 21 11 12 21 22

2 2
22 12 22

1

2

1 11 01
1 10 12

1 1

2 2
1

2

l l l l

l l l l

l l l l l l l l l

sym l l l

  

        
                
      

  
    

e I F F

 (4.44) 

よって，式(4.32)(4.42)の成分を用いることで，ベクトル表示での Euler-Almansi ひずみが以

下のとおり求められる。 

 

 

 

2 2
11 21

11
2 2

22 L 12 22

12
11 12 21 22

1

2
1

ˆ
2

2

l l
e

e l l

e l l l l

  
   
         
      

  

e b u  (4.45) 

 

4.2.3 空間表示における水流の収支バランス式の離散化 

 

 本項では，前項での土骨格の運動方程式に続き，水流の収支バランス式の離散化を行う。

まず，式(4.2)で表される収支バランス式を，水圧拘束境界 p でゼロとなる任意の関数 ĥを

用いて Galerkin 法により積分表示すると，以下のような式が得られる。 

 

     f

f

ˆ ˆ ˆdiv grad d div d div d

ˆ ˆ/ d ( )d 0

h p v h v h v

hnp K v h s


  

 

  

   

  

 

k u k g u

q q

 

　　　　　
 (4.46) 

ここで，任意のスカラー場，および，ベクトル場 vに対して， 

  div div grad     v v v  (4.47) 

が成立するので（Holzapfel，2000），式(4.46)の左辺第 1 項および第 3 項はそれぞれ以下のよ

うに表せる。 

        ˆ ˆ ˆdiv grad d div grad d grad grad dh p v h p v p h v
  

    k k k  (4.48) 

        f f f
ˆ ˆ ˆdiv d div d grad dh v h v h v  

  

       k g u k g u k g u    (4.49) 
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続いて，これらに対して Gauss の定理を適用すると，それぞれ 

       ˆ ˆ ˆdiv grad d grad d grad grad dh p v h p s p h v
  

     k k n k  (4.50) 

       f f f
ˆ ˆ ˆdiv d d grad dh v h s h v  

  

        k g u k g u n k g u    (4.51) 

と表せる。最後に式(4.50)(4.51)を式(4.46)に代入し， p 上では ˆ 0h  ，また，式(4.7)より q

上では  f fgradp    k g u n q となることを用いると，以下の式が得られる。 

 

        
T T

f

f

ˆ ˆ ˆgrad grad d div d grad d

ˆ ˆ/ d d 0

h p v h v h v

hnp K v h s


  

 

  

  

  

 
q

k u k g u

q

 

　　　　　　　  
 (4.52) 

なお，式(4.52)の左辺における最後の項の面積分の範囲は， p  q の性質より，

qのみに関する積分となることを用いた。 

ここで，式(4.23)(4.28)(4.26)を用いて，水圧勾配を以下のとおり離散化しておく。 

 
11 1

2 1 2

ˆ

ˆgrad
ˆ

N
k

k
k

N
k

k
k

hp
p

x x
p

p h
px x





  
                 




bp  (4.53) 

ここに， 

 

31 2

1 1 1 1

31 2

2 2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ
ˆ ˆˆ ˆ

N

N

h hh h

x x x x

h hh h

x x x x

   
 
         
     

b




 (4.54) 

よって，式(4.53)を式(4.52)に代入し，任意の関数 ĥ として水圧の補間関数 ˆ
kh を採用すると

（ただし，水圧拘束境界 p ではゼロとする），式(4.52)は以下のとおり離散化される。 



第 4 章 大変形理論に基づく多孔質体の支配方程式の定式化 

 
 

80 
 

 

 T T T T
L f v

T T

f

ˆ ˆ ˆ ˆˆd d d

ˆ ˆ ˆd d 0

v v v g

n
v s

K


  

 

     
       

     
 

   
 

  

 
q

b kb p H m b u b kH I u

H H p H q

 

　　　　　　

 (4.55) 

表記を簡潔にするため，これを以下のように書き直しておく。 

  T T
v

ˆ ˆds g


    Gp Rp H q Q u M I u    (4.56) 

ここに， 

 Tˆ ˆdv


 G b kb  (4.57) 

 T

f

ˆ ˆ d
n

v
K

 R H H  (4.58) 

 

T

T T T T
L L

ˆ ˆˆ ˆd dv v
 

 
   

 
 Q H m b b mH  (4.59) 

 T
f

ˆ ˆ dv


 M b kH  (4.60) 

 式(4.55)などにおける境界での間隙水流入量に関しては，面積分を変形後の面積にあわせ

て行うのが適切な場合と，変形前の面積で行っておけばよい場合とが考えられるが，ここ

では式(4.41)に示す境界応力の場合と同様に，後者により定式化を行うこととする。すなわ

ち，式(4.56)において， 

 

0

T Tˆ ˆd ds S
 

 
q q

H q H Q  (4.61) 

とする。 

 

4.2.4 空間表示における非排水条件での運動方程式 

 

 式(4.2)の水流の収支バランス式において， k 0とおくと，次式に示すような非排水条件

でのバランス式が得られる。 

 f( , ) / = div ( , )np t K tx u x   (4.62) 

ここで，前章における式(3.25)を用いると，式(4.62)は以下のように書き換えることができる。 

 f fdiv
K K J

p
n n J

   u


   (4.63) 

これを，初期条件    0,0p px X のもとで時間積分すると，以下のとおりとなる。 
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  * f
0 0

K
p p p

n
       (4.64) 

ここに，大変形解析における体積ひずみは，前章で示したように以下で与えられる。 

 ln J   (4.65) 

また， 0 は初期状態における体積ひずみである。 

式(4.64)を式(4.39)に代入すると，非排水条件における空間表示での運動方程式が以下のよう

に得られる。 

 T T * T
L L v

ˆˆ 'd d ( ) d 0v p v g s
  

      
σ

b σ b m M I u H t  (4.66) 

 

4.3 物質表示での支配方程式 

 

4.3.1 物質表示における運動方程式の離散化 

 

 物質表示における基本方程式は，式(4.1)(4.2)に示す空間表示での多孔質体の運動方程式お

よび水流の収支バランス式を基にして導くこととする。空間表示における運動方程式に仮

想仕事の原理を適用すると，先に述べた式(4.20)のように表すことができるので，これを，

第 2Piola-Kirchhoff有効応力テンソル 'S および Green-LagrangeひずみテンソルEを用いて物

質表示に書き直すこととする。 

まず，Holzapfel（2000）より， 

 T 1  e F EF  (4.67) 

の関係があるので，式(4.20)は次のように書ける。 

  
0

1 T' : ( ) d d 0p J V S     

 

         
σ

F σ I F E g u u T u  (4.68) 

ここに，式 (3.2)を用いた。さらに，式(3.1)(3.4)(3.8)(4.3)を適用すると，物質表示における

以下の式が得られる。 

  
0 0

1
0 0' : ( ) d d 0Jp V S    

 

         
σ

S C E g u u T u  (4.69) 

続いて，空間表示の場合と同様に，補間関数や節点変位などを用いて，式(4.21)～(4.24)のと

おり土骨格の変位および間隙水圧の離散化を行う。物質表示における仮想仕事 w は，第

2Piola-Kirchhoff 応力および仮想変位に対する仮想 Green-Lagrange ひずみにより，以下で与

えられる。 

  
0 0

T: d : sym Grad dw V V  
 

  S E S F u  (4.70) 

ここで，式(4.21)を用いると，仮想 Green-Lagrange ひずみは以下のようなテンソル表示で表

される。 
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E F u

11 1 21 2 11 1 21 2
1 1 1 11 1 2 2

12 1 22 2 12 1 22 2
1 1 1 11 1 2 2

    sym

N N N N
k k k kk k k k

k k k k

N N N N
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L u L u L u L u

X X X X

h h h h
L u L u L u L u

X X X X

   

   

   

   






          
    

      

   

   

 (4.71) 

ここに，物質表示における変位勾配は以下で与えられる。 

 

1 1
1 1

1 11 2 1 211 12
u

21 22 2 2
2 2

1 11 2 1 2

Grad

N N
k kk k

k k

N N
k kk k

k k

h hu u
u u

X X X XL L

L L u u h h
u u

X X X X

 

 

     
                    
        

 

 
L u  (4.72) 

これをベクトル表示で書き直すと，以下のとおりとなる。 

 

1
1 1

2
1 2

1 2
1 12 1

11 1 21 2
1 11 1
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E

1 22 2
1 1 11 1

L

N N N
k kk k

k k k

h h
u L u

X X
 


  

 
 
 
 
 
 
  

 
   



  
B u　　

 (4.73) 

ここに， 

 L L0 L1 B B B  (4.74)
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31 2

1 1 1 1

31 2
L0

2 2 2 2

3 31 1 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1

0 0 0 0

0 0 0 0

N

N

N N

h hh h

X X X X

h hh h

X X X X

h h h hh h h h

X X X X X X X X

   
     
   

      
       
 
        

B







 (4.75) 

 

1 1 2
11 21 11

1 1 1

1 1 2
L1 12 22 12

2 2 2

1 1 1 1 2 2
11 12 21 22 11 12

2 1 2 1 2 1

2
21 11 21

1 1 1

2
22 12 22

2 2 2

2 2
21 22
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N N
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h h h
L L L

X X X

h h h
L L L

X X X

h h h h h h
L L L L L L

X X X X X X

h hh
L L L

X X X

h hh
L L L

X X X

h h
L L
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B



　　　　

11 12 21 22
1 2 1 2 1

N N N Nh h h h
L L L L

X X X X X







   

  
     



 (4.76) 

よって，これを式(4.69)に代入し，さらに式(4.22)(4.24)を適用すると，以下に示す離散化さ

れた運動方程式が得られる。 

  
0 0

T 1 T
L v

ˆ ˆ' d ( ) d 0Jp V g S

 

     
σ

B S C M I u H T  (4.77) 

ここに， 

 

0

T
0 dV



 M H H  (4.78) 

これに式(4.23)を代入し，間隙水圧の補間関数を適用すると，以下のとおりとなる。 

 

0 0

T T
L v

ˆ 'd ( ) d 0V g S
 

     
σ

B S Qp M I u H T  (4.79) 

ここに， 

 

0

T 1
L

ˆ ˆ dJ V



 Q B C H  (4.80) 

 次に，大変形解析における物質表示でのひずみ，すなわち Green-Lagrange ひずみについ

て，節点変位との関係を求めることとする。まず，微小ひずみ理論におけるひずみは，式(4.75)

を用いて以下のように与えられる。 
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1

1

2
L0

2

1 2

2 1

u

X

u

X

u u

X X

 
  
 

 
 

  
 

  

B u  (4.81) 

ここで，物質表示における変位勾配と変形勾配との関係， 

 

   

   

1 1 1 11 2

1 1 1 2 11 12

21 221 2 2 2 2 2

2 2 1 2

1

1

X u X ux x

X X X X L L

L Lx x X u X u
X X X X

      
                                   

x
F

X
 (4.82) 

を，前章の式(3.7)に対して適用すると，Green-Lagrange ひずみテンソルが以下のとおり与え

られる。 

 

 

 

 

T

11 21 11 12

12 22 21 22

2 2
11 11 21 12 21 11 12 21 22

2 2
22 12 22

1

2

1 1 1 01
1 1 0 12

1

2
1

2

L L L L

L L L L

L L L L L L L L L

sym L L L

 

       
              
      

  
    

E F F I

 (4.83) 

よって，式(4.72)(4.81)の成分を用いることで，ベクトル表示での Green-Lagrange ひずみが以

下のように求められる。 

 

 

 

2 2
11 21

11
2 2

22 L0 12 22

12
11 12 21 22

1

2
1ˆ
2

2

L L
E

E L L

E L L L L

  
   
         
      

  

E B u  (4.84) 

 

4.3.2 物質表示における水流の収支バランス式の離散化 

 

 物質表示における水流の収支バランス式は，空間表示での水流の収支バランス式より与

えるものとする。任意のスカラー場およびベクトル場 vに対して， 

 Tgrad Grad  F  (4.85) 
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 Tdiv Grad : v v F  (4.86) 

が成立するので（Holzapfel，2000），式(4.52)は以下のように書き直すことができる。 

 

     

     
0 0

0 0

T
T T T

T
T

f f

ˆ ˆGrad Grad d :Grad d

ˆ ˆ ˆGrad d / d d 0

J h p V Jh V

J h V Jhnp K V h S

  

 



  



    

 

  
q

F k F F u

F k g u Q



 
 (4.87) 

ここに，前章における式(3.2)を用いた。 

なお，式(4.87)の左辺第 2 項を，
1 T 1 1 T( )    C F F F F を用いて以下のように表しておく。 

 

     

     
0 0

0 0

T
T T 1 T

T
T

f f

ˆ ˆGrad Grad d : Grad d

ˆ ˆ ˆGrad d / d d 0

J h p V Jh V

J h V Jhnp K V h S

  

 



  



    

 

  
q

F k F C F u

F k g u Q



 
 (4.88) 

 次に，この式の離散化を行うこととする。まず，変形勾配に関する式(4.82)より， detJ  F

であることを考慮すると，以下の関係式が得られる。 

 22 21T -1

12 11

1

1

L L
J

L L
   
    

F  (4.89) 

これと式(4.22)(4.23)を用い，式(4.88)に現れる主要項は，以下のように離散化される。 

 T ˆGradp F Bp  (4.90) 

  T
1 T 1

L
ˆ: GradJ J C F u C B u   (4.91) 

ここに， 
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h hh h

X X X X

h hh h

X X X X



   
 
         
     

B F




 (4.92) 

これらの関係を用いると，式(4.88)は以下のように離散化される。 
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T
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 (4.93) 



第 4 章 大変形理論に基づく多孔質体の支配方程式の定式化 

 
 

86 
 

表記を簡略化するため，これを以下のとおり書き直しておく。 

  
0

T T
v

ˆ ˆdS g


    
q

Gp Rp H Q Q u M I u    (4.94) 

ここに， 

 

0

Tˆ ˆdJ V


 G B kB  (4.95) 

 

0

T

f

ˆ ˆ d
n

J V
K

 R H H  (4.96) 

  
0 0

T
T

T T 1 T 1
L L

ˆ ˆˆ ˆd dJ V J V 

 

 
    

 
 Q H C B B C H  (4.97) 

 

0

T
f

ˆ ˆ dJ V


 M B kH  (4.98) 

 

4.3.3 物質表示における非排水条件での運動方程式 

 

 物質表示においても，空間表示の場合と同様に式(4.64)の関係が得られる。これを式(4.77)

に代入すると，非排水条件下での物質表示における運動方程式が，以下に示すように与え

られる。 

 

0 0 0

T T * 1 T
L L v

ˆ ˆ'd d ( ) d 0V Jp V g S

  

      
σ

B S B C M I u H T  (4.99) 

 

4.4 Total Lagrangian 法による解析手法の概要 

 

 本節以降では，これまで示した基本方程式の定式化を基に，有限要素法による数値解析

での解析方法やその手順，動的解析における時間積分法などについて述べる。ここで扱う

解析の種類としては，大きく分けて，物体の運動に起因する慣性力を考慮しない静的解析

と，慣性力を考慮する動的解析の 2 種類が存在する。前者の例として，地盤・構造物系の

重力の影響による自重解析（定常浸透流解析を含む），静的環境下における砂の要素試験を

対象とした数値解析などがある。一方，後者の例としては，地盤・構造物系の地震応答解

析がその代表として挙げられる。まず本節では，4.3 節で示した物質表示での支配方程式の

定式化に基づき，Total Lagrangian 法による大変形解析手法について述べることとする。 

 

4.4.1 地盤変形の自重解析 

 

 まず，慣性力の影響を考慮しない静的解析に関して定式化を行う。本項では，重力によ
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る地盤の自重解析を対象とするため，式(4.79)から慣性項を落とした以下の離散化された釣

り合い式を解くことになる。 

 

0 0

T T
L v

ˆ 'd d 0V g S
 

    
σ

B S Qp M I H T  (4.100) 

これを，以下のように書き表すこととする。 

 

0

T
L

ˆ 'dV


   B S Qp  (4.101) 

 

0

T
v dg S



    
σ

M I H T  (4.102) 

なお，これらの方程式において，変位拘束境界u上の自由度に関する式は取り除かれて

いるものとする。また，水圧 p としては，次項で示す定常浸透流解析の解を用いる。 

 次に，式(4.101)(4.102)で表される方程式を，いくつかのステップに分割し，段階的に荷重

を増加させて解くことを考える。今，第n 荷重ステップまでの解が既知であるとし，第 1n 
荷重ステップにおける解を求めることとする。 

まず，第 1n  荷重ステップにおいて，式(4.101)は以下のように表せる。 

  
0

T
L 1 1 1 11

ˆ ' dn n n nn
V   



   B S Q p  (4.103) 

ここで，節点変位ベクトル 1nu ，および，これに対する Green-Lagrange ひずみ 1
ˆ

nE から求

めた第 2Piola-Kirchhoff 有効応力 1
ˆ 'nS の第 i 回目の試行値を，それぞれ 1

i
nu ， 1

ˆ 'inS と表すこ

ととする。同様に，節点間隙水圧ベクトル 1np を節点荷重に変換するマトリクス 1nQ に対

して，第 i 回目の試行値を 1
i
nQ と書く。 

また，第 i 回目の試行値に対する不平衡力を 1
i
n とすると，これは式(4.103)より以下のとお

り与えられる。 
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T
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ˆ ' d
ii i i

n n n n nn
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    B S Q p  (4.104) 

 

0

T
1 1 v 1dn n ng S  



    
σ

M I H T  (4.105) 

第 1i  回目の節点変位ベクトルの試行値
1
1

i
n

u を， 

 1
1 1 1

i i i
n n n

    u u u  (4.106) 
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により定めるものとすれば，第 1i  回目の試行値に対する不平衡力は，近似的に以下で与

えられる。 

 1
1 1 1

1

i

i i i
n n n

n


  



 
   

u
u


    (4.107) 

ここに， 
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 (4.108) 
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0
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NL NL 1 NL1 1 1
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iii i

p nn n n
J V

  


 K B C Hp B     (4.113) 

 

なお，式(4.109)におけるDは，物質表示でのベクトル・マトリクス表示による地盤材料の

接線剛性（式(3.218)参照）である。また，式(4.110)で表される大変形解析での幾何学的非線

形項における B マトリクス NLB および応力 'S は，以下のとおり与えられる。 
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S  (4.115) 

また，式(4.111)における 1 1ˆ ˆ C C は式(3.224)で，
1C   は以下の式で与えられる。 
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C     (4.116) 

ここで，式(4.109)(4.110)で表される全体系での接線剛性マトリクスの導出過程を，以下で

詳しく述べることとする。まず，式(4.70)を参考に，式(4.69)における第 2Piola-Kirchhoff 有

効応力で表される仮想仕事 'w の線形化を行う（増分分解）。すなわち， 

 

0 0

L NL' ' ' ' : d ' : dw w w V V    
 

         S E S E  (4.117) 

となり，これの右辺第 1 項は，微小変形解析の場合の接線剛性マトリクスを表す項となる。

すなわち，物質表示における接線剛性テンソル（式(3.210)参照）を用い，式(4.117)の右辺第

1 項は以下のように表せる。 

  
0 0 0

L

'
' ' : d : : d : : dw V V V   

  

           
S

S E E E E E
E

  (4.118) 

これを，式(4.27)の節点変位と式(4.25)の補間関数を用いてベクトル・マトリクス形式に書き

直すと，式(4.109)に示すマトリクスが以下のように得られる。 

    
0 0

T T T
L L L L L' d dw V V  

 

 
      

 
 B u DB u u B DB u  (4.119) 

ここに，式(4.73)の関係を用いた。 

一方，式 (4.117)の右辺第 2 項は，大変形解析で現れる幾何学的非線形項であり，

Green-Lagrange ひずみの定義により以下のとおり書くことができる。 

    
0 0

T T
NL' ' : sym Grad d ' : sym Grad Grad dw V V  

 

     S F u S u u  (4.120) 

第 2Piola-Kirchhoff 応力テンソルの対称性を利用すると，式(4.120)はさらに以下のように書

き表せる。 
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0 0

T
NL' ' : Grad Grad d Grad ' : Grad dw V V  

 

     S u u uS u  (4.121) 

これを，式(4.27)の節点変位と式(4.25)の補間関数を用いて，具体的に書き下すと以下のとお

りとなる。 

 

1 1 1 1
1 1 1 11 2 1 211 21

12 22
2 2 2 2

1 1 1 11 2 1 2

11 1
1

Grad ' : Grad

' '
:

' '

'

N N N N
k k k kk k k k

k k k k

N N N N
k k k kk k k k

k k k k

kk

h h h h
u u u u

X X X XS S

S Sh h h h
u u u u

X X X X

h
S u S

X



 

 

   

   



      
                              


 




   

   

uS u

12 1 21 1 22 1
1 1 1 12 1 2

11 2 12 2 21 2 22 2
1 1 1 11 2 1 2

' ' '

' ' ' '

                                                

N N N N
k k kk k k

k k k k

N N N N
k k k kk k k k

k k k k

h h h
u S u S u

X X X

h h h h
S u S u S u S u

X X X X

   

   

   
       

    
          

   

   

1 1
1 11 2

2 2
1 11 2

11 1 12 1 1
1 1 11 2 1

21 1 22 1
1 11 2

                       :

' '

' '

N N
k kk k

k k

N N
k kk k

k k

N N N
k k kk k k

k k k

N N
k kk k

k k

h h
u u

X X

h h
u u

X X

h h h
S u S u u

X X X

h h
S u S u

X X

 

 



 

 

  

 

  
   
  
   

   
       
  

     

 

 

  

  1
1 2

11 2 12 2 2
1 1 11 2 1

21 2 22 2 2
1 1 11 2 2

' '

' '

N
kk

k

N N N
k k kk k k

k k k

N N N
k k kk k k

k k k

h
u

X

h h h
S u S u u

X X X

h h h
S u S u u

X X X









  

  

 
 

   
       
   

       



  

  

 (4.122) 

これをベクトル・マトリクス表示で書き表すと，式(4.114)(4.115)，および， 

 

T

NL 1 1 2 2
1 1 1 11 2 1 2

N N N N
k k k kk k k k

k k k k

h h h h
u u u u

X X X X
    

   

    
      
   B u  (4.123) 

の関係を用いて，式(4.110)に示す接線剛性マトリクスを含む式が以下のように得られる。 

        
0 0

T T T
NL NL NL NL NL' ' d ' dw V V  

 

 
      

 
 B u S B u u B S B u  (4.124) 

次に，式(4.111)の導出過程を示す。まず，式(4.69)における水圧と仮想 Green-Lagrange ひ

ずみによる仮想仕事 pw は，式(4.70)にならい以下のように表せる。 
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0 0

1 1 T: d : sym Grad dpw Jp V Jp V   

 

  C E C F u  (4.125) 

これを，変位uについて線形化すると，  

      
0 0

L NL

1 T 1 T: sym Grad d : sym Grad d

p p pw w w

p J V Jp V

  

  

 

    

    C F u C F u  (4.126) 

となる。さらに，右辺第 1 項を以下のように書き換えておく。 

 

   

     
0

0 0

1 T
L

1 T 1 T

: sym Grad d

: sym Grad d : sym Grad d

pw p J V

p J V pJ V

 

 





 

 

  

   



 

C F u

C F u C F u
 (4.127) 

ここで，Holzapfel（2000）より， 

  1 1 Tdiv tr Grad : GradJ J J J       u uF C F u  (4.128) 

 
 

   

1 1 1 1 1

1 1 T

: 2 :

2 : sym Grad

    

 

      

  

C C C C C C E

C C F u

 


 (4.129) 

であるので，右 Cauchy-Green テンソルの対称性を考慮して，式(4.127)は以下のように書き

表せる。 

 

  

     
0

0

1 T 1 T
L

T 1 1 T

: Grad : Grad d

2 Grad : : Grad d

pw pJ V

pJ V

 



 



 



  

 





C F u C F u

F u C C F u　　　
 (4.130) 

これを，式(4.21)より得られる関係式， 

  T
1 T 1

L
ˆ: Grad   C F u C B u  (4.131) 

を用いて離散化すると，以下に示すとおり式(4.112)のマトリクスが導かれる。 

        
0

TT T 1 1 1 1
L L L

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 dpw J V     



          
u B C C C C Hp B u  (4.132) 

なお，式(4.132)において，間隙水圧の離散化に関する式(4.23)を用いた。 

一方，式(4.126)の右辺第 2 項は，式(4.120)を参考にして， 

 

 

 
0

0

1 T
NL

1 T

: sym Grad d

: sym Grad Grad d

pw Jp V

Jp V

 











  

 





C F u

C u u
 (4.133) 
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と表せる。右 Cauchy-Green テンソルの対称性を考慮すると，これは以下のように書ける。 

 

0 0

1 T 1
NL : Grad Grad d Grad : Grad dpw Jp V Jp V   

 

     C u u uC u  (4.134) 

これを，式(4.27)の節点変位と式(4.25)の補間関数を用いて，具体的に書き下すと以下のとお

りとなる。 

 

1
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1 1
21 22
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N N N N
k k k kk k k k

k k k k

Jp

h h h h
u u u u

X X X XC C
Jp

h h C C h h
u u u u

X X X X

C

Jp
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 (4.135) 

これに式(4.23)(4.116)(4.123)を適用し，ベクトル・マトリクス表示で表すと以下の式が得ら

れる。 

 

 

   
0

0

T 1
NL NL NL

T T 1
NL NL

d

ˆ d

pw Jp V

J V

 











  

 
   

 





B u C B u

u B C Hp B u

   

   

 (4.136) 

これで，式(4.113)で表される接線剛性マトリクス成分が導かれた。 

よって，式(4.107)における第 1i  回目の不平衡力がゼロとなるよう，Newton 法などを用
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いて次式により節点変位増分を求めればよい。 

      
L NL 1 11 1

1

i

i i i i
n nn n

n

  



      
     

Qp
K K u

u
   (4.137) 

なお，大変形解析において式(4.114)で表される B マトリクス NLB は，変形の進行に依存し

ないので，解析中に更新する必要はない。 

さて，地盤の自重解析により算定された応力などに対して，下添字 st を用いて表示すれば，

式(4.101)(4.102)より以下の関係が得られる。 

  
0 0

T T
v L st st st stst

ˆ ' d dg V S
 

    
σ

M I B S Q p H T  (4.138) 

 

4.4.2 定常浸透流解析 

 

 定常浸透流解析，すなわち時間依存性を考慮しない水圧の自重解析では，式(4.94)より時

間依存項を落とした以下の方程式を解くこととなる。 

 

0

T
v

ˆ ˆdS g


 
q

Gp H Q M I  (4.139) 

ここで，節点間隙水圧ベクトルpを，非拘束自由度
fp と水圧境界 0 p 上での拘束自由度

cp

に分解する。また，これに応じて，節点水圧にかかるマトリクスGも分解して表す。すな

わち， 

 

f

f c

c
,  

 
     

  

p
p G G G

p
 (4.140) 

さらに，表記を簡潔にするため，非拘束自由度水圧
fp を改めてpと書き直し，対応するマ

トリクスに関しても上添字を省略して表すこととする。これにより，式(4.139)は以下のとお

り書き表される。 

 

0

T c c
v

ˆ ˆdS g


  
q

Gp H Q M I G p  (4.141) 

ここで，これを以下のとおり書き直しておく。 

 pGp  (4.142) 

ここに， 

 

0

T c c
v

ˆ ˆdp S g


   
q

H Q M I G p  (4.143) 
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 次に，地盤の自重解析の場合と同様に，式(4.142)をいくつかのステップに分け，段階的に

荷重を増加させて解くこととする。第 n 荷重ステップまでの解が既知であるとすると，第

1n  ステップでは式(4.142)が以下のように表される。 

 1 1 1
p

n n n   G p  (4.144) 

ここに， 1nG は，地盤の自重解析の各段階において更新される変形勾配をもとに，式(4.95)

より以下のとおり与える。 

 

0

T
1 1

ˆ ˆdn nJ V 


 G B kB  (4.145) 

定常浸透流解析により求められた水圧などを下添字 st を用いて表示すれば，式(4.139)より

以下のように書くことができる。 

 

0

T
st v st st st

ˆ ˆ dg S


 
q

M I H Q G p  (4.146) 

 

4.4.3 地盤変形と水圧の連成自重解析 

 

 地盤変形の自重解析と定常浸透流解析を連成させて解く場合，式(4.101)(4.142)の連立方程

式を解くこととなる。ここで，式(4.140)にならい，節点相対変位ベクトルuを非拘束自由度

fu と変位境界 0 u上の拘束自由度
cu に分解し，これに応じて質量マトリクスMも以下の

ように区分することとする。 

 
f

f c

c
,  

 
     

 

u
u M M M

u
 (4.147) 

ここでは，表記を簡潔にするため，非拘束自由度変位
fu を改めてuと書き直すとともに，

対応する質量マトリクス
fM も単にMと書くこととする。さらに，地盤と水圧の連成項を

表すマトリクスQに関しても，以下のような分割を行う。 

 
ff fc

cf cc

 
  
 

Q Q
Q

Q Q
 (4.148) 

ここに，上添字は，ff：変位境界・水圧境界の両者で非拘束自由度，fc：変位境界で非拘束

自由度かつ水圧境界で拘束自由度，cf：変位境界で拘束自由度かつ水圧境界で非拘束自由度，

cc：変位境界・水圧境界の両者で拘束自由度であることを表す。なお，ここでも表記を簡略

化するため，
ffQ は単にQと書くこととする。 

これらを用いると，連成自重解析における連立方程式が以下のように与えられる。 
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0

T
L

ˆ 'dV


   B S Qp  (4.149) 

 pGp  (4.150) 

ここに， 

 

0

fc c T
v dg S



    
σ

Q p MI H T  (4.151) 

 

0

c c T
v

ˆ ˆdp S g


    
q

G p H Q M I  (4.152) 

 これを，地盤の自重解析と同様に，いくつかのステップに分けて段階的に荷重を増加さ

せて解く。第 n 荷重ステップまでが既知であるとし，第 1n  荷重ステップでの釣り合いを

考えると，式(4.149)(4.150)は以下のように表せる。 

  
0

T
L 1 1 1 1 11

ˆ ' dn n n n nn
v    



   B S Q p  (4.153) 

 1 1 1
p

n n n   G p  (4.154) 

ここで，第 i 回目の試行値に対する不平衡力を 1
i
n とし，式(4.153)(4.154)についてまとめる

形で，以下のように与えることとする。 

 
 
 

1
1

1

i

ni
n ip

n






 
   
  

u



 (4.155) 

ここに， 

    
0

T
L 1 1 1 11 1

ˆ ' d
i i i i i i

n n n nn n
V    



 u B S Q p    (4.156) 

    1 11 1

i ip i i p
n nn n  

  G p  (4.157) 

さらに，節点変位ベクトルuと節点間隙水圧ベクトルpにより構成されるベクトルを以下の

とおり定義する。 

 
 

  
 

u
ζ

p
 (4.158) 

第 1i  回目の試行値
1
1

i
n

ζ を， 

 1
1 1 1

i i i
n n n

    ζ ζ ζ  (4.159) 
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により定めるものとすると，第 1i  回目の試行値に対する不平衡力は，線形化により次式

で近似される。 

 1
1 1 1

1

i

i i i
n n n

n


  



 
    

ζ
ζ


    (4.160) 

ここに，式(4.160)におけるマトリクス ζ は，式(4.156)(4.157)より以下のように分割さ

れる。 

 
1 1

1

1 1

ii

i

n n

iip p
n

n n

 



 

                                     

u u

u p

ζ

u p

 



 
 (4.161) 

以下で，この成分を具体的に求めることとする。 

 まず，地盤の自重解析における式(4.108)と同様に， u u は， 

      
L NL1 1

1
1

i
i

i i

n n
n

n

 
 

              

u Qp
K K

u u


 (4.162) 

と表される。ここに，右辺の各項は式(4.109)～(4.111)に示すとおりである。 

次に，式(4.161)における以下の成分を求める。 

 
 

1
1

i
ip

n
n

 

           

Gp

u u


 (4.163) 

ここに， 

 
 

0

Tˆ ˆ dJ V


 


  
Gp

B kBp
u u

 (4.164) 

これの計算を行うため，式(4.164)の被微分項を，式(4.88)で表される離散化前の表記法に戻

しておく。すなわち， 

      
0

0

T
T -T -Tˆˆ ˆd Grad Grad dJ V J h p V

 

  Gp B kB p F k F  (4.165) 

これを線形化すると， 
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0

0

0 0

T
T T

T
T T

T T
T T T T

ˆGrad Grad d

ˆGrad Grad d

ˆ ˆGrad Grad d Grad Grad d

J h p V

J h p V

J h p V J h p V

 



 



   

 

 
    

 

 

   





 

Gp F k F

F k F

F k F F k F

 (4.166) 

と表せる。ここで，式(4.128)，および， 

    T TT 1 1 1 T T TGrad Grad             F F F uF F uF  (4.167) 

を考慮すると，以下の式が得られる。 

 

 
   

   

     

0

0

0

T
1 T T T

T
T 1 T

T TT 1 T

ˆ: Grad Grad Grad d

ˆGrad Grad Grad d

ˆGrad Grad Grad d

J h p V

J h p V

J h p V

  



  



  





 

 

 







Gp

C F u F k F

F uF k F

F k uF F

 (4.168) 

これを，式(4.21)(4.23)(4.90)(4.91)(4.114)を用いて離散化する。まず，式(4.168)の右辺第 2 項

の成分を展開すると，以下のようになる。 

 

 1 T

1 1 1 1
NL11 NL12

1 2 1 2NL11

NL122 2 2 2
NL11 NL12

1 2 1 2

NL11 NL12 1 1 2 2

NL11 NL12 1 2 1 2

Grad Grad

0 0

0 0

p

u u u u
q q

X X X Xq

qu u u u
q q

X X X X

q q u u u u

q q X X X X

 

                                   

     
        

uF k F

T




 (4.169) 

ここに， 

   NL11 1 -T 1

NL12

ˆGrad
q

p
q

  
  

 
F k F F kBp  (4.170) 

よって，次式のように書ける。 

   1 -T
NL1 NLGrad Grad p  uF k F q B u  (4.171) 
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ここに， 

 
NL11 NL12

NL1
NL11 NL12

0 0

0 0

q q

q q

 
  
 

q  (4.172) 

同様に，式(4.168)の右辺第 3 項の成分を展開すると，以下のようになる。 

 

     T1 T T T T

1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 2T T
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p p
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k uF F kF u F

kF kF

kF
T

1 1 2 2

1 2 1 2

2

u u u u

X X X X

x

 
               
 
 

 (4.173) 

ここに， 

  
T

T

1 2

ˆGrad
p p

p
x x

   
    

F Bp  (4.174) 

よって，以下のとおり書ける。 

    T1 T
NL2 NLGrad Gradp   k uF F q B u  (4.175) 

ここに， 

 
1 2T

NL2

1 2

0 0

0 0

p p

x x

p p

x x



  
   

  
   

q kF  (4.176) 

以上をまとめると，式(4.168)は以下のように離散化される。 

 

 
0 0 0

0 0

T T T T
L NL1 NL NL2 NL

T T T
NL0 L NL NL

ˆˆ ˆ ˆ ˆd d d

ˆˆ ˆ            d d

J V J V J V

J V J V



  



 


    

   

  

 

Gp
B kBp C B B q B B q B

u

B q C B B q B

 (4.177) 

ここに， 

 NL0
ˆq kBp  (4.178) 
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 NL NL1 NL2 q q q  (4.179) 

よって，式(4.177)を式(4.163)に代入すると，次式のようになる。 

  NL 1
1

ip
i

n
n




 
   

GK
u


 (4.180) 

ここに， 

 

         

   

0

0

T T
NL 1 NL0 L1 11 1 1

1

T
1 NL NL11

ˆˆ d

ˆ d

i

iii i ii
n n nn n n

n

i ii
n nn

J V

J V


    



 


 
          







G
Gp

K B q C B
u

B q B　　　　　　　　　　　　

 (4.181) 

 続いて，式(4.161)の水圧pに係る項は，式(4.95)(4.97)を用いて以下で与えられる。 

 1

1

i

i
n

n





 
   

u

Q
p


 (4.182) 

 1

1

i
p

i
n

n





 
   
G

p


 (4.183) 

以上をまとめると，式(4.161)は以下のように書き表せる。 

 

 

1

1

1
NL 11

i

i i
n

n

in i
nn







  
               

u

G

Q
u

ζ
K G




 (4.184) 

よって，式(4.160)において第 1i  回目の不平衡力がゼロとなるよう，次式により節点変

位および水圧の増分を求めればよい。 

 

 

1

1 1 1

NL 11

i

i
n i i

n n n

i i
nn


  



  
       
 

  

u

G

Q
u ζ

K G



  (4.185) 

 

4.4.4 地盤変形の動的解析 

 

 本項以降では，物体の運動に起因する慣性力を考慮した動的解析を対象とし，数値解析

への導入に際して必要な定式化を行う。動的解析では，自重解析により得られた応力を初

期状態とし，また，自重解析終了時の節点変位を基準として相対変位を考える。さらに，

地震時の地盤・構造物系に対する動的解析を対象とする場合，基盤に一様に入射する地震
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動加速度 gu に対する応答を求める必要がある。そこで，先の相対変位に対する相対的な変

位として，基盤に対する相対変位を，新たな変位の定義として与えることとする。これに

より，式(4.79)で表される物質表示における運動方程式は，以下のとおり書き直される。 

 

0 0

T T
L v

ˆ 'd ( ) d 0gV g u S
 

      
σ

B S Qp M I I u H T   (4.186) 

ここに， Iは，各節点変位について，基盤における加振方向と等しい自由度成分には 1 を，

その他には 0 を割り当てたベクトルである。 

さらに，式(4.186)に速度に比例する粘性減衰項を付加し，以下のとおり与えることとする。 

 

0 0

T T
L v

ˆ 'd dgV u g S
 

       
σ

B S Qp Cu Mu MI M I H T    (4.187) 

ここに，Cは粘性マトリクスである。 

これに，地盤の自重解析により得られた式(4.138)を代入すると以下のようになる。 

 
 

0

0 0

T
L

T T *
L st st stst

ˆ 'd

ˆ ' d dg

V

u V S



 

  

    



 
σ

B S Qp Cu Mu

MI B S Q p H T

 


 (4.188) 

ここに，動的解析における境界応力は，自重解析における境界応力からの相対値として以

下のとおり与える。 

 *
st T T T  (4.189) 

なお，大変形解析における節点水圧pは，過剰間隙水圧（すなわち，自重解析後の静水圧に

対する相対値）
*

st p p p として与えず，自重解析後の静水圧を引き継いだ全水圧とする。

これは，微小変形解析の場合と異なり，水圧項にかかるマトリクスQが変形に応じて更新

されるため，もし水圧を相対値で与えると，補正項  st stQ Q p を導入する必要性が生じる

ためである。 

 ここで，式(4.147)にならい，粘性マトリクスCも以下のように分割する。 

 f c   C C C  (4.190) 

さらに，表記を簡潔にするため，非拘束自由度を表す上添字 f を無視すると，離散化された

運動方程式(4.188)は式(4.147)(4.190)を用いて以下のとおり表される。 

 

0

T
L

ˆ 'dV


     B S Qp Cu Mu   (4.191) 

ここに， 



4.4 Total Lagrangian 法による解析手法の概要 

 
 

101 
 

  
0 0

c c c c T T *
L st st stst

ˆ ' d dgu V S
 

        
σ

MI C u M u B S Q p H T    (4.192) 

式(4.191)に対して，式(4.99)に示す非排水解析の場合の項を追加して，以下のとおり一般形

として与えておく。 

 

0 0

T T * 1
L L

ˆ ˆ'd dV Jp V

 

     B S B C Qp Cu Mu   (4.193) 

なお，実際の計算では，必要に応じて不要な項（例えば，非排水解析であればQp， st stQ p ）

を落として用いることとする。 

 運動方程式における時間積分は，静的解析での荷重ステップの扱いと同様に，第 n 時間ス

テップまでの変位を既知とし，第 1n  時間ステップの変位などを式(4.193)により求める。

ここでは，運動方程式の時間積分法として，以下に示す中央差分法，Newmark 法，Wilson

の 法の 3 種類を扱うこととする。 

 

(a) 中央差分 

 

 第 n 時間ステップにおける変位 nu などは，式(4.193)により以下を満たす。 

    
0 0

T T * 1
L L

ˆ ˆ' d dn n n n n n n n nn n
V J p V

 

     B S B C Q p Cu Mu   (4.194) 

ここで，第 n ステップにおける速度および加速度を以下で表わす。 

 1 1( ) / (2 )n n n t   u u u  (4.195) 

 2
1 1( 2 ) / ( )n n n n t    u u u u  (4.196) 

ただし， t は時間ステップの刻みを表す。これらを式(4.194)に代入して整理すると，以下

のようになる。 

 1 12 2 2

1 1 2 1 1

2 2n n n nt t t t t 
                 

C M u Mu C M u  (4.197) 

ここに， 

    
0 0

T T * 1
L L

ˆ ˆ' d dn n n n n n n nn n
V J p V

 

     B S B C Q p  (4.198) 

さらに， 

 1n n n   u u u  (4.199) 

とおき，これを式(4.197)に代入すると次式を得る。 

  12 2

1 1 1 1

2 2n n n nt t t t 
                 

C M u C M u u  (4.200) 

これを nu について解き，式(4.199)および式(4.195)(4.196)を適用すると，第 1n  時間ステ
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ップにおける節点変位，第 n 時間ステップにおける節点速度および加速度が得られる。さら

に，得られた節点変位を基に，式(4.84)により Green-Lagrange ひずみが算定されるので，こ

れを第 3 章で示した多重せん断モデル構成式に適用することにより第 2Piola-Kirchhoff 応力

が求められる。なお，ここでの解法は，微小変形解析の場合とほぼ同様であるが，物質表

示による大変形解析では，座標の更新に応じて式(4.76)で表される B マトリクスが更新され

る点が異なる。 

 

(b) Newmark 法 

 

 Newmark 法では，第 n 時間ステップにおける変位，速度，加速度を既知とし，第 1n  時

間ステップにおける変位 1nu などを非線形反復により求める。第 1n  時間ステップにおい

ても式(4.193)が成立するはずであるので，以下のとおり書くことができる。 

 
   

0 0

T T * 1
L 1 L 1 1 11

1 1 1 1 1

ˆ ˆ' d dn n n nn n

n n n n n

V J p V
   

 

    



    

 B S B C

Q p Cu Mu 　　　

 (4.201) 

ここで，第 i 回目の試行値に対する不平衡力を 1
i
n とすると，これは以下のように与えられ

る。 

 

     
0 0

T T * 1
1 L 1 L 1 11 1 1

1 1 1 1 1

1 1

ˆ ˆ' d d

            

       

ii ii i i i
n n n nn n n

i i i i
n n n n n

i i
n n

V J p V
     

 

    

 

  

   



 B S B C

Q p Cu Mu 



  

 (4.202) 

ここに， 

      
0 0

T T * 1
1 L 1 L 1 1 1 1 11 1 1

ˆ ˆ' d d
ii ii i i i i i

n n n n n n nn n n
V J p V

        
 

     B S B C Q p  (4.203) 

 1 1 1
i i i
n n n    Cu Mu   (4.204) 

 

   
0

0

c c c c T
1 1 1 L st1 st

T *
st st 1

ˆ d

d

n g n nn

n

u V

S

  





     

 




σ

MI C u M u B S

Q p H T

  

　　　　　　　　
 (4.205) 

第 1i  回目の試行値
1
1

i
n

u を， 

 1
1 1 1

i i i
n n n

    u u u  (4.206) 
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により定めるものとすれば，第 1i  回目の試行値に対する不平衡力は，式(4.107)に示す自

重解析の場合と同様に，近似的に次式で表される。 

 1
1 1 1 1

1

i

i i i i
n n n n

n


   



 
    

u
u


     (4.207) 

ここに， 

      *

L NL1 1
1 1

1

i
ii

i i

n n
n n

n

 
  

                     

QpP
K K

u u u


 (4.208) 

 

0

* T * 1
L

ˆ dJp V



 P B C  (4.209) 

非排水解析の場合に現れる式(4.209)の偏微分は，式(4.111)に準じて，以下のとおり求められ

る。 

    * *

*

1 L NL1 1
1

ˆ
i

i i
i
n p pn n

n


 



 
     

P
A K K

u
 (4.210) 

ここに， 

         
0

T
T 1 1f

1 L 1 L 11 1 1

ˆ ˆ ˆ d
i ii ii i

n n nn n n

K
J V

n
 

    


 A B C C B  (4.211) 

 

 
            

*

0

L 1

T
T * 1 1 1 1
L 1 L 11 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ2 d

i

p n

i i ii i ii
n nn n n n n

J p V



   
     



 
  

 


K

B C C C C B
 (4.212) 

      *

0

T * 1
NL 1 NLNL 1 11

d
i iii

np n nn
J p V

  


 K B C B  (4.213) 

 Newmark 法では，
1
1

i
n

u および

1
1

i
n

u を，

1
1

i
n

u を用いて以下のように表す。 

 1 1
1 0 1 0 2 3( )i i

n n n n na a a a 
    u u u u u    (4.214) 

 1 1
1 1 1 1 4 5( )i i

n n n n na a a a 
    u u u u u    (4.215) 

ここに， 
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0 1 22

3 4 5

1 1
,  ,  ,

1
-1,  -1,  2

2 2

a a a
t t t

t
a a a


  

 
  

  
  

      
 

 (4.216) 

よって，式(4.206)(4.214)(4.215)を式(4.207)に適用し，第 1i  回目の試行値に対する不平衡力

をゼロとすると次式を得る。 

 
      

     

*

L NL 1 0 11 1
1

1

1 1 0 1 1 4 5 0 2 3

i
i

i i i
nn n

n
n

i i
n n n n n n n n

a a

a a a a a a a a

 
 

 

                   
       

QpP
K K C M u

u u

C M u C u u u M u u u    

 (4.217) 

これを 1
i
nu について解き，式(4.206)より第 1i  回目の試行値

1
1

i
n

u を求める。さらに， 1

i
nu

に対する Green-Lagrange ひずみ増分および第 2Piola-Kirchhoff 応力増分を求める。なお，応

力の計算においては，第 3 章で示した多重せん断モデル構成式を適用する。また，微小変

形解析の場合と異なり，座標の更新に伴う B マトリクスおよび接線剛性マトリクスの更新

が必要となる。 

 

(c) Wilson の 法 

 

 先に述べた Newmark 法が，第 1n  時間ステップにおける平衡状態を考慮しているのに対

し，Wilson の 法では，第n 時間ステップの時刻を t とすると，t t  （ただし， 1.0  ）

における平衡条件を満足するように非線形反復計算を行う。式(4.207)における添字 1n  を

t t  に置き換えると，第 1i  回目の試行値に対する不平衡力が以下のとおり与えられる。 

 1

i

i i i i
t t t t t t t t

t t

   



       

 

 
    

u
u


     (4.218) 

これの右辺各項は，式(4.203)(4.208)(4.204)のそれぞれにおいて，添字 1n  を t t  に置き

換えることで与えられる。また，第 1i  回目の試行値
1i

t t

 u は，以下で表されるものとする。 

 1i i i
t t t t t t  

       u u u  (4.219) 

 Wilson の 法では，
1i

t t

 u および

1i
t t

 u を，

1i
t t

 u を用いて以下のように表す。 

 1 1
0 0 2( 2 )i i

t t t t n n na a a 
 
      u u u u u    (4.220) 

 1 1
1 1 3( 2 )i i

t t t t n n na a a 
 
      u u u u u    (4.221) 
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ここに， 

 
 0 1 2 1 32

6 3
,  ,  2 ,  

2

t
a a a a a

tt





   


 (4.222) 

よって，式(4.220)(4.221)を式(4.218)に適用し，第 1i  回目の試行値に対する不平衡力をゼロ

とすると次式が得られる。 

 
      

     

*

L NL 1 0

1 0 1 3 0 22 2

i
i

i i i
t tt t t t

t t
t t

i i
t t t t n n n n n n

a a

a a a a a a

 
 

 

    
   

   

                   
       

QpP
K K C M u

u u

C M u C u u u M u u u    

 (4.223) 

これを
i
t t u について解くと，式(4.219)より第 1i  回目の試行値

1i
t t

 u が求められる。 

 

4.4.5 水圧の動的解析 

 

 式(4.94)に，定常浸透流解析により求められた式(4.146)を代入すると，離散化された水流

の収支バランス式が以下のとおり表せる。 

  
0

T * T
st st st v

ˆ ˆ ˆ ˆdS g


      
q

Gp Rp H Q Q u Mu G p M M I    (4.224) 

ここに，動的解析における境界での間隙水流入量は，自重解析における流入量からの相対

値として，以下のとおり与える。 

 *
st Q Q Q  (4.225) 

水圧の動的解析では，式(4.224)の左辺の時間微分を差分近似により解く。なお，式(4.224)は

節点速度および加速度を右辺に含むので，次項で示すように，地盤変位と連成させて解く

のが一般的である。そのため，差分近似の詳細は次項であわせて述べることとし，ここで

の説明は省略する。 

 

4.4.6 地盤変形と水圧の連成動的解析 

 

 ここでは，SSpj 法（Zienkiewicz ら，2000）を用い，式(4.191)と式(4.224)を連成させて解

くことを考える。改めて，解くべき連立方程式を以下にまとめて挙げておく。 

 

0

T
L

ˆ 'dV


     B S Cu Mu Qp   (4.226) 

 T ˆ p   Gp Rp Q u Mu    (4.227) 
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ここに， 

  
0 0

c c c c T T *
L st st stst

ˆ ' d dgu V S
 

        
σ

MI C u M u B S Q p H T    (4.228) 

  
0

T *
st st st v

ˆ ˆ ˆdp S g


    
q

H Q G p M M I  (4.229) 

ここで，連成自重解析の場合と同様に，節点相対変位ベクトルuを非拘束自由度
fu と変位

境界 0 u上の拘束自由度
cu に分解し，関連するマトリクスも式(4.147)(4.190)のとおり表す

こととする。また，節点間隙水圧ベクトルpも非拘束自由度
fp と水圧境界 0 p 上での拘束

自由度
cp に分解し，関連するマトリクスも式(4.140)，および， 

 f c   R R R  (4.230) 

のように書き直しておく。さらに，表記を簡潔にするため，非拘束自由度に関する上添字 f

を省略して表すこととする。 

同様に，地盤変位と水圧の連成項を表すマトリクスQ，M̂については，式(4.148)および次

式のように分割を行う。 

 
ff cf

fc cc

ˆ ˆ
ˆ 

ˆ ˆ

 
  
  

M M
M

M M
 (4.231) 

なお，式(4.231)における上添字の意味は，式(4.148)で説明したとおりである。ここでも，表

記を簡潔にするため，上添字のうち ff は落として書くこととする。 

これらを用いると，式(4.226)(4.227)は以下のように表せる。 

 

0

T
L

ˆ 'dV


     B S Cu Mu Qp   (4.232) 

 T ˆ p   Gp Rp Q u Mu    (4.233) 

ここに， 

  
0 0

c c c c fc c

T T *
L st st stst

ˆ                  ' d d

gu

V S
 

     

   
σ

MI C u M u Q p

B S Q p H T

  
 (4.234) 

 

 
0

c c c c cf T c cf c T *

st st st v

ˆ ˆ d

ˆ ˆ

p S

g



      

  


q

G p R p Q u M u H Q

G p M M I

  

　　　　　　　

 (4.235) 
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SSpj 法では，時間ステップ nt から 1( )n nt t t    の間で，以下の関係を仮定する。 

 
 

1
1

1

01 ! ! ! !

p k
p

p p k pn n
n n

kp p k p
    








      
 u α u α

u u u   (4.236) 

 
   

1
1 1

1 1 ! 1 !

k
p

k pn

k k p
 


 



 
  u α

u  (4.237) 

 
   

1
2 2

2 2 ! 2 !

k
p

k pn

k k p
 


 



 
  u α

u  (4.238) 

 
 

1
1

1

01 ! ! ! !

q k
q

q q k qn n
n n

kq q k q
    








      
 
p pβ β

p p p   (4.239) 

 
   

1
1 1

1 1 ! 1 !

k
q

k pn

k k p
 


 



 
 
p β

p  (4.240) 

ここに， は，現時刻 t により nt t   と表される。なお，αおよびβは，節点変位および

水圧に関連する未知ベクトルである。 

また，当該時間ステップにおいて，強制変位や境界応力などは線形的に変化するものと仮

定する。すなわち，以下のように表される。 

 
c c

c c 1n n
n t

 
 


u u

u u  (4.241) 

 
c c

c c 1n n
n t

 
 


u u

u u
    (4.242) 

 
c c

c c 1n n
n t

 
 


u u

u u
    (4.243) 

 

c c
1c c n n

n t
 

 


p p
p p  (4.244) 

 

c c
1c c n n

n t
 

 


p p
p p

 
   (4.245) 

 
* *

* * 1n n
n t

 
 


T T

T T  (4.246) 

 
* *

* * 1n n
n t

 
 


Q Q

Q Q  (4.247) 

さらに，当該時間ステップにおける応力の変化は，変位に応じて線形的に変化するものと

仮定する。以上の仮定を式(4.232)(4.233)に対して適用し，それらの両辺に重み関数 W を乗
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じて0 t の区間で積分を行う。さらに，両辺を
0

d
t
W 



 で割ると，以下に示すとおりとな

る。 

 

0

T
L

ˆ 'd 0V


     B S Cu Mu Qp
       (4.248) 

 T ˆ 0p    Gp Rp Q u Mu
          (4.249) 

ここに， 

  ˆ ˆ' 'S S u
   (4.250) 

 
1

0 ! !

k
p

k pn
k p

k

t t
k p
 





    u α
u  (4.251) 

 
   

1
1 1

1 1
1 1 ! 1 !

k
p

k pn
k p

k

t t
k p

 


 
 



   
  u α

u  (4.252) 

 
   

1
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p β

p  (4.255) 

 
0 0

d / d
t t

k k
k t W W   

 

     (4.256) 

同様にして，境界上での拘束変位，間隙水圧，境界応力，境界間隙水流入量も，以下のよ

うに線形関係で与える。 

  c c c c
1 1n n n   u u u u  (4.257) 

  c c c c
1 1n n n   u u u u     (4.258) 

  c c c c
1 1n n n   u u u u     (4.259) 
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  c c c c
1 1n n n   p p p p  (4.260) 

  c c c c
1 1n n n   p p p p     (4.261) 

  * * * *
1 1n n n   T T T T  (4.262) 

  * * * *
1 1n n n   Q Q Q Q  (4.263) 

これらを式(4.234)(4.235)に代入し， および
p を算定する。 

 SSpj 法を用いて連立方程式(4.248)(4.249)を解く場合，式(4.251)～(4.255)に現れる節点変位

および水圧を決定するための未知ベクトル， 

 
 

  
 

α
γ

β
 (4.264) 

を反復法により求める必要がある。まず，第 i 回目の試行値に対する不平衡力
i を以下のよ

うに書くこととする。 

 
i

i

pi

 
  
 

u



 (4.265) 

ここに， 

 

0

T
L

ˆ ' di i i i i i iV


     u B S Cu Mu Q p
      (4.266) 

 T ˆpi i i i i i i i i pi    G p R p Q u M u
          (4.267) 

ここで，第 1i  回目の試行値
1iγ を， 

 1i i i   γ γ γ  (4.268) 

により求めるものとすると，第 1i  回目の試行値に対する不平衡力は，近似的に次式で表

される。 

 1

i

i i i  
   

γ
γ


    (4.269) 

ここに， 

 

i i

i

i ip p

     
                     
         

u u

α β

γ

α β

 



 
 (4.270) 
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であり，式(4.270)の各成分は以下のとおり与えられる。 

 まず，式(4.162)に準じて， 

 

     

   

L NL

1 2

1 2
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i
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i i

p

p p

p p

t

p

t t

p p



 
 

 

                   
 

 
 

u Qp
K K

u

C M




　　　　　




 (4.271) 

となる。次に，
p のαでの偏微分は以下のとおりとなる。 

 

   

       

1 2
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1 2
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Q M
α

MuRpGp Q u

u u u u

   
   



 (4.272) 

ここに，右辺大括弧内の第 1 項は，式(4.177)で与えられる。また，式(4.177)の導出と同様に

して，大括弧内の第 2～4 項は以下のとおりとなる。 

 
     

0

T T
L
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ˆˆ d

i

i ii in
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 (4.273) 
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 (4.274) 
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T T
f NL3 L

T
f NL4 NL
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ˆˆ d
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i

ii i ii

i ii

J V

J V











          
 







Mu
B q C B

u

B q B





　　　　　　

 (4.275) 

ここに， 

 ˆp  Hp   (4.276) 

 NL3 q kHu  (4.277) 
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NL41 NL42

NL4
NL41 NL42

0 0

0 0

q q

q q

 
  
 

q  (4.278) 

 
NL41 1 1

NL3
NL42

q

q
  

  
 

F kHu F q  (4.279) 

以上より，式(4.272)は以下のとおり与えられる。 
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 (4.280) 

ここに， 

    
NL

i

i  
  
  

G
Gp

K
u




 (4.281) 

    
NL
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R
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K
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 (4.282) 

    T

T
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i

i  
  
  

Q
Q u

K
u




 (4.283) 

    ˆ

NL

ˆ
i

i  
  
 
 

M
Mu

K
u




 (4.284) 

式(4.270)のβによる偏微分項は，式(4.254)(4.255)を式(4.266)(4.267)に適用することにより，

以下のとおりとなる。 

 
!

i q
qi t

q

  
  

u

Q
β


 (4.285) 

 
 

1
1

1
! 1 !

i q qp
q qi i

n

t t

q q

  




  
    
G R

β


 (4.286) 

以上より，SSpj 法を適用した場合の地盤変形と水圧の連成解析では，式(4.269)における

第 1i  回目の不平衡力がゼロとなるよう，次式により節点変位および水圧の増分値を求め

ればよい。 
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i i

i i

i ip p

     
             
               

u u

α β
γ

α β

 


 

 (4.287) 

さらに，得られた節点変位および水圧増分により，式(4.268)を用いて第 1i  回目の試行値
1iγ が与えられる。また，物質表示による大変形解析（Total Lagrangian 法）での B マトリ

クスを用いて Green-Lagrange ひずみ増分が，第 3 章で示した多重せん断モデル構成式を用

いて第 2Piola-Kirchhoff 応力増分が求められる。 

 

4.5 Updated Lagrangian 法による解析手法の概要 

 

 前節では，物質表示に基づく Total Lagrangian 法を用いた大変形解析での解析手法に関し

て述べた。本節では，空間表示に基づくUpdated Lagrangian法について述べることとするが，

解析手法に関する基本的な概念，すなわち，離散化された方程式の反復計算法や動的問題

での時間積分法などは，Total Lagrangian 法での説明がそのまま適用できる。そのため，前

節と重複する部分に関しては概略を述べるにとどめ，空間表示での Euler-Almansi ひずみお

よび Cauchy 応力により表現される成分を含む項に関しては，具体的に定式化の流れを示す

こととする。 

 

4.5.1 地盤変形の自重解析 

 

 4.4.1 項にならい，地盤の自重解析を対象とする場合，式(4.39)より離散化された運動方程

式が以下のように与えられる。 

 T T
L vˆ 'd d 0v g s

 

    
σ

b σ Qp MI H t  (4.288) 

これを，式(4.41)を用いて，以下のように書き表すこととする。 

 T
L ˆ 'dv



  b σ Qp  (4.289) 

 

0

T
v dg S



    
σ

M I H T  (4.290) 

なお，これらの方程式において，変位拘束境界u上の自由度に関する式は取り除かれて

いるものとし，水圧 p には次項で示す定常浸透流解析の解を用いる。 

 次に，式(4.289)(4.290)で表される方程式を，いくつかのステップに分割し，段階的に荷重

を増加させて解く。第 n 荷重ステップまでの解が既知であるとし，第 1n  荷重ステップに

おける式(4.289)を以下のように書き表す。
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1

T
L 1 1 1 1 11

ˆ ' d
n

n n n n nn
v



    


   b σ Q p  (4.291) 

ここに，節点変位ベクトル 1nu ，および，これに対する Euler-Almansi ひずみ 1ˆne から求め

た Cauchy 有効応力 1ˆ 'nσ の第 i 回目の試行値を，それぞれ 1
i
nu ， 1ˆ 'inσ と表すこととする。 

第 i 回目の試行値に対する不平衡力を 1
i
n とすると，これは式(4.291)より以下のとおり与え

られる。 

  
1

T
1 L 1 1 1 11

ˆ ' d
i
n

ii i i i
n n n n n nn

v


    


    b σ Q p  (4.292) 

 

0

T
1 1 v 1dn n ng S  



    
σ

M I H T  (4.293) 

第 1i  回目の節点変位ベクトルの試行値
1
1

i
n

u を式(4.106)で与えると，第 1i  回目の試行値

に対する不平衡力は，Total Lagrangian 法の場合と同様に式(4.107)(4.108)で表される。ただし，

式(4.108)の右辺各項は，以下のように与えられるものとする。 
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 K b c b  (4.294) 
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 K b σ b  (4.295) 
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Qp
b mm I Hp b

u

b m Hp b　　　　　　　　　

 (4.296) 

なお，式(4.296)におけるcは，空間表示でのベクトル・マトリクス表示による地盤材料の接

線剛性（式(3.271)参照）である。また，式(4.295)で表される大変形解析での幾何学的非線形

項における B マトリクス NLb および応力 'σ は，以下のとおり与えられる。 
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 (4.297) 

  
11 12

21 22

11 12

21 22

' ' 0 0

' ' 0 0
'

0 0 ' '

0 0 ' '

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

σ  (4.298) 

また，式(4.296)における m̂は式(4.37)で，一方， Iおよび m は以下の式で与えられる。 

 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
   
  

I  (4.299) 

  
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

m  (4.300) 

ここで，式(4.294)(4.295)の導出過程を，以下で詳しく述べることとする。まず， 

    T Tsym Grad sym grad   E F u F uF  (4.301) 

の関係を式(4.118)に適用し，接線剛性テンソルの対称性を利用すると，以下のように表

せる。 
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T T
L
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grad : : grad d grad : : grad d

w V

V

J V v

 



 





 

  

 

   





 

F uF F uF

F F uF F u

u c u u c u



  (4.302) 

これを，式(4.27)の節点変位と式(4.25)の補間関数を用いてベクトル・マトリクス形式に書き

直すと， 
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  T T T
L L L L L' d dw v v  

 

 
     

 
 b u cb u u b cb u  (4.303) 

となり，式(4.294)における接線剛性マトリクスが示された。 

同様に，式(4.121)における第 2Piola-Kirchhoff 有効応力を，push-forward することにより

Cauchy 有効応力に変換すると， 
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NL' grad ' : grad d

grad ' : grad d grad ' : grad d
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uF F σ F uF

uσ u uσ u
 (4.304) 

と表せる。これを，節点変位と補間関数を用いて書き下すと，以下のようになる。 
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 (4.305) 

これをベクトル・マトリクス表示で表すと，式(4.297)(4.298)，および， 
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   b u  (4.306) 

の関係を用いて，式(4.295)の接線剛性マトリクスを含む式が以下のように得られる。 

        T T T
NL NL NL NL NL' ' d ' dw v v  

 

 
     

 
 b u σ b u u b σ b u  (4.307) 

 次に，式(4.296)を導く。まず，式(4.127)(4.130)に式(4.301)の関係を適用し， 

  1 1 T Tgrad grad      C F u u F  (4.308) 

の関係（Holzapfel，2000）を用いると，以下のようになる。 
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I u I u u u

　　　  (4.309) 

これを，式(4.21)より得られる関係式， 

 L: grad  I u b u  (4.310) 

を用いて離散化すると，以下のように式(4.296)の右辺第 1 項の成分が求められる。 

    T T T
L L L

ˆˆ ˆ 2 dpw v 


 
      

 
u b mm I Hp b u  (4.311) 

なお，ここに間隙水圧の離散化に関する式(4.23)を用いた。 

一方，式(4.296)の右辺第 2 項は，式(4.301)を用いて式(4.134)を空間表示に書き直すことによ

り与えられる。すなわち， 

 1
NL grad : grad d grad : grad dpw p v p v  

 

     uFC uF u u  (4.312) 

これを，節点変位と補間関数を用いて書き下すと，以下のとおりとなる。 
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 (4.313) 

これに式(4.23)(4.297)(4.300)を適用し，ベクトル・マトリクス表示で表すと，以下のとおり

式(4.296)の右辺第 2 項のマトリクスが示された。 

         T T T
NL NL NL NL NL

ˆd dpw p v v  
 

 
     

 
 b u m b u u b m Hp b u  (4.314) 

よって，式(4.107)における第 1i  回目の不平衡力がゼロとなるよう，次式により節点変

位増分を求めればよい。 
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   (4.315) 

地盤の自重解析により算定された応力などに対して，下添字 st を用いて表示することとす

れば，式(4.289)(4.290)より以下の関係が得られる。 

  
st 0

T T
v L st st st st stst

ˆ ' d dg v S
 

    
σ

M I b σ Q p H T  (4.316) 

 

4.5.2 定常浸透流解析 

 

 Updated Lagrangian 法を用いた定常浸透流解析では，Total Lagrangian 法の場合と同様に，

離散化された式(4.139)を解く。具体的な解法は 4.4.2 項を参照のこと。なお，Updated 

Lagrangian 法では，式(4.57)により，節点水圧にかかるマトリクス 1nG を式(4.145)に代えて

以下で与える。 
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T
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i
n

i
n nv



 


 G b kb  (4.317) 

 

4.5.3 地盤変形と水圧の連成自重解析 

 

 地盤の自重解析と定常浸透流解析とを連成させる場合，式(4.289)(4.142)の連立方程式を解



第 4 章 大変形理論に基づく多孔質体の支配方程式の定式化 

 
 

118 
 

くこととなる。4.4.3 項の Total Lagrangian 法の場合と同様に，式(4.147)(4.148)のような分割

を行うと，連成自重解析において解くべき方程式が以下のように与えられる。 

 T
L ˆ 'dv



  b σ Qp  (4.318) 

 p Gp  (4.319) 

ここに， 
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 これを，いくつかのステップに分けて段階的に荷重を増加させて解く。第 n 荷重ステップ

までが既知であるとし，第 1n  荷重ステップでの釣り合いを考えると， 
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n n n   G p  (4.323) 

ここで，第 i 回目の試行値に対する不平衡力で，変位および水圧についてまとめたものを

1
i
n とし，以下のように表すこととする。 
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 (4.324) 

ここに， 
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  G p  (4.326) 

さらに，Total Lagrangian 法での定式化にならい，節点変位ベクトルuと節点間隙水圧ベク

トルpにより構成されるベクトルを式(4.158)のように置くと，第 1i  回目の試行値に対する

不平衡力は式(4.160)のとおり与えられる。式(4.160)におけるマトリクス ζ は，形式上

は Total Lagrangian 法での式(4.161)と同様であるが，具体的な成分は空間表示により書き表

される。以下で，この成分を求めることとする。 

 まず，地盤の自重解析における式(4.294)～(4.296)を用いて， u u は以下のように表さ

れる。 
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L NL1 1

1
1

i
i

i i

n n
n

n

 
 

              

u Qp
K K

u u


 (4.327) 

 次に，
p のuによる偏微分，すなわち，以下の成分を求める。 

 
 

1
1

i
ip

n
n

 

           

Gp

u u


 (4.328) 

この計算を行うため，物質表示における式(4.166)を，以下のように空間表示に書き換える。 

 

     

   

T
T T

T
T

ˆ ˆdiv grad grad d grad grad grad d

ˆgrad grad grad d

h p v h p v

h p v

 



    

 

 



Gp u k u k

k u　　　　　　　　　

 (4.329) 

これを，式(4.21)(4.23)(4.297)を用いて離散化すると，以下のようになる。 

 

  T T T T
L NL1 NL NL2 NL

T T T
NL0 L NL NL

ˆ ˆ ˆ ˆˆ d d d

ˆ ˆˆ d d

v v v

v v

  

 


  



 

  

 

Gp
b kbpm b b q b b q b

u

b q m b b q b

 (4.330) 

ここに， 

 

11
1

NL0

22
2

ˆ

p
k

x

p
k

x

 
   

 
  

q kbp  (4.331) 

 NL NL1 NL2 q q q  (4.332) 

 

11 22
1 2

NL1

11 22
1 2

0 0

0 0

p p
k k

x x

p p
k k

x x

  
   

  
   

q  (4.333) 

 

11 11
1 2

NL2

22 22
1 2

0 0

0 0

p p
k k

x x

p p
k k

x x

  
   

  
   

q  (4.334) 

これを式(4.328)に代入すると，以下のとおり
p のuによる偏微分が与えられる。 

  NL 1
1

ip
i

n
n




 
   

GK
u


 (4.335) 

ここに， 
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NL0 L 1 NL NL 11 1 1 11 1

ˆ ˆˆ d d
i i
n n
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n

i ii i i ii i
n nn n n nn n

v v
 



     
 

 
  
  

   

G
Gp

K
u

b q m b b q b

 (4.336) 

 続いて，
u および

p の水圧pによる偏微分項は，式(4.57)(4.59)を用いて以下で与えられ

る。 

 1

1

i

i
n

n





 
   

u

Q
p


 (4.337) 

 1

1

i
p

i
n

n





 
   
G

p


 (4.338) 

以上をまとめると， 

 

 

1

1

1
NL 11

i

i i
n

n

in i
nn







  
               

u

G

Q
u

ζ
K G




 (4.339) 

となり，Total Lagrangian 法の場合の式(4.184)と形式的には等しくなる。ただし，Updated 

Lagrangian 法におけるその成分は，式(4.336)などに明らかなように空間表示に基づいて定式

化がなされている。 

よって，以上より，Total Lagrangian 法と同様に第 1i  回目の不平衡力がゼロとなるよう，

式(4.185)により節点変位および水圧の増分を求めればよい。 

 

4.5.4 地盤変形の動的解析 

 

 本項以降では，Updated Lagrangian 法を用いて動的解析を行う際に必要な定式化について

述べる。まず，Total Lagrangian 法での定式化に基づき，式(4.39)において地震動入力基盤に

対する地盤節点の相対変位を新たな変位の定義とし，さらに速度比例型の粘性減衰項を付

加すると，次式が与えられる。 

 

0

T T
L vˆ 'd dgv u g S

 

       
σ

b σ Qp Cu Mu MI M I H T    (4.340) 

これに，地盤の自重解析により得られた式(4.316)を代入すると以下のようになる。 
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st 0

T
L

T T *
L st st st stst

ˆ 'd

ˆ ' d dg

v

u v S



 

  

    



 
σ

b σ Qp Cu Mu

MI b σ Q p H T

 


 (4.341) 

ここで，動的解析における境界応力は，式(4.189)に示すとおり，自重解析での値に対する相

対値として与える。また，式(4.147)(4.190)のとおり，節点変位および関連するマトリクス類

を非拘束自由度と拘束自由度に分割すると，式(4.341)は次式のように表される。 

 T
L ˆ 'dv



    b σ Qp Cu Mu   (4.342) 

ここに， 

  
st 0

c c c c T T *
L st st st stst

ˆ ' d dgu v S
 

        
σ

MI C u M u b σ Q p H T    (4.343) 

式(4.342)に対して，式(4.66)における非排水解析の場合の項を追加して，以下のとおり一般

形として与えておく。 

 T T *
L L

ˆˆ 'd dv p v
 

      b σ b m Qp Cu Mu   (4.344) 

 離散化された運動方程式の時間積分に関しては，Total Lagrangian 法の場合と同様に，第 n

時間ステップまでの変位を既知として，以下に示す各時間積分法により第 1n  時間ステッ

プの変位を求める。 

 

(a) 中央差分 

 

中央差分法の基本的な概念は，Total Lagrangian 法の定式化（4.4.4 項）で述べたとおりで

ある。第 n ステップにおける速度および加速度を式(4.195)(4.196)で与えることにより，式

(4.200)の関係が得られるので，これにより第 1n  時間ステップにおける節点変位，第 n 時

間ステップにおける節点速度および加速度が求められる。なお，Updated Lagrangian 法では，

式(4.198)に代えて， 

    T T *
L L

ˆˆ d d
n

n n n n n n n nn n
v p v

 

     b σ b m Q p  (4.345) 

を用いる。 

 

(b) Newmark 法 

 

基本的な考え方は，4.4.4 項で述べたとおりである。まず，第 1n  時間ステップにおける

離散化された運動方程式が，式(4.344)より以下のとおり書ける。 
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1

T T *
L 1 1 L 1 1 1 1 1 1 11 1

ˆˆ ' d d
n

n n n n n n n n nn n
v p v



         
 

     b σ b m Q p Cu Mu   (4.346) 

ここで，第 i 回目の試行値に対する不平衡力は，以下のように与えられる。 

 

   
1

T T *
1 L 1 1 L 1 11 1

1 1 1 1 1

1 1

ˆˆ ' d d
i
n

i ii i i i i
n n n n nn n

i i i i
n n n n n

i i
n n

v p v


     


    

 

  

   

 

 b σ b m

Q p Cu Mu 　　



 

 (4.347) 

ここに， 

    
1

T T *
1 L 1 1 L 1 1 1 1 11 1

ˆˆ ' d d
i
n

i ii i i i i i i
n n n n n n n nn n

v p v


        


     b σ b m Q p  (4.348) 

 

   
st

0

c c c c T
1 1 1 L st st1 st

T *
st st 1

ˆ d

d

n g n nn

n

u v

S

  





     

 




σ

MI C u M u b σ

Q p H T

  

　　　　　　　　　
 (4.349) 

であり， 1
i
n は式(4.204)で与えられる。 

第 1i  回目の節点変位の試行値を式(4.206)で表すと，その試行値に対する不平衡力は式

(4.207)(4.208)により与えられる。なお，Updated Lagrangian 法では，式(4.209)に代えて以下

で
*P を与える。 

 * T *
L

ˆ dp v


 P b m  (4.350) 

ここで，式(4.350)は非排水解析の場合に生じる項であり，これの節点変位uによる偏微分は，

式(4.296)に準じて以下のとおり求められる。 
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*
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1 L L 111 1
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i
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n nnn n
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i i
nn
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p v





  
 




 
     







P
A b mm I b

u

b m b　　　　　　　　

 (4.351) 

ここに， 

    
1

T Tf
1 L L 111

ˆ ˆ ˆ d
i
n

i ii i
n nnn

K
v

n


 


 A b mm b  (4.352) 

Newmark 法では，第 1n  時間ステップの第 1i  回目の反復計算において，節点変位を用

いて節点加速度および速度を式(4.214)(4.215)により与える。これにより，第 1i  回目の試行

値に対する不平衡力をゼロとするよう，式(4.217)を用いて節点変位増分 1
i
nu および第 1i 
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回目の試行値
1
1

i
n

u が求められる。さらに，変位増分より Updated Lagrangian 法での B マトリ

クスを通じて Euler-Almansi ひずみ増分が求められ，最終的に第 3 章で示した多重せん断モ

デル構成式を適用することで Cauchy 応力増分が算定される。なお，式(4.217)における

Updated Lagrangian 法の場合の各項は，式(4.294)(4.295)(4.296)(4.351)で表される。 

 

(c) Wilson の 法 

 

 Wilson の 法では，第 n 時間ステップの時刻を t とすると， t t  （ただし， 1.0  ）

における平衡条件を満足するように非線形反復計算を行う。したがって，基本的には先に

述べた Newmark 法における添字 1n  を t t  に置き換えればよい。詳細は，4.4.4 項にお

ける Total Lagrangian 法での定式化を参照のこと。 

 

4.5.5 水圧の動的解析 

 

 Updated Lagrangian 法による水圧の動的解析において，離散化された水流の収支バランス

式は，Total Lagrangian 法の場合と同様に式(4.224)で表される。ただし，各項の具体的な成

分は，式(4.57)(4.59)(4.60)に示すように現配置に基づく空間表示で記述される。差分近似を

用いた水流の収支バランス式の解法は，次項の連成解析の説明の際にあわせて述べること

とする。 

 

4.5.6 地盤変形と水圧の連成動的解析 

 

 Total Lagrangian 法の場合と同様に，時間積分法として SSpj 法を用いて，地盤変形と水圧

の連成動的解析を行う。解くべき連立方程式を以下に改めて挙げておく。 

 T
L ˆ 'dv



    b σ Cu Mu Qp   (4.353) 

 T ˆ p   Gp Rp Q u Mu    (4.354) 

ここに， 

  
st 0

c c c c T T *
L st st st stst

ˆ ' d dgu v S
 

        
σ

MI C u M u b σ Q p H T    (4.355) 

  
0

T *
st st st v

ˆ ˆ ˆdp S g


    
q

H Q G p M M I  (4.356) 

ここで，Total Lagrangian 法の場合と同様に，節点変位および間隙水圧ベクトル，また関連

するマトリクス類を，式(4.230)(4.231)などのように非拘束自由度，拘束自由度に分割し，さ
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らに非拘束自由度に関する添字を省略して書くことにすると，次式が得られる。 

 T
L ˆ 'dv



    b σ Cu Mu Qp   (4.357) 

 T ˆ p   Gp Rp Q u Mu    (4.358) 

ここに， 

  
st 0

c c c c fc c

T T *
L st st st stst

ˆ                  ' d d

gu

v S
 

     

   
σ

MI C u M u Q p

b σ Q p H T

  
 (4.359) 

 

 
0

c c c c cf T c cf c T *

st st st v

ˆ ˆ d

ˆ ˆ

p S

g



      

  


q

G p R p Q u M u H Q

G p M M I

  

　　　　　　　

 (4.360) 

SSpj 法では，時間ステップ nt から 1( )n nt t t    の間で，式(4.236)～(4.247)の関係を仮定す

る。これらの仮定を，式(4.357)(4.358)に対して適用し，それらの両辺に重み関数 W を乗じ

て0 t の区間で積分を行い，さらに両辺を
0

d
t
W 



 で割ると次式を得る。 

 T
L ˆ 'd 0v



    b σ Cu Mu Qp


         (4.361) 

 T ˆ 0p    Gp Rp Q u Mu
          (4.362) 

ここに， 

  ˆ ˆ' 'σ σ u   (4.363) 

であり，u，pなどは，Total Lagrangian 法と同様に式(4.251)～(4.256)で与えられる。 

また，境界上での拘束変位，間隙水圧，境界応力，境界間隙水流入量も，Total Lagrangian

法における式(4.257)～(4.263)をそのまま適用する。 

 SSpj 法により連成動的解析を行う場合，節点変位および水圧を求めるために，式(4.264)で

表される未知ベクトルを算定する必要がある。まず，第 i 回目の試行値に対する不平衡力
i

を以下のように書き表す。 

 
i

i

pi

 
  
 

u



 (4.364) 

ここに， 

  T i
L ˆ ' d

i

ii i i i i i iv


     u b σ Cu Mu Q p       (4.365) 
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 T ˆpi i i i i i i i i pi    G p R p Q u M u
          (4.366) 

ここで，第 1i  回目の試行値
1iγ を式(4.268)で与えるものとすると，第 1i  回目の試行値に

対する不平衡力は式(4.269)(4.270)で表される。式(4.270)に現れる不平衡力
i のαまたはβに

よる偏微分項は，以下のようにして求められる。 

 まず，式(4.327)に準じて， u は以下のとおり与えられる。 

 

     

   

L NL
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 (4.367) 

次に，
p のαでの偏微分は以下のとおりとなる。 
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 (4.368) 

ここに，右辺大括弧内の第 1 項は，式(4.330)で与えられる。また，式(4.330)の導出過程を参

考にし，大括弧内の第 2～4 項は以下のとおりとなる。 
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 (4.369) 
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 (4.370) 
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f NL3 L f NL4 NL
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Mu

b q m b b q b
u




(4.371) 

ここに，式(4.276)～(4.279)の関係を用いた。 

最後に，
u ，

p のβによる偏微分項は，式(4.254)(4.255)を式(4.365)(4.366)に適用すること

により，以下のとおり与えられる。 
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 (4.372) 
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G R
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 (4.373) 

なお，βによる偏微分項は，Total Lagrangian 法での式(4.285)(4.286)と形式的には等しいが， 

Updated Lagrangian 法における右辺のマトリクスは，空間表示により表された式(4.57)(4.59)

となっている。 

以上より，SSpj 法を適用した場合の地盤変形と水圧の連成解析では，第 1i  回目の不平

衡力がゼロとなるよう，式(4.287)により節点変位および水圧の増分値を求めればよい。さら

に，空間表示による大変形解析（Updated Lagrangian 法）での B マトリクスを用いて

Euler-Almansi ひずみが求められ，それを第 3 章で示した多重せん断モデル構成式に適用す

ることで Cauchy 応力が算定される。 

 

4.6 Shear Locking 現象の回避 

 

 有限要素法により数値解析を行うにあたり，その解析精度に影響を与える要因の一つと

して Shear Locking 現象の存在が挙げられる。Shear Locking 現象とは，せん断剛性が体積弾

性係数に比べて著しく低下すると，要素のある特定のモード（アワグラスモード）での変

形が抑制されるという数値解析上の現象である（例えば，Molenkamp ら（1992））。この現

象により，本来生じるはずである変形量と比較して，全体系の変位応答が著しく抑制され

る場合がある。この数値解析上の問題を回避するため，要素積分を行う際に，等方成分に

対するガウス積分の次数を低減する方法，すなわち SRI 法（Hughes，1980）が一般的に用

いられる。なお，ここに，偏差成分に関しては低減次数は採用せず，通常どおりの積分次

数を用いて計算を行う。 

 まず，微小変形解析の場合，ひずみ増分テンソルεを以下のように，等方成分と偏差成

分とに分解する。 

 
1

:
2p  ε I I ε  (4.374) 

 
1

:
2q     

 
ε I I ε  (4.375) 

ここに，I，は，それぞれ 2 階，4 階の単位テンソルとするであり，ひずみの成分分解の

ための projection tensor となっている。 

これらをベクトル・マトリクス表示で表すと，以下のとおりとなる。
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 T1 ˆˆˆ ˆ
2p ε II ε  (4.376) 

 T1 ˆˆˆ ˆ
2q    

 
ε I II ε  (4.377) 

ここで，ひずみベクトルは，節点変位および微小変形理論での B マトリクスを用いて， 

 ˆ ε Bu  (4.378) 

と表せるので，B マトリクスもひずみベクトルに準じて以下のように分解すればよい。 

 T

1 1 0
1 1ˆˆ 1 1 0
2 2

0 0 0
p

 
    
  

B II B B  (4.379) 

 T

1 1 0
1 1ˆˆ 1 1 0
2 2

0 0 2
q

 
             

B I II B B  (4.380) 

ここに， 

 

31 2

1 1 1 1
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2 2 2 2

3 31 1 2 2
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N

N N

h hh h

x x x x

h hh h

x x x x

h h h hh h h h

x x x x x x x x

   
     
   

      
       
 
        

B







 (4.381) 

 次に，空間表示による Updated Lagrangian 法では，微小変形解析の場合と同様に，projection 

tensor を用いて Euler-Almansi ひずみテンソルが以下のように分解される。 

 
1

:
2p  e I I e  (4.382) 

 
1

:
2q     

 
e I I e  (4.383) 

これらをベクトル・マトリクス表示すると， 

 T1 ˆˆˆ ˆ
2p e II e  (4.384) 

 T1 ˆˆˆ ˆ
2q    

 
e I II e  (4.385) 

となり，ここで式(4.33)を用いれば，Updated Lagrangian 法における B マトリクス（式(4.34)）

が以下のように分解される。 
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 T
L L L

1 1 0
1 1ˆˆ 1 1 0
2 2

0 0 0
p

 
    
  

b II b b  (4.386) 

 T
L L L

1 1 0
1 1ˆˆ 1 1 0
2 2

0 0 2
q

 
             

b I II b b  (4.387) 

 一方，物質表示による Total Lagrangian 法では，空間表示における式(4.382)(4.383)を

pull-back することにより，Green-Lagrange ひずみテンソルが以下のように与えられる。 

 11
:

2p  E C C E  (4.388) 

 11
:

2q     
 

E C C E  (4.389) 

これらをベクトル・マトリクス表示すると，以下のとおりとなる。 

  T
11 ˆ ˆˆ ˆ

2p E C C E  (4.390) 

  T
11 ˆ ˆˆ ˆ

2q    
 

E I C C E  (4.391) 

ここで，式(4.73)を適用すると，Total Lagrangian 法における B マトリクス（式(4.74)）が，

以下のように等方成分と偏差成分とに分解される。 

  T
1

L L

1 ˆ ˆ
2p

B C C B  (4.392) 

  T
1

L L

1 ˆ ˆ
2q

   
 

B I C C B  (4.393) 

以上より，有限要素法による数値解析では，4.4 節および 4.5 節で示した反復解法により変

位増分が与えられるので，等方成分と偏差成分とに分解した B マトリクスを適用すること

でひずみの等方成分，偏差成分が求められる。さらに，第 2 章および第 3 章で示した構成

関係を用いて，接線剛性および応力の等方成分，偏差成分を算定すればよい。第 6 章にお

ける要素シミュレーション，および，第 7 章で述べる地盤・構造物系の地震応答解析にお

いても SRI 法を適用し，特に断りがない限り，等方成分に対しては 1 次，偏差成分に対し

ては 2 次のガウス積分を用いて解析を実施した。 

 

4.7 まとめ 

 

 本章では，第 3 章で述べた大変形理論に基づくひずみ空間での多重せん断モデルを，2 次



4.7 まとめ 
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元平面ひずみ条件での有限要素解析に適用するため，大変形理論の枠組みで支配方程式を

表すとともに，有限要素法のための離散化を行った。本章で対象とした支配方程式は，間

隙水で満たされた多孔質体に対する運動方程式，および，水流の収支バランス式である。

ここでも，現配置に基づく空間表示により表される Updated Lagrangian 法，および，基準配

置に基づく物質表示により表される Total Lagrangian 法の両者により定式化を行った。 

 空間表示によるUpdated Lagrangian法での多孔質体の運動方程式および水流の収支バラン

ス式は，Zienkiewicz ら（1982）の定式化（u-p formulation）を基にして与えた。これに仮想

仕事の原理を適用し，有限要素法への導入のため，補間関数および節点変位，節点水圧を

用いて離散化を行った。空間表示における Euler-Almansi ひずみは，Updated Lagrangian 法に

おける変位-ひずみマトリクス（B マトリクス）と変位勾配を用いて，節点変位より与えた。

なお，Updated Lagrangian 法における B マトリクスは，微小変形解析の場合と同じ形式で与

えられる。 

 物質表示による Total Lagrangian 法での多孔質体の運動方程式および水流の収支バランス

式は，空間表示による Updated Lagrangian 法での支配方程式を pull-back することで与えられ

るものとした。Updated Lagrangian 法の場合と同様に，これに仮想仕事の原理を適用し，有

限要素法への導入のため離散化を行った。物質表示における Green-Lagrange ひずみは，Total 

Lagrangian 法における B マトリクスと変位勾配を用いて，節点変位より与えた。なお，Total 

Lagrangian 法での B マトリクスには，微小変形解析の B マトリクスと同形式で表される成

分と，幾何学的非線形性に伴う成分とが存在する。 

 以上の離散化された基本方程式を基に，有限要素法による数値解析の方法や手順，動的

解析での時間積分法などについて，Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法の双方で

定式化を行った。取り扱った解析の種類としては，物体の運動に起因する慣性力を考慮し

ない静的解析と，慣性力を考慮する動的解析の 2 種類に大きく分けられる。静的解析とし

ては，地盤変形の自重解析，定常浸透流解析，およびそれらの連成自重解析に関して定式

化を行った。一方の動的解析としては，地盤変形の動的解析，水圧の動的解析，およびそ

れらの連成動的解析を対象とした。地盤変形の動的解析では，時間積分法として，中央差

分方，Newmark 法，Wilson の 法を取り扱った。他方，地盤と水圧の連成動的解析では，

SSpj 法を用いて定式化を行った。 

 さらに，有限要素法での解析精度に影響を与える Shear Locking 現象を回避するため，微

小変形解析および大変形解析の両者に対して，SRI 法（Hughes，1980），すなわち要素積分

の際に等方成分に対するガウス積分の次数を低減する方法，の定式化を行った。 

 第 3 章のまとめで述べたとおり，これらの定式化に基づく有限要素法での数値解析結果

は，第 6 章および第 7 章で示すこととする。 
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第 5 章 多重せん断モデル型線形弾性体の定式化およびその適用性 

 

5.1 概要 

 

 地盤・構造物系の地震時における変形挙動を数値解析により求めようとする場合，地盤

のような非線形材料に関する構成式に加え，線形弾性体の構成式が必要とされることがあ

る。その典型的な例としては，護岸・港湾構造物としてのケーソンや防波堤などを含む地

盤・構造物系の地震応答解析が挙げられる。また，地盤改良に用いられる剛な改良体など

も，線形弾性体の構成式を適用することが可能であると思われる。これらの地盤・構造物

系の大変形解析を行うにあたり，微小変形理論での線形弾性体構成式をそのまま大変形解

析に適用することも可能ではあるが，後述するように，大ひずみ領域における挙動が現実

的でない。 

そこで本章では，この問題を解決するため，砂の力学モデルとしてのひずみ空間におけ

る多重せん断モデル（Iai & Ozutsumi，2005）の概念に基づき，新たな線形弾性体の構成式

を提案する。第 3 章で示したように，大変形理論における多重せん断モデル構成式が，材

料非線形性および幾何学的非線形性の両者を考慮していたのに対し，ここで提案する多重

せん断型線形弾性体モデルでは，材料特性（多重せん断ばねの応力-ひずみ関係）には線形

関係を適用することとしている。以下では，まず，物質表示および空間表示の両者により

提案モデルの定式化を行い，その後，Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法による

弾性体の支配方程式の定式化について述べ， 後に要素シミュレーションによる数値解析

例を示す。 

 

5.2 多重せん断モデル型線形弾性体の定式化 

 

5.2.1 微小変形理論における線形弾性体構成式 

 

 本項では，大変形解析における線形弾性体の構成式を考える前に，微小ひずみ理論に基

づく線形弾性体の構成式について述べる。まず，2 次元平面ひずみ条件における線形弾性体

の剛性マトリクスは，以下のとおり与えられる（例えば，吉田（1997））。 

 
  

1 0

1 0
1 1 2

1 2
0 0

2

E
 

 
 



 
 
 

     
 
 

D  (5.1) 

ここに， E はヤング率， はポアソン比である。
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ここで，式(5.1)を体積成分（等方成分）とせん断成分（偏差成分）とに分解すると，以下の

ように表せる。 

 

1 1 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1

K G

   
        
      

D  (5.2) 

ここに， K は体積弾性係数，G はせん断剛性であり，ヤング率およびポアソン比との間に

以下の関係がある。 

 
  2 1 1 2

E
K

 


 
 (5.3) 

 
 2 1

E
G





 (5.4) 

よって，線形弾性体における応力σとひずみεの関係は，以下のとおり書くことができる。 

 
2

(0) ( ) ( )

1

i i

i

p q


   σ Dε n n  (5.5) 

ここに， 

  T
11 22 12  σ  (5.6) 

  T
11 22 122  ε  (5.7) 

  (0)T 1 1 0n  (5.8) 

  (1)T 1 1 0 n  (5.9) 

  (2)T 0 0 1n  (5.10) 

 p K   (5.11) 

 ( ) ( )     (for 1, 2)i iq G i   (5.12) 

であり，式(5.11)(5.12)における体積ひずみ，せん断ひずみは，以下で与えられる。 

 (0)T  n ε  (5.13) 

 ( ) ( )T     (for 1, 2)i i i  n ε  (5.14) 

また，式(5.5)と同様に，応力増分とひずみ増分の関係は，以下のとおり書くことができる。 

 d dσ D ε  (5.15) 

ここに，接線剛性マトリクスは，以下のとおり与えられる。 

 
2

(0) (0)T ( ) ( )T

1

i i

i

K G


 D n n n n  (5.16) 
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さて，ここで，第 2 章で示した微小変形解析における多重せん断モデルの基本形を思い出

してみる。テンソル表記された 3 次元での増分形構成式(2.13)を，2 次元ベクトル・マトリ

クス表示で表すと，式(5.15)に示す増分形構成式に還元される。一方，式(2.14)の接線剛性テ

ンソルは，ダイレイタンシーに関連する項を無視し，以下のように書き換えられる。 

 (0) (0)T ( ) ( ) ( )T
L/U L/U

1

ˆ ˆ ˆ ˆ
I

i i i

i

K G 


  D n n n n  (5.17) 

ここに， 

  (0)Tˆ 1 1 0n  (5.18) 

  ( )Tˆ cos cos sin   (for 1,..., )i
i i i i I    n  (5.19) 

 ( 1)i i     (5.20) 

 / I    (5.21) 

式(5.16)と式(5.17)を比較すると， L/UK K ，
( )
L/U
iG G   と置き，さらに 2I  とすると，

両者により表される接線剛性マトリクスが一致することがわかる。よって，微小変形解析

における線形弾性体構成式は，体積弾性係数およびせん断剛性が定数で与えられる（ばね

が 2 本の）多重せん断モデル（Iai ら，1992；Iai & Ozutsumi，2005）であると解釈すること

ができる。これが，5.2.3 項および 5.2.4 項で述べる多重せん断モデル型線形弾性体の基本概

念である。 

 

5.2.2 物質および空間表示での線形弾性型構成式 

 

 大変形解析における多重せん断モデル型の線形弾性体構成式の定式化の前に，本項では，

微小変形解析で用いた式(5.15)の構成関係を，そのまま大変形解析に対して適用した場合の

定式化を示す。第 3 章で述べたように，大変形解析には，基準配置に基づく物質表示によ

り定式化がなされる Total Lagrangian 法，現配置に基づく空間表示により表される Updated 

Lagrangian 法の 2 種類の方法が存在する。以下では，両者それぞれに対して，式(5.15)の構

成関係を適用することとする。なお，次項以降で述べる多重せん断モデル型線形弾性体に

対して，本項で述べる構成式を線形弾性型と称し，特に Total Lagrangian 法の場合は線形弾

性型 TL モデル，一方，Updated Lagrangian 法の場合は線形弾性型 UL モデルと呼ぶことと

する。 

 まず，Total Lagrangian 法では，物質表示における第 2Piola-Kirchhoff 応力ベクトル Ŝと

Green-Lagrange ひずみベクトル Êを用いて構成関係が表されるので，線形弾性型 TL モデル

の増分形構成式は以下のとおり与えられる。 

 ˆ ˆd dS D E  (5.22) 



5.2 多重せん断モデル型線形弾性体の定式化 

 
 

133 
 

ここに，接線剛性マトリクスは式(5.16)により与える。 

このモデルは，一般に Saint-Venant-Kirchhoff モデルと呼ばれており（久田，1992；Holzapfel，

2000），大変形微小ひずみ問題（すなわち，大回転現象など）に対して適用するのが正当で

あるとされている。これは，5.4 節で後述するように，一要素モデルに対して一軸圧縮引張

のシミュレーションを行った場合，引張側の大ひずみ領域では荷重が急増し，逆に圧縮側

では荷重がゼロへと向かうという非現実的な解析結果からも明らかである。 

 次に，Updated Lagrangian 法では，空間表示での Cauchy 応力ベクトル σ̂と Euler-Almansi

ひずみ êを用いて構成関係が表されるので，線形弾性型 UL モデルの増分形構成式は以下の

とおり与えられる。 

 ˆˆd dσ D e  (5.23) 

ここに，接線剛性マトリクスは式(5.16)で与えられるものとする。 

これらのモデルを用いた要素シミュレーションの結果は，多重せん断型モデルの結果と

あわせて 5.4 節で詳しく述べる。 

 

5.2.3 物質表示での多重せん断モデル型線形弾性体 

 

 ここでは，5.2.1 項での帰結を基に，大変形解析における線形弾性体モデルを表現する構

成式として，第 3 章で示した多重せん断モデルの大変形解析での定式化に準じた，以下の

ような構成モデルを提案する。 

 本項では，Total Lagrangian 法における多重せん断モデル型の線形弾性体構成式の定式化

を示す。2 次元平面ひずみ条件を対象とし，物質表示における第 2Piola-Kirchhoff 応力ベク

トル，Green-Lagrange ひずみベクトルを以下のように置く。 

  T
11 22 12

ˆ = S S SS  (5.24) 

  T
11 22 12

ˆ = 2E E EE  (5.25) 

これにより，線形弾性体モデルの積分形の基本形を，第 3 章で示した多重せん断モデルの

積分形構成式(3.184)にならい，以下で与える。 

 ˆ ˆ ˆ
p qS S +S  (5.26) 

ここに， 

 1ˆ ˆ
p Jp  S C  (5.27) 

  ( ) ( ) ( ) 1

1

ˆ ˆˆ
I

i i i
q

i

q  



  S N C  (5.28) 

また， 
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    T
1 1 1 1

11 22 12
ˆ C C C   C  (5.29) 

    
T

( )ˆ cos cos sin    (for 1,..., )i
i i i i I    N  (5.30) 

であり，各多重せん断ばねの角度およびばね間隔は式(5.20)(5.21)で与えられる。 

 さて，大変形解析における体積ひずみは，第 3 章で述べたように，Jacobian determinant

により以下のとおり与えられる。 

 ln J   (5.31) 

また，多重せん断モデルにおける仮想単純せん断ひずみ成分は，以下のとおり与えられる。 

  T
( ) ( )ˆ ˆ   (for 1,..., )i i i I  N E  (5.32) 

線形弾性体としての積分形の構成式は，式(5.31)および式(5.32)のひずみ成分と，式(5.27)

(5.28)における等方圧力，仮想単純せん断応力との関係を，以下に示す線形関係で与えるこ

とにより定式化する。 

 p K   (5.33) 

 ( ) ( )
v   (for 1,..., )i iq G i I   (5.34) 

ここに， 

 v
2

1

/ 2sin
I

i
i

G G
G

 


 


 (5.35) 

 次に，多重せん断モデル型線形弾性体の増分形構成式は，式(5.26)の両辺の物質時間微分

をとることにより，以下のとおり与えられる。 

 ˆ ˆd dS D E  (5.36) 

ここに， 

 p q D D D  (5.37) 

式(5.37)における等方成分の接線剛性マトリクスは，式(3.219)からダイレイタンシーに関連

する項を省いて，以下で与えられる。 

      T
1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ2p J K p Jp     D C C C C  (5.38) 

また，偏差成分の接線剛性マトリクスは，式(3.220)に準じて，以下のとおり与えられる。 

 1 2q q q D D D  (5.39) 

   T
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

1 v
1

ˆ ˆˆ ˆ
I

i i i i
q

i

G q  



   D N C N C  (5.40) 
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         T T T
( ) ( ) 1 1 1 1 1 1

2
1

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2
2

I
i i

q q q
i

q        



      
 

D C C C C C S S C  (5.41) 

 

5.2.4 空間表示での多重せん断モデル型線形弾性体 

 

 前項と同様にして，本項では，Updated Lagrangian 法における多重せん断モデル型の線形

弾性体構成式の定式化を行う。2 次元平面ひずみ条件を対象とし，空間表示における Cauchy

応力ベクトル，Euler-Almansi ひずみベクトルを以下のように置く。 

  T
11 22 12ˆ =   σ  (5.42) 

  T
11 22 12ˆ = 2e e ee  (5.43) 

これらを用いて，多重せん断モデルの積分形を以下で与える。 

 ˆ ˆ ˆp q σ σ σ  (5.44) 

ここに， 

 (0)ˆˆ p p σ n  (5.45) 

  1 ( ) ( ) ( ) (0)

1

ˆ ˆˆ   (for 1,..., )
I

i i i
q

i

J q i I 



   σ n n  (5.46) 

であり，
(0)n̂ は式(5.18)で与える。また，ここでの

( )ˆ in は式(3.256)で与えられ，物質表示の仮

想単純せん断を表す方向ベクトル成分である式(5.30)を，テンソル表示に戻した後，空間表

示へと push-forward することにより得られるベクトルである。 

 大変形解析における体積ひずみは，空間表示においても，物質表示と同様に式(5.31)で与

えられる。また，仮想単純せん断ひずみは以下で与えられる。 

    TT( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ   (for 1,..., )i i i i I   n e N E  (5.47) 

ここに，仮想単純せん断ひずみは，空間表示，物質表示のいずれにおいても等しくなる。

これは，式(5.47)をテンソル表示で比較すれば，式(3.119)により容易に確認できる。 

空間表示での多重せん断モデル型線形弾性体の積分形構成式は，これらのひずみ成分と，

式(5.45)(5.46)における等方圧力，仮想単純せん断ひずみとの関係を，物質表示の場合と同様

に，式(5.33)(5.34)に示す線形関係で与えることにより定式化する。 

 次に，多重せん断モデル型線形弾性体の増分形構成式は，Kirchhoff 応力テンソル Jτ σ

の Lie 時間微分として与えられる Oldroyd 応力速度  Oldr Jσ ，変形速度テンソルd（詳細

は第 3 章を参照のこと）を用いて，以下のとおり与えられる。 
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  Oldr :J Jσ d  (5.48) 

これをベクトル・マトリクス形式で表すと，以下のような増分形の構成式が得られる。 

  ˆOldr( )J Jσ cd  (5.49) 

ここに， 

 p q c c c  (5.50) 

であり，この接線剛性マトリクスの等方成分は，式(3.272)からダイレイタンシーに関する項

を除くことにより，以下で与えられる。 

   (0) (0)Tˆ 2p K p p  c n n I  (5.51) 

ここに， 

 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
   
  

I  (5.52) 

また，偏差成分の接線剛性マトリクスは，式(3.273)に準じて，以下のとおり与えられる。 

 1 2q q q c c c  (5.53) 

ここに， 

   T1 ( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0)
1 v

1

ˆ ˆ ˆ ˆ
I

i i i i
q

i

J G q 



   c n n n n  (5.54) 

  ( ) ( ) (0) (0)T (0) T (0)T
2

1

1
ˆ ˆ ˆ ˆ2 ' '

2

I
i i

q q q
i

q  


          
c I n n n σ σ n  (5.55) 

 

5.3 大変形解析における弾性体の基本方程式 

 

 本節では，全応力で規定される材料としての弾性体に対する基本方程式を，大変形理論

の枠組みで与えるとともに，有限要素法への導入のために離散化を行う。弾性体の基本方

程式は，第 4 章で示した多孔質体の運動方程式から間隙水圧の項を落とす（すなわち，有

効応力を全応力に置き換える）ことにより得られるため，適宜第 4 章の定式化を参照して

述べることとする。なお，構成式の定式化と同様に，基本方程式に関しても，空間表示に

よる Updated Lagrangian 法，物質表示による Total Lagrangian 法の両者により定式化を行う。 
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5.3.1 Updated Lagrangian 法による定式化 

 

 本項では，空間表示による Updated Lagrangian 法での基本方程式の定式化を行う。弾性体

の基本方程式である運動方程式は，空間表示では Cauchy 応力テンソルσを用いて，以下の

とおり表せる（Holzapfel，2000）。 

 div ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t t t t t  σ x x g x x u x  (5.56) 

ここに，  ：（空間表示での）弾性体の密度，g：重力加速度ベクトル，u：弾性体の変位

ベクトルである。 

また，式(5.56)に対する境界条件は， 

 ( , ) ( , )                 on  t t uu x u x  (5.57) 

 ( , ) ( , ) ( , )  on  t t t  σt x σ x n t x  (5.58) 

で与える。ここに，uはu境界上で規定される変位， t はσ 境界上で規定される表面

力である。一方，初期条件としては，まず対象領域内部において， 

 0( ,0) ( )u x u X  (5.59) 

 0( ,0) ( )u x u X   (5.60) 

 0( ,0) ( )σ x σ X  (5.61) 

とし，境界上では以下のように与えることとする。 

 0( ,0) ( )                         on   uu x u X  (5.62) 

 0 0( ,0) ( ) ( )           on    σt x σ X n t X  (5.63) 

 式(5.56)で表される運動方程式は，仮想仕事の原理により以下のとおり書ける。 

  : ( ) d d 0v s    
 

      
σ

σ e g u u t u  (5.64) 

ここに，eは空間表示における Euler-Almansi ひずみテンソルである。 

次に，式(4.21)(4.22)(4.24)に示すように，変位や加速度を補間関数を用いて節点値で表すと，

運動方程式(5.64)は式(4.35)に準じて以下のように離散化される。 

 T T
L vˆd ( ) d 0v g s

 

    
σ

b σ M I u H t  (5.65) 

ここに，質量マトリクスは以下で与えられる。 

 T dv


 M H H  (5.66) 

境界応力に関しては，第 4 章での多孔質体の定式化と同様に，面積分を変形前の面積で行

うこととし，式(4.41)により定式化を行う。また，ベクトル・マトリクス表示における空間

表示でのひずみについても，第 4 章の議論がそのまま適用できるので，式(4.34)で表される

空間表示での B マトリクスおよび式(4.32)の変位勾配を用いて，式(4.45)により Euler-Almansi

ひずみベクトルが与えられる。 

 Updated Lagrangian 法による離散化された運動方程式(5.65)の解法に関しては，第 4 章で述
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べた多孔質体の運動方程式とほぼ等しいものとなるので，ここでの詳細な説明は省略する。

すなわち，運動方程式(5.65)において時間依存項を無視したつりあい方程式の自重解析を行

う場合は，4.5.1 項の地盤の自重解析の定式化において，有効応力 ˆ 'σ を全応力 σ̂とするとと

もに，節点水圧pに関する項を落とせばよい。また，慣性項を考慮した動的解析を行う際も，

4.5.4 項の地盤の動的解析の定式化に対して同様の処理を行うことで，弾性体の動的解析に

おける定式化式が得られる。動的解析で用いられる時間積分法としては，多孔質体の場合

と同様に，中央差分法，Newmark 法，Wilson の 法などが挙げられる。 

 

5.3.2 Total Lagrangian 法による定式化 

 

 本項では，物質表示での Total Lagrangian 法における基本方程式の定式化について述べる。

弾性体の基本方程式としての運動方程式は，物質表示では第 1Piola-Kirchhoff 応力テンソル

Pを用いて，以下のように与えられる（Holzapfel，2000）。 

 0 0Div ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )t t  P X X g X X u X  (5.67) 

ここに， 0 ：（物質表示での）弾性体の密度，g：重力加速度ベクトル，u：弾性体の変位

ベクトルである。 

また，式(5.67)に対する境界条件は， 

 0( , ) ( , )                    on  t t  uu X u X  (5.68) 

 0( , ) ( , ) ( , )  on  t t t   σT X P X N T x  (5.69) 

で与える。ここに，uは 0 u境界上で規定される変位， t は 0 σ 境界上で規定される表

面力である。一方，初期条件としては，まず対象領域内部では， 

 0( ,0) ( )u X u X  (5.70) 

 0( ,0) ( )u X u X   (5.71) 

 0( ,0) ( )σ X σ X  (5.72) 

とし，境界上では以下のとおり与えることとする。 

 0 0( ,0) ( )                         on    uu X u X 　  (5.73) 

 0 0 0( ,0) ( ) ( )         on     σT X P X N T X  (5.74) 

なお，第 1Piola-Kirchhoff 応力テンソルPは，空間表示での Cauchy 応力テンソルσ，および，

物質表示での第 2Piola-Kirchhoff 応力テンソルSを用いて以下で与えられる。 

 T TJ    P σF τF FS  (5.75) 

ここに， τは Kirchhoff 応力テンソル，Fは変形勾配テンソルである。 

 式(5.67)の運動方程式は，仮想仕事の原理により，Green-Lagrange ひずみテンソルEを用

いて以下のとおり表せる。 
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0 0

0 0: ( ) d d 0V S    
 

      
σ

S E g u u T u  (5.76) 

なお，式(5.76)は，空間表示における運動方程式(5.64)を pull-back し，さらに 0J  の関

係を用いることにより得ることもできる。 

次に，Updated Lagrangian 法の場合と同様に，変位および加速度を補間関数により節点値を

用いて表すと，Total Lagrangian 法での運動方程式(5.76)は以下のように離散化される。 

 

0 0

T T
L v

ˆd ( ) d 0V g S
 

    
σ

B S M I u H T  (5.77) 

ここに，質量マトリクスは， 

 

0

T
0 dV



 M H H  (5.78) 

で与えられ， 0J  の関係を考慮すると，式(5.66)に示す Updated Lagrangian 法における

質量マトリクスと等価であることがわかる。 

なお，物質表示における Green-Lagrange ひずみベクトルは，Total Lagrangian 法での式(4.75)

で表される B マトリクス，および，式(4.72)の変位勾配を用いて，式(4.84)のように与えら

れる。 

 Total Lagrangian 法による離散化された運動方程式(5.77)の解法に関しては，第 4 章の多孔

質体の運動方程式に関する議論がほぼそのまま適用できる。すなわち，運動方程式(5.77)に

おいて時間依存項を無視した自重解析を行う場合は，4.4.1 項の地盤の自重解析の定式化に

おいて，有効応力 ˆ 'σ を全応力 σ̂に置き換え，さらに節点水圧pに関する項を落とせばよい。

また，慣性項を考慮した弾性体の動的解析の場合は，4.4.4 項の地盤の動的解析の定式化に

対して，同様の処理を行うことで定式化がなされる。動的解析での時間積分法には，Updated 

Lagrangian 法の場合と同様に，中央差分法，Newmark 法，Wilson の 法などを用いる。 

 

5.4 要素シミュレーション 

 

 以上の定式化に基づき，本章で提案する多重せん断型の線形弾性体構成式を用いて，有

限要素法による要素シミュレーションを実施した。多重せん断型モデルを用いた大変形解

析に加え，解析法による結果の違いを考察するため，5.2.1 項で示した微小変形理論での弾

性体構成式を用いる微小変形解析，および，5.2.2 項で示した微小変形解析での構成関係を

物質表示もしくは空間表示において適用する大変形解析もあわせて行った。なお，5.2.2 項

で述べたように，微小変形解析での接線剛性マトリクスを，物質表示における応力-ひずみ

関係に適用したモデルを線形弾性型 TL モデル，一方，空間表示における応力-ひずみ関係

に適用したものを線形弾性型 UL モデルと称す。また，5.2.3 項で示したモデルを多重せん

断型 TL モデル，5.2.4 項のモデルを多重せん断型 UL モデルと呼ぶこととする。 

 要素シミュレーションとしては，Bathe（1996）の例題を参考にし，8 節点で構成される
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一辺が 2cm の立方体モデルの一軸圧縮引張解析を実施した。図 5.1 に，Bathe の例題におけ

るモデルの概略図を示す。同図に示すとおり，立方体の左側面は完全固定とし，右側面に

一様な強制外力もしくは強制変位（引張を正とする）を与える。右側面の節点は x 方向のみ

自由度をもち， y 方向および z 方向には変位が生じないものとする。そのため，有限要素

法による数値解析では，2 次元（ x - y ）平面ひずみ条件として一軸圧縮引張試験を実施し

た。また，後で述べるように，線形弾性型 TL 法では圧縮が進むと外力が減少する傾向があ

るため，ここでは変位制御により解析を行った。なお，弾性体の物性値の設定は，Bathe の

例題に準じ，ヤング率
810 kPaE  ，ポアソン比 0.30  とする。 

 

 

図 5.1 一軸圧縮引張試験概略図（Bathe（1996）に加筆） 

 

 有限要素法により得られた右側面における節点での（強制）変位と荷重関係との関係を

図 5.2(a)に示す。まず，微小変形解析では，応力-ひずみ関係と同様に，荷重-変位関係も線

形関係で表されることがわかる。一方，大変形解析により得られた結果は，幾何学的非線

形性を考慮しているため，いずれの場合も微小変形解析とは異なるものとなっている。大

変形解析での荷重-変位関係を具体的に眺めてみると，まず，線形弾性型 TL モデルと線形

弾性型 UL モデルでは，微小変形解析の結果を基準として両極端の傾向を示している。特に，

線形弾性型 TL モデルにおける引張領域での荷重増加傾向，および，線形弾性型 UL モデル

における圧縮領域での荷重増加傾向は顕著である。また，線形弾性型 TL 法では，ある一定

の圧縮変形が生じると，それ以降は圧縮の進展とともに荷重の減少が始まり， 終的にゼ

ロに至ることがわかる。Bathe においてもこのような荷重-変位関係が得られており（図 5.2(b)

参照），この荷重ゼロ点は，圧縮側の強制変位が 2cm，すなわち要素の面積（図 5.1 では体

積）がゼロとなっている状態に対応する。これは，ある物体に強制変位を与えて一軸圧縮
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すると，途中から荷重がゼロに向かうため，容易に体積がゼロの状態まで物体を圧縮でき

ることに他ならない。現実の材料でこのような性質を有するものは考えにくく，そのため，

大変形現象に対して線形弾性型 TL モデルを適用することは適切ではない。一方，線形弾性

型 UL モデルに関しても，引張領域において荷重が一定値に収束する傾向にあり，これはす

なわち，一定荷重に達した時点で変位が急増することを表す。このように，線形弾性型 UL

モデルは，線形弾性型 TL モデルに対して圧縮領域と引張領域とを入れ替えたような性質を

示し，やはり大変形現象を適切に評価できるものとは考え難い。 
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図 5.2 一軸圧縮引張解析における荷重-変位関係：(a) 本解析結果；(b) Bathe（1996）より

抜粋（pp.590 の Figure6.8(a)） 

 

 続いて，図 5.2(a)における多重せん断モデル型線形弾性体の挙動についての考察を行う。

まず，線形弾性型 TL/UL モデルとは異なり，多重せん断型モデルを用いた場合，TL モデル

(a) 

(b) 
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と UL モデルの荷重-変位関係が一致している。この要因は，物質表示および空間表示のい

ずれにおいても，線形関係を式(5.33)(5.34)により規定していることによる。本来，Total 

Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の区別は，基準としている配置（および，それに伴う

表示法）の違いによるものであり，対象としている物質の変形・運動に関しては等しいは

ずである。数値計算での誤差などはあるにしても，両者による荷重-変位関係はほぼ等しく

なるべきであり，このことから，本章で提案する多重せん断モデル型の線形弾性体構成式

が理に適ったものであることがわかる。多重せん断型モデルでは，線形弾性型 TL/UL モデ

ルで見られたような両極端な傾向は抑えられており，引張領域における荷重-変位関係は，

微小変形解析のそれとほぼ等しくなっている。一方，圧縮領域では，微小変形解析と比較

すると，圧縮の進展とともに荷重が増加する傾向にある。これは，ある物体を厚みがゼロ

に近づくまで圧縮しようとする場合，それまでより大きな増分荷重が必要とされるという

ことであり，現実的な挙動を示しているものと思われる。 

 次に，一軸圧縮引張における応力-ひずみ関係を図 5.3 に示す。同図における横軸は（水

平）垂直ひずみであり，Total Lagrangian 法の場合は物質表示での Green-Lagrange ひずみ，

Updated Lagrangian 法の場合は空間表示での Euler-Almansi ひずみを表している。一方，縦軸

は（水平）垂直応力であり，Total Lagrangian 法の場合は第 2Piola-Kirchhoff 応力，Updated 

Lagrangian 法の場合は Cauchy 応力で表される。線形弾性型 TL 法および UL 法では，応力-

ひずみ関係が線形で表され，微小変形解析でのラインに重なっている。これは，式(5.22)(5.23)

に示す物質もしくは空間表示での応力-ひずみ間の線形関係からも明らかである。一方，多

重せん断モデル型の線形弾性体では，応力-ひずみ関係は非線形となり，Total Lagrangian 法

と Updated Lagrangian 法とで異なった形状を有している。このことより，多重せん断モデル

型線形弾性体における“線形”とは，当該表示での応力とひずみの関係性を指すものでは

なく，式(5.33)(5.34)に示すように，等方圧力と体積ひずみ，および，仮想単純せん断応力と

仮想単純せん断ひずみの関係が線形であることを示すものである。 

ここで，図 5.3 の横軸および縦軸を，すべてのケースにおいて，それぞれ Euler-Almansi

ひずみ，Cauchy 応力で表示した場合の応力-ひずみ関係を図 5.4 に示す。なお，同図には，

参考として微小変形解析での応力-ひずみ関係もあわせて記してある。まず，線形弾性型 UL

モデルでは，空間表示での応力-ひずみ間に線形関係を課しているので，図 5.3 と同じ結果

となる。また，線形弾性型 TL モデルでは，物質表示で表された図 5.3 の応力，ひずみを，

変形勾配を用いて push-forward することにより空間表示に置き換えている。そのため，物質

表示では線形であった応力-ひずみ関係が，図 5.4 に示す空間表示では非線形な関係となっ

ている。一方，多重せん断モデル型の線形弾性体では，Cauchy 応力と Euler-Almansi ひずみ

の関係は非線形にはなるものの，Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の結果は等しく

描かれている。このことから，同じ定義の応力およびひずみにより整理をすれば，得られ

る応力-ひずみ関係は等しくなることがわかる。よって，多重せん断モデル型の線形弾性体

構成式を用いる場合，Total Lagrangian 法もしくは Updated Lagrangian 法のどちらの解法を選
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択しても，本質的な違いは生じない。 
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図 5.3 一軸圧縮引張解析における応力-ひずみ関係 
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図 5.4 一軸圧縮引張解析における Cauchy 応力-Euler-Almansi ひずみ関係 

 

5.5 まとめ 

 

 本章では，砂の力学モデルとしてのひずみ空間における多重せん断モデル（Iai & Ozutsumi，

2005）に基づき，大変形解析で用いる新たな線形弾性体の構成式を提案した。この構成式

の基本的な概念は，微小変形解析での線形弾性体構成式が，体積弾性係数およびせん断剛

性が定数で与えられる（ばねが 2 本の）多重せん断モデルと等価であるという事実に基づ

くものである。大変形理論に基づく多重せん断モデルの構成式を参考にし，等方圧力と体

積ひずみ，および，仮想単純せん断応力と仮想単純せん断ひずみの間に線形関係を仮定す
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ることで，新たな線形弾性体の定式化を行った。本章で提案する多重せん断モデル型の線

形弾性体構成式は，物質表示（第 2Piola-Kirchhoff 応力，Green-Lagrange ひずみ）および空

間表示（Cauchy 応力，Euler-Almansi ひずみ）の双方において定式化がなされているが，表

現方法が異なるのみで，両者の間に本質的な違いはない。また，間隙水で満たされた多孔

質体の支配方程式に準じて，大変形解析における弾性体の運動方程式の定式化，および，

有限要素法への導入のための離散化を行った。ここでも，物質表示による Total Lagrangian

法，および，空間表示における Updated Lagrangian 法の 2 種類の解法に関して定式化を行っ

ているが，これらも本質的には等価であり，構成関係において用いられている応力，ひず

み（の表示形式）に応じて解法を使い分ければよい。 

 本章で提案した多重せん断モデル型の線形弾性体構成式を用いて，有限要素法により一

軸圧縮引張試験の要素シミュレーションを行った。その結果，微小変形解析での構成関係

を，物質表示（Total Lagrangian 法）もしくは空間表示（Updated Lagrangian 法）の応力とひ

ずみに対して適用した線形弾性型の大変形モデルでは，両者の荷重-変位関係が両極端な挙

動を示し，そのいずれもが現実の材料には適用し難いということがわかった。すなわち，

線形弾性型 TL モデルでは，引張を加えた場合には荷重が急増する性質を有するのに対し，

圧縮を加えた場合には圧縮の進展とともに荷重がゼロに向かい減少する傾向が見られ，容

易に体積がゼロの状態にまで物体を圧縮できる結果となった。一方，線形弾性型 UL モデル

では，圧縮を加えた場合には荷重が大幅に増加する傾向を示すのに対し，引張を加えた場

合には荷重はある一定値に収束し，それ以降は荷重増分を与えずとも変位が急増する結果

となり，線形弾性型 TL モデルの圧縮領域と引張領域とを入れ替えたような荷重-変位関係

が得られた。それに対して，多重せん断モデル型の線形弾性体構成式を用いた場合，Total 

Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の両者の荷重-変位関係は一致し，解析法の違いにより

挙動が左右されないという現実的な結果が得られた。さらに，得られた荷重-変位関係は，

微小変形解析の構成関係をそのまま用いた線形弾性型大変形モデルと比較して，より現実

的な挙動を示す結果となった。また，応力-ひずみ関係に関しても，表示する応力，ひずみ

の定義を合わせることにより，Total Lagrangian 法もしくは Updated Lagrangian 法のいずれを

用いても，等しい結果が得られることが示された。以上より，本章で提案する多重せん断

モデル型の線形弾性体構成式は，大変形解析における弾性体構成式として，合理的なもの

であるといえる。 
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第 6 章 大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式を用いた要素

シミュレーション 

 

6.1 概要 

 

 本章では，第 3 章で示した大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式を用いて，有限

要素法による要素シミュレーションを実施する。数値解析においては，第 4 章で示した間

隙水で満たされた多孔質体の大変形理論に基づく支配方程式を適用することとし，Total 

Lagrangian 法および Updated Lagarangian 法の両者により数値解析を行う。 

本章での要素シミュレーションの対象としては，砂の非排水単調せん断試験，非排水繰

り返しせん断試験，非排水平面ひずみ圧縮試験を取り上げた。いずれの場合も，慣性項を

考慮しない静的解析であるため，時間積分法を用いる必要はなく，段階的に荷重を増加さ

せることにより離散化された支配方程式が解かれる。なお，微小変形解析と大変形解析の

比較のため，第 2 章における微小変形理論に基づく多重せん断モデル構成式を用いた数値

解析もあわせて実施した。 

 

6.2 非排水単調せん断試験 

 

6.2.1 要素シミュレーションの概要 

 

 ここでは，一要素の単純モデルに対して，砂の非排水単調せん断試験に対する数値解析

を実施した。要素シミュレーションでは，室内実験における状態を再現するため，まずモ

デルに対して排水条件下で等方圧密を行い，その後，非排水条件で変位制御により単調的

にせん断変形を与えた。図 6. 1 に，要素シミュレーションの手順を模式的に示す。 

 砂の非排水単調せん断試験に関する既往の結果（Ishihara，1993；Verdugo & Ishihara，1996；

Yoshimine & Ishihara，1998）から，非排水条件での砂の挙動には，図 6. 2 に示すような典型

的な定常状態が存在することが明らかにされている。同図に示すように，室内試験では大

きく分けて 4 種類の挙動が観測されている。まず，タイプ A では，ほとんど有効拘束圧の

減少が見られないまま，せん断応力が単調的に定常状態に達する。続いて，タイプ B では，

変相線に至るまで有効拘束圧が減少するものの，せん断応力は単調増加的に定常状態へと

向かう。一方，タイプ C では，変相線に至る前にせん断応力が一度ピークを迎え，その後，

変相線までは減少傾向を示す。変相線を超えた後は，タイプ B と同様に定常状態へと至る。

同図に見られるように，準定常状態が存在するのが，タイプ C の大きな特徴である。最後

に，タイプ D では，タイプ C と同様に変相線に至るまでにせん断応力のピークが存在する
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図 6. 1 等方圧密-非排水単調せん断試験の要素シミュレーション手順 
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図 6. 2 砂の非排水単調せん断試験結果の模式図（Yoshimine & Ishihara（1998）を修正・加

筆）：(a) 有効応力経路；(b) せん断応力-せん断ひずみ関係 

 

が，変相線に達しても体積の膨張傾向が見られず，そのまま定常状態へと至る。 

ここでの要素シミュレーションの第一の目的は，微小変形解析の結果と比較して，大変

形解析での挙動がどのように表されるかということであるが，上に述べた実験結果におけ

る定常状態が，要素シミュレーションでいかに再現されるかということも重要な論点であ

る。 

 

6.2.2 微小変形解析での結果 

 

 ここでは，まず，第 2 章で示した微小変形理論に基づく多重せん断モデルを用いた要素

シミュレーションの結果を示す。解析に用いたモデルパラメータは，表 6. 1 に示すとおり
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である。ここに，ダイレイタンシー成分に関連するパラメータである非排水せん断強度 usq

は，5,30,200kPa の 3 種類に加え， usq  とした定常状態を考慮しないケースの解析も実施

した。また，初期有効拘束圧の違いが解析結果に及ぼす影響を見るため，単調せん断変形

を加える前の等方圧密は，20,50,100,200kPa の 4 種類の拘束条件の下で行った。なお，表 6. 

1 に示すパラメータは，後述の大変形解析においても共通である。 

 

表 6. 1 要素シミュレーションにおけるモデルパラメータ 

L/UaK  Kr  Kl  maG  f  maxh  p  

(kPa)   (kPa) ( )  (  ) 
220300 0.5 2.0 84490 39.67 0.24 28.0 

( a 98kPap  ) 

d
r  c

d
r


 1q  2q  cm
d 1S  1c  usq  

       (kPa) 
0.1 30.0 1.0 1.0 0.2 0.005 1.0 5,30,200,∞ 

 

 まず，図 6. 3 に非排水せん断強度 usq を 5kPa とした場合の解析結果を示す。同図(a)は有

効応力経路，同図(b)(c)はせん断応力-せん断ひずみ関係である。ここに，同図(b)は，せん断

ひずみを解析終了時の 200%まで表示した（全体領域での）関係図であり，一方の同図(c)

は，同図(b)からせん断ひずみが 1.0%までの部分を抽出して表示したものである。なお，同

図の表題において，小ひずみ領域という用語を用いているが，これは本来の意味での 10-3%

程度以下の微小ひずみ（例えば，石原（1976））を表すものではなく，せん断ひずみが 1.0%

までの状態を便宜的に表現するものとして用いている。また，同図の縦軸は，せん断応力 xy

と，以下で与えられる最大せん断応力， 

     2 2
' ' / 2x y xy       (6.1) 

により表されている。微小変形理論において単純せん断変形の状態を考える場合，軸差応

力  ' ' / 2x y  は発生しないため，式(6.1)よりせん断応力は最大せん断応力と一致するこ

とがわかる。なお，ここで両者による表示を併用しているのは，後述する大変形解析での

結果と比較するためであり，大変形解析においては，単純せん断の場合でもせん断応力が

最大せん断応力に一致するとは限らない。同図(a)と先に示した図 6. 2(a)を比較すると，等方

圧密時の拘束圧に関わらずせん断応力は 5kPa に収束しており，いずれの場合も先に述べた

タイプ D に近い挙動を示している。ただし，等方圧密終了時の初期拘束圧が 20～100kPa の

場合は，わずかではあるがせん断応力が増加しており，変相線を超えた領域での正のダイ

レイタンシーの影響が見受けられる。この傾向は，図 6. 3(b)と図 6. 2(b)を比較しても明らか

であり，挙動としては限りなくタイプ D に近いものの，わずかにタイプ C の準定常状態が
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存在することがわかる。 

 次に，非排水せん断強度 usq を 30kPa とした場合の解析結果を，図 6. 4 に示す。同図より，

等方圧密終了時の初期拘束圧に関わらず，いずれの場合においても，せん断応力は非排水

せん断強度である 30kPa に収束している。ここでの挙動は，図 6. 2 に示したタイプ C の傾

向と等しく，まず負のダイレイタンシーの影響によりせん断応力はピーク強度から変相線 
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図 6. 3 非排水単調せん断解析結果（ us 5kPaq  ）：(a) 有効応力経路；(b) せん断応力-せ

ん断ひずみ関係（全体図）；(c) せん断応力-せん断ひずみ関係（小ひずみ領域） 
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へと向かう。さらに，変相線を超えた領域において正のダイレイタンシーの影響が顕著に

見られ，最終的に定常状態へと至っている。図 6. 3 (c)と図 6. 4 (c)を比較すると，定常状態

における非排水せん断強度の差異が，せん断ひずみが 1.0%までの挙動に対しても影響を及

ぼしていることがわかる。ただし，せん断ひずみが 0.1%までの挙動，すなわち，初期等方

状態から変相線へと至る途中のピーク強度位置までは，図 6. 3 (c)と図 6. 4 (c)の間に際立っ

た違いは見られない。これは，図 6. 3 (a)と図 6. 4 (a)からも見てとることができる。 
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図 6. 4 非排水単調せん断解析結果（ us 30kPaq  ）：(a) 有効応力経路；(b) せん断応力-せ

ん断ひずみ関係（全体図）；(c) せん断応力-せん断ひずみ関係（小ひずみ領域） 
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 続いて，非排水せん断強度 usq を 200kPa とした場合の解析結果を，図 6. 5 に示す。この

場合も，明らかにタイプ C の挙動であり，準定常状態を経た後で，せん断応力は非排水せ

ん断強度に等しい 200kPa まで上昇し，最終的に定常状態に至っている。同図(c)と図 6. 3 (c)

および図 6. 4(c)を比較すると，ピーク強度に達するまでの領域，すなわち，せん断ひずみが

0.1%以下の領域では，これらの挙動の間に明確な差異は見られない。このことより，多重

せん断モデルにおける入力パラメータとしての非排水せん断強度は，ピーク強度以降の変 
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図 6. 5 非排水単調せん断解析結果（ us 200kPaq  ）：(a) 有効応力経路；(b) せん断応力-

せん断ひずみ関係（全体図）；(c) せん断応力-せん断ひずみ関係（小ひずみ領域） 
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相線へと向かう領域，および，変相線を超えて定常状態へと至る領域での挙動に影響を及

ぼすものであり，ピーク強度に至るまでの挙動に関してはほぼ寄与しないことがわかる。 

 最後に，非排水せん断強度を usq  とし，定常状態を考慮しない場合の解析結果を，図

6. 6 に示す。同図(a)より，変相線を超えた領域での正のダイレイタンシーの発生に伴い，せ

ん断応力および有効拘束圧が非常に大きな値となっているのがわかる。これは，同図(b)を

見てもわかるとおり，せん断ひずみが 200%にも達する大きなせん断変形を加えた場合，解 
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図 6. 6 非排水単調せん断解析結果（ usq  ）：(a) 有効応力経路；(b) せん断応力-せん断

ひずみ関係（全体図）；(c) せん断応力-せん断ひずみ関係（小ひずみ領域） 
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析におけるそれに伴う応力の値は，変相線を境に急増することを意味する。通常，砂質土

には定常状態が存在し，ある有限の値として非排水せん断強度が規定されるので，ここに

示す挙動は特異なものであり，実際の砂の挙動としては図 6. 3～図 6. 5 に示す形が一般的で

ある。なお，せん断ひずみが 0.1%に満たない領域では，パラメータとしての非排水せん断

強度の影響は小さいため，図 6. 6 (c)の挙動は定常状態を考慮した場合のそれとほぼ変わら

ない。すなわち，発生するせん断ひずみが小さく，ピーク強度に至るまでの領域であれば，

非排水せん断強度を与えずとも解析が可能である。しかし，例えば，繰り返し三軸試験や

繰り返し中空ねじり試験により液状化抵抗曲線を求める際には，両振幅 5%ひずみを判定基

準として用いる。また，次章で示す地震時の地盤・構造物系の液状化解析では，数%から数

十%，もしくはそれ以上のひずみ領域を対象とするため，基本的には室内試験結果などから

得られた非排水せん断強度を，入力パラメータとして設定する必要があると思われる。 

 

6.2.3 パラメータが解析結果に及ぼす影響 

 

 大変形解析による要素シミュレーション結果を示す前に，ここでは，パラメータがどの

ように解析結果に影響を及ぼすかについて考察する。前項で示した図 6. 5 の結果，すなわ

ち，表 6. 1 のパラメータを用い，非排水せん断強度を 200kPa とした場合を基本ケースとし，

ある特定のパラメータを変更した際の挙動の変化を示す。ここで対象としたパラメータは，

収縮的ダイレイタンシー成分に影響を及ぼす c
d

r

と，過剰間隙水圧上昇の後半における収縮

的ダイレイタンシー成分を制御するパラメータ 2q である。 

 まず，パラメータ c
d

r

を変化させた場合の解析結果を，図 6. 7 に示す。同図(a)と図 6. 2 (a)

を比較すると，パラメータが小さい場合（ c
d

1, 2r

 ）は，タイプ A に分類されるように，

有効拘束圧の減少をほぼ伴わないまま単調的に定常状態に到達する。一方，中程度のパラ

メータ値（ c
d

5,10r

 ）を用いた場合は，タイプ B の傾向を示しており，明瞭なピーク強度

を経ないまま変相線に到達し，さらには定常状態へと至る。パラメータとしてそれ以上の

値（ c
d

20,50r

 ）を用いた場合は，タイプ C に示すとおり，ピーク強度に達した後に変相

へと向かい，最終的に定常状態へと達する。図 6. 7 (b)と図 6. 2 (b)の比較からも同様の分類

が可能であり，パラメータ c
d

r

として大きな値（50 程度）を用いた場合，タイプ C に示すよ

うな準定常状態が明らかに存在することが確認できる。以上より，収縮的ダイレイタンシ

ー成分を規定するパラメータ c
d

r

を適宜調節することで，図 6. 2 に示すような定常状態へと

至る種々の挙動を，精度良く再現することが可能であると思われる。 

 次に，パラメータ 2q を変化させた場合の解析結果を，図 6. 8 に示す。同図(a)と図 6. 2 (a)

を比較すると，パラメータ 2q として大きな値（ 2 2.0,5.0q  ）を与えた場合，その挙動はタ

イプ B に分類することができる。パラメータの値を徐々に小さくすると（ 2 0.5,1.0q  ），

タイプ C の挙動を示すようになり，さらに小さい値（ 2 0,0.2q  ）を用いると，その挙動
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はタイプDに近しいものとなる。図6. 8 (b)を見ると，中程度のパラメータ（例えば， 2 0.5q  ）

を用いた場合，タイプ C の特徴である準定常状態が存在することが確認できる。一方，パ

ラメータ 2q をゼロ，もしくはそれに近しい値とした場合，せん断応力はほぼ一定の値をと

り変動しない傾向にある。同図より，その値は，設定した非排水せん断強度（200kPa）と

比べてかなり小さいものであり，意図した結果とは異なるように思われる。せん断ひずみ

をさらに限りなく大きくすれば，理論的には目標としたせん断強度が得られるはずである 

 

0

20

40

60

80

100

0 50 100 150

p (kPa)

τ
xy

 o
r 

τ
 (

kP
a)

Steady state

rεdc=1

(a)

rεdc=2

rεdc=5

rεdc=10rεdc=20

rεdc=50

 

0

50

100

150

200

250

0 50 100 150 200

γxy (%)

τ
xy

 o
r 

τ
 (

kP
a)

Steady state

(b) rεdc=1 rεdc=2

rεdc=5

rεdc=10

rεdc=20

rεdc=50

 

0

20

40

60

80

100

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

γxy (%)

τ
xy

 o
r 

τ
 (

kP
a)

(c) rεdc=1

rεdc=2
rεdc=5

rεdc=10
rεdc=20

rεdc=50

 

図 6. 7 パラメータ c
d

r

に対する解析結果の感度（ us 200kPaq  ）：(a) 有効応力経路；(b) せ

ん断応力-せん断ひずみ関係（全体図）；(c) せん断応力-せん断ひずみ関係（小ひずみ領域） 
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が，実際にそのようなひずみ領域を考えることは皆無に等しいため，今回対象としたひず

み領域ではタイプ D の挙動とみなしてもよいであろう。以上より，パラメータ 2q に関して

も，その値をうまく調節することにより，図 6. 2 に示す種々の挙動を再現できるものと思

われる。なお，タイプ D の挙動の再現に関しては，ここでのパラメータ 2q による制御より

も，入力としての非排水せん断強度により規定されるべきであり，図 6. 3 (a)に示すように，

小さいせん断強度を入力すれば再現が可能である。 
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図 6. 8 パラメータ 2q に対する解析結果の感度（ us 200kPaq  ）：(a) 有効応力経路；(b) せ

ん断応力-せん断ひずみ関係（全体図）；(c) せん断応力-せん断ひずみ関係（小ひずみ領域） 
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6.2.4 大変形解析での結果 

 

 ここでは，Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法を用いた，大変形解析での要素

シミュレーション結果を示す。いずれの解法の場合にも，結果の表示には空間表示での

Cauchy 有効応力および Euler-Almansi ひずみを用いることとする。また，大変形解析では，

微小変形解析での 'x ， 'y ， xy を 11' ， 22' ， 12' と書き換えることとし，式(6.1)の最

大せん断応力を以下で与え直す。 

     2 2

11 22 12' ' / 2 '       (6.2) 

なお，式(6.1)と式(6.2)は，表記法は異なるものの，物理的な意味は等価である。 

大変形解析結果では，せん断応力 12' と式(6.2)で表される最大せん断応力とを分けて示す。 
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図 6. 9 大変形解析における有効応力経路（ us 5kPaq  ）：(a) せん断応力表示；(b) 軸差応

力表示；(c) 最大せん断応力表示 
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これは，大変形理論のもとでは，幾何学的非線形性が考慮されるため，単調せん断変形の

場合でも軸差応力（および軸差ひずみ）が生じうるからである。 

 まず，図 6. 9～図 6. 11 に，非排水せん断強度 usq を 5kPa とした場合の解析結果を示す。

図 6. 9 は有効応力経路，図 6. 10 は全体領域での応力-ひずみ関係，図 6. 11 は小ひずみ領域

での応力-ひずみ関係である。それぞれの図において，左列がTotal Lagrangian法による結果，

一方，右列が Updated Lagrangian 法による結果である。いずれの図においても，Total 

Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法との間に明瞭な差異は見られず，両者の結果はほぼ完

全に一致している。物質表示と空間表示の相互間に，push-forward および pull-back の関係が

あることを考慮すると，これは理論的には当然の帰結であるが，数値解析では，計算上の

誤差などの混入により必ずしも結果が完全に一致するとは限らない。ここでのケースでは，

解析対象モデルが一要素であり，条件も単調せん断という基本的なものであったため，数

値解析における誤差がほとんど生じなかったものと思われる。したがって，本項では，Total  
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図 6. 10 大変形解析における応力-ひずみ関係（全体図）（ us 5kPaq  ）：(a) せん断応力表

示；(b) 軸差応力表示；(c) 最大せん断応力表示 
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Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の区別なく，大変形解析により得られた一意な結果と

して述べることとする。 

 図 6. 9 に示す大変形解析での有効応力経路と，図 6. 3 (a)の微小変形解析のそれとを比較

すると，図 6. 9 (c)のように最大せん断応力で整理すれば，両者が同一の挙動を示している

ことがわかる。これは，図 6. 10 と図 6. 3 (b)に示す応力-ひずみ関係に関しても同様である。

一方，図 6. 9 (a)および図 6. 10 (a)に示すように，せん断応力 12' は，ひずみが 50%程度の領

域（有効応力経路では，変相線を超えて定常状態に向かう中途段階に相当する）までは微

小変形解析でのせん断応力と等しいが，それ以降，わずかではあるが減少する傾向が見ら

れる。それとは逆に，図 6. 9 (b)および図 6. 10 (b)に示す軸差応力は，ひずみの進行とともに

徐々にではあるが増大する傾向を有している。この現象は，大変形解析ではせん断変形に

伴う回転のモード（幾何学的非線形性）が考慮されるため，変形が大きくなりせん断ひず

みが増大すると，せん断応力の鉛直方向の作用面が次第に傾き，その結果として水平方向 
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図 6. 11 大変形解析における応力-ひずみ関係（小ひずみ領域）（ us 5kPaq  ）：(a) せん断

応力表示；(b) 軸差応力表示；(c) 最大せん断応力表示 



第 6 章 大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式を用いた要素シミュレーション 

 
 

158 
 

の直応力（および，それに伴う軸差応力）が発生することによるものと思われる。図 6. 11 

を見ると，せん断ひずみが 1.0%に満たない領域では，幾何学的非線形性の影響はほとんど

無視できるため，同図(b)において軸差応力は発生しておらず，同図(a)のせん断応力と同図

(c)の最大せん断応力とが一致する結果となっている。このことより，ひずみが数%程度まで

しか発生しない現象を扱う場合は，微小変形解析でも十分に精度良い結果が得られるが，

ひずみが数十%を超えるような現象に対しては，幾何学的非線形性を考慮した大変形解析が

必要であると思われる。これは，後述するように，非排水せん断強度を大きく設定した場

合，さらに重要な問題となる。 

次に，軸差応力もしくは軸差ひずみを横軸に，せん断応力もしくはせん断ひずみを縦軸に

とり，図 6. 12 に示すような応力経路およびひずみ経路を考える。同図(a)(b)は応力経路，同

図(c)はひずみ経路である。なお，Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の結果が等しい

ため，ここでは両者を併記した形で結果を示す。微小変形解析では，単純せん断変形に伴

う応力増分の方向は，せん断応力増分のみに依存しその方向を変えない。一例として，初

期拘束圧 200kPa での微小変形解析による結果を図 6. 12 に併記してある。これは，微小変

形解析において軸差応力が発生しないことを考えれば，当然の帰結として得られる。一方，

大変形解析では，単純せん断変形において回転のモード（幾何学的非線形性）が考慮され

るため，図 6. 12 (a)に示すように，回転の影響により応力増分の方向が時々刻々と変化して

いくのがわかる。拡大表示された同図(b)では，その様子がより顕著に確認できる。また，

定常状態に向かうにつれて，いずれの初期有効拘束圧の場合においても，非排水せん断強

度（ここでは，5kPa）を半径として描かれた円の円周に沿う形で応力経路が変化していく

様子が見てとれる。次に，図 6. 12 (c)に示すひずみ経路では，微小変形解析においては軸差

ひずみが発生せず，ひずみ増分はせん断ひずみ成分にのみ依存する。一方，大変形解析で

は，せん断変形が進展するに従って軸差ひずみも発生し，最終的にはせん断ひずみに等し

い程度の軸差ひずみが生じているのがわかる。応力経路の場合と同様に，これも幾何学的

非線形性を考慮した結果であり，せん断変形の進行具合に応じてひずみ増分がその向きを

変えること，および，せん断ひずみが 200%に達した時点での回転角が 8 となることが，

同図より確認できる。 

 次に，非排水せん断強度 usq を 30kPa とした場合の大変形解析結果を，図 6. 13～図 6. 16

に示す。図 6. 13 は有効応力経路，図 6. 14 は全体領域での応力-ひずみ関係，図 6. 15 は小ひ

ずみ領域での応力-ひずみ関係である。また，図 6. 16 は，せん断成分と軸差成分とにより表

された応力経路およびひずみ経路である。非排水せん断強度 usq を 5kPa とした場合と同様

に，Total Lagrangian 法，Updated Lagrangian 法の両者による結果は等しいため，ここでは特

に解析法の区別なく述べることとする。なお，後述する非排水せん断強度 usq を 200kPa お

よび∞とした解析結果に関しても，同様である。まず，図 6. 13 に示す有効応力経路より，

同図(c)のように最大せん断応力で整理をすると，図 6. 4 (a)における微小変形解析の結果と

等しいものとなる。これは，図 6. 14 (c)と図 6. 4 (b)の応力-ひずみ関係を比較することから 
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図 6. 12 大変形解析における応力経路およびひずみ経路（ us 5kPaq  ）：(a) 応力経路；(b) 

応力経路（拡大図）；(c) ひずみ経路 
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も確認できる。一方，図 6. 13 (a)に示すせん断応力は，微小変形解析の場合と異なり，変相

線を超えて準定常状態から定常状態へと至る過程で減少傾向を示している。それに対して，

図 6. 13 (b)より，軸差応力は定常状態に向かうにつれて増加傾向にあることがわかる。これ

らの傾向は，図 6. 14 (a)(b)に示す応力-ひずみ関係においても確認することができる。これ

は，先に述べたように，せん断変形に伴う回転のモード（幾何学的非線形性）を考慮した

ためであり，ここでの結果は，非排水せん断強度を us 5kPaq  とした場合の図 6. 9，図 6. 10

よりも，幾何学的非線形性の影響を色濃く表すものとなっている。したがって，図 6. 14 (a)(b)

からもわかるように，せん断ひずみが 10%を超えるような現象を扱う場合には，大変形解

析を適用することが望ましいと言える。一方，せん断ひずみが 1.0%に満たない領域では，

微小変形解析でも十分に精度が保たれることが，図 6. 15 と図 6. 4 (c)を比較することで確認

できる。 
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図 6. 13 大変形解析における有効応力経路（ us 30kPaq  ）：(a) せん断応力表示；(b) 軸差

応力表示；(c) 最大せん断応力表示 
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図 6. 14 大変形解析における応力-ひずみ関係（全体図）（ us 30kPaq  ）：(a) せん断応力表

示；(b) 軸差応力表示；(c) 最大せん断応力表示 
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図 6. 15 大変形解析における応力-ひずみ関係（小ひずみ領域）（ us 30kPaq  ）：(a) せん断

応力表示；(b) 軸差応力表示；(c) 最大せん断応力表示 

 

次に，応力もしくはひずみの軸差成分とせん断成分により描かれた応力経路およびひずみ

経路を，図 6. 16 に示す。ここでの要素シミュレーションでは，変位制御により解析を行っ

ているので，入力パラメータとしての非排水せん断強度に依らず，図 6. 16 (b)と図 6. 12 (c)

に示すひずみ経路は一致する結果となっている。一方の応力経路に関しても，図 6. 16 (a)と

図 6. 12 (b)を比較すれば，非排水せん断強度の違いにより円の半径は異なるものの，定常状

態に向うにつれて，円に沿う形で応力経路が進展していく様子が確認できる。このように，

応力増分の方向は，その時点での変形状態に依存してその値を変えていく。図 6. 16 より，

応力経路およびひずみ経路の双方において，せん断ひずみが 200%に達した時点での回転角

が 8 となることが確認できる。 
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図 6. 16 大変形解析における応力経路およびひずみ経路（ us 30kPaq  ）：(a) 応力経路； (b) 

ひずみ経路 

 

 続いて，非排水せん断強度 usq を 200kPa とした場合の大変形解析結果を，図 6. 17～図 6. 20

に示す。図 6. 17 は有効応力経路，図 6. 18 は全体領域での応力-ひずみ関係であり，微小変

形解析における図 6. 5 (a)(b)と比較すれば，その概ねの傾向は，非排水せん断強度を 30kPa

とした場合に述べたとおりである。ここでも，最大せん断応力で整理すれば，応力経路お

よび応力-ひずみ関係は一致し，せん断応力および軸差応力は，幾何学的非線形性に伴う回

転モードの発現により，定常状態に向うにつれてそれぞれ減少，増加傾向を示す。一方，

図 6. 19 の小ひずみ領域での応力-ひずみ関係は，微小変形解析での図 6. 5 (c)と同様の挙動を

示しており，このひずみ領域では幾何学的非線形性の影響が無視できることがわかる。 
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図 6. 17 大変形解析における有効応力経路（ us 200kPaq  ）：(a) せん断応力表示；(b) 軸

差応力表示；(c) 最大せん断応力表示 
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図 6. 18 大変形解析における応力-ひずみ関係（全体図）（ us 200kPaq  ）：(a) せん断応力

表示；(b) 軸差応力表示；(c) 最大せん断応力表示 

 



第 6 章 大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式を用いた要素シミュレーション 

 
 

166 
 

0

10

20

30

40

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
e12 (%)

σ
' 1

2
 (

kP
a)

p0=200kP

p0=100kP

p0=50kPa

p0=20kPa

(a) TL法

 

0

10

20

30

40

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
e12 (%)

σ
' 1

2
 (

kP
a)

p0=200kP

p0=100kP

p0=50kPa

p0=20kPa

(a) UL法

 

0

50

100

150

200

250

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
e12 (%)

(σ
' 1

1
-
σ

' 2
2
)/

2
 (

kP
a)

p0=20～200kPa

(b) TL法

 

0

50

100

150

200

250

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
e12 (%)

(σ
' 1

1
-
σ

' 2
2
)/

2
 (

kP
a)

p0=20～200kPa

(b) UL法

 

0

10

20

30

40

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
e12 (%)

τ
 (

kP
a)

(c) TL法 p0=200kP

p0=100kP

p0=50kPa

p0=20kPa

 

0

10

20

30

40

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
e12 (%)

τ
 (

kP
a)

(c) UL法 p0=200kP

p0=100kP

p0=50kPa

p0=20kPa

 

図 6. 19 大変形解析における応力-ひずみ関係（小ひずみ領域）（ us 200kPaq  ）：(a) せん

断応力表示；(b) 軸差応力表示；(c) 最大せん断応力表示 

 

次に，応力もしくはひずみの軸差成分とせん断成分により描かれた応力経路およびひずみ

経路を，図 6. 20 に示す。概ねの傾向は，非排水せん断強度を 5kPa（図 6. 12）および 30kPa

（図 6. 16）とした場合と等しく，定常状態に近づくにつれて，非排水せん断強度を半径と

する円に沿う形で応力経路が進行していく。また，応力増分に関しては，せん断変形にお

ける回転モードの発現に伴う軸差応力の影響により，その方向を時々刻々変えることとな

る。一方，図 6. 20 (b)に示すひずみ経路は，変位制御による解析のため，図 6. 12 (c)や図 6. 16 

(b)に示す結果と等しくなることがわかる。 
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図 6. 20 大変形解析における応力経路およびひずみ経路（ us 200kPaq  ）：(a) 応力経路； 

(b) ひずみ経路 

 

 最後に，非排水せん断強度を∞とした場合の大変形解析結果を，図 6. 21～図 6. 24 に示す。

図 6. 6 の微小変形解析による結果と比較すると，基本的な傾向は，非排水せん断強度に有

限の値を設定した場合と概ね等しい。すなわち，大ひずみ領域ではせん断応力，軸差応力

の減少，増加傾向が見られる一方，小ひずみ領域では微小変形解析とほぼ等しい結果が得

られている。ただし，非排水せん断強度を限りなく大きく見積もっているため，明瞭な定

常状態が存在せず，図 6. 24 (a)に示す応力経路では，これまでに見られたような，非排水せ

ん断強度を半径とする円に沿う形での応力の進展が見受けられない。同図より，大ひずみ

領域において定常状態の影響を受けない代わりに，等方圧密後の初期拘束圧に強く依存す

る形で応力経路が進展していく様子が確認できる。 
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図 6. 21 大変形解析における有効応力経路（ usq  ）：(a) せん断応力表示；(b) 軸差応力

表示；(c) 最大せん断応力表示 
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図 6. 22 大変形解析における応力-ひずみ関係（全体図）（ usq  ）：(a) せん断応力表示；

(b) 軸差応力表示；(c) 最大せん断応力表示 
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図 6. 23 大変形解析における応力-ひずみ関係（小ひずみ領域）（ usq  ）：(a) せん断応力

表示；(b) 軸差応力表示；(c) 最大せん断応力表示 

 



6.2 非排水単調せん断試験 

 
 

171 
 

-1000

0

1000

-1000 0 1000

(σ'11-σ'22)/2 (kPa)

σ
' 1

2
 (

kP
a)

p0=200kP

p0=100kP

p0=50kPa

p0=20kPa

(a) TL/UL法

 

-200

0

200

-200 0 200

e11-e22 (%)

e
1
2
 (

%
)

p0=20～200kPa

(b) TL/UL法

 
図 6. 24 大変形解析における応力経路およびひずみ経路（ usq  ）：(a)応力経路；(b) 応

力経路（拡大図）；(c) ひずみ経路 

 

6.3 非排水繰り返しせん断試験 

 

6.3.1 要素シミュレーションの概要 

 

 本節では，前節の非排水単調せん断解析において用いた一要素の単純モデルに対して，

砂の非排水繰り返しせん断試験に対する数値解析を実施した。要素シミュレーションでは，

室内要素試験における状態を模擬するため，まずモデルに対して排水条件下で等方圧密

（98.0kPa）を行い，その後，非排水条件のもとで応力制御により繰り返しせん断を与えた。

ここに，繰り返しせん断応力振幅は 23kPa（せん断応力比で表すと，約 0.23）とし，慣性項

の影響は無視できるものとして静的環境下で解析を行った。図 6. 25 に，要素シミュレーシ

ョンの手順を模式的に示す。 
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 次に，要素シミュレーションに用いたモデルパラメータを，表 6. 2 に示す。これらは，

微変形解析においても大変形解析においても共通に用いられる。ここでは，入力パラメー

タとしての非排水せん断強度を，23,60,∞の 3 種類に設定し，それぞれの条件での繰り返し

せん断時の挙動を考察した。 

 ここで示す非排水繰り返しせん断の要素シミュレーションは，次章で述べる地震応答解

析において，解析パラメータを決定する目的で，室内試験により得られた液状化抵抗曲線

にフィッティングするように行われる予備解析としての要素解析に対応している。液状化

抵抗曲線を求める際には，両振幅ひずみが 5%に達した状態を液状化の発生とみなし，その

時点での繰り返し回数を繰り返しせん断応力比に対してプロットする。そのため，ここで

の要素シミュレーションでは，せん断ひずみ振幅がある一定値に達した時点で解析を終了

し，その時点までのシミュレーション結果を示すこととした。通常，液状化抵抗曲線を算

定することが目的であれば，せん断ひずみの一定値としては，先に述べた両振幅 5%までと

すれば問題ない。しかし，ここでは，微小変形解析と大変形解析とにおける繰り返しせん

断時の挙動の比較という目的も含むため，閾値を通常より大きめに設定し，片振幅せん断

ひずみが 20%の時点まで解析を行った。 

 前節での非排水単調せん断の場合と同様に，大変形解析による結果は，Total Lagrangian

法および Updated Lagrangian 法の両者において，空間表示での応力・ひずみを用いて表す。

ここで注意したいのは，空間表示での Euler-Almansi ひずみのせん断ひずみが， 12e ではなく

122e と表される点である。これは，微小変形理論での工学的せん断ひずみが，以下で与え

られることを考慮すれば明らかである。 

 2xy xy yx xy       (6.3) 

なお，ここに，ひずみテンソルの対称性を用いている。 

 

 

図 6. 25 等方圧密-非排水繰り返しせん断試験の要素シミュレーション手順 
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表 6. 2 要素シミュレーションにおけるモデルパラメータ 

L/UaK  Kr  Kl  maG  f  maxh  p  

(kPa)   (kPa) ( )  (  ) 
220300 0.5 2.0 84490 39.67 0.24 28.0 

( a 98kPap  ) 

d
r  c

d
r


 1q  2q  cm
d 1S  1c  usq  

       (kPa) 
0.1 1.5 1.0 1.0 0.2 0.005 1.0 23,60,∞ 

 

6.3.2 非排水せん断強度を 23kPa とした場合 

 

ここでは，非排水せん断強度を 23kPa とした場合の，要素シミュレーション結果を示す。

図 6. 26 は有効応力経路，図 6. 27 はせん断応力-せん断ひずみ関係，図 6. 28 はせん断ひずみ

の時刻歴，図 6. 29 は有効応力減少比の時刻歴である。ここに，図 6. 28 および図 6. 29 の各

種時刻歴図において，横軸はせん断応力の繰り返し回数で表されている。また，図 6. 29 に

おける有効応力減少比は，全応力一定条件下では過剰間隙水圧比に相当する。すべての図

において，上段(a)は微小変形解析，中段(b)は Total Lagrangian 法による大変形解析，下段(c)

は Updated Lagrangian 法による大変形解析の結果である。 

 まず，図 6. 26 に示す有効応力経路を見ると，いずれの場合も，繰り返しせん断を受ける

につれて有効拘束圧が次第に減少し，応力経路が破壊線の近傍まで至っていることがわか

る。同図(b)(c)より，Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法による結果はほぼ一致して

おり，同図(a)に示す微小変形解析の結果と比較しても，それほど明瞭な差異は見られない。

大変形解析では，有効拘束圧が減少し，応力経路が破壊線に近づくにつれて，微小変形解

析との挙動の違いが少し見られるものの，そこに至るまでの挙動に関してはほぼ等しくな

っている。前節で述べたように，微小変形解析と大変形解析との間で，せん断応力にほと

んど差がないということは，せん断に伴う回転のモードがここでは誘起されず，軸差応力

がほぼ発生していないことを意味する。すなわち，ここでの繰り返しせん断においては，

幾何学的非線形性が明瞭に発現する変形領域にまで至っていない。このことより，室内試

験により得られた液状化抵抗曲線に対して，それにフィッティングするよう要素シミュレ

ーションを行う際には，微小変形解析でも特に問題はないと言える。 

 次に，図 6. 27 におけるせん断応力-せん断ひずみ関係より，ここでも Total Lagrangian 法

と Updated Lagrangian 法の結果はほぼ一致しており，微小変形解析と大変形解析の差異もわ

ずかである。これは，図 6. 28 に示すせん断ひずみ時刻歴においても同様である。例えば，

同図(a)と同図(b)の正のひずみ領域において，応力-ひずみ関係の（ひずみが最大となる）折

り返し点での値を比較すると，その差はせん断ひずみレベルで 0.5%程度である。このこと

から，前述のとおり，要素シミュレーションにより液状化抵抗曲線を算定する際には，微

小変形解析でも問題はないものと思われる。なお，当然のことながら，大変形解析を適用
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した方が理論的にはより厳密であり，このことを疑う余地はない。しかし，ここで扱うひ

ずみ領域であれば，微小変形解析でも十分信頼に足る結果が得られるということである。 

 続いて，図 6. 29 に示す有効応力減少比を比較すると，その最大値は，微小変形解析で 0.64，

大変形解析では Total Lagrangian 法，Updated Lagrangian 法の双方で 0.65 であり，ほぼ等し

い結果となっている。この傾向は，有効応力減少比が有効拘束圧（の変化量）に依存する

ことを考えれば，図 6. 2 に示す有効応力経路からも明らかである。 
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図 6. 26 有効応力経路（ us 23kPaq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL 法；(c) 大変形

UL 法 



6.3 非排水繰り返しせん断試験 

 
 

175 
 

-30

-20

-10

0

10

20

30

-20 -10 0 10 20
γxy (%)

τ
xy

 (
kP

a
)

(a)

 

-30

-20

-10

0

10

20

30

-20 -10 0 10 20
2e12 (%)

σ
' 1

2
 (

kP
a)

(b)

 

-30

-20

-10

0

10

20

30

-20 -10 0 10 20
2e12 (%)

σ
' 1

2
 (

kP
a)

(c)

 

図 6. 27 せん断応力-せん断ひずみ関係（ us 23kPaq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL

法；(c) 大変形 UL 法 
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図 6. 28 せん断ひずみ時刻歴（ us 23kPaq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL 法；(c) 大

変形 UL 法 
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図 6. 29 有効応力減少比時刻歴（ us 23kPaq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL 法；(c) 

大変形 UL 法 

 

6.3.3 非排水せん断強度を 60kPa とした場合 

 

 ここでは，非排水せん断強度を前項よりも大きく，すなわち， us 60kPaq  に設定した場

合の解析結果を示す。 

 まず，得られた有効応力経路を図 6. 30 に示す。同図と非排水せん断強度を 23kPa とした

場合の図 6. 26 を比較すると，非排水せん断強度を大きく設定することにより，せん断応力
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の繰り返し回数が多くなっていることがわかる。すなわち，これは，所定のひずみ（ここ

では片振幅 20%）を発生させるのに必要なせん断応力の繰り返し回数が，非排水せん断強

度と正の相関を有していることを意味する。このことは，図 6. 32 に示すせん断ひずみ時刻

歴図を，非排水せん断強度を 23kPa とした場合の図 6. 28 と比較することからも確認できる。

非排水せん断強度が 23kPa の場合に，片振幅 20%のせん断ひずみを発生されるのに要した

回数が 8.7 回程度であったのに対し，非排水せん断強度を 60kPa に設定すると，12.2 回程度

の繰り返しせん断が必要となる。液状化抵抗曲線に必要な両振幅 5%ひずみの状態を考える

と，非排水せん断強度を 23，60kPa とした場合に必要とされる繰り返しせん断は，それぞ

れ 8.7 回および 10.2 回程度であり，それほど大きい差ではないものの，やはり非排水せん

断強度の影響を受けている。また，非排水せん断強度を 23kPa とした場合は，ある点（こ

こでは繰り返し回数が 8.7 回）でひずみが急増するのに対し，60kPa とした場合は，徐々に

ひずみ振幅が増加していく傾向にある。つまり，液状化抵抗曲線を算定するための要素シ

ミュレーションにおいても，入力パラメータとしての非排水せん断強度を適切に設定する

必要があると言える。なお，さらに小さいひずみ領域（例えば，1.0%未満）においては，

非排水せん断強度の影響は無視できるほど小さい。一方，有効応力減少比に関しては，図

6. 29 では有効応力減少比の上限が 0.65 程度であるため，液状化判定に用いられる過剰間隙

水圧比（全応力一定条件下では有効応力減少比に相当）が 95%の状態が確認できない。し

かし，例えば，有効応力減少比が 0.5 の状態を比較すると，非排水せん断強度を 23，60kPa

とした場合，両者ともに 8.0 回程度の繰り返し回数が必要とされる。このことから，少なく

とも過剰間隙水圧上昇の前半過程においては，非排水せん断強度の影響は小さいものと考

えられる。なお，過剰間隙水圧比が 95%に近づく状態では，両振幅 5%以上のひずみの場合

と同様に，非排水せん断強度の影響を適切に考慮する必要があると思われる。 

 再び図 6. 30 に戻り，微小変形解析と大変形解析との比較を行うと，有効拘束圧が低い領

域での挙動に違いはあるものの，それ以外の部分では概ね等しい挙動が得られている。こ

のことは，前述したとおり，液状化抵抗曲線を算定する要素解析では，取り扱うひずみ領

域がそれほど大きくないこともあり，微小変形解析で十分に再現が可能であることを示し

ている。なお，同図(b)(c)における Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の結果は，ほ

ぼ一致している。 

 次に，図 6. 31 に示すせん断応力-せん断ひずみ関係より，ここでも Total Lagrangian 法と

Updated Lagrangian 法の結果がほぼ一致していることがわかる。微小変形解析の場合と比較

すると，せん断ひずみが 10%を超える領域では，ひずみの伸びに違いが見られるものの，

それ以下のひずみ領域では明瞭な差異は確認できない。この傾向は，図 6. 32 に示すせん断

ひずみ時刻歴においても明らかである。なお，図 6. 31 ではひずみの増加に伴い要素の剛性

は低下傾向を示し，密な砂に見られるサイクリックモビリティー現象のような剛性の急激

な回復傾向は存在しない。 

 続いて，図 6. 33 に示す有効応力減少比に関しても，Total Lagrangian 法と Updated 



6.3 非排水繰り返しせん断試験 

 
 

179 
 

Lagrangian 法における違いは見られない。有効応力減少比の最大値を比較すると，微小変形

解析では約 0.90，大変形解析では約 0.93 となっており，繰り返し回数の増加に伴い，微小

変形解析と大変形解析との差異も増大するようである。しかし，過剰間隙水圧の上昇過程

におけるそれらの差はそれほど大きいものではなく，過剰間隙水圧比が 95%の状態を液状

化判定基準として液状化抵抗曲線を算定する場合でも，微小変形解析を用いることに特に

問題はないと思われる。 
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図 6. 30 有効応力経路（ us 60kPaq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL 法；(c) 大変形

UL 法 
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図 6. 31 せん断応力-せん断ひずみ関係（ us 60kPaq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL

法；(c) 大変形 UL 法 
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図 6. 32 せん断ひずみ時刻歴（ us 60kPaq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL 法；(c) 大

変形 UL 法 
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図 6. 33 有効応力減少比時刻歴（ us 60kPaq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL 法；(c) 

大変形 UL 法 

 

6.3.4 非排水せん断強度を無限大とした場合 

 

 本節での最後に，前項よりもさらに非排水せん断強度を大きくし， usq  とした場合の

解析結果を示すこととする。図 6. 34 は有効応力経路，図 6. 35 はせん断応力-せん断ひずみ

関係，図 6. 36 はせん断ひずみ時刻歴，図 6. 37 は有効応力減少比時刻歴である。いずれの

グラフにおいても，概ねの傾向はすでに前項までに述べてきたとおりであり，せん断ひず
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みレベルが 10%（繰り返し回数では 13 回程度に相当）に満たない領域では，微小変形解析

と大変形解析との間に明瞭な差異は見られない。ここでの結果を，前項までの結果とあわ

せると，非排水せん断強度の大きさに関わらず，液状化抵抗曲線を算定するための要素シ

ミュレーションにおいては，微小変形解析を用いても特に問題はないことがわかる。これ

は，液状化抵抗曲線で用いられる液状化判定としてのひずみ基準が両振幅 5%であることに

依るものであり，さらに大きなひずみ領域を対象とする場合には，より理論に厳密な定式

化に基づく大変形解析を用いることが望ましい。大地震時の地盤・構造物系の動的挙動な

どはこの典型的な例であり，これに関しては，次章において具体的に述べることとする。 

一方で，非排水せん断強度の違いが解析結果に及ぼす影響であるが，前項までの結果とこ

こでの結果を比較すると，非排水せん断強度を無限大とした場合，図 6. 36 より大ひずみ領

域においてもせん断応力の増加に伴い要素の剛性はある程度の強度を有しており，図 6. 31

で示したような剛性の低下傾向は見られない。このことより，非排水せん断強度の違いは，

所定のひずみ振幅を発生させるのに必要な繰り返し回数にも影響を与えることがわかる。

両振幅ひずみ 5%の条件を考えると，非排水せん断強度を 23，60kPa とした場合，図 6. 28

および図 6. 32 より，それぞれ 8.7，10.2 回程度の繰り返しせん断応力が必要であったのに

対し，非排水せん断強度を無限大に設定すると，必要とされる繰り返し回数は図 6. 36 より

10.7 回程度となる。これは，非排水せん断強度を 60kPa とした結果とほとんど変わらず，

今回の条件では，非排水せん断強度がある一定値以上になると，解析結果に及ぼす影響は

かなり小さくなるようである。しかし，非排水せん断強度が 23kPa の場合と比較すると，

2.0 回程度繰り返し回数が増加している。これも決して大きい差異とは言えないが，非排水

せん断強度がひずみの伸び具合や，それに伴う応力-ひずみ関係などにも影響を及ぼしてい

ることを考えれば，やはり適切に非排水せん断強度を評価する必要があると思われる。な

お，ここでは，繰り返しせん断応力振幅や初期拘束圧はすべてのケースにおいて一定とし

たが，非排水せん断強度を変化させた場合の挙動は，これらにも依存するものと思われる。 
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図 6. 34 有効応力経路（ usq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL 法；(c) 大変形 UL 法 
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図 6. 35 せん断応力-せん断ひずみ関係（ usq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL 法；

(c) 大変形 UL 法 
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図 6. 36 せん断ひずみ時刻歴（ usq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL 法；(c) 大変形

UL 法 
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図 6. 37 有効応力減少比時刻歴（ usq  ）：(a) 微小変形解析；(b) 大変形 TL 法；(c) 大変

形 UL 法 

 

6.4 非排水平面ひずみ圧縮試験 

 

6.4.1 要素シミュレーションの概要 

 

 本節では，非排水条件下における砂の平面ひずみ圧縮試験に対する要素シミュレーショ

ンの結果について述べる。Han ら（1991），Finno ら（1997），Mokni ら（1998）の実験では，
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供試体のサイズや用いた砂の物性の違いはあるものの，いずれの場合もひずみの局所化，

および，それに伴うせん断帯の発現が確認されている。一例として，図 6. 38 に Mokni ら

（1998）の実験結果を示す。ここでは，有限要素法による大変形解析を適用することで，

このような現象が再現できるかどうかについて，微小変形解析との比較を行いながら定性

的な側面からの検証を行う。なお，数値解析による既往の実験結果の再現性に関しては，  

 

 

 

図 6. 38 非排水平面ひずみ圧縮試験におけるひずみの局所化：(a) 密な Hostun RF sand；(b) 

緩い Hostun RF sand（Mokni ら（1998）より抜粋）

(a) 

(b) 
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供試体のサイズや物性値を各々の実験に則して設定することで，より精密な検証を行う必

要があると思われるが，これについてはここでは触れずに今後の研究に委ねることとする。 

 Han ら（1991）および Finno ら（1997）は，高さ 14.0cm，幅 4.0cm（高さ／幅=3.5）の供

試体を用いて実験を行っている。また，Mokni ら（1998）が用いた供試体の寸法は，高さ

34.0cm，幅 10.0cm（高さ／幅=3.4）であった。本解析では，これらの供試体寸法を参考に

して，図 6. 39 に示すような高さ 30.0cm，幅 10.0cm（高さ／幅=3.0）のモデル（以後，基本

モデルと称す）を設定した。要素シミュレーションでは，まずモデルに対して排水条件下

で等方圧密（98.0kPa）を行い，その後，非排水条件のもとで変位制御により平面ひずみ圧

縮状態を再現した。解析に用いたモデルパラメータを表 6. 3 に示す。前節までの要素シミ

ュレーションと同様に，Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法の両者により大変形 

 

 

 

図 6. 39 解析対象モデル（基本モデル）および要素シミュレーション手順 

 

表 6. 3 要素シミュレーションにおけるモデルパラメータ 

L/UaK  Kr  Kl  maG  f  maxh  p  

(kPa)   (kPa) ( )  (  ) 
220300 0.5 2.0 84490 39.67 0.24 28.0 

( a 98kPap  ) 

d
r  c

d
r


 1q  2q  cm
d 1S  1c  usq  

       (kPa) 
0.2 0.5 1.0 .5 0.1 0.005 1.0 60 



第 6 章 大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式を用いた要素シミュレーション 

 
 

190 
 

解析を実施した。 

 

6.4.2 基本モデルに対する要素シミュレーション結果 

 

 ここでは，基本モデルに対する要素シミュレーションの結果について述べる。まず，図

6. 40～図 6. 42 に，次式で表される最大せん断ひずみの分布図を示す。 

  2 2
x y xy       (6.4) 

ここに， ,x y  は直ひずみ， xy は（工学的）せん断ひずみである。なお，大変形解析の場

合は，式(6.4)に代えて以下で最大せん断ひずみを与える。 

    2 2

11 22 12e e 2e     (6.5) 

ここに， 11 22 12e ,e ,e は Euler-Almansi ひずみテンソルの各成分である。 

図 6. 40 に示す微小変形解析の結果では，最大せん断ひずみの分布は軸対称な形状を呈して

おり，公称軸ひずみの増加とともにモデル中央から広範囲に渡りひずみが増大するものの，

ひずみの局所化は見られない。公称軸ひずみが 5.83%の時点での最大せん断ひずみの最大値

は，同図よりおよそ 15%であることがわかる。一方，図 6. 41，図 6. 42 に示す Total Lagrangian

法および Updated Lagrangian 法による大変形解析の結果では，公称軸ひずみの増加とともに

ひずみの局所化が顕在化するようになり，明瞭なせん断帯が形成されていることが確認で

きる。公称軸ひずみが 5.83%の時点での最大せん断ひずみの最大値は，およそ 50%にまで上

昇しており，微小変形解析と比較すると大変形解析では明らかにひずみが局所的に増大し

ている。せん断帯はモデル上面の一端（TL 法の場合は右端，UL 法の場合は左端）から，

垂直軸に対して反対側のモデル高さ中央付近に向かい形成されており，これは図 6. 38 に示

す実験結果とおよそ合致するものである。Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の最大

せん断ひずみの分布形状が，垂直方向の中心軸に対して鏡像の位置関係にあるのは興味深

いが，これは数値解析における打ち切り誤差などの微小な差異によるものと考えられる。

なお，実験において供試体の幾何形状に微小な偏りやくぼみが存在することは十分考えら

れ，この影響を解析において考慮したい場合は，例えば Asaoka ら（1995）のように，一方

の側方部のメッシュを意図的にごくわずかにくぼませることで，せん断帯の形成方向をあ

る程度制御することができるものと思われる。 
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図 6. 40 最大せん断ひずみ分布図（微小変形解析） 
 

 
 

図 6. 41 最大せん断ひずみ分布図（大変形解析 TL 法） 

(a) εa=1.67%       (b) εa=2.50%       (c) εa=3.33%       (d) εa=4.17%      (e) εa=5.00%       (f) εa=5.83% 

(a) εa=1.67%       (b) εa=2.50%       (c) εa=3.33%       (d) εa=4.17%      (e) εa=5.00%       (f) εa=5.83% 
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図 6. 42 最大せん断ひずみ分布図（大変形解析 UL 法） 

 

(a) εa=1.67%       (b) εa=2.50%       (c) εa=3.33%       (d) εa=4.17%      (e) εa=5.00%       (f) εa=5.83% 
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 ここで， 表 6. 3 における入力パラメータとしての非排水せん断強度を 200kPa とした場

合，ひずみの局所化やせん断帯の形成にどのような影響が生じるかを調べてみる。結果の

一例として，図 6. 43 に Total Lagrangian 法を用いた場合の最大せん断ひずみの分布形状を示

す。公称軸ひずみが 5.00%を超えるまでは，垂直軸に対して左右対称なひずみの分布形状を

呈しており，モデルの上半分および下半分のそれぞれにおいて，クロス型（X 字型）にひず

みが増大していることが確認できる。公称軸ひずみをさらに増加させ続けると，最大せん

断ひずみの分布形状はクロス型から図 6. 41 に示すような形状へと至る。すなわち，クロス

（X 字）の一方における最大せん断ひずみは，モデルに与える公称軸ひずみがある一定値に

達した時点でそれ以上は増大しないものの，もう一方の最大せん断ひずみは局所的に増大

を続け，最終的に明瞭なせん断帯を形成することがわかる。図 6. 41 と図 6. 43 を比較する

と，等しい公称軸ひずみを与えた場合，非排水せん断強度が大きいほど発生する最大せん

断ひずみは小さくなることから，非排水せん断強度が大きい場合には，ひずみの局所化お

よびせん断帯の発現に至るまでにより大きな公称軸ひずみを与える必要があると言える。 

 

 

 

図 6. 43 us 200kPaq  とした場合の最大せん断ひずみ分布図（大変形解析 TL 法） 

(a) εa=1.67%       (b) εa=2.50%       (c) εa=3.33%       (d) εa=4.17% 

(e) εa=5.00%       (f) εa=5.83%        (g) εa=7.50%      (h) εa=8.86% 
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 次に，表 6. 3 のパラメータを用いた場合（すなわち，非排水せん断強度を 60kPa とした

場合）の有効応力経路，最大せん断応力-最大せん断ひずみ関係を示す。図 6. 44 に出力対象

とした要素の位置を示す。なお，微小変形解析では図 6. 40 に示すように変形形状およびひ

ずみ分布が軸対称であるので，要素番号 1660,1684 のデータは示さず，それぞれ要素番号

4,28 により代表するものとした。まず，図 6. 45 に示す微小変形解析における有効応力経路

を見ると，いずれの要素においても平均有効応力がやや減少しながら，最大せん断応力が

非排水せん断強度へと至っていること（定常状態）が確認できる。これは図 6. 2 における

タイプ A とタイプ B の中間に位置するような挙動であり，等方圧密後の初期有効拘束圧や

解析における種々のパラメータ（表 2.1 参照）に依存する。そのため，それらを変化させる

ことにより，単調せん断試験の要素シミュレーションの場合と同様に，異なったタイプの

有効応力経路が示されるものと考えられる。図 6. 46 は微小変形解析における最大せん断応

力-最大せん断ひずみ関係であり，各要素の応力-ひずみ関係は非常に酷似しており，最大せ

ん断ひずみがおよそ 5%を超えた時点から最大せん断応力の増減が見られず，これからも定

常状態に至っていることが確認できる。同図より，いずれの要素においても最大せん断ひ

ずみが最終的には数十%にまで至っており，図 6. 40 の結果と同様に，微小変形解析ではひ

ずみが局所的に増大するという現象は生じえないことがわかる。 

 

 
図 6. 44 出力対象要素 

 

 次に，Total Lagrangian 法による大変形解析の結果について述べる。図 6. 47 は有効応力経

路，図 6. 48 は最大せん断応力-最大せん断ひずみ関係である。図 6. 47 より，図 6. 41 におけ

る最大せん断ひずみの局所化領域に該当する要素（要素番号 28,882,1660）とそうでない要
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素（要素番号 4,1684）との有効応力経路が異なることがわかる。すなわち，ひずみが局所

化している要素では，図 6. 47(b)(c)(d)に示すように，わずかな平均有効応力の減少を伴いな

がら最大せん断応力は定常状態へと至る。それに対して最大せん断ひずみが進展しない要

素では，同図(a)(e)に示すように定常状態へと向おうとするものの，有効拘束圧のさらなる

減少とともに最大せん断応力も現象に転じる結果となる。このような差異は，いずれの要

素が先に定常状態に至るかという問題に支配されているものと考えられる。すなわち，定

常状態にある要素では，図 6. 48(b)(c)(d)に見られるように最大せん断ひずみが数十%にまで

急増し，最終的にひずみの局所化およびせん断帯の形成に寄与するものの，定常状態に未

だ至っていない要素では，図 6. 48(a)(e)のようにひずみの硬化領域において最大せん断応力

が減少することで除荷を受けるような状態となり，最終的に最大せん断ひずみの増加はほ

ぼ見られない。このような傾向は，図 6. 49 に示す Updated Lagrangian 法による有効応力経

路，および，図 6. 50 に示す最大せん断応力-最大せん断ひずみ関係においても同様に確認で

きる。 
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図 6. 45 有効応力経路（微小変形解析） 
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図 6. 46 最大せん断応力-最大せん断ひずみ関係（微小変形解析） 
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図 6. 47 有効応力経路（大変形解析 TL 法） 
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図 6. 48 最大せん断応力-最大せん断ひずみ関係（大変形解析 TL 法） 
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図 6. 49 有効応力経路（大変形解析 UL 法） 
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図 6. 50 最大せん断応力-最大せん断ひずみ関係（大変形解析 UL 法） 
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6.4.3 低アスペクト比モデルに対する要素シミュレーション結果 

 

 前項では，図 6. 39 に示すような高さと幅の比が 3：1 のモデルを対象とした。ここでは，

モデルの幾何的形状，特にアスペクト比が変化した場合，ひずみの局所化およびせん断帯

の形成にどのような影響を及ぼすかについて考察を行う。図 6. 51 に本項で対象とする低ア

スペクト比モデル（高さ：幅=3：2）のメッシュ分割図，および，要素シミュレーションの

手順を示す。要素シミュレーション手順は，図 6. 39 の基本モデルの場合と同様であるので，

ここでの説明は割愛する。また，解析に用いたモデルパラメータも，基本モデルと同様に

表 6. 3 に示すとおりである。 

 ここでは最大せん断ひずみの分布図を示す。図 6. 52 は微小変形解析，図 6. 53 は Total 

Lagrangian 法による大変形解析，図 6. 54 は Updated Lagrangian 法による大変形解析の結果で

ある。いずれの場合も，公称軸ひずみの増加とともに，クロス型（X 字型）に最大せん断ひ

ずみが増大している様子が確認できる。ただし，図 6. 52 の微小変形解析の結果では，ひず

みが局所的に増大しているというより，むしろ比較的広い範囲に渡って（太い X 字型に）

20%程度の最大せん断ひずみを生じている。中央部では最大せん断ひずみの値はおよそ 40%

にまで増大しており，図 6. 40 における最大値よりも 30%ほど大きいが，これはアスペクト

比が低いことによるものである。一方，図 6. 53 および図 6. 54 に示す大変形解析の結果よ

り，まず，Total Lagrangian法とUpdated Lagrangian法の分布形状はほぼ等しいことがわかる。

同図より，アスペクト比が低い場合は，最大せん断ひずみはクロス型（X 字型）に局所化す

る傾向にあり，最終的にモデルの対角頂点を結ぶような 2 本のせん断帯が形成される。モ

デル中央部ではおよそ 80%の非常に大きな最大せん断ひずみが生じており，それ以外のせ

ん断帯部においても 40%程度のひずみが発生している。図 6. 41，図 6. 42 と 図 6. 53，図 6. 

54 を比較すると，アスペクト比の違いによりひずみの局所化に明らかな差が生じ，異なっ

た形状のせん断帯が形成されることが確認できる。また，アスペクト比が高い場合は，供

試体における微小な偏りがひずみの局所化およびせん断帯の形成に多大な影響を及ぼすも

のと考えられるが，アスペクト比が低い場合は，供試体の変形に対する幾何的な拘束条件

が強い（すなわち，変形の自由度が小さく変形モードが制限される）ために，その影響は

比較的小さいものと思われる。 
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図 6. 51 解析対象モデル（低アスペクト比モデル）および要素シミュレーション手順 

 

 

 

図 6. 52 最大せん断ひずみ分布図（微小変形解析） 

(a) εa=1.67%             (b) εa=2.50%            (c) εa=3.33%             (d) εa=4.17%            (e) εa=5.00% 
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図 6. 53 最大せん断ひずみ分布図（大変形解析 TL 法） 

 

 

 

図 6. 54 最大せん断ひずみ分布図（大変形解析 UL 法） 

 

(a) εa=1.67%             (b) εa=2.50%            (c) εa=3.33%             (d) εa=4.17%            (e) εa=5.00% 

(a) εa=1.67%             (b) εa=2.50%            (c) εa=3.33%             (d) εa=4.17%            (e) εa=5.00% 
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6.4.4 1/4 モデルに対する要素シミュレーション結果 

 

 ここでは，図 6. 39 に示す基本モデルの軸対称性を考慮し，図 6. 55 のような 1/4 モデル（高

さ 15cm，幅 5cm）を用いて要素シミュレーションを実施した。図 6. 39 における要素シミュ

レーションの拘束条件を 1/4 モデルで等価に再現するため，図 6. 55 のように強制変位を与

える際には 1/4 モデルの左方境界を鉛直ローラーとし，右方境界は右頂点を除き水平方向の

自由度を持たせることとした。解析に用いたモデルパラメータは表 6. 3 に示すとおりであ

る。 

 

図 6. 55 解析対象モデル（1/4 モデル）および要素シミュレーション手順 

 

 まず，図 6. 56 に示す微小変形解析での最大せん断ひずみの分布図より，公称軸ひずみが

7.5%の時点において，モデル中央高さより概ね下の領域で最大せん断ひずみが 20%程度ま

で上昇していることがわかる。しかし，ひずみが局所的に増大している様子は見られず，

そのためせん断帯も存在しない。この結果は，図 6. 40 に示す基本モデルの結果と整合する

ものであり，実際，基本モデルの最大せん断ひずみ分布図に対して右上の 1/4 部分を切り取

れば，図 6. 56 に示す 1/4 モデルの分布形状とほぼ一致することが確認できる。このことよ

り，軸対称なモデルに対して微小変形解析を実施する場合は，軸対称性を考慮した 1/4 モデ

ルを適用すれば十分である。ただし，いずれの場合，すなわち基本モデルでも 1/4 モデルで

も，ひずみの局所化やそれに伴うせん断帯の発生は考慮できないため，ここで対象とする

ような変形から破壊に至る現象を数値解析により追随するためには，微小変形解析は不適
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であると言える。 

 

 

 

図 6. 56 最大せん断ひずみ分布図（微小変形解析） 

 

 次に，大変形解析における最大せん断ひずみの分布図を図 6. 57 および図 6. 58 に示す。

図 6. 57 が Total Lagrangian 法を，図 6. 58 が Updated Lagrangian 法を適用した場合の結果で

ある。両図より，Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法のいずれの解析手法を用い

ても，最大せん断ひずみの分布形状にほぼ差は生じないことが確認できる。最大せん断ひ

ずみは水平方向の自由度が拘束されている左方境界の中央付近で最も増大し，公称軸ひず

みが 7.5%の段階でおよそ 50%の大きな値となっている。また，ひずみの局所化に伴うせん

断帯は，左方境界中央部から右方境界の上下端に向かう形で進展している。ここでの結果

と基本モデルに対してTotal Lagrangian法を適用した場合の図 6. 41のひずみの分布形状を比

較すると，図 6. 57 における右肩上がりのせん断帯の形成は共通しているものの，それ以外

の形状は大きく異なることが確認できる。基本モデルを用いた場合，1/4 モデルにおける左

方境界（基本モデルでは垂直方向の中心軸に相当）でのひずみの局所的な増大傾向は見ら

(a) εa=1.67%       (b) εa=2.50%       (c) εa=3.33%       (d) εa=4.17% 

(e) εa=5.00%       (f) εa=5.83%       (g) εa=6.67%       (h) εa=7.50% 
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れず，また，基本モデルの上半分の領域では右肩下がりのせん断帯は形成されていない。

さらに，発生する最大せん断ひずみの大きさを比較すると，基本モデルでは公称軸ひずみ

が 5.83%の時点で最大値が 50%程度であるのに対し，1/4 モデルでは最大で 35%程度であり，

最大せん断ひずみにして約 15%の差異が生じている。一方，基本モデルに対して Updated 

Lagrangian 法を適用した図 6. 42 では，せん断帯の発生方向が 1/4 モデルにおける図 6. 58 と

は異なっており，単純に結果を比較することが難しい。しかし，やはり 1/4 モデルにおける

左方境界でのひずみの局所的な増大傾向などは，基本モデルの結果には認められない。以

上のことより，ひずみの局所化やそれに伴うせん断帯の形成を数値解析において再現する

ためには，微小変形解析ではなく大変形解析を適用する必要があり，さらに，図 6. 55 のよ

うな 1/4 モデルを用いるのではなく，図 6. 39 に示すような全体系としての基本モデルを用

いるべきである。 

 

 

 

図 6. 57 最大せん断ひずみ分布図（大変形解析 TL 法） 

 

(a) εa=1.67%       (b) εa=2.50%       (c) εa=3.33%       (d) εa=4.17% 

(e) εa=5.00%       (f) εa=5.83%       (g) εa=6.67%       (h) εa=7.50% 
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図 6. 58 最大せん断ひずみ分布図（大変形解析 UL 法） 

 

6.5 まとめ 

 

 本章では，第 3 章で述べた大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式を用いて，各種

の要素シミュレーション解析を実施した。数値解析では，第 4 章で示した間隙水で満たさ

れた多孔質体の大変形理論に基づく支配方程式を適用することとし，Total Lagrangian 法お

よび Updated Lagarangian 法の両者により要素シミュレーションを実施した。ここで対象と

したのは，砂の非排水単調せん断試験，非排水繰り返しせん断試験，および，非排水平面

ひずみ圧縮試験の 3 種である。大変形解析との比較のため，第 2 章で述べた微小変形理論

に基づく多重せん断モデル構成式を用いた要素シミュレーションもあわせて実施した。以

下に各シミュレーションにより得られた結論を簡潔に示す。 

 まず，一要素モデルを用いて砂の非排水単調せん断試験に対する要素シミュレーション

を実施した。解析では排水条件下で等方圧密を行った後，非排水条件で変位制御により単

調せん断変形を与えた。多重せん断モデル構成式が実際の砂における種々の定常状態を考

(a) εa=1.67%       (b) εa=2.50%       (c) εa=3.33%       (d) εa=4.17% 

(e) εa=5.00%       (f) εa=5.83%       (g) εa=6.67%       (h) εa=7.50% 
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慮できるか検証するため，入力パラメータとしての非排水せん断強度を複数に変化させて

解析を行った。単調せん断条件下において，微小変形解析ではせん断応力および最大せん

断応力（せん断応力と軸差応力との二乗和平方根）のいずれで整理した場合も，目標とし

て設定した非排水せん断強度において定常状態に至ることが確認された。一方，大変形解

析では，最大せん断応力で整理した場合は微小変形解析と同様に目標とした非排水せん断

強度において定常状態へと至ることがわかった。それに対してせん断応力は，せん断変形

の進展に伴う幾何学的非線形性の影響により減少傾向を示し，一方で軸差応力成分は徐々

に増加する結果となった。設定した非排水せん断強度や圧密後の初期拘束圧，また用いた

パラメータによらず，Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法の結果はほぼ一致する

ことが確認された。また，定常状態へと至る有効応力経路は種々のパラメータにより制御

が可能であり，適宜パラメータを調節することで室内試験で得られるピーク強度や変相領

域での挙動を精度よく再現することができた。 

 次に，一要素モデルを用いて砂の非排水繰り返しせん断試験に対する要素シミュレーシ

ョンを実施した。まずモデルに対して排水条件下で等方圧密を行い，その後，非排水条件

のもとで応力制御により繰り返しせん断を与えた。繰り返しせん断応力比は 0.23 とし，慣

性項の影響は無視できるものとして静的環境下で解析を行った。解析では定常状態におけ

る非排水せん断強度を変化させ，それが有効応力経路や応力-ひずみ関係に及ぼす影響につ

いて検討を行った。液状化抵抗曲線を求める際に用いる両振幅ひずみ 5%に満たないひずみ

領域では，有効応力経路やせん断ひずみ時刻歴などの解析結果に対して，微小変形解析と

大変形解析における明瞭な差異は認められず，このことより液状化抵抗曲線の算定に関し

ては微小変形解析でも十分な精度での結果が得られることが確認された。それに対して，

ひずみが（片振幅で）10%を超えるような領域においては，両者の結果の差が顕在化するよ

うになり，このような大ひずみ領域での現象を取り扱う場合には大変形解析が必要不可欠

であることもあわせて示された。一方，定常状態における非排水せん断強度の値は，繰り

返しせん断条件下でも特に変相領域から破壊線へと至る過程において，有効応力経路や応

力-ひずみ関係に大きな影響を与えることが確認された。それに対し，非排水せん断強度の

差が液状化判定基準としての両振幅 5%ひずみを発生させるのに必要な繰り返し回数に及ぼ

す影響は，繰り返しせん断応力比が 0.23 の条件ではせいぜい 2,3 回程度であった。しかし，

これは与えた繰り返しせん断応力比にも依存するものと思われ，なおかつひずみの伸び方

には明瞭な差異が認められることから，基本的には定常状態での非排水せん断強度を考慮

した上で繰り返しせん断試験のシミュレーションを行うべきであるとの結論が示された。 

 最後に，非排水条件下における砂の平面ひずみ圧縮試験に対する要素シミュレーション

を実施した。まずモデルに対して排水条件下で等方圧密（98.0kPa）を行い，その後，非排

水条件のもとで変位制御により平面ひずみ圧縮状態を再現した。要素シミュレーションは，

高さと幅の比が 3：1 の基本モデル，高さと幅の比を 3：2 に変更した低アスペクト比モデ

ル，基本モデルの軸対称性を考慮した 1/4 モデルの 3 種類のモデルを用いて行った。まず，



6.5 まとめ 
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基本モデルに対して微小変形解析を適用した場合，モデルの変形形状および最大せん断ひ

ずみ分布は軸対称であり，ひずみが局所的に増大する傾向は見られなかった。一方，大変

形解析を適用した場合は，Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法の両者において，

モデルに与える軸ひずみの増加とともに最大せん断ひずみの局所化が顕著になり，明瞭な

せん断帯が形成されるに至った。ただし，Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の最大

せん断ひずみの分布形状は，中心軸に対して鏡像の位置関係になっており，これは数値解

析における打ち切り誤差などの微小な差異によるものと考えられる。次に，低アスペクト

比モデルを用いた場合，微小変形解析では基本モデルと同様に明瞭なひずみの局所化は見

られなかった。それに対して Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法による大変形

解析では，最大せん断ひずみはクロス型（X 字型）に局所化する傾向にあり，モデルの対角

頂点を結ぶような 2 本のせん断帯が形成された。これより，アスペクト比の違いによりひ

ずみの局所化の分布に明らかな差が生じ，異なった形状のせん断帯が形成されることが示

された。最後に，1/4 モデルを用いた場合，微小変形解析では最大せん断ひずみの局所化お

よびせん断帯の形成は確認できなかった。これは基本モデルの結果と整合するものであり，

最大せん断ひずみの分布形状も両者においてほぼ一致していることから，微小変形解析で

は軸対称性を考慮した 1/4 モデルを適用すれば十分であることが示された。しかし，これら

は本質的にひずみの局所化やそれに伴うせん断帯の発生は考慮できないため，変形から破

壊に至るような現象を数値解析により追随するためには，微小変形解析は不適であること

が併せて明らかとなった。一方，大変形解析では，Total Lagrangian 法および Updated 

Lagrangian 法の両者において，最大せん断ひずみの局所化が顕著に見られ，せん断帯の形成

が確認された。しかし，その分布形状は明らかに基本モデルとは異なるものであり，ひず

みの局所化やそれに伴うせん断帯の形成を数値解析において再現するためには，1/4 モデル

ではなく全体系としての基本モデルを用いるべきであることが示された。 
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第 7 章 大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式の地震応答解

析における適用性 

 

7.1 概要 

 

 本章では，前章での要素シミュレーションに続いて，各種形式の地盤・構造物系のモデ

ルに対する有限要素法による地震時の被災事例解析を行う。数値解析に用いる土の構成モ

デルとしては，第 2 章および第 3 章で述べた新たなストレス-ダイレイタンシー関係に基づ

く多重せん断モデルを，他方，ケーソンのように弾性体としてモデル化される物質には，

第 5 章で述べた多重せん断モデル型の線形弾性体構成式を適用することとした。また，有

限要素法による数値解析においては，第 4 章で述べた間隙水で満たされた多孔質体の大変

形理論に基づく支配方程式を適用することとした。ただし，前章での要素シミュレーショ

ンが静的解析であったのに対し，本章に示す地震応答解析は，慣性項の影響を考慮した動

的解析であるため，数値解析では第 4 章で述べた時間積分法が用いられている。ここでも，

前章と同様に，Total Lagrangian 法および Updated Lagarangian 法の両者により数値解析を行

うとともに，比較のために微小変形解析もあわせて実施した。 

 以上の方針に従って，液状化地盤の上に構築された盛土構造物，ケーソン式岸壁などを

対象にした被災事例解析を行い，前章までに示したモデルを用いた場合，どの程度まで地

震による被害状況（変形量や変形モードなど）を再現しうるかを検討する。また，大変形

理論に基づく構成モデルおよび支配方程式を用いることで，微小変形解析により得られた

結果との間にどのような差異が生じるかを検証し，地震時の地盤・構造物系の被害程度予

測における大変形解析の適用性に関して論じることとする。 

 

7.2 解析結果に影響を及ぼす諸要因 

 

 有限要素法による地震応答解析の結果を示す前に，ここでは，地盤・構造物系の解析精

度に影響を与える要因をいくつか取り上げ，それらについて述べることとする。 

 

(1) 間隙水の移動の効果 

 

 本章で示す解析では，間隙水の移動は考慮せず，最も基本的な非排水条件もしくは完全

排水条件を課すこととした。すなわち，地盤・構造物系の自重解析では，自重に伴う砂の

圧密現象に対して間隙水の透水係数が十分に大きいとして完全排水条件を，一方，地震動

の作用下での液状化解析では，加振中の排水の効果は無視できるとして非排水条件を用い



7.2 解析結果に影響を及ぼす諸要因 
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て解析を行った。 

 実際には，間隙水の移動の効果を無視できないような事例も存在する。例えば，埋設管

模型の振動台による浮上実験（中瀬ら，2003）では，間隙水の移動は砂のせん断変形特性

に影響を及ぼし，その結果，埋設管の浮上量を左右するとされる（小堤ら，2003）。また，

1995 年の兵庫県南部地震の際のポートアイランドで見られたように，砂の負のダイレイタ

ンシーによる体積収縮の効果で排水が生じ，地盤の沈下が生じることもある（稲富ら，1997）。

さらには，今後その発生が予想される東南海・南海地震などの海溝型地震では，長周期か

つ継続時間が長時間に及ぶ地震波が地盤に加わるため，これまでのように非排水条件が成

立しないことも考えられる。 

 これらの点は，今後，より厳密に考慮していく必要があると思われるが，本章で対象と

する地盤・構造物系モデルでは，入力地震動の作用時間が十数秒から数分と短いこともあ

り，排水の影響は小さいものと思われる。一般に，地震時の排水による沈下量はせん断に

よる変形量に比べて小さいので、前者を無視する場合が多い。排水沈下量は、液状化層の

最大せん断ひずみと体積ひずみの関係（長瀬ら，1986）を用いて見積ることができる。例

えば，1995 兵庫県南部地震の際に沈下した防波堤の被災事例解析では、上記の方法で求め

た排水沈下量は、非排水条件下の解析で求めたせん断変形による沈下量よりかなり小さく、

無視し得る程度であった（佐藤ら，2001）。以上のことを考慮して，本章に示す適用例では，

非排水条件の仮定のもとで地震応答解析を行うこととした。 

 

(2) Shear Locking 現象 

 

 これについては，4.6 節で具体的に述べたとおりである。本章で示す地震応答解析におい

ても SRI 法を適用することとし，等方成分に対しては 1 次，偏差成分に対しては 2 次のガ

ウス積分を用いて解析を行った。 

 

なお，地盤・構造物系の解析では，その他にも，減衰定数の与え方や地盤・構造物間のジ

ョイント要素の滑り挙動，また，粘性土や捨石など砂以外の要素のモデル化など，様々な

要因が結果に影響を及ぼすとされる。これらについては，解析精度向上に関する既往の研

究（小堤，2003）を参考にし，数値解析への適用を図った。 

 

7.3 盛土遠心模型実験に対する検討 

 

7.3.1 動的遠心模型実験の概要 

 

 ここでは，第 2 章および第 3 章で示した新たなストレス-ダイレイタンシー関係を組み込

んだ多重せん断モデルを用い，建設省土木研究所（現独立行政法人土木研究所）の動土質
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研究室にて実施された盛土の動的遠心模型実験（建設省土木研究所，2000）に対する適用

性を検証する。この動的遠心模型実験では，液状化の発生が想定される地盤上の盛土構造

物に対して，法先固化補強の効果を確認するために，固化体の幅などを変化させることで

一連の実験が行われた。ここでは，その一連の実験の中で，無対策断面に対して大加速度

の地震波を入力したケース（Case11-7 と呼ばれている）を対象として，有限要素法による動

的解析を実施する。Case11-7 の模型断面を図 7. 1 に，入力地震動を図 7. 2 に示す。これらに

示される寸法は，モデルスケールを 1G 場のプロトタイプスケールに換算したものであり，

数値解析も 1G 場のもとで実施した。 

 

 

 
図 7. 1 遠心盛土断面図（プロトタイプスケール） 

（建設省土木研究所（2000）による） 
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図 7. 2 入力地震動（プロトタイプスケール） 

（建設省土木研究所（2000）による） 

 

 遠心模型実験は，剛な土層内に作成された盛土模型を，50G の遠心加速度場において加振

することにより行われた。土層の寸法は，幅 150cm，奥行き 30cm，深さ 50cm であり，側

壁は剛となっている。盛土の基礎地盤の作成においては，下部層には密詰めの 7 号珪砂が，

上部層には緩詰めの江戸崎砂が用いられている。それぞれの層厚は，プロトタイプスケー

ルで 5.0m および 8.0m である。その基礎地盤の上に，江戸崎砂により高さ 5m（プロトタイ

プスケール）の盛土が作成されている。各土層に対しては，物理試験および力学試験が実
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施されており，模型地盤においては，50G 場での S 波速度も観測されている。表 7. 1 に江

戸崎砂と 7 号珪砂の物性について示す。 

 入力地震動は，図 7. 2 に示すとおり，最初に振幅 400gal 程度の主要動が存在し，その後

は 100gal 未満の余震が続いている。主要動による加振終了時の盛土天端沈下量は 204cm で

あり，余震終了時の同沈下量は 230cm であった。 

 

表 7. 1 江戸崎砂と 7 号珪砂の物性（建設省土木研究所（2000）による） 

江戸崎砂 7号珪砂

土粒子の密度（g/cm3） 2.684 2.642
細粒分含有率Fc （％） 10.8 0.7
平均粒径D 50  （mm） 0.181 0.169
相対密度Dr （％） 60.7 90.8

 
 

7.3.2 解析モデル 

 

 本解析において用いる解析モデルの土層分割，および，有限要素分割を図 7. 3 に示す。

本解析で対象とする模型実験に対しては，既にシミュレーション解析（国土技術研究セン

ター，2002）が行われており，本解析で用いる図 7. 3 のモデルは，そのときのデータを参

考にして設定した。解析モデルの境界条件は，遠心模型実験の状態を模擬し，底面を固定

境界，側方を鉛直ローラーとした。 

 

 
(a)

(b)
要素
206 要素

178

要素
259 要素

235

 
図 7. 3 解析モデル：(a) 土層分割図；(b) 有限要素分割図 
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 各土層に対する多重せん断モデルの変形特性を規定するパラメータを表 7. 2 に示す。同

表に示すパラメータは，前述のシミュレーション解析の際に設定されたものである。一方，

多重せん断モデルにおけるダイレイタンシー特性のパラメータは，非排水繰り返し三軸試

験に対する要素シミュレーションを行うことにより決定した。設定したダイレイタンシー

特性パラメータを表 7. 3 に，これらのパラメータを用いて要素シミュレーションにより得

られた液状化抵抗曲線を図 7. 4 に示す。なお，液状化判定基準は，江戸崎砂および 7 号珪

砂のいずれの場合も，軸ひずみ両振幅 5%としている。表 7. 3 における Sus 値は，第 6 章で

の要素シミュレーションで用いた定常状態を規定する非排水せん断強度であり，この値は

既往の文献（兵頭ら，2008）を参照して間隙比および細粒分含有率から算定した。なお，

Sus 値は盛土の変形に寄与する江戸崎砂層に対してのみ設定し，7 号珪砂に対しては定常状

態を考慮せず，非排水せん断強度として限りなく大きな値を用いている。 

 

表 7. 2 多重せん断モデルにおける変形特性パラメータ 

ρ G ma K ma σma' m G,m K n φf c h max

t/m3 kPa kPa kPa （°） kPa

江戸崎砂

(盛土)
非液状化層 1.70 84000 218000 98.0 0.5 0.49 34.0 0.0 0.26

江戸崎砂

(地下水面上)
非液状化層 1.68 41000 107000 98.0 0.5 0.49 34.0 0.0 0.26

江戸崎砂

(地下水面下)
液状化層 1.86 41000 107000 98.0 0.5 0.49 34.0 0.0 0.26

7号珪砂

(地下水面下)
液状化層 1.98 86000 224000 98.0 0.5 0.40 48.0 0.0 0.24

粘着力
履歴
減衰
上限値

基準体
積弾性
係数

間隙
率

基準
拘束
圧

拘束圧
依存
係数

基準初
期せん
断剛性

変形特性土層名 区分

湿潤
密度

内部
摩擦
角

 

 

表 7. 3 多重せん断モデルにおけるダイレイタンシー特性パラメータ 

Sus値

φp εd
cm rεdc rεd q1 q2 lk rk S1 c1

（°）
江戸崎砂

(盛土)
非液状化層 - - - - - - - - - - -

江戸崎砂

(地下水面上)
非液状化層 - - - - - - - - - - -

江戸崎砂

(地下水面下)
液状化層 28.0 0.10 15.00 0.10 1.00 3.00 2.00 0.50 0.005 1.00 17.0

7号珪砂

(地下水面下)
液状化層 33.0 0.10 5.00 0.10 1.00 3.50 2.00 0.50 0.005 1.00 -

簡易
設定
法

土層名 区分 ダイレイタンシ特性
変相
角

ダイレイタンシパラメータ
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図 7. 4 液状化抵抗曲線：(a) 江戸崎砂；(b) 7 号珪砂 

 

7.3.3 解析条件と解析ケース 

 

 有限要素法による数値解析では，まず排水条件で初期自重解析を行い，その結果を引き

継いで動的解析である地震応答解析を実施した。両解析フェーズにおいて，第 2 章および

第 3 章で述べた多重せん断モデル構成式を用い，等しい変形特性パラメータを適用した。

ダイレイタンシー特性に関するパラメータは，自重解析では考慮せず，地震応答解析にお

いてのみ適用した。初期自重解析では荷重として自重（地下水面下では水中重量）の影響

を考慮し，一方の地震応答解析では，非排水条件のもとで図 7. 2 に示す地震動の 2.6 秒～13.6

秒（主要動の終了時まで）の部分を入力した。慣性項の影響を考慮する地震応答解析では，

時間積分法として Wilson の 法を用い，時間積分間隔を 0.01 秒に設定した。 

 地震応答解析では，数値計算を安定させる目的も含め，初期接線剛性比例型のレーレー

減衰行列を用いた。基礎地盤部の 1 次元土層構造により自由地盤部の土層構造を表すもの
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とし，これに対して過剰間隙水圧の上昇を考慮しない条件のもとで，複数の剛性比例係数 
を用いて地震応答解析を行った。解析により得られた水平相対変位の最大値分布を図 7. 5

に示す。同図より，それ以上  の値を小さくしても，最大水平変位分布が変化しないよう

な臨界値としての が存在する。ここでは， を 0.001 より小さくしても最大水平変位に

ほとんど変化が見られないことから，液状化を考慮した地震応答解析では， を 0.001 とし

て与えることとした。このような の与え方に関しては，小堤（2003）を参照のこと。 

 解析法としては，微小変形解析，次項で述べる簡易大変形解析，Total Lagrangian 法によ

る大変形解析，Updated Lagrangian 法による大変形解析の 4 種類を用いた。また，それぞれ

の解析法に対して，定常状態の非排水せん断強度（江戸崎砂で 17.0kPa）を考慮したケース，

および，比較として定常状態を考慮しないケースの 2 種類，すなわち合計で 8 ケースの解

析を実施した。解析ケースの一覧を表 7. 4 に示す。 
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図 7. 5 レーレー減衰行列剛性比例係数 の感度（非液状化解析） 

 

表 7. 4 解析ケースの一覧 

ケース 解析法
江戸崎砂
のSus値

ケースA-1 未考慮
ケースA-2 17.0kPa
ケースB-1 未考慮
ケースB-2 17.0kPa
ケースC-1 未考慮
ケースC-2 17.0kPa
ケースD-1 未考慮
ケースD-2 17.0kPa

微小変形解析

簡易大変形解析

大変形解析TL法

大変形解析UL法
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7.3.4 簡易大変形解析の概要 

 

 既往の研究（小堤，2003）では，盛土の天端が大きく沈下する場合には，それに伴う基

礎地盤の応力軽減が変形に与える影響が無視できないと考え，盛土などの解析において簡

易大変形解析と呼ばれる方法を用いている。一方，本研究における大変形解析では，有限

ひずみ理論に基づき定式化がなされているため，上述の盛土天端の変形（幾何学的非線形

性）による影響が自動的に考慮される。表 7. 4 に示すように，大変形解析に加えてここで

改めて簡易大変形解析を行う理由は，厳密に大変形の影響を考慮した解析を用いて得られ

た結果との間に，どの程度の差が生じるかを検証するためである。以下に，簡易大変形解

析の手順を示す。 

 

簡易大変形解析の解析手順 

① 通常の初期自重解析を行う。 

第 4章での式(4.316)に準じて，微小変形解析では以下のように自重解析の定式化を行う。 

 T
st vˆ ' d 'v g



 B σ M I  (7.1) 

  ここに，Bは微小変形解析での B マトリクス， stˆ 'σ は初期自重解析により得られる有

効応力， gは重力加速度， 'M は水中重量密度に基づく質量マトリクス， vI は重力加

速度の作用方向を規定するベクトルである。 

② 初期自重解析の結果を受け継いで，地震応答解析を 1 時間ステップ，もしくは，適当な

時間ステップ実行する。 

微小変形解析における定式化は，式(4.343) (4.344)に準じて以下のとおりとなる。 

 T T * T
st

ˆˆ ˆ'd d ' dgv p v u v
  

       B σ B m Cu Mu MI B σ    (7.2) 

  ここに，左辺第 2 項は非排水状態の間隙水の体積剛性に関する項，Cは減衰マトリク

ス，Mは湿潤密度に基づく質量マトリクス， gu は基盤における入力加速度である。 

③ 上記②により算定された相対変位uを用いて，初期自重解析用の節点座標を更新する。 

④ 更新された節点座標に基づき，再度自重解析を実行する。 

 

new

T
new new new vˆ ' d 'v g



  B σ M I  (7.3) 

  ここに， new は節点座標の更新に伴う新しい積分領域， newB および new'M は，節点座

標の更新に伴い変更された B マトリクスと質量マトリクスである。 なお，節点座標の

変更に伴うみかけの体積変化により各要素の質量が変わらないよう，各要素に対して

密度の調整を行う。 



第 7 章 大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式の地震応答解析における適用性 

 
 

218 
 

⑤ 上記の式(7.3)により与えられる応力荷重ベクトル newˆ 'σ を用いて，動的解析における式

(7.2)の右辺第 2 項を更新する。ここで，動的解析では B マトリクスや積分範囲の更新は

行わないため，動的解析に引き渡す応力荷重ベクトルは，初期の B マトリクスと初期の

積分範囲に基づき，以下の式により算定する。 

 T
newˆ ' dv


B σ  (7.4) 

式(7.4)の応力荷重ベクトルを用い，②に示す地震応答解析を再開する。 

 

上述のとおり，簡易大変形解析では，地震応答解析が適当な時間ステップ実行されるたび

に，それに引き続いて再度自重解析が行われるため，解析に要する時間が微小変形解析に

比べて増大する。特に，地震応答解析の 1 時間ステップ毎に自重解析を行う場合，解析時

間は 4～5 倍にも増大し，これは簡易大変形解析の欠点であるとも言える。一方，Total 

Lagrangian 法もしくは Updated Lagrangian 法による大変形解析では，解析に要する時間は微

小変形解析の 1.5～2 倍程度である。また，簡易大変形解析はあくまで微小変形理論の枠組

みにおいて実施されるものであり，大変形現象に伴う幾何学的非線形性は考慮されていな

い。そのため，後で示す図 7. 20(d)や図 7. 54(c)に見られるように，条件によっては実際には

起こり得ないような変形形状をとり得るため注意が必要である。 

 

7.3.5 解析結果 

 

 ここでは，前述の盛土の動的遠心模型実験に対して，微小変形解析，前項で述べた簡易

大変形解析，第 3 章および第 4 章で述べた大変形解析を適用した場合の解析結果を示す。

まず，主要動終了時の盛土天端の沈下量を表 7. 5 に，同表に基づく沈下量の比較図を図 7. 6

に示す。主要動終了時の実験結果は 204cm であったため，同表および同図より，ケース A-1

やケース A-2 に示す微小変形解析では，沈下量を過大評価していることがわかる。定常状

態での非排水せん断強度を考慮した場合（ケース A-2）は特にその差が顕著であり，実験値

の 5 倍程度の沈下量となっている。それに対し，簡易大変形解析を用いた場合，微小変形

解析と比較して沈下量が抑制されており，定常状態を考慮した場合（ケース B-2）でも，実

験値の 2 倍程度まで値が減少しているのがわかる。一方，大変形解析を用いた場合は，さ

らに沈下量が実験値に近づく傾向が見られ，定常状態を考慮しない場合（ケース C-1，D-1）

では，沈下量が実験値とほぼ等しい。また，定常状態を考慮した場合（ケース C-2，D-2）

でも，実験値と比較して，Total Lagrangian 法で 1.4 倍，Updated Lagrangian 法で 1.6 倍程度

の値に収まっている。これらの値は安全側の評価であり，なおかつ実験値から大きく乖離

しているわけでもない。ここで，大変形解析におけるTotal Lagrangian法とUpdated Lagrangian

法の結果を比較すると，その差は実験値に対して，定常状態を考慮しない場合で約 8%，定

常状態を考慮する場合で約 16%である。数値解析における打ち切り誤差や丸め込み誤差な
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どの影響により，1 要素でのシミュレーションのように両者が一致する結果とはならないが，

盛土堤体高さ 5m に対して，沈下量の差が最大でも 30cm 程度であることを考えれば，いず

れの解析手法を用いるかは特に大きな問題ではないと思われる。以上をまとめると，沈下

量に関してみれば，実験結果と最も整合していたのは大変形解析において定常状態を考慮

しないケース（C-1，D-1）である。しかし，大変形解析において定常状態を考慮した場合

でも，沈下量の過小評価とはならず，やや安全側の結果が得られることを考えれば，もし

定常状態での非排水せん断強度が既知であるならば，やはりその値を解析に用いるべきで

あろう。また，簡易大変形解析を適用すれば，微小変形解析と比較して沈下量は実験値に

近づくものの，解析に要する時間は微小変形解析の 4～5 倍にも増大する。一方，大変形解 

 

表 7. 5 主要動終了時の盛土天端沈下量 

ケース 備考
沈下量
（cm）

ケースA-1 微小変形解析 478
ケースA-2 微小変形解析+Sus値 1011
ケースB-1 簡易大変形解析 293
ケースB-2 簡易大変形解析+Sus値 411
ケースC-1 大変形解析TL法 197
ケースC-2 大変形解析TL法+Sus値 290
ケースD-1 大変形解析UL法 213
ケースD-2 大変形解析UL法+Sus値 323

主要動終了時 204
余震終了時（参考） 230

実験値
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図 7. 6 主要動終了時の盛土天端沈下量 
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析では，微小変形解析の 1.5～2.0 倍程度の時間で結果が得られるため，この点から見ても，

大変形解析を適用することが望ましい。なお、上述の解析時間の比較は一例であり，解析

モデルや入力地震動が変われば，それらに伴い変動する。しかし，概ねの傾向はここで述

べたとおりである。 

 次に，各ケースにおける主要動終了時の変形図を図 7. 7 に示す。同図には，実験結果で

ある余震終了時（沈下量 230cm）の変形図もあわせて示してある。なお，解析で対象とする

のは主要動終了時（沈下量 204cm）であるが，この時点での変形図が得られていないため，

ここでは余震終了時のものを用いた。沈下量に違いはあるものの，その差は26cmと小さく，

概ねの変形形状の比較はこの図を用いることにより可能であると思われる。まず，微小変

形解析，特に同図(b)に示す定常状態を考慮したケース（A-2）では，盛土堤体が大きく沈み

込む結果となり，同図(i)の実験結果とは変形形状が異なることがわかる。それに対し，簡易

大変形解析では，比較的実験結果に近しい形状を示しているが，例えば同図(d)では，盛土

天端が下に向かいめり込むような形状がまだ見られる。一方，同図(e)～(h)に示す大変形解

析では，盛土堤体の変形形状は実験結果とかなり類似したものとなっている。さらに，基

礎地盤部の変形に着目すると，定常状態を考慮しないケース（C-1，D-1）では，盛土直下

の基礎地盤の変形があまり見られず，沈下量は堤体自身の変形に大きく依存する傾向にあ

る。それに対し，定常状態を考慮したケース（C-2，D-2）では，盛土直下の基礎地盤が水

平方向に広がる様子が確認でき，これが堤体の変形および沈下量にも影響を与えている。

同図(i)に示す実験結果においても，盛土直下の基礎地盤の変形が顕著に見られることを考慮

すれば，定常状態における非排水せん断強度を適切に与えることは，多重せん断モデルを

用いて解析を行う場合には必要不可欠であると言える。 
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(a) ケース A-1 

 

(b) ケース A-2 

 

(c) ケース B-1 

 

(d) ケース B-2 

 

(e) ケース C-1 

 

図 7. 7 主要動終了時の変形図の比較（実験結果は余震終了後） 
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(f) ケース C-2 

 

(g) ケース D-1 

 

(h) ケース D-2 

 

(i) 実験結果（余震終了後） 

 

 

図 7. 7 主要動終了時の変形図の比較（実験結果は余震終了後）（続き） 

 

 続いて，図 7. 8 に各ケースにおける有効応力減少比の時間最大値の分布図を示す。微小

変形解析，大変形解析といった解析手法の違いによる影響は，有効応力減少比の分布に関

しては小さく，明瞭な差異は確認できない。一方，定常状態の考慮の有無は，有効応力減

少比に影響を及ぼすことが同図より見てとれる。すなわち，定常状態を考慮しない場合（同

図(a)(c)(e)(g)）は，堤体直下の基礎地盤上部の有効応力減少比が周辺に比べてやや小さく，

また，境界周辺でやや大きく算出されている。一方の定常状態を考慮したケース（同図

変位スケール 
10m 

変位スケール 
10m 

変位スケール 
10m 
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(b)(d)(f)(h)）では，基礎地盤における有効応力減少比の分布は比較的均一なものとなってい

る。比較対象となる実験データが存在しないため，ここではどちらが正しいかという議論

はできない。しかし，定常状態における非排水せん断強度が，図 7. 7 に示す変形形状に加

えて，図 7. 8 に示す有効応力減少比分布に対しても影響を及ぼすことは確かめられた。 

 

(a) ケース A-1 

 

(b) ケース A-2 

 

(c) ケース B-1 

 

(d) ケース B-2 

 

図 7. 8 有効応力減少比（ m m01 ' '   ）の時間最大値の分布図 

 

 m m01 ' ' 



第 7 章 大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式の地震応答解析における適用性 

 
 

224 
 

(e) ケース C-1 

 

(f) ケース C-2 

 

(g) ケース D-1 

 

(h) ケース D-2 

 

図 7. 8 有効応力減少比（ m m01 ' '   ）の時間最大値の分布図（続き） 

 

 次に，液状化層である地下水面下の江戸崎砂層における有効応力経路を図 7. 9～図 7. 16

に示す。対象とした要素は盛土直下の基礎地盤で 2 つ，側方境界に比較的近い基礎地盤で 2

つ，合計 4 つであり，それぞれの位置は図 7. 3(b)に示されている。図 7. 9，図 7. 10 は微小

変形解析，図 7. 11，図 7. 12 は簡易大変形解析，図 7. 13，図 7. 14 は Total Lagrangian 法によ

る大変形解析，図 7. 15，図 7. 16 は Updated Lagrangian 法による大変形解析の結果である。

図 7. 9～図 7. 16 において，図中の丸印（●）は初期自重解析終了後の有効応力経路の位置
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を，一方の三角印（▲）は地震応答解析終了時の位置を表している。まず，定常状態を考

慮しないケース（図 7. 9，図 7. 11，図 7. 13，図 7. 15）を比較すると，境界寄りの要素

（No.206,178）では，用いる解析法に関わらず有効応力経路はほぼ一致している。これは，

これらの要素の変形が小さく，有効応力経路に対する幾何学的な非線形性の影響が無視で

きる程度であったことを意味している。一方，盛土直下の地盤要素（No.259,235）では，簡

易大変形解析と大変形解析の結果はほぼ一致しているものの，微小変形解析ではそれらに

比べて最大せん断応力の値が大きく算出される傾向にある。例えば，大変形解析 TL 法にお

ける図 7. 13(c)では，せん断応力の最大値は約 60kPa であるのに対し，微小変形解析では図

7. 9(c)より 100kPa 程度のせん断応力を有していることがわかる。同図(c)より，有効拘束圧

の値も微小変形解析では 200kPa 程度と大きくなっており，これは，微小変形解析では盛土

の変形に伴う荷重軽減の効果が考慮されていないことを意味する。次に，定常状態を考慮

したケース（図 7. 10，図 7. 12，図 7. 14，図 7. 16）を比較すると，いずれの解析手法を用

いても有効効力経路に明瞭な差が存在しないことがわかる。例えば，図 7. 10 (d)と図 7. 14(d)

における破壊線近傍（定常状態）の挙動がやや異なる程度である。これは，定常状態にお

ける非排水せん断強度を規定しているため，および，有効応力経路を最大せん断応力で整

理していることによるものである。もし有効応力経路を，軸差応力成分を考慮せずに純せ

ん断応力を用いて整理すれば，第 6 章で示した非排水単調せん断の要素シミュレーション

のように，大変形解析と微小変形解析との結果は定常状態に向かうにつれてさらに異なる

経路を示すものと思われる。定常状態を考慮しない場合と考慮する場合では，例えば図 7. 9

と図 7. 10 に示すように，特に破壊線に近い領域における有効応力経路が大きく異なる。こ

のことからも，より解析の精度を高めるためには，幾何学的非線形性を考慮した大変形解

析を行うとともに，その際に非排水せん断強度を用いて定常状態を考慮する必要があると

言える。 
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図 7. 9 有効応力経路（ケース A-1） 
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図 7. 10 有効応力経路（ケース A-2） 
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図 7. 11 有効応力経路（ケース B-1） 
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図 7. 12 有効応力経路（ケース B-2） 
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図 7. 13 有効応力経路（ケース C-1） 
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図 7. 14 有効応力経路（ケース C-2） 
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図 7. 15 有効応力経路（ケース D-1） 
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図 7. 16 有効応力経路（ケース D-2） 

 



第 7 章 大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式の地震応答解析における適用性 

 
 

230 
 

 ここまでの議論をまとめると，盛土構造物の動的遠心模型実験に対する数値解析では，

微小変形解析では過大評価されていた沈下量や変形形状が，大変形解析を適用することに

より大きく改善される結果となった。また，大変形解析において，Total Lagrangian 法およ

び Updated Lagrangian 法，いずれの手法を用いても解析結果にそれほど大きい差は生じず，

実験結果を精度良く再現できることが確認された。 

 

7.3.6 正弦波加振による変形挙動 

 

 ここでは，先に述べた動的遠心模型実験で用いた解析モデル（図 7. 3）に対して，図 7. 17

に示す加速度振幅が約 100gal，周期が 1 秒の正弦波を 200 秒間与え続け，そのときの挙動に

関して考察を行う。解析に用いたモデルパラメータは表 7. 2，表 7. 3 に示すとおりとし，解

析ケースも表 7. 4 と同様に設定することとした。ここでの解析は，特定の実験結果や被災

事例を対象としたものではなく，盛土堤体に大きな沈下を引き起こすであろう地震動，こ

こでは図 7. 17 に示される正弦波振動，を与え続けた場合の盛土の挙動に関して考察を行お

うことを目的とする。 
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図 7. 17 入力正弦波 

 

 加振終了後の各ケースの盛土天端沈下量を図 7. 18 にまとめて示す。既往の資料（国土技

術研究センター，2002）によれば，過去の地震被害において堤体高さを完全に消失するよ

うな事例は存在せず，堤体高さの 25%程度は残留するとされている。すなわち，盛土の沈

下量は最大でも堤体高さの 75%程度であり，本解析で対象とした盛土モデルでは堤体高さ

が 5.0m であることより，生じうる最大沈下量は 3.75m 程度であると推定される。図 7. 18

には，この想定最大沈下量のラインが併せて示されている。同図より，微小変形解析（ケ

ース A-1,A-2）および簡易大変形によるケース B-2 では，盛土堤体高さを大きく上回る沈下

量が発生しており，これらは現実には生じえない値である。それ以外のケースでは沈下量

は概ね現実的な値であり，特に大変形解析を適用した場合，入力パラメータとしての非排

水せん断強度の値に関わらず，解析により得られた沈下量は想定される最大値までの範囲
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に収まっていることがわかる。続いて，図 7. 19 に大変形解析における盛土天端沈下量の時

刻歴を示す。同図より，各ケースにおいておよそ 200 秒付近で沈下がそれ以上生じなくな

り，沈下量が一定値に収束していることが確認できる。 
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図 7. 18 加振終了時の盛土天端沈下量 
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図 7. 19 盛土天端沈下量の時刻歴（大変形解析） 

 

 次に，数値解析により得られた加振終了時の変形図を図 7. 20 に示す。同図(a)(b)に示す微

小変形解析の場合，盛土堤体が基礎地盤側に反転する形で大きく変形し，実際には生じ得

ない変形形状となっている。これは，大ひずみ，大変形が発生しようとする段階において

も，微小変形理論に基づき構成式および支配方程式が解かれているためである。それに対

して簡易大変形解析においては，非排水せん断強度を限りなく大きくした同図(c)では変形
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は抑制されているものの，定常状態を考慮した同図(d)では，やはり基礎地盤にめり込む形

で堤体が大きく変形している。簡易大変形解析においても，立脚している理論は微小変形

理論であるため，このように非常に大きな外力が加わった場合，実際には幾何学的に起こ

り得ないような変形モードが出現する結果となる。一方，同図(e)～(h)に示す大変形解析で

は，定常状態の有無に関わらず，変形形状としては現実に許容できるものとなっている。

これは，第 3 章および第 4 章で述べたように，物体の変形に伴う幾何学的非線形性を適切

に考慮しているためであり，これにより得られた結果は，ここで対象とするモデルに対し

て振動を加え続けた場合，盛土が堤体高さの 75%程度まで沈下したその後においては，変

形がほとんど進行しないという極めて現実的なものである。 

 

(a) ケース A-1 

 

(b) ケース A-2 

 

(c) ケース B-1 

 

図 7. 20 正弦波加振終了時の変形図の比較 
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(d) ケース B-2 

 

(e) ケース C-1 

 

(f) ケース C-2 

 

(g) ケース D-1 

 

(h) ケース D-2 

 

図 7. 20 正弦波加振終了時の変形図の比較（続き） 
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7.4 後志利別川堤防に対する検討 

 

7.4.1 概要 

 

 ここでは，1993 年北海道南西沖地震の際に被災した後志利別川堤防のうち，堤体天端の

沈下量が 267cm と最も大きかった No.1 断面を対象として，有限要素法による地震応答解析

を行った。図 7. 21 に解析対象とした後志利別川の位置を，表 7. 6 に被災状況として堤体天

端の沈下量を示す。また，図 7. 22 に解析対象地点の地層構成を示す。 

 後志利別川堤防 No.1 断面の解析に用いる入力地震動の加速度時刻歴を図 7. 23 に，そのフ

ーリエスペクトルを図 7. 24 に示す。後志利別川堤防の入力地震動は，重複反射理論に基づ

く 1 次元地震応答計算により，工学的基盤面から図 7. 22 に示す Ac2 層の下面に立ち上げた

E+F 波である。工学的基盤面の波形は，北海道南西沖地震の際に寿都測候所で観測された地

表面加速度波形を工学的基盤に引き戻し，距離減衰を考慮して振幅を調整したものである

（松尾ら，1999）。 

 

 
図 7. 21 後志利別川位置図（勝山ら，1994） 

 

表 7. 6 被災状況（松尾ら，1999） 

No. 河口からの距離 天端沈下量

1 4.44km（左岸） 267cm

2 5.00km（左岸） ほぼ0cm

3 1.71km（左岸） 126cm

4 2.00km（右岸） ほぼ0cm

5 2.49km（左岸） 63cm
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図 7. 22 No.1 断面の地層構成図（松尾ら，1999） 
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図 7. 23 入力加速度時刻歴 
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図 7. 24 加速度フーリエスペクトル 
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7.4.2 解析モデル 

 

 本解析において用いる解析モデルの土層分割，および，有限要素分割を図 7. 25 に示す。

ここで用いたメッシュは，芋野ら（2008）を参考にして設定した。解析モデルの境界条件

は，底面を固定境界，側方を粘性境界とし，自由地盤部の解析もあわせて実施した。なお，

地下水面は Asa～Aca 層の上端の位置に存在する。 

 各土層に対する多重せん断モデルの変形特性に関するパラメータを表 7. 7 に示す。同表

に示すパラメータは，既往の文献（芋野ら，2008）を参考にして設定されたものである。

一方，多重せん断モデルにおけるダイレイタンシー特性のパラメータは，不撹乱採取試料

を用いて行われた非排水繰り返し三軸試験（建設省土木研究所動土質研究室他，1995）に

対する要素シミュレーションを行うことにより決定した。設定したダイレイタンシー特性

パラメータを表 7. 8 に，これらのパラメータを用いて要素シミュレーションにより得られ

た液状化抵抗曲線を図 7. 26 に示す。なお，液状化判定基準は，いずれの場合も軸ひずみ両

振幅 5%としている。表 7. 8 に示す定常状態での非排水せん断強度としての Sus 値に関して

は，（せん断中に試料の間隙水圧を測定する）圧密非排水三軸圧縮試験（CUB 試験）に基づ

く値と，間隙比および細粒分含有率を用いて非排水せん断強度を簡易的に推定する方法（本

島ら，2008）による値の 2 種類を設定した。試験結果に基づく Sus 値の設定においては，

As2 層の途中から細粒分含有率が大きく変化するにも関わらず，細粒分の少ない上部（As2-U

層に相当）の試料に対してのみ非排水せん断強度の値（116.0kPa）が測定されており，As2-L

層に対しては実際よりも過大評価した値を適用しているものと思われる。一方，間隙比な

どから簡易的に非排水せん断強度を推定する方法では，それらの層における細粒分含有率

の違いを考慮して非排水せん断強度を与えている。ここでの解析では，この間隙比および

細粒分含有率により推定される値を採用することとした。 
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図 7. 25 解析モデル 

 

表 7. 7 多重せん断モデルにおける変形特性パラメータ 

ρ G ma K ma σma' m G,m K n φf c h max Vs

t/m3 kPa kPa kPa （°） kPa m/s

Bs-U(堤体) 非液状化層 1.80 28573 76024 46.4 0.5 0.45 25.0 0.0 0.24 126
Bs-L(一般部) 非液状化層 1.80 28573 76024 46.4 0.5 0.45 37.0 0.0 0.24 126
Asa～Aca 液状化層 1.50 34643 90344 32.6 0.5 0.54 34.1 0.0 0.24 80
As1 液状化層 1.85 35356 92202 34.8 0.5 0.52 34.4 0.0 0.24 153
Ac1 非液状化層 1.50 23811 63353 54.2 0.5 0.45 55.0 0.0 0.21 126
As2-U 液状化層 1.80 50196 130903 46.6 0.5 0.45 36.0 0.0 0.24 129
As2-L 液状化層 1.80 30043 78347 60.7 0.5 0.58 31.6 0.0 0.24 129
Ac2 非液状化層 1.45 14500 38580 68.1 0.5 0.45 39.0 0.0 0.21 100

基準初
期せん
断剛性

変形特性土層名 区分

湿潤
密度

内部
摩擦
角

粘着力
履歴
減衰

上限値

基準体
積弾性
係数

間隙率
基準
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圧

拘束圧
依存
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せん
断

波速

 

 

表 7. 8 多重せん断モデルにおけるダイレイタンシー特性パラメータ 

φp εd
cm rεdc rεd q1 q2 lk rk S1 c1

（°）
Bs-U(堤体) 非液状化層 - - - - - - - - - - - -
Bs-L(一般部) 非液状化層 - - - - - - - - - - - -
Asa～Aca 液状化層 28.0 0.20 1.50 0.08 1.00 1.50 2.00 0.50 0.005 1.00 6.0 53.0
As1 液状化層 28.0 0.20 1.20 0.15 1.00 0.80 2.00 0.50 0.005 1.00 12.0 180.0
Ac1 非液状化層 - - - - - - - - - - - -
As2-U 液状化層 28.0 0.20 1.00 0.05 1.00 1.00 2.00 0.50 0.005 1.00 11.0 116.0
As2-L 液状化層 28.0 0.20 1.50 0.05 1.00 0.80 2.00 0.50 0.005 1.00 2.0 116.0
Ac2 非液状化層 - - - - - - - - - - - -

CUB
試験
結果

土層名 区分 ダイレイタンシ特性
変相
角

ダイレイタンシパラメータ 簡易
設定
法

Sus値
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図 7. 26 液状化抵抗曲線：(a) Asa～Aca 層；(b) As1 層；(c) As2-U 層；(d) As2-L 層
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7.4.3 解析条件と解析ケース 

 

 有限要素法による数値解析では，まず排水条件のもとで解析対象とする不規則領域の初

期自重解析を行う。本解析で対象とするモデルでは，側方境界として鉛直ローラーではな

く粘性境界を設定しているため，それに引き続いて，不規則領域の外側に存在する自由地

盤部の自重解析および地震応答解析を行う必要がある。それらの解析の後，初期自重解析

により得られた結果を引き継ぎ，さらに自重地盤部の解析により得られた自由地盤部の速

度応答を考慮して，不規則領域の地震応答解析を非排水条件のもとで実施する。いずれの

解析フェーズにおいても，土の構成モデルとしては第 2 章，第 3 章で述べた多重せん断モ

デル構成式を適用し，表 7. 7 に示す変形特性パラメータは各フェーズにおいて共通とした。

表 7. 8 のダイレイタンシー特性に関するパラメータは，自重解析の段階では考慮せず，地

震応答解析においてのみ適用した。地震応答解析における時間積分法には Wilson の 法を

用い，時間積分間隔を 0.01 秒に設定した。 

 前節で述べたとおり，地震応答解析では初期剛性比例型のレーレー減衰行列を用いた。

ここでも，剛性比例係数 の算定のため，基礎地盤部の 1 次元土層構造により自由地盤部

の土層構造を表現するものとし，これに対して過剰間隙水圧の上昇を考慮しない条件のも

と地震応答解析を行った。解析により得られた最大水平相対変位分布を図 7. 27 に示す。同

図(a)は左方自由地盤部による解析結果，同図(b)は右方自由地盤部による解析結果である。

いずれの場合も， を 0.0005 より小さくしても最大水平変位にほとんど変化が見られない

ことから，液状化を考慮した地震応答解析では， を 0.0005 として与えることとした。 
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図 7. 27 レーレー減衰行列剛性比例係数 の感度（非液状化解析）：(a) 左方自由地盤部；

(b) 右方自由地盤部 
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 用いた解析手法は，微小変形解析，簡易大変形解析，および，Total Lagrangian 法もしく

は Updated Lagrangian 法による大変形解析の 4 種類である。なお，後で述べるように，図 7. 

25 の有限要素メッシュをそのまま適用した場合，盛土堤体部に存在する三角形メッシュが

極端に大きく変形する傾向が見られたので，堤体部のメッシュに修正を加えた場合（後述

の図 7. 29 参照）の解析も実施した。すなわち，合計で 8 ケースの解析を行っており，表 7. 

9 にその一覧を示す。 

 

表 7. 9 解析ケースの一覧 

ケース メッシュ 解析法
ケースA 微小変形解析
ケースB 簡易大変形解析
ケースC 大変形解析TL法
ケースD 大変形解析UL法
ケースE 微小変形解析
ケースF 簡易大変形解析
ケースG 大変形解析TL法
ケースH 大変形解析UL法

オリジナル
メッシュ

修正メッシュ

 

 

7.4.4 解析結果と考察 

 

 ここでは，後志利別川堤防モデルに対して，微小変形解析，簡易大変形解析，第 3 章お

よび第 4 章で述べた大変形解析を適用した場合の地震応答解析結果を示す。まず，図 7. 25

に示すメッシュを用いた場合（ケース A～D）の加振終了後の変形図を図 7. 28 (a)～(d)に示

す。なお，Updated Lagrangian 法による大変形解析を用いたケース D では，非線形反復計算

が収束せず，加振終了時点での結果が得られていない。そのため，同図(d)では，解析が終

了した 56 秒の時点での変形形状を示してある。解析手法の違いによる変形形状の比較を行

うと，同図(a)に示す微小変形解析の結果と，同図(b)に示す簡易大変形解析の結果に大きな

違いは見られない。いずれの場合も堤体の変形量は小さく，盛土直下の地盤もわずかに水

平方向に広がるような変形を示すのみである。一方，同図(c)に示す Total Lagrangian 法によ

るケース C では，盛土堤体およびその直下の基礎地盤の双方において，微小変形解析より

大きな変形が確認できる。ただし，図 7. 28(c)(d)に示す大変形解析の結果では，盛土堤体の

右法面の変形が極端に大きくなっており，この挙動は現実的なものとは言えない。この原

因としては，図 7. 29(a)に示すように，この部分の表面に三角形メッシュが存在しているた

めと考えられる。そのため，同図(b)に示すように右法面部のメッシュに修正を加え，この

修正メッシュを用いて再度地震応答解析を行った。これが表 7.9 に示すケース E～H であり，

これにより得られた変形図が図 7. 28 に示されている。同図(e)(f)に示す微小変形解析，簡易

大変形解析の変形形状は，メッシュを修正する前の結果（同図(a)(b)）とほぼ等しい。一方，
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同図(g)(h)に示す大変形解析での変形図を見ると，元のメッシュを用いた際に見られた同図

(c)(d)における盛土堤体の右法面部の過大な変形が抑えられているのが確認できる。また，

これに伴い，盛土堤体および基礎地盤の変形も幾分小さく見積もられている。このことよ

り，特に同図(c)における盛土堤体部の比較的大きな変形は，堤体右法面部の三角形メッシ

ュの過大変形により引き起こされたものであると思われる。このように，大変形解析では，

用いるメッシュによって解析結果が大きく左右されるため，その意味でも，適切な有限要

素メッシュを用いて解析を実行する必要がある。どのような形状のメッシュ分割が適切か

については，さらに検討の余地を残すところであるが，少なくとも斜面表面において部分

的に三角形メッシュを用いることは避けた方がよいと思われる。なお，前節の遠心盛土の

解析では，斜面上の表面全体を三角形メッシュで構築しており，妥当な結果が得られてい

る。この差は，三角形メッシュが局所的に存在するか，もしくは（斜面表面の）全域に存

在するかの違いにより生じた可能性もあるが，その他のパラメータなどの解析条件の差に

依存しているとも考えられ，より詳細な要因に関しては今後の検討課題と言える。 

 

(a) ケース A 

 

(b) ケース B 

 

(c) ケース C 

 

図 7. 28 加振終了時の変形図の比較 
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(d) ケース D（56 秒における変形図） 

 

(e) ケース E 

 

(f) ケース F 

 

(g) ケース G 

 

(h) ケース H 

 

図 7. 28 加振終了時の変形図の比較（続き） 
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(a)

 

(b)

 

図 7. 29 盛土堤体部の有限要素メッシュ：(a) オリジナルメッシュ；(b) 修正メッシュ 

 

続いて，解析により得られた盛土天端の沈下量を表 7. 10 に，同表に基づく沈下量の比較

図を図 7. 30 に示す。実測による盛土天端の沈下量は約 267cm であった。まず，図 7. 25（お

よび図 7. 29(a)）に示すオリジナルのメッシュを用いた場合，微小変形解析（ケース A）お

よび簡易大変形解析（ケース B）では，盛土天端の沈下量はそれぞれ観測値の 30%，25%程

度であり，実測に対して大きく過小評価した結果となっている。大変形解析を用いた場合，

Total Lagrangian 法（ケース C）による沈下量は観測値の 72%であり，比較的実測に近いよ

うに思われるが，前述のとおり盛土右法面が極端に変形する傾向が見られるため，この値

をそのまま信用することは難しいと思われる。また，Updated Lagrangian 法（ケース D）で

は，先に述べたとおり加振終了時の結果が得られていないため，表 7. 10 には参考として 56

秒における沈下量を載せてある。一方，図 7. 29(b)に示す修正メッシュを用いた場合，微小

変形解析（ケース E）および簡易大変形解析（ケース F）における沈下量は，元のメッシュ

を用いた場合とほとんど変わらず，その差は観測値に対して 2～3%程度である。大変形解

析を用いた場合（ケース G，H），変形量は微小変形解析や簡易大変形解析よりも大きくな

る傾向にあるが，それでも実測と比較すれば 42～45%と過小評価に変わりはない。以上よ

り，大変形解析を用いることで実測値に近づく傾向はあるものの，実測のように 2m を超え

る沈下は再現できていない。これは，解析手法の問題というよりは，むしろ用いたパラメ

ータに依るものであると思われ，この点に関しては今後さらに検討を行う必要がある。な

お，微小変形解析と大変形解析とにおける沈下量の大小が，前節の遠心模型実験の解析に

おける傾向（表 7. 5 や図 7. 6）とは逆の傾向を示しているが，これは用いた有限要素メッシ

ュ，入力地震動，モデルパラメータなど，種々の解析条件の影響を受けるものと思われ，
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一概に大変形解析における変形量が微小変形解析のそれよりも小さくなるとは限らないこ

とがわかる。 

 

表 7. 10 加振終了時の盛土天端沈下量 

（ケース D は 56 秒での値） 

ケース
沈下量
（cm）

ケースA 81
ケースB 66
ケースC 193
ケースD (108)
ケースE 88
ケースF 75
ケースG 120
ケースH 113
観測値 267
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図 7. 30 加振終了時の盛土天端沈下量 

 

 次に，加振中の液状化層における有効応力減少比の最大値分布を図 7. 31 に示す。いずれ

も修正メッシュを用いた場合の解析ケース（E～H）の結果である。それぞれ比較を行うと，

同図(d)に示すケース H において，盛土左法面の下方地盤での有効応力減少比分布に他のケ

ースと異なる結果が見られるが，それ以外に関しては各ケースの分布状況は概ね等しい。

このことより，ここで対象としたモデルにおいては，微小変形解析や大変形解析といった
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解析手法が有効応力減少比分布に及ぼす影響は大きくないと言える。ここでは，各ケース

間の微小な違いは無視することとし，層ごとの有効応力減少比に関して考察を行う。まず

Asa～Aca 層および As2-L 層では 0.4～0.8 程度の値となっており，部分的に比較的高い有効

応力減少比となっていることがわかる。Asa～Aca 層の直下に位置する As1 層においては，

盛土脇から左右の両境界部までの広域にわたって有効応力減少比がおよそ 1.0 まで上昇し，

全応力一定と仮定して有効応力減少比を過剰間隙水圧比と見なせば，広い範囲で液状化が

発生していることが確認できる。同層では，盛土直下においても 0.8～0.9 程度の高い有効

応力減少比を示している。それに対し As2-U 層では，最も大きいところでも 0.6 程度の有効

応力減少比しか発生しておらず，盛土直下においてはほぼ 0.0 に近い値となっている。つま

り，この層では液状化の発生に全く至っていない。このことより，解析において盛土天端

の変形および沈下量が実測より過小評価の結果となったのは，この As2-U 層の影響による

ものと考えられる。 

 

(a) ケース E  

 

(b) ケース F 

 

(c) ケース G 

 

(d) ケース H 

 

図 7. 31 有効応力減少比（ m m01 ' '   ）の時間最大値の分布図（修正メッシュ） 

 

 m m01 ' ' 
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7.5 神戸港 RF3 岸壁に対する検討 

 

7.5.1 概要 

 

 ここでは，新たなストレス-ダイレイタンシー関係を組み込んだ多重せん断モデルを用い

てケーソン式岸壁に対する大変形解析を行うことで，構成モデルの地盤・構造物系の地震

応答解析に対する適用性を検証する。対象とするケーソン式岸壁は神戸港 RF3 岸壁とし，

1995 年に発生した兵庫県南部地震における被害程度の再現を試みる。ここでの地震応答解

析は，神戸港六甲アイランドの RF3 岸壁（水深-8.5m，設計震度 0.15，床堀置換改良）の断

面を用いて実施した。この岸壁の位置を図 7. 32 に，岸壁の標準断面図を図 7. 33 に，岸壁

の諸元を表 7. 11 に示す。また，岸壁の被災状況の平面図を図 7. 34 に，同図に示す A-A 断

面の被災状況を図 7. 35 に示す。さらに，被災状況の平面図に示したケーソン No.21～No.7

の間の上部工天端の前出し量，沈下量およびケーソン傾斜角の分布の様子を図 7. 36 に，こ

れらの被災状況をまとめたものを表 7. 11 に示す。 

 入力地震動としては，神戸港ポートアイランドの鉛直アレー地震観測網により得られた

1995 年の兵庫県南部地震の際の観測記録を用いた。この鉛直アレー地震観測網では，GL±

0m，-16m，-32m および-83m の各深度において，三成分方向の加速度計が設置されている。

ここでの解析においては，GL-32m に設置された地震計により，1995 年の兵庫県南部地震の

際に観測された NS 成分と UD 成分の加速度波形を用いる。なお，対象とした岸壁の向きを

考慮して，NS 成分に関しては，得られた加速度記録の符号を反転させることにより適用す

ることとした。GL-32m の地震計は，第 1 洪積砂礫層（天満砂礫相当層）の上部に設置され

ている。この砂礫層の上部（GL-27m～-33m）におけるせん断波速度 VS は 245m/s，平均 N

値は 13.5（最小 N 値 4.2，最大 N 値 38）である。解析対象岸壁では，GL-26.4m で N 値が

10～30 の砂質土層が現れるため，この土層が上述の第 1 洪積砂礫層に対応するものと想定

し，解析モデルの底面をこの深度（GL-26.4m）に設定することとした。この底面を固定境

界とし，上記の観測記録地震動を入力として与えた。GL-32m において記録された兵庫県南

部地震の加速度波形を図 7. 37 に示す。同図は得られた観測記録から主要な 20 秒間の波形

を抽出したものである。本解析ではこの波形を用いることとし，解析時間を同図のとおり

20 秒間とした。 
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図 7. 32 神戸港六甲アイランド RF3 岸壁の位置（稲富ら，1997） 

 

 

図 7. 33 神戸港 RF3 岸壁標準断面図（稲富ら，1997） 
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表 7. 11 ケーソン式岸壁の諸元と被災状況（稲富ら（1997）に基づき作成） 

水深
ケーソン

幅
ケーソン

高さ
置換砂
の層厚

はらみ
出し量

天端
沈下量

ケーソン
傾斜角

被災
変形率

(m) (m) (m) (m) (cm) (cm) （度） （％）

-8.5 0.15 8 11.5 13.4 464 / 370 198 / 158 6.4 / 3.1 34 東西
方向

設計
震度

法線
方向

 

※1 被災変形率：最大はらみ出し量／（ケーソン高さ＋2m）×100% 

※2 各変形量や傾斜角は，図 7. 35 に示す No.7～No.21 ケーソンの最大値と平均値を表す 

 

 

図 7. 34 神戸港 RF3 岸壁被災状況断面図（稲富ら，1997） 

 

 

図 7. 35 神戸港 RF3 岸壁被災状況平面図（稲富ら，1997） 
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図 7. 36 ケーソン No.21～No.7（図 7. 35）を対象とする（上から順に）上部工前出し量，

上部工沈下量（原設計天端からの値），ケーソン残留傾斜角（海側への傾斜を正）の各分布

（稲富ら（1997）に基づき作成） 
 

 

図 7. 37 1995 年兵庫県南部地震の際の観測加速度記録 
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7.5.2 解析モデル 

 

 解析対象とする神戸港 RF3 岸壁の断面モデルの土層区分を図 7. 38 に，有限要素メッシュ

分割を図 7. 39 に示す。ここで用いたメッシュは，小堤（2003）を参考にして設定した。解

析モデルの境界条件は，底面を固定境界，側方を粘性境界とし，自由地盤部の解析もあわ

せて実施した。 

 各土層に対する多重せん断モデルの変形特性に関するパラメータを表 7. 12 に示す。同表

に示すパラメータは，小堤（2003）を参考にして設定されたものである。図 7. 38 において

ケーソン下方に設置されている基礎捨石，および，ケーソン背後の裏込石の物性値に関し

ては， 表 7. 12 に示すような 2 種類の設定方法が提案されている（小堤，2003）。一方は粘

着力を考慮せず，間隙水は非排水条件下での体積剛性を発揮する（井合ら，1995）とした

方法であり，もう一方は内部摩擦角の拘束圧依存性を表現するために見かけの粘着力を与

える（小林ら，1987）とともに，間隙水が発揮する体積剛性として非排水条件での値を低

減させたものを用いる（佐藤ら，2001）とした方法である。小堤（2003）は前者を捨石旧

定数，後者を捨石新定数と称しており，ケーソン岸壁の地震応答解析では捨石新定数の使

用を推奨している。しかし，第 2 章および第 3 章で示した多重せん断モデル構成式では，

粘着力が存在しない砂質土を基本対象としているため，粘着力を考慮する必要のある捨石

新定数の適用が困難である。そのため，ここでは粘着力をゼロとする捨石旧定数を用いて，

基礎捨石および裏込石のモデル化を図った。なお，捨石新定数の適用に関しては，本研究

で提案した新たなストレス-ダイレイタンシー関係に基づく多重せん断モデル構成式を，粘

着力の影響が考慮できるように拡張する必要があり，この点に関しては今後の研究課題と

言える。一方，多重せん断モデルにおけるダイレイタンシー特性のパラメータに関しては，

神戸港六甲アイランド GL-10m 岸壁（図 7. 32 の⑥の位置）で採取された置換砂と埋立土の

凍結サンプリングを用いた非排水繰り返しせん断試験試験（運輸省第三港湾建設局他，

1997）に対する要素シミュレーションを行うことにより決定した。このようにして求めら

れたダイレイタンシー特性パラメータを表 7. 13 に，これらのパラメータを用いた要素シミ

ュレーションにより得られた液状化抵抗曲線を図 7. 40 に示す。要素シミュレーションにお

ける液状化判定基準は，室内試験と同様に軸ひずみ両振幅 5%としている。表 7. 13 に示す

Sus 値に関しては，（せん断中に試料の間隙水圧を測定する）圧密非排水三軸圧縮試験（CUB

試験）に基づく値と，間隙比および細粒分含有率を用いて非排水せん断強度を簡易的に推

定する方法（本島ら，2008）による値の 2 種類を設定した。 

 次に，ケーソン各部の解析定数を表 7. 14 に，ケーソンと土要素の間に設けられているジ

ョイント要素の解析定数を表 7. 15 に示す。ケーソン各部は線形弾性体としてモデル化し，

幾何学的非線形性を考慮した大変形解析においては，第 5 章で述べた多重せん断モデル型

の線形弾性体モデルを適用した。小堤（2003）にならい，ケーソンのフーチングの存在は

モデル化の際に考慮することとし，ケーソン前面のフーチングについては，その幅を実際
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の値と等しくとり，厚さは前方に存在する流体要素（海水）の厚さに合わせることとした。

なお，前面フーチングに関しては，慣性項の影響を無視するためにゼロ質量としてモデル

化を行っている。一方，ケーソン背後のフーチングに関しては，直接フーチング要素とし

ての有限要素分割は行わず，フーチングの背面（港内側）に接する形で存在する裏込石の

剛性をケーソンの値と等しくとることにより表現した。すなわち，図 7. 39 に示すメッシュ

分割図において，ケーソン背面を 1.0m だけ港内側に拡張した構造を考え，この拡張部分に

は裏込石の密度を与えることとした。ケーソンおよびフーチングの底部と基礎捨石の間の

接触面においては，滑りおよび剥離挙動が生じうるものと考え，この影響をジョイント要

素を適用することで表現した。ケーソン背面と裏込石との間の接触面に関しても，上記と 

 

 

 

図 7. 38 神戸港 RF3 岸壁モデルの土層分割 

 

 

 

図 7. 39 神戸港 RF3 岸壁モデルの有限要素分割 

 

表 7. 12 多重せん断モデルにおける変形特性パラメータ 

ρ G ma K ma σma' m G,m K n φf c h max Vs

t/m3 kPa kPa kPa （°） kPa m/s
埋立土
（地下水面上）

非液状化層 1.80 79380 207000 63 0.5 0.45 36.0 0.0 0.30 197

埋立土・置土 液状化層 1.80 79380 207000 63 0.5 0.45 36.0 0.0 0.30 197
置換砂 液状化層 1.80 58320 152000 44 0.5 0.45 37.0 0.0 0.30 205
粘性土 非液状化層 1.70 74970 195500 143 0.5 0.45 30.0 0.0 0.30 135
基礎捨石・裏込石
（捨石旧定数）

非液状化層 2.00 180000 469000 98 0.5 0.45 40.0 0.0 0.30 297

基礎捨石・裏込石
（捨石新定数）

非液状化層 2.00 180000 469000 98 0.5 0.45 35.0 20.0 0.30 297

基準初
期せん
断剛性

変形特性土層名 区分

湿潤
密度

内部
摩擦
角

粘着力
履歴
減衰
上限値

基準体
積弾性
係数

間隙率
基準
拘束
圧

拘束圧
依存
係数

せん
断

波速

 



第 7 章 大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式の地震応答解析における適用性 

 
 

252 
 

同様にモデル化を行った。なお，小堤（2003）に準じ，ケーソン底面と基礎捨石の間の滑

り摩擦角は 31 度，ケーソン背面と裏込石の間は 15 度に設定した。 

 

表 7. 13 多重せん断モデルにおけるダイレイタンシー特性パラメータ 

φp εd
cm rεdc rεd q1 q2 lk rk S1 c1

（°）
埋立土
（地下水面上）

非液状化層 - - - - - - - - - - - -

埋立土・置土 液状化層 31.0 0.10 0.45 0.10 0.50 0.08 2.00 0.50 0.005 1.00 30.0 100.0
置換砂 液状化層 30.0 0.10 0.80 0.09 0.50 0.10 2.00 0.50 0.005 1.00 51.0 100.0
粘性土 非液状化層 - - - - - - - - - - - -
基礎捨石・裏込石
（捨石旧定数）

非液状化層 - - - - - - - - - - - -

基礎捨石・裏込石
（捨石新定数）

非液状化層 - - - - - - - - - - - -

CUB
試験
結果

土層名 区分 ダイレイタンシ特性
変相
角

ダイレイタンシパラメータ 簡易
設定
法

Sus値
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図 7. 40 液状化抵抗曲線：(a) 置換砂；(b) 埋立土 
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表 7. 14 構造物の解析定数（線形平面要素） 

構造物
ヤング率E

(kPa)
ポアソン比ν

密度ρ

(t/m3)
ケーソン 2.23×107 0.17 2.1

上部コンクリート 2.94×107 0.17 2.3

フーチング 2.94×107 0.17 0.0

ケーソン拡張部 2.23×107 0.17 2.0
 

 

表 7. 15 ケーソン周囲のジョイント要素の解析定数 

ジョイント位置
法線方向剛性
K n  (kPa/m)

接線方向剛性
K s  (kPa/m)

粘着力
c J  (kPa)

摩擦角
φ J  (度)

ケーソン底面 1.0×106 1.0×106 0.0 31.0

ケーソン背面 1.0×106 1.0×106 0.0 15.0
 

 

7.5.3 解析条件と解析ケース 

 

 ここでの解析は実際の被災事例を対象とするため，半無限に続く自由地盤部の存在を考

慮する必要がある。前節で述べた後志利別川堤防の解析手順と同様に，まず排水条件下で

対象とする不規則領域の自重解析を行う。それに続いて，不規則領域の外側に存在する自

由地盤部の自重解析および地震応答解析を実施する。それらの解析結果を引き継ぎ，最終

的に対象とする不規則領域の地震応答解析を非排水条件下で行うこととする。いずれの解

析フェーズにおいても，土の構成モデルには第 2 章および第 3 章で述べた新たなストレス-

ダイレイタンシー関係に基づく多重せん断モデル構成式を，ケーソンの構成モデルには第 5

章で述べた多重せん断モデル型の線形弾性体構成式を用いることとした。表 7. 12 に示す変

形特性パラメータは各解析フェーズにおいて共通とし，表 7. 13 のダイレイタンシー特性に

関するパラメータは地震応答解析においてのみ適用する。地震応答解析での時間積分法は

Wilson の 法とし，時間積分間隔は 0.01 秒とした。 

 前節で述べたとおり，地震応答解析での計算安定のために初期剛性比例型のレーレー減

衰行列を用いた。小堤（2003）によれば，過剰間隙水圧の上昇を考慮せずに種々の剛性比

例係数  に対して自由地盤部の地震応答解析を行った場合，得られた最大水平変位分布が

それ以上変化しなくなるような臨界値としての が存在し，ここで対象とするモデルでは，

陸側の自由地盤部で 0.002  ，海側の自由地盤部では 0.001  がそれに該当する。ここ

では，海側の自由地盤部における値 0.001  を採用することとし，減衰の影響を低く見積

もることで地震応答解析を実施した。 

 ここでの有限要素解析では，微小変形解析，および，Total Lagrangian 法もしくは Updated 

Lagrangian 法による大変形解析を適用することとし，各解析手法に対して定常状態における



第 7 章 大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式の地震応答解析における適用性 

 
 

254 
 

非排水せん断強度の違いによりそれぞれ 3 ケースずつ，合計で 9 ケースの解析を実施した。

定常状態に関しては，埋立土，置換砂のいずれにおいても非排水せん断強度が限りなく大

きいとした（定常状態を考慮しない）ケース，前述の圧密非排水三軸圧縮試験により得ら

れた非排水せん断強度を与えるケース，間隙比および細粒分含有率に基づく値を適用する

ケースの 3 種類である。表 7. 16 に解析ケースの一覧を示す。 

 

表 7. 16 解析ケースの一覧 

埋立土 置換砂
ケースA-1
ケースA-2
ケースA-3 30kPa 51kPa
ケースB-1
ケースB-2
ケースB-3 30kPa 51kPa
ケースC-1
ケースC-2
ケースC-3 30kPa 51kPa

未考慮

未考慮

100kPa

100kPa

100kPa

ケース 解析法
Sus値

未考慮

大変形解析TL法

大変形解析UL法

微小変形解析

 
 

7.5.4 解析結果と考察 

 

 ここでは，神戸港 RF3 岸壁モデルに対して実施した地震応答解析の結果について述べる

こととする。まず，表 7. 17 に各ケースにおける加振後のケーソン残留変位および残留傾斜

角の一覧を示す。同表には，実測による残留変位と傾斜角の最大値および平均値が併せて

記されている。なお，ケーソン底部前出し量に関しては，実測による平均値が与えられて

いない。この表に基づき作成されたのが，図 7. 41 に示す残留変位および傾斜角の比較図で

ある。各残留値についての詳細な考察の前に，解析手法の違いが結果に及ぼす影響を見る

と，Total Lagrangian 法による解析結果と Updated Lagrangian 法による結果の間にはほとんど

差が生じていないことが確認できる。Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法は拠り所と

している表示方法（前者では物質表示，後者では空間表示）が異なるのみで，本質的には

等価であることを考えれば，ここでの結果は理に適ったものであると言える。微小変形解

析と大変形解析の結果を比較すると，いずれの残留値に対しても，また定常状態での非排

水せん断強度の値に関わらず，微小変形解析による結果が大変形解析よりもやや大きく見

積もられる傾向がある。これは幾何学的非線形性の考慮の有無に依るものであり，概ね変

形量が大きくなるにつれてその差も大きくなる傾向にある。 

次に各残留値について順に見ていくと，まずケーソン上部工前出し量に関しては，図 7. 

41(a)よりケース A-3 で実測値（平均値）に対して 92%程度の再現性の高い値が得られてい

る。大変形解析においても，定常状態の非排水せん断強度の値を小さく設定したケース（B-3，
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C-3）が実測値に最も近く，観測された平均前出し量の約 73%となっている。前述のとおり，

大変形解析を適用することで前出し量は小さく見積もられる結果となり，例えば，Total 

Lagrangian 法によるケース B-3 と微小変形解析におけるケース A-3 とを比較すると，微小変

形解析での前出し量（339cm）に対して約 20%，また実測での平均値（370cm）に対して約

19%の差異を生じている。ケーソン前出し量は，解析に用いたジョイントの物性やレーレー

減衰パラメータなどの影響を受けるため，いずれのケースが絶対的に正しいという議論は

難しいが，微小変形解析では理論的に厳密な定式化を行った場合より前出し量を過大に評

価するという点には注意が必要である。 

続いて，ケーソン上部工の沈下量を比較すると，いずれのケースも実測値に対して過小

評価した結果となっている。ただし，定常状態を考慮しない場合（ケース A-1，B-1，C-1），

解析での沈下量が実測値（平均値）の 35%程度の値にとどまっているのに対し，圧密非排

水三軸圧縮試験（CUB 試験）により得られた非排水せん断強度を考慮すると，微小変形解

析（ケース A-2）で実測値（平均値）の約 71%，大変形解析（ケース B-2，C-2）で約 60%

にまで沈下量が増加している。大変形解析を適用することにより，微小変形解析の場合と

比較すると，実測値（平均値）に対して概ね 10%ほど沈下量が小さく見積もられている。

ケーソン上部工は図 7. 33（もしくは図 7. 34）に示すようにケーソンの左上に設置されてお

り，この沈下量はケーソン自身の変形モードの影響を大きく受ける。すなわち，裏込石の

土圧の増大に伴い捨石マウンド上を滑動するような変形が卓越していれば沈下はあまり生

じず，一方，海側の捨石マウンドにケーソン前面底部が沈み込むような転倒モードが卓越

している場合はそれに伴い沈下量も大きくなる。表 7. 17 および図 7. 41(d)において，解析で

得られたケーソン残留傾斜角が実測値に対して概ね過小評価された結果であることより，

解析においてケーソンの転倒モードが実際ほど発現されていないことが沈下量の過小評価

にも影響したものと考えられる。 

次に，ケーソン底部の前出し量であるが，実測値の最大値が 238cm であるのに対し，大

変形解析におけるケース B-3 で 230cm（約 97%），ケース C-3 で 226cm（約 95%）と再現性

の高い結果が得られている。実測の平均前出し量が得られていないため，明確な結論付け

は難しいが，概ね定常状態を考慮したうえで大変形解析を適用することにより精度の高い

値が得られるものと思われる。 

最後に図 7. 41(d)に示すケーソンの残留傾斜角であるが，これは前に述べたように，解析

による値が実測値（最大値および平均値）に対して過小評価された結果となっている。す

なわち，実際の被災形態は図 7. 34 に示すようにケーソンの滑動モードと転倒モードが混在

した形であるのに対し，解析では後に示すように（図 7. 42），水平方向の滑動モードが卓越

した結果であることを意味している。大変形解析を適用した場合，微小変形解析の場合と

比較してさらにわずかではあるが転倒モードが抑制されるようである。解析において転倒

モードが実測ほど現れない理由としては，まず裏込石および捨石マウンドの物性値の影響

が考えられる。さらに，ケーソンと裏込石および捨石マウンド間に設置したジョイント要
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素の物性値もこれに影響を及ぼすものと思われる。裏込石および捨石の物性値としては，

表 7. 12 に示す捨石旧定数を用いており，これらの値に対して捨石新定数を適用することで

解析結果の精度向上につながる可能性があるものと考えられる。実際，小堤（2003）によ

り行われた地震応答解析では，被災事例との比較から捨石新定数の使用が推奨されている。

ジョイント要素，特にケーソン底部と捨石間に設置した要素は，ケーソンの滑り挙動を大

きく左右する可能性があり，この物性の違いが変形モードに及ぼす影響に関してはさらに

詳しく検討する必要があると思われる。ケーソンの変形モードに影響を及ぼす因子として

は，図 7. 41(d)より定常状態における非排水せん断強度もその一つに挙げられる。比較的大

きなせん断強度（埋立土，置換砂の双方で 100kPa）を設定した場合，定常状態を考慮しな

いケースの 1.3～1.9倍程度の傾斜角となるのに対し，それよりも小さめの値（埋立土で 30kPa，

置換砂で 51kPa）を用いた場合，定常状態を考慮しないケースの 82～89%程度の値となる。

この傾向は，微小変形解析および大変形解析の両者に共通で見られるものである。 

ここで，再度図 7. 41 の(a)～(d)を見てみると，定常状態における非排水せん断強度の差が

残留値に及ぼす傾向として，同図(a)と同図(c)の間に，また，同図(b)と同図(d)の間に類似性

が確認できる。このことは，同図(a)(c)の前出し量が水平方向におけるケーソンの滑り挙動

に主に依存し，一方，同図(b)の沈下量および同図(d)の傾斜角はケーソンの回転挙動の影響

を強く受けるものであることを示唆している。 

 

表 7. 17 ケーソンの残留変位および残留傾斜角 

ケーソン
上部工

前出し量

ケーソン
上部工
沈下量

ケーソン
底部

前出し量

ケーソン
残留傾斜角

(cm) (cm) (cm) （度）

ケースA-1 188 55 131 2.38
ケースA-2 290 113 208 4.45
ケースA-3 339 111 291 2.03
ケースB-1 183 55 129 2.03
ケースB-2 245 94 179 2.6
ケースB-3 269 88 230 1.67
ケースC-1 182 55 128 2.01
ケースC-2 247 96 178 2.66
ケースC-3 268 90 226 1.79

実測値(最大値) 464 198 238 6.4
実測値(平均値) 370 158 － 3.1

ケース
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図 7. 41 ケーソンの残留変位および残留傾斜角 
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図 7. 41 ケーソンの残留変位および残留傾斜角（続き） 
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 次に，図 7. 42 に解析により得られた加振終了後の残留変形図を示す。同図(a)～(c)に示す

微小変形解析による結果では，ケーソンのはらみ出しに伴い背後の地下水面上の埋土部が 1

～3m ほどの沈下を生じている。一方，同図(d)～(i)に示す大変形解析では，最大でも 1.5m

程度の沈下にとどまっている。この差は，第 3 章および第 4 章で述べた幾何学的非線形性

の考慮の有無によるものである。このように解析手法による差が存在する一方で，いずれ

の解析手法を用いた場合でも，定常状態を考慮しないケース（同図(a)(d)(g)）では置換砂の

変形がそれほど見られないのに対し，非排水せん断強度により定常状態を考慮したケース

（同図(b)(c)(e)(f)(h)(i)）では，ケーソン直下の置換砂上部層においてケーソンの滑動に伴う

せん断変形が確認できる。これは，入力として与えた非排水せん断強度の違いによるもの

である。今回の検討では，図 7. 34 に示す実際の被災状況を最もよく表しているのは，図 7. 

42(b)の微小変形解析において圧密非排水三軸圧縮試験による非排水せん断強度を考慮した

ケース A-2 であった。同図(b)によると，被災状況でのケーソンの滑りと回転（転倒）によ

る変形モード，および，ケーソン背後の裏込石と埋立土の沈下形状がよく再現されている

ことがわかる。しかし，このケースでは幾何学的非線形性が考慮されておらず，厳密な意

味での定式化に基づいて結果が得られているわけではない。大変形の影響を適切に考慮し

た場合，微小変形解析において比較的変形が大きいケーソン周辺部の変位量が幾分小さく

算出され，実際の状況との乖離はより大きくなってしまう。ただし今回の検討では，微小

変形解析においても前述の各残留値が実測に対して過小評価されていることより，そもそ

も用いた土やジョイントなどの物性値にまだ改善の余地があるとも考えられる。例えば，

先に述べた捨石新定数やジョイントの摩擦角などがその一例である。先に示した表 7. 17 よ

り，ケーソン上部工の前出し量がケーソン幅 8m に対して最大で 58%，平均で 46%，またケ

ーソン高さ 11.5m に対して最大で 40%，平均で 32%と比較的大きい値であることを考慮す

れば，やはりこのような現象には大変形解析を適用することが妥当であると思われる。 

 続いて，加振中の液状化層における有効応力減少比の最大値分布を図 7. 43 に示す。同図

(a)～(c)は微小変形解析，同図(d)～(f)は Total Lagrangian 法による大変形解析，同図(g)～(i)

は Updated Lagrangian 法による大変形解析の結果である。まず，解析手法の違いについての

詳細な考察を行う前に，定常状態における非排水せん断強度の影響を見ることとする。同

図(a)(d)(g)に示す定常状態を考慮しないケースでは，考慮した場合と比較して地下水面近傍

の埋立土における有効拘束圧の減少が抑えられていることが確認できる。加えてケーソン

直下の置換砂において，深度に関わらず有効拘束圧がほぼ変化していない。他方，定常状

態を考慮したケースでは，埋立土の広範囲にわたって有効拘束圧の減少が見受けられる。

特に，間隙比および細粒分含有率に基づく非排水せん断強度を適用した場合（同図(c)(f)(i)），

裏込石近傍を除く埋立土の深部において有効応力減少比が 0.9 を超えほぼ液状化に至って

いることがわかる。図 7. 41(a)を見ると，この場合のケーソン前出し量がその他のケースに

比べて大きく算出されていることより，ケーソン背後の埋立土における有効拘束圧の減少

がケーソンの変形に及ぼす影響は大きいものと考えられる。次に置換砂の水圧分布を見る 
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(a) ケース A-1 

 

(b) ケース A-2 

 

(c) ケース A-3 

 

(d) ケース B-1 

 

(e) ケース B-2 

 

図 7. 42 加振終了後の残留変形図 
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(f) ケース B-3 

 

(g) ケース C-1 

 

(h) ケース C-2 

 

(i) ケース C-3 

 

図 7. 42 加振終了後の残留変形図（続き） 

 

と，非排水三軸圧縮試験による非排水せん断強度，間隙比および細粒分含有率に基づく非

排水せん断強度のいずれを用いた場合でも，ケーソン前面位置より港内側における領域で

有効拘束圧の減少が見られ，最も高いところで 0.8～0.9 程度の有効応力減少比が生じてい

る。それに対して港外側の置換砂では目立った有効拘束圧の変化が見られず，特に間隙比

および細粒分含有率に基づく非排水せん断強度を適用したケース（同図(c)(f)(i)）では，そ

のほとんどの領域で有効応力減少比がゼロに近い値である。この結果と図 7. 41(d)を照らし

変位スケール 
20m 

変位スケール 
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変位スケール 
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変位スケール 
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合わせると，ケーソンの残留傾斜角に対しては港外側の置換砂の水圧分布が影響を与える

ことが理解される。 

 

(a) ケース A-1 

 

(b) ケース A-2 

 

(c) ケース A-3 

 

(d) ケース B-1 

 

図 7. 43 有効応力減少比（ m m01 ' '   ）の時間最大値分布 

 m m01 ' ' 
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(e) ケース B-2 

 

(f) ケース B-3 

 

(g) ケース C-1 

 

(h) ケース C-2 

 

(i) ケース C-3 

 

図 7. 43 有効応力減少比（ m m01 ' '   ）の時間最大値分布（続き） 
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続いて，解析手法の違いが有効応力減少比に及ぼす影響について考察する。まず，定常状

態を考慮しない場合，図 7. 43 (a)(d)(g)において解析手法による有効応力減少比の分布形状に

明瞭な差は認められない。次に，定常状態における非排水せん断強度を非排水三軸圧縮試

験より求めた 100kPa とした場合，裏込石近傍の埋立土において，同図(e)(h)に示す大変形解

析結果では同図(b)の微小変形解析よりやや広範囲にわたり有効応力減少比 0.9 を超える領

域が存在する。しかし，それ以外に際立った差異は確認できない。一方，間隙比および細

粒分含有率に基づき非排水せん断強度を設定した場合，裏込石近傍の埋立土においては同

様の傾向が確認できるが，大変形解析での右方境界寄りの埋立土層における有効応力減少

比分布に関しては，微小変形解析ほど顕著な上昇傾向は見られない。以上まとめると，大

変形解析を適用することにより，置換砂の有効拘束圧分布にはほとんど差が生じないが，

埋立土に関しては定常状態を考慮した条件のもとでは幾分の違いが確認されるようになる。 

 次に，加振中のケーソン上部工における水平加速度応答波形を図 7. 44 に示す。微小変形

解析と大変形解析における応答波形に明瞭な差異は確認できないため，ここでは特に区別

なく述べることとする。同図より，定常状態において非排水せん断強度を考慮した場合，

考慮しない場合と比較して応答加速度振幅はおよそ 7 秒以降において小さい値を示してい

る。これは，7 秒付近において液状化層のいくつかの要素が定常状態へと至る応力状態にあ

ることを表しているものと思われる。定常状態を考慮しないケースでは，図 6.35 の要素シ

ミュレーションに示すように，大ひずみ領域においても要素は十分な剛性を持ちうるため，

応答加速度の減衰傾向はほとんど見られず大きな値を維持することとなる。一方の定常状

態を考慮した場合では，例えば図 6.31 に示すように，ひずみが大きくなるにつれて剛性は

大きく低下する。このため，例えば図 7. 44(b)(c)では，途中から加速度応答振幅が減衰する

結果となる。なお，より小さい非排水せん断強度を用いると，加速度振幅の減衰傾向はよ

り大きくなる傾向にある。 

 最後に，置換砂のある要素における有効応力経路，応力-ひずみ関係について述べる。出

力対象とした要素の位置を図 7. 45 に，当該要素の有効応力経路を図 7. 46 に，せん断応力-

せん断ひずみ関係を図 7. 47 に，軸差応力-軸差ひずみ関係を図 7. 48 に示す。図 7. 46 におい

て，図中の丸印（●）は初期自重解析終了後の有効応力経路の位置を，一方の三角印（▲）

は地震応答解析終了時の位置を表している。まず，図 7. 46 に示す有効応力経路より，定常

状態を考慮した場合，微小変形解析と大変形解析における応力経路はほぼ等しくなること

がわかる。これは，最大せん断応力で縦軸を整理しているためであり，第 6 章での単調お

よび繰り返しせん断の要素シミュレーション結果と軌を一にするものである。一方，定常

状態を考慮しない場合は，微小変形解析（同図(a)）で得られた最大せん断応力の最大値は

大変形解析（同図(d)(g)）の値より 12kPa ほど過大評価されている。解析手法に依らない概

ねの傾向として，定常状態を考慮することにより最大せん断応力の値は小さく見積もられ，

有効拘束圧の減少とともに原点近傍へと応力経路が進行している。このため当該要素の過

剰間隙水圧は逆に増加することとなり，この傾向が図 7. 43(b)(c)におけるケーソン直下の水 
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図 7. 44 ケーソン上部工における水平加速度応答波形 
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圧比分布図の形で示されている。一方，定常状態を考慮しない場合では，有効拘束圧が比

較的大きな値を保つために過剰間隙水圧の上昇には至らない。この結果が，図 7. 43(a)に示

すケーソン直下の水圧比分布として表されている。 

 図 7. 47 に示すせん断応力-せん断ひずみ関係を見ると，定常状態を考慮しない場合のせん

断ひずみは，解析手法に依らず 5%程度である。それに対し定常状態を考慮したケースでは，

約 20%もしくはそれ以上のせん断ひずみが生じている。微小変形解析と大変形解析の結果

を比較すると，有効応力経路ではほぼ差を生じていなかったのに対し，ケース A-2 ではケ

ース B-2 および C-2 の約 1.28 倍，ケース A-3 ではケース B-3 および C-3 の約 1.62 倍の最大

せん断ひずみを生じており，微小変形解析ではせん断ひずみを過大評価していることが確

認できる。一方，図 7. 48 に示す軸差応力-軸差ひずみ関係では，間隙比および細粒分含有率

に基づく非排水せん断強度を用いた場合，ケース A-3 の最大軸差ひずみはケース B-2 およ

び C-2 の 88%程度の値であり，微小変形解析では過小評価となっている。それに対し，非

排水三軸圧縮試験により求められた非排水せん断強度を適用した場合は，解析手法による

軸差ひずみの差は最大でも 1%程度である。 

 

 

 
図 7. 45 置換砂における出力対象要素 

 

出力対象 

要素 
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図 7. 46 置換砂における有効応力経路 
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図 7. 46 置換砂における有効応力経路（続き） 
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図 7. 47 置換砂におけるせん断応力-せん断ひずみ関係 
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図 7. 47 置換砂におけるせん断応力-せん断ひずみ関係（続き） 
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図 7. 48 置換砂における軸差応力-軸差ひずみ関係（続き） 
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7.6 神戸港第 7 防波堤に対する検討 

 

7.6.1 概要 

 

 ここでは，第 2 章および第 3 章で述べた多重せん断モデルを適用して，1995 年兵庫県南

部地震の際に被災した神戸港第 7 防波堤の地震応答解析を実施する。対象とした神戸港第 7

防波堤の位置を図 7. 49 に，土層断面図を図 7. 50 に示す。神戸港では，図 7. 50 に示すとお

り，軟弱な粘性土からなる海底地盤を床掘りし，まさ土による置換を行っている。第 7 防

波堤における置換層の層厚は 25m 程度である。1995 年兵庫県南部地震の際，神戸港では水

平最大加速度 0.54G の強い地震動を受けたものの，表 7. 18 に示すとおり，防波堤の法線方

向の移動量はわずか数 10cm 程度にとどまっている。一方，沈下量に関しては，同表より 1

～2.5m 程度の値が観測されており，対象とする第 7 防波堤の天端沈下量は最大で 2.6m とな

っている。神戸港第 7 防波堤の地震後の被災変形断面を図 7. 51 に示す。同図に示すとおり，

第 7 防波堤の被災形態の特徴としては，ケーソンが捨石マウンドの中にめり込むような形

で沈下し，捨石マウンドもそれに引き込まれるように変形している点が挙げられる。この

ような防波堤の挙動は，前節で示したケーソン式岸壁の挙動とは対照的なものである。す

なわち，岸壁の場合はケーソン背後の裏込石や埋立土からの影響を受けるのに対し，防波

堤の場合はそれらの影響が存在しないために，両者の挙動は異なったものとなる。ここで

は，図 7. 51 のような被災形態を有する防波堤に対して，地震時の変形挙動の再現性という

観点から，提案する多重せん断モデルの適用性を検討する。 

 

 

図 7. 49 神戸港第 7 防波堤の位置図（阪神・淡路大震災調査報告編集委員会，1998） 
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 入力地震動としては，前節の神戸港 RF3 岸壁に対する検討と同様に，図 7. 37 に示す神戸

港ポートアイランドの鉛直アレー地震観測網により得られた 1995 年の兵庫県南部地震の際

の観測記録を用いた。解析には図 7. 37 に示す NS 成分と UD 成分の加速度波形を用いるこ

ととし，解析時間は 20 秒間とした。 

 

 
図 7. 50 神戸港第 7 防波堤の標準断面図と標準貫入試験結果（阪神・淡路大震災調査報告

編集委員会，1998） 

 

表 7. 18 防波堤の被災状況（阪神・淡路大震災調査報告編集委員会（1998）を基に作成） 

防波堤 延長 (m) 天端高 (m) 法線の出入り (m) 天端沈下量 (m)
第1防波堤 1,220 +4.0 約 1.0 1.1～1.4
第1南防波堤 300 +4.0 約 0.2 1.0～1.6
和田岬防波堤 252 +3.0 約 0.1 0.1～1.2
第2防波堤 109 +2.5 約 0.5 1.1～1.7
第3防波堤西 128 +1.8 約 0.2 1.9～2.7
第3防波堤東 112 +3.0 約 0.3 1.7～2.6
第4防波堤 617 +3.0 約 0.6 0.2～1.7
第5防波堤 1,276 +5.0 約 0.4 1.3～2.1
第6防波堤 1,052 +5.0 約 0.1 1.2～1.7
第6南防波堤 830 +5.0 約 0.4 1.2～2.1
第7防波堤 4,180 +5.0 約 0.6 1.4～2.6  
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図 7. 51 神戸港第 7 防波堤の被災変形断面（阪神・淡路大震災調査報告編集委員会，1998） 

 

7.6.2 解析モデル 

 

 解析対象とする神戸港第 7 防波堤の断面モデルの土層区分および有限要素分割を図 7. 52

に示す。ここで用いたメッシュは，藤井ら（2008）を参考にして設定した。解析モデルの

境界条件は，底面を固定境界，側方を粘性境界とし，自由地盤部の解析もあわせて実施し

た。 

 各土層に対する多重せん断モデルの変形特性に関するパラメータを表 7. 19 に，ダイレイ

タンシー特性に関するパラメータを表 7. 20 に示す。これらのパラメータは，既往の文献（藤

井ら，2008）を参考にして設定した。なお，前節の場合と同様に，捨石マウンドのパラメ

ータとしては捨石旧定数（小堤，2003）を用いて解析を実施している。ここで対象とする

置換砂層に対しては，液状化抵抗曲線を求めるための非排水繰り返し三軸試験は実施され

ていない。そこで，場所は少し異なるが前節での六甲アイランドの置換砂について実施さ

れた液状化試験結果を用い，要素シミュレーションを行うことにより表 7. 20 に示すダイレ

イタンシー関連のパラメータを設定した（図 7. 40(a)）。同表における定常状態での非排水せ

ん断強度は，圧密非排水三軸圧縮試験（CUB 試験），または，間隙比および細粒分含有率に

基づく簡易的な方法（本島ら，2008）により設定されており，それぞれ 100kPa，19.0kPa と

なっている。次に，ケーソン各部の物性値を表 7. 21 に，ケーソンと捨石マウンドの間に設

けられているジョイント要素の物性値を表 7. 22 に示す。なお，ケーソン各部の構成モデル

には，第 5 章で述べた多重せん断モデル型の線形弾性体モデルを適用することとした。 
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図 7. 52 神戸港第 7 防波堤の有限要素分割図 

 

表 7. 19 多重せん断モデルにおける変形特性パラメータ 

ρ G ma K ma σma' m G,m K n φf c h max Vs

t/m3 kPa kPa kPa （°） kPa m/s

置換砂 液状化層 1.80 84695 220872 98 0.5 0.45 39.7 0.0 0.24 205
粘性土 非液状化層 1.70 74970 195500 143 0.5 0.45 30.0 0.0 0.21 135
基礎捨石・裏込石
（捨石旧定数）

非液状化層 2.00 180000 469000 98 0.5 0.45 40.0 0.0 0.30 297

基礎捨石・裏込石
（捨石新定数）

非液状化層 2.00 180000 469000 98 0.5 0.45 35.0 20.0 0.30 297

変形特性土層名 区分

湿潤
密度

内部
摩擦
角

粘着力
履歴
減衰
上限値

基準体
積弾性
係数

間隙率
基準
拘束
圧

拘束圧
依存
係数

せん
断

波速

基準初
期せん
断剛性

 

 

表 7. 20 多重せん断モデルにおけるダイレイタンシー特性パラメータ 

φp εd
cm rεdc rεd q1 q2 lk rk S1 c1

（°）
置換砂 液状化層 30.0 0.10 0.80 0.09 0.50 0.10 2.00 0.50 0.005 1.00 19.0 100.0
粘性土 非液状化層 - - - - - - - - - - - -
基礎捨石・裏込石
（捨石旧定数）

非液状化層 - - - - - - - - - - - -

基礎捨石・裏込石
（捨石新定数）

非液状化層 - - - - - - - - - - - -

CUB
試験
結果

土層名 区分 ダイレイタンシ特性
変相
角

ダイレイタンシパラメータ 簡易
設定
法

Sus値

 

 

表 7. 21 構造物の解析定数（線形平面要素） 

構造物
ヤング率E

(kPa)
ポアソン比ν

密度ρ

(t/m3)
ケーソン 2.23×107 0.17 2.1

上部コンクリート 2.94×107 0.17 2.3

フーチング 2.94×107 0.17 2.1

ケーソン拡張部 2.23×107 0.17 2.0
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表 7. 22 ケーソン周囲のジョイント要素の解析定数 

ジョイント位置
法線方向剛性
K n  (kPa/m)

接線方向剛性
K s  (kPa/m)

粘着力
c J  (kPa)

摩擦角
φ J  (度)

ケーソン-フーチング間 1.0×106 1.0×106 0.0 15.0

ケーソン-捨石間 1.0×106 1.0×106 0.0 31.0
 

 

7.6.3 解析条件と解析ケース 

 

 解析の手順は前節の 7.5.3 項で述べたとおりである。まず不規則領域の自重解析を行い，

自由地盤部の自重解析および地震応答解析を行った後，それらの結果を引き継いで不規則

領域の地震応答解析を実施する。土の構成モデルには第 2 章および第 3 章で述べた新たな

ストレス-ダイレイタンシー関係に基づく多重せん断モデル構成式を，ケーソンの構成モデ

ルには第 5 章で述べた多重せん断モデル型の線形弾性体構成式を用いている。表 7. 19 の変

形特性パラメータは各解析フェーズにおいて共通とし，表 7. 20 に示すダイレイタンシー特

性に関するパラメータは地震応答解析で考慮することとした。地震応答解析での時間積分

法には Wilson の 法を用い，時間積分間隔は 0.01 秒とした。また，地震応答解析では計算

安定のために初期剛性比例型のレーレー減衰行列を用いることとし，剛性比例係数  には

既往の資料（藤井ら，2008）を参考に 0.002  を適用することとした。 

 有限要素法による地震応答解析では，微小変形解析，簡易大変形解析，Total Lagrangian

法および Updated Lagrangian 法による大変形解析の 4 種類の解析手法を用いている。ここで

は各解析手法に対して，置換砂の非排水せん断強度を表 7. 20 に示すように 19kPa もしくは

100kPa として解析を実施しており，合計で 8 ケースの検討を行った。表 7. 23 に実施した解

析ケースの一覧を示す。なお，前節のケーソン式岸壁では行わなかった簡易大変形解析に

よる検討を追加している理由は，本節で対象とする防波堤の変形が主に沈下により表現さ

れるためであり，純粋に土要素のみで構成された盛土モデル以外の地盤・構造物系の沈下

現象に対する適用性を検討することとする。 

 

表 7. 23 解析ケースの一覧 

ケース 解析法 置換砂Sus値
ケースA-1 19kPa
ケースA-2 100kPa
ケースB-1 19kPa
ケースB-2 100kPa
ケースC-1 19kPa
ケースC-2 100kPa
ケースD-1 19kPa
ケースD-2 100kPa

簡易大変形解析

大変形解析UL法

微小変形解析

大変形解析TL法
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7.6.4 解析結果と考察 

 

 ここでは，神戸港第 7 防波堤モデルに対する地震応答解析の結果について述べる。まず，

加振後のケーソン天端における残留沈下量を表 7. 24 に，同表に基づく沈下量の比較を図 7. 

53 に示す。実測でのケーソン天端の平均沈下量は，神戸港第 7 防波堤における No.64～77

の各ケーソンに対して観測された沈下量の平均値である。一方，解析におけるケーソン天

端の沈下量は，港外側および港内側のケーソン天端での値を平均することにより求めるこ

ととした。表 7. 24 もしくは図 7. 53 より，定常状態における非排水せん断強度として 19kPa

を採用した場合，微小変形解析（ケース A-1）および簡易大変形解析（ケース B-1）では実

測最大値の 4.1 倍，実測平均値の 5.6 倍程度の非常に大きな値を示している。それに対して

大変形解析（ケース C-1，D-1）では，実測最大値の約 1.2 倍，実測平均値の約 1.7 倍の沈下

量にとどまっており，過大評価というよりはむしろやや安全側の解析結果であると考えら

れる。なお，微小変形解析と簡易大変形解析の結果はほぼ等しく，また，Total Lagrangian

法と Updated Lagrangian 法の結果も互いにほぼ等しいものである。後者の関係に関しては，

大変形理論における push-forward および pull-back の概念を用いて理論的に立証することが

可能であり，解析における収束誤差などを含むものの，それらが非常に小さく無視できる

程度であることを示している。それに対し前者の結果は，先に述べた遠心盛土解析のもの

と大きく異なる。すなわち，図 7. 6 に示す盛土天端の沈下量では，簡易大変形解析の適用

により微小変形解析で過大に評価されていた値が実測値に近づく傾向を示している。この

原因としては，盛土構造物では堤体の変形に伴い基礎地盤に及ぼす上載荷重としての影響

が減少するのに対し，防波堤のようなケーソン構造物ではケーソン自体の変形が土要素に

比べて非常に小さく，地震動の加振中においても上載荷重としてのケーソンの自重による

影響がほぼ変化しないことが考えられる。簡易大変形解析は，7.3.4 項で述べたように上載

荷重としての自重の影響を地震応答解析の各時間ステップにおいて適宜考慮する方法であ

り，変形に伴う幾何学的非線形性を厳密に定式化に組み込んでいるわけではない。そのた

め，ここで示したケーソン式防波堤のように，上部構造物として剛な物体を有する地盤の

沈下問題には簡易大変形解析を適用することは不可能であり，このことが図 7. 53 によって

も示されている。さて，続いて定常状態における非排水せん断強度として 100kPa を採用し

た場合の結果について考察を行う。この場合はいずれの解析手法を用いても沈下量に大き

な差は生じず，実測最大値の 0.7～0.9 倍，実測平均値の 0.95～1.25 倍と整合性のよい結果

が得られている。この場合も微小変形解析と簡易大変形解析，および，Total Lagrangian 法

と Updated Lagrangian 法の間に明瞭な差は生じておらず，微小変形解析ではわずかに 50cm

ほど大変形解析よりも大きな沈下量が算出されている。これはケーソン高さと比較すると

4%程度の小さな差異であり，定常状態における非排水せん断強度を大きくとると，ここで

対象とするモデルにおいては解析手法の違い（すなわち幾何学的非線形性の影響）はほぼ

顕在化しなくなる。しかし，どの程度の非排水せん断強度であれば対象とするモデルにお
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いて解析手法の影響が生じなくなるかは未知であるため，基本的には幾何学的非線形性を

考慮した大変形解析を適用すべきであると考えられる。なお，大変形解析における解析手

法としては，Total Lagrangian 法，Updated Lagrangian 法のいずれを用いても本質的な違いは

なく，数値解析により得られる結果に関しても工学上問題となるような差異は生じないも

のと思われる。 

 

表 7. 24 ケーソン天端の残留沈下量 

ケーソン
港外側
沈下量

ケーソン
港内側
沈下量

ケーソン
天端
沈下量

(cm) (cm) (cm)
ケースA-1 1031 1072 1052
ケースA-2 225 232 228
ケースB-1 1025 1067 1046
ケースB-2 228 237 232
ケースC-1 330 302 316
ケースC-2 180 179 180
ケースD-1 320 294 307
ケースD-2 176 176 176

実測値(最大値) － － 260
実測値(平均値) － － 187

ケース
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図 7. 53 ケーソン天端の残留沈下量 
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 続いて，図 7. 54 に加振終了後の防波堤モデルの残留変形図を示す。同図(a)に示すケース

A-1 および同図(c)に示すケース B-1 では，ケーソンが基礎地盤に大きくめり込むように沈下

しており，それに伴いケーソン近傍の捨石マウンドも引きずられる形で沈下している。逆

に，ケーソンから側方に少し離れた位置の捨石マウンドは大きく隆起していることが確認

できる。これらの変形形状を図 7. 51 に示す実際の被災状況と比較すると，解析ではケーソ

ンの沈み込みおよび周辺の捨石マウンドの隆起の様子が過大に評価されていると言える。

それに対して，図 7. 54 (a)(c)以外の解析ケースにおいては，同図(e)(g)でケーソンがやや傾

きながら沈下している点を除けば，図 7. 51 の変形形状が概ね再現されている。なお，図 7. 

54(e)(g)，すなわち，置換砂の非排水せん断強度を 19kPa として大変形解析を適用したケー

ス（C-1，D-1）におけるケーソン天端の水平変位量はおよそ 0.8m であり，これは被災状況

における法線の出入り 0.0～0.6m と比較すればやや大きめの値である。しかし，ケーソンの

スケールを考慮すればその差はわずかなものであり，特に問題視する必要はないと思われ

る。傾斜モードの出現は，置換砂の非排水せん断強度をやや小さめに設定することで生じ

ており，これは先にピーク強度に達した置換砂層のある要素のひずみが局所的に進展する

ことに起因するものと考えられる。また，反時計回りの回転モード（左側への傾斜）には

ケーソン左端に設置された上部工の重量が影響している可能性もある。ただし，図 7. 37 に

示す入力地震動の（左右）非対称性もケーソンの変形モードに影響を及ぼすため，一概に

回転モードが上部工の影響のみによるものではないと考えられる。 

 次に，図 7. 55 に加振中の液状化層における有効応力減少比の最大値分布の様子を示す。

同図(a)(b)の微小変形解析と同図(c)(d)の簡易大変形解析の結果には，ほとんど差が見られな

い。また，同図(e)(f)の Total Lagrangian 法と同図(g)(h)の Updated Lagrangian 法の間にも明瞭

な差は認められない。さらに，定常状態における非排水せん断強度として三軸試験による

値 100kPa を採用した場合（同図(b)(d)(f)(h)），各解析手法における水圧の分布形状にほとん

ど違いがないことが確認できる。他方，非排水せん断強度として間隙比および細粒分含有

率に基づく値 19kPa を採用した場合，同図(a)の微小変形解析では置換砂層の一部にほぼ有

効拘束圧が変化していない領域が存在するのに対し，同図(e)(g)に示す大変形解析結果では

置換砂層の全域にわたって有効拘束圧の減少が認められる。特に，捨石マウンド付近の置

換砂層では高いところで 0.9～1.0 の有効応力減少比を生じており，部分的に液状化に至っ

ている。なお，同図(a)と図 7. 54(a)を照らし合わせると，微小変形解析におけるケーソンの

10m を超える過大な沈下は，置換砂の液状化現象により引き起こされたわけではなく，幾

何学的な非線形性を考慮していないことに起因するものであると言える。 
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(a) ケース A-1 

 

(b) ケース A-2 

 

(c) ケース B-1 

 

(d) ケース B-2 

 

図 7. 54 加振終了後の残留変形図 
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(e) ケース C-1 

 

(f) ケース C-2 

 

(g) ケース D-1 

 

(h) ケース D-2 

 

図 7. 54 加振終了後の残留変形図（続き） 
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(a) ケース A-1  

 

(b) ケース A-2 

 

(c) ケース B-1 

 

(d) ケース B-2 

 

図 7. 55 有効応力減少比（ m m01 ' '   ）の時間最大値分布 

 

 m m01 ' ' 



7.6 神戸港第 7 防波堤に対する検討 

 
 

283 
 

(e) ケース C-1 

 

(f) ケース C-2 

 

(g) ケース D-1 

 

(h) ケース D-2 

 

図 7. 55 有効応力減少比（ m m01 ' '   ）の時間最大値分布（続き） 
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 次に，図 7. 56 に示されている置換砂の要素において求められた有効応力経路および応力

-ひずみ関係を示す。図 7. 57 は各ケースにおける有効応力経路であり，図中の丸印（●）は

初期自重解析終了後の有効応力経路の位置を，一方の三角印（▲）は地震応答解析終了時

の位置を表している。同図より，定常状態における非排水せん断強度を 19kPa とした場合，

微小変形解析（同図(a)）および簡易大変形解析（同図(c)）では，最終的に最大せん断応力

がほぼ非排水せん断強度に等しくなっており，応力経路が破壊線に至ることでせん断破壊

が生じていることがわかる。それに対して大変形解析の結果（同図(e)(g)）では，最終的な

応力状態は変相線より下の領域に位置し，せん断破壊には至っていない。また同図より，

図 7. 53 のケーソン天端の残留沈下量および図 7. 54 の残留変形図と同様に，有効応力経路

に関しても微小変形解析と簡易大変形解析の両者の結果はほぼ等しい。同時に，Total 

Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の両者の結果に関しても，ほとんど差異は生じていな

い。このことより，ここで対象とするようなケーソン式防波堤に対しては，簡易大変形解

析ではなく幾何学的非線形を考慮した大変形解析を適用するべきであり，その際に用いる

手法は Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法のいずれでも問題ないと言える。一

方，定常状態における非排水せん断強度を 100kPa とした場合，いずれの解析手法において

も最終的な応力経路は破壊線に至っておらず，その際の最大せん断応力の値は，微小変形

解析（図 7. 57(b)）および簡易大変形解析（同図(d)）で非排水せん断強度の 5 割程度，大変

形解析（同図(f)(h)）では 3 割程度となっている。ここでも，Total Lagrangian 法（同図(f)）

と Updated Lagrangian 法（同図(h)）の結果はほぼ等しく，このことは両者が理論的には等価

であることを数値解析的に裏付けるものである。 

 続いて，対象とする要素のせん断応力-せん断ひずみ関係を図 7. 58 に示す。同図より，定

常状態における非排水せん断応力の値がせん断ひずみの発生に大きく影響を及ぼすことが

わかる。非排水せん断強度を 100kPa としたケースでは，各解析手法における応力-ひずみ関

係はほぼ等しく，微小変形解析（同図(b)）および簡易大変形解析（同図(d)）におけるせん

断ひずみの絶対最大値は約 10.9%，一方の大変形解析（同図(f)(h)）では約 11.6%であり，そ

の差は非常に小さいものである。それに対して非排水せん断強度を 19kPa としたケースで

は，微小変形解析（同図(a)）および簡易大変形解析（同図(c)）において 80%を超えるせん

断ひずみが生じている。これは図 7. 57 に示した有効応力経路から説明することができ，微

小変形解析（同図(a)）および簡易大変形解析（同図(c)）では，有効応力経路が定常状態に

至ることで非常に大きなせん断ひずみが誘発されている。一方，大変形解析を適用した場

合は，図 7. 58(e)(g)よりせん断ひずみの最大値は 35%程度に抑えられていることがわかる。

ここで示したせん断応力-せん断ひずみ関係においても，Total Lagrangian 法および Updated 

Lagrangian 法の両者の結果はほぼ一致しており，これは両者における構成式および支配方程

式の定式化が本質的に等価であることと整合するものである。 

最後に，図 7. 59 に対象要素の軸差応力-軸差ひずみ関係を示す。同図より，ここで対象と

したケーソン脇の置換砂領域では，図 7. 58 に示すせん断ひずみの値と比較すると発生する



7.6 神戸港第 7 防波堤に対する検討 

 
 

285 
 

軸差ひずみは小さいことがわかる。これは当該要素においてせん断変形が卓越しているこ

とを示しており，軸差ひずみの絶対最大値は非排水せん断強度を 19kPa とした場合で概ね 8

～11%，100kPa とした場合で 3～4%となっている。いずれの場合も，大変形解析の結果と

比較すると，微小変形解析および簡易大変形解析では軸差ひずみを過小評価する傾向にあ

るが，例えば図 7. 58(a)と同図(e)のせん断ひずみに見られるような数十%のオーダーでの差

異ではない。また，これまで同様，軸差応力-軸差ひずみ関係においても Total Lagrangian 法

と Updated Lagrangian 法の結果はほぼ一致しており，大変形解析においていずれの定式化法

を用いても結果には明瞭な差が生じないことが改めて示された。 

 

出力対象要素

 

図 7. 56 置換砂における出力対象要素 
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図 7. 57 置換砂における有効応力経路 
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図 7. 57 置換砂における有効応力経路（続き） 
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図 7. 58 置換砂におけるせん断応力-せん断ひずみ関係 
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図 7. 58 置換砂におけるせん断応力-せん断ひずみ関係（続き） 
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図 7. 59 置換砂における軸差応力-軸差ひずみ関係 
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図 7. 59 置換砂における軸差応力-軸差ひずみ関係（続き） 

 

7.7 まとめ 

 

 本章では，各種形式の地盤・構造物系のモデルに対して大変形解析による地震時の被災

事例解析を実施した。数値解析においては，土の構成モデルには第 2 章および第 3 章で述

べた新たなストレス-ダイレイタンシー関係に基づく多重せん断モデル構成式を，ケーソン

などの弾性体には第 5 章で述べた多重せん断モデル型の線形弾性体構成式を適用した。数

値解析は Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法の両者に加え，比較のために微小

変形解析もあわせて実施した。また，対象モデルによっては簡易大変形解析と呼ばれる手

法を適用し，解析結果の比較を行った。 

 土木研究所で実施された盛土の動的遠心模型実験に対して，多重せん断モデル構成式を

用いた大変形解析の適用性を検討した結果，以下のことが明らかになった。微小変形解析

では砂の非排水せん断強度の考慮の有無に関わらず，得られた盛土天端沈下量は実験値よ

りも大きく，非排水せん断強度を考慮した場合では基礎地盤に大きくめり込むような沈下

形状が見られた。それに対し簡易大変形解析を適用すると，沈下量は微小変形解析に比べ
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て抑えられ実験値に近づく傾向が示された。さらに大変形解析を用いた結果では，得られ

た沈下量は実験値と最も整合性がよく，非排水せん断強度を考慮することで盛土堤体およ

び基礎地盤の変形形状を精度良く再現できることがわかった。ここに，Total Lagrangian 法

と Updated Lagrangian 法の両者により得られた解析結果はほぼ等しいものであった。また，

同じ盛土モデルに対して長時間にわたり正弦波加振を与え続けた場合，微小変形解析や簡

易大変形解析では堤体が基礎地盤側に反転し実際には起こり得ないような変形形状であっ

たのに対し，大変形解析では幾何学的非線形性を考慮しているため現実的な変形挙動を示

すことが確認された。 

 1993 年北海道南西沖地震の際に被災した後志利別川堤防の No.1 断面を対象として，大変

形解析により地震時の被災状況の再現を試みた。既往の資料に準じた有限要素メッシュを

用いた場合，大変形解析において盛土堤体部の三角形メッシュの局所的な大変形が見られ

た。これを改善するために有限要素メッシュを微修正し再度解析を行ったところ，先に見

られたような堤体部の局所変形は解消された。後志利別川堤防の解析では，各解析手法に

より得られた盛土天端沈下量は観測値に対して過小評価の結果となり，最も観測値に近い

Total Lagrangian 法の場合でも実測の半分程度の値であった。この原因としては，盛土下の

As2-U 層において過剰間隙水圧がほとんど上昇していないことが考えられ，この点に関して

は今後の検討課題である。ここでも Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の両者の間

には明瞭な差が存在せず，大変形解析を行う際にはいずれの定式化法を用いても問題ない

ことが確認された。 

 ケーソン式岸壁に対する多重せん断モデルの適用性について検討するため，1995 年兵庫

県南部地震の際に被災した神戸港六甲アイランド RF3 岸壁に対して地震応答解析を実施し

た。ケーソン沈下量，残留傾斜角，変形モードなどに関して，Total Lagrangian 法と Updated 

Lagrangian 法による解析結果にほとんど差は見られなかった。実測値との比較では，間隙比

および細粒分含有率により求められた非排水せん断強度を考慮することで，ケーソンの滑

動量を精度良く再現することができた。一方，ケーソンの転倒（回転）モードの再現性に

関しては，非排水三軸圧縮試験より求められた非排水せん断強度を用いた方が良好な結果

が得られた。このことより，非排水せん断強度の値はケーソンの変形モードに影響を与え

ることが確認された。大変形解析を適用することにより，ケーソン下部の液状化層におけ

る有効応力経路に関しては微小変形解析の場合とほぼ差異がないものの，発生するせん断

ひずみは用いる非排水せん断強度の値に関わらず微小変形解析よりも小さい値となった。

それに対し軸差ひずみに関しては，用いる非排水せん断強度により微小変形解析と大変形

解析におけるひずみ量の大小関係が変化することが確認された。 

 多重せん断モデルを用いた大変形解析の適用性を検証するため，1995 年兵庫県南部地震

の際に被災した神戸港第 7 防波堤の地震応答解析を実施した。間隙比および細粒分含有率

に基づく非排水せん断強度の値を用いた場合，微小変形解析および簡易大変形解析では実

測値に対して過大なケーソン天端沈下量が算出されているのに対し，大変形解析では実測
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値と整合性の良い結果が得られた。ここでも Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法に

よる解析結果にほとんど差は見られなかった。一方，非排水三軸圧縮試験により求められ

た非排水せん断強度を適用した場合は，いずれの解析手法でも実測に近い沈下量が得られ

ており，大変形解析と微小変形解析の差はそれほど大きいものではなかった。微小変形解

析および簡易大変形解析において，間隙比および細粒分含有率に基づく非排水せん断強度

の値を用いた場合，ケーソン脇の置換砂層では応力経路が定常状態に至ることで 80%を超

える大きなせん断ひずみが発生し，これが過大なケーソン天端の沈下を引き起こす一因と

なっていることが確認された。 

 以上より，微小変形解析では変形が過大に評価されてしまうような事例に関しても，第 3

章で述べた大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式を適用することにより，地震時の

被災事例を十分な精度で再現できることが示された。また，Total Lagrangian法およびUpdated 

Lagrangian 法のいずれを用いてもほぼ等価な結果が得られていることから，地盤・構造物系

のモデルに対して大変形解析を適用して地震応答解析を行う際には，用いる手法は問題と

はならないことが示された。 
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第 8 章 結論 

 

 本研究は，地震時において液状化の発生が危惧される地盤上に構築された地盤・構造物

系に対して，その地震被害を高い精度で再現もしくは予測できるような土の構成モデル，

および，そのような構成モデルを用いた有限要素法に基づく有効応力解析手法の開発を目

的としたものである。地盤の液状化に代表されるような非線形性が顕著に現れる現象を数

値解析により再現しようとする場合，土質材料が有する材料非線形性を構成関係において

正確に表現する必要がある。本研究では，砂のような粒状体の力学モデルとしてのひずみ

空間における多重せん断モデル（Iai & Ozutsumi，2005）に対して，新たなストレス-ダイレ

イタンシー関係を組み込むことで，液状化地盤における砂の力学的挙動の再現を試みた。

さらに，地震時の液状化現象に伴う地盤・構造物系の大変形挙動を取り扱うにあたっては，

発生するひずみを微小なものと仮定した微小変形理論では不十分であり，大変形に伴う幾

何学的な非線形性を的確に考慮する必要がある。このような観点から，新たなストレス-ダ

イレイタンシー関係を適用した多重せん断モデル構成式を大変形理論に基づき拡張し，材

料非線形性のみならず幾何学的非線形性をも考慮できる砂の力学モデルとしての構成式を

構築した。また，ここで提案された構成モデルを有限要素法による数値解析に導入するた

め，間隙水で満たされた多孔質体としての土の支配方程式を大変形理論の枠組みで与える

とともに，その離散化を行った。大変形理論に基づく上述の構成モデルおよび支配方程式

を地震応答解析に適用した結果，微小変形解析において見られた過大な変形が抑制される

ようになり，実験値や実際の被災事例と整合性の高い精度のよい解析結果が得られること

が確認された。以下に，各章ごとに順を追って，その内容を示す。 

 第 1 章では，液状化地盤上の地盤・構造物系の地震時の被害予測に関して，性能規定型

の耐震設計の観点から，変形量を高い精度で推定できる手法の確立が求められていること

を述べた。さらに，精度向上のためになされた既往の研究について簡潔に述べ，地震時の

液状化現象に伴う地盤・構造物系の挙動をより正確に予測するためには，大変形に起因す

る幾何学的な非線形効果を的確に考慮する必要性があることを論じた。 

 第 2 章では，砂のような粒状体の力学モデルとしてのひずみ空間における多重せん断モ

デルに対して，新たなストレス-ダイレイタンシー関係を組み込むことで，より一般化され

た多重せん断モデル（カクテルグラスモデルと称す）の定式化を行った。ここで用いたス

トレス-ダイレイタンシー関係は，ダイレイタンシーによる体積ひずみ成分が，仕事をしな

いせん断機構（Taylor，1948）として表現される膨張的成分と，累積塑性せん断ひずみに比

例する収縮的成分の和として与えられるという仮定に基づくものである。ここでは微小変

形理論に基づき，3 次元および 2 次元平面ひずみ条件での定式化を示した。定式化では，多

重せん断モデルにおける粒状体の粒子構造を特徴づける branch vector と，それに直交する

tangential vector との dyad 積に基づき，砂の誘導異方性を考慮できる仮想単純せん断機構を
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用いて構成関係が規定されている。膨張的ダイレイタンシーの定式化においては，Taylor

（1948）に従い，偏差成分とダイレイタンシーの膨張的成分から構成されるひずみが，骨

格曲線に沿う載荷時には仕事をしない成分であると仮定した。一方，収縮的ダイレイタン

シーは，累積塑性せん断ひずみに比例する成分であると仮定し，塑性せん断ひずみ増分に

応じて規定される増分形としての定式化を行った。ここで提案された多重せん断モデル構

成式では 15 個のパラメータを与える必要があり，うち 3 個は体積成分（圧縮伸張変形），3

個は偏差成分（せん断変形），残りの 9 個はダイレイタンシー成分を制御するものである。 

 第 3 章では，第 2 章で示した微小変形理論によるひずみ空間での多重せん断モデル構成

式を，大変形理論に基づき幾何学的非線形性を考慮できるように拡張した。大変形理論に

基づく定式化では，Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の 2 種類の定式化法が存在し，

それぞれ基準配置に基づく物質表示，および，現配置に基づく空間表示で表された応力，

ひずみ系を用いる。ここでは，これらの両者により定式化を行い，物質表示では第

2Piola-Kirchhoff 応力および Green-Lagrange ひずみを，また，空間表示では Cauchy 応力およ

び Euler-Almansi ひずみを用いて構成式を記述した。大変形解析に必要な定式化においては，

圧縮性を考慮した超弾性体の大変形解析理論（Holzapfel，2000）を参考にして，これに多重

せん断機構および砂のような粒状体に特有のダイレイタンシー効果を盛り込んだ形での定

式化を行った。大変形理論に基づく構成式の定式化の方向性としては，空間表示における

Cauchy 有効応力を用いた積分形の構成式を，微小変形理論と同様の形で表せるものと仮定

した。第 2 章で示した多重せん断モデルの基礎概念としての branch vector や tangential vector

などのベクトル類は，物質の変形に伴いその方向とともに大きさを変えるため，物質表示

における基準状態のベクトル類に変形勾配を作用させることにより，空間表示のベクトル

類を与えることとした。また，物質表示における積分形構成式は，空間表示の積分形構成

式を pull-back することにより定式化を行った。このようにして求められた物質表示および

空間表示での積分形構成式は，そのままでは等方成分（体積変化成分）と偏差成分（体積

一定成分）とが混在した形となっているため，本研究では構成式としての利便性を考慮し，

Holzapfel（2000）の超弾性体理論に準じて，4 階の projection tensor により等方成分と偏差成

分とに分離した形で構成関係を与えることとした。増分形の構成式に関しては，物質表示

では積分形の構成式の物質時間微分をとることにより，一方の空間表示においては積分形

構成式の Lie 時間微分により与えられるものとした。 

 第 4 章では，第 3 章で述べた大変形理論に基づくひずみ空間での多重せん断モデルを，2

次元平面ひずみ条件での有限要素解析に適用するため，大変形理論の枠組みで支配方程式

を表すとともに，有限要素法のための離散化を行った。対象とした支配方程式は，間隙水

で満たされた多孔質体に対する運動方程式，および，水流の収支バランス式であり，ここ

でも，現配置に基づく空間表示により表される Updated Lagrangian 法，および，基準配置に

基づく物質表示により表される Total Lagrangian 法の両者により定式化を行った。さらに，

離散化された基本方程式に基づき，有限要素法における自重解析などの静的解析，および，
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地震応答解析に代表される動的解析のそれぞれに対する解法を，Total Lagrangian 法および

Updated Lagrangian 法の双方の枠組みにおいて示した。 

 第 5 章では，第 3 章で示した砂の力学モデルとしてのひずみ空間における多重せん断モ

デルの概念を基に，大変形理論に基づく新たな線形弾性体の構成式を提案した。ここで提

案する構成式は，微小変形理論における線形弾性体の構成式が，体積弾性係数およびせん

断剛性が定数で与えられる（ばねが 2 本の）多重せん断モデルと等価であるという事実に

基づいている。この考え方のもと，第 3 章での多重せん断モデルの構成式を参考にし，等

方圧力と体積ひずみ，および，仮想単純せん断応力と仮想単純せん断ひずみの間に線形関

係を仮定することで，大変形理論に基づく新たな線形弾性体の定式化を行った。ここで提

案する多重せん断モデル型の線形弾性体構成式は，物質表示（第 2Piola-Kirchhoff 応力，

Green-Lagrange ひずみ）および空間表示（Cauchy 応力，Euler-Almansi ひずみ）の双方にお

いて定式化がなされているが，表現方法が異なるのみで，両者の間に本質的な違いはない。

このことは，本モデルを用いた一軸圧縮引張試験の要素シミュレーションからも明らかに

されており，Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の両者により得られた荷重-変位関

係は等価なものであった。また，ここでの提案モデルにより得られた荷重-変位関係は，微

小変形解析の構成関係をそのまま大変形解析において適用した構成モデルと比較して，よ

り現実的な挙動を示すことが明らかとなった。 

 第 6 章では，第 3 章で述べた大変形理論に基づく多重せん断モデル構成式を用いて，各

種の要素シミュレーション解析を実施した。砂の非排水単調せん断試験を対象とした要素

シミュレーションでは，非排水せん断強度およびその他のモデルパラメータを適切に調節

することで，室内試験で得られるピーク強度や変相領域での挙動を精度よく再現すること

ができた。また，設定した非排水せん断強度や圧密後の初期拘束圧，また用いたパラメー

タによらず，Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法の結果はほぼ一致することが確

認された。さらに，有効応力経路などを最大せん断応力で整理した場合，大変形解析と微

小変形解析の結果はほぼ一致するものの，せん断応力および軸差応力に関しては，せん断

変形の進展に伴う幾何学的非線形性の影響により，大ひずみ領域において大変形解析と微

小変形解析で異なる結果となることが示された。繰り返しせん断試験に対するシミュレー

ションでは，液状化判定基準としての両振幅ひずみ 5%に満たないひずみ領域では，有効応

力経路やせん断ひずみ時刻歴などの解析結果における微小変形解析と大変形解析の明瞭な

差異は認められず，このことより液状化抵抗曲線の算定に関しては微小変形解析でも十分

な精度での結果が得られることが確認された。一方，ひずみが（片振幅で）10%を超えるよ

うな領域においては，両者の結果の差が顕在化するようになり，このような大ひずみ領域

での現象を取り扱う場合には大変形解析が必要不可欠であることもあわせて示された。非

排水条件下における砂の平面ひずみ圧縮試験に対する要素シミュレーションでは，微小変

形解析を適用した場合，解析対象モデルの変形形状および主せん断ひずみ分布は軸対称で

あり，ひずみが局所的に増大する傾向は見られなかった。一方，大変形解析を適用した場
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合は，Total Lagrangian 法および Updated Lagrangian 法の両者において，モデルに与える軸ひ

ずみの増加とともに主せん断ひずみの局所化が顕著になり，明瞭なせん断帯が形成される

に至った。ただし，Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の主せん断ひずみの分布形状

は，中心軸に対して鏡像の位置関係になっており，これは数値解析における打ち切り誤差

などの微小な差異によるものと考えられる。また，解析対象モデルのアスペクト比を低く

した場合，大変形解析では主せん断ひずみはクロス型（X 字型）に局所化する傾向にあり，

モデルの対角頂点を結ぶような 2 本のせん断帯が形成された。これより，アスペクト比の

違いによりひずみの局所化の分布に明らかな差が生じ，異なった形状のせん断帯が形成さ

れることが示された。 

 第 7 章では，各種形式の地盤・構造物系のモデルに対して大変形解析による地震時の被

災事例解析を実施した。土木研究所で実施された盛土の動的遠心模型実験に対する解析で

は，大変形解析を適用することにより微小変形解析で見られた過大な盛土堤体の変形が抑

えられ，得られた沈下量は実験値と最も整合する結果となった。さらに，非排水せん断強

度を考慮することにより盛土堤体および基礎地盤の変形形状を精度良く再現できることが

示された。また，Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の両者により得られた解析結果

はほぼ等しくなることが確認された。1993 年北海道南西沖地震の際に被災した後志利別川

堤防の No.1 断面を対象とした解析では，大変形解析を適用することで盛土天端沈下量は観

測値に近づくものの，実測の半分程度の過小評価された値であった。この原因としては，

盛土下のある層において過剰間隙水圧がほとんど上昇していないことが考えられ，この点

に関しては今後の検討課題である。ここでも Total Lagrangian 法と Updated Lagrangian 法の

両者の間には明瞭な差が存在せず，大変形解析を行う際にはいずれの定式化法を用いても

問題のないことが確認された。1995 年兵庫県南部地震の際に被災した神戸港六甲アイラン

ド RF3 岸壁に対する解析では，微小変形解析および大変形解析におけるケーソンの滑動量

や傾斜角にそれほど大きな差は生じない結果となった。これは，実測値と比較して全体的

に変形量を過小評価しているためであると思われる。なお，液状化層における要素レベル

でのひずみに関しては，最大で 10%程度の差を生じていることが確認された。1995 年兵庫

県南部地震の際に被災した神戸港第 7 防波堤に対する解析では，微小変形解析において実

測値に対して過大なケーソン天端沈下量が算出されているケースに対しても，大変形解析

では実測値と整合性の良い結果が得られることが示された。ここでも Total Lagrangian 法と

Updated Lagrangian 法による解析結果にほとんど差は見られなかった。以上の結果より，砂

の力学モデルとしての多重せん断モデルを用い，幾何学的非線形性を考慮した大変形解析

を適用することにより，液状化地盤上に構築された地盤・構造物系の地震時の被害程度や

被災状況を概ね精度よく再現できることが示された。 
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