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要旨

固体と液体が混在する固液二相問題は、土石流、河床浸食、液状化、流動床のような自
然および工学的現象を評価する上で重要である。しかしながら、固液相間および粒子間相
互作用から成る複雑な構造を実験計測のみで検討することは困難である。このような背景
から、離散要素を用いた粒子ベースの数値計算手法は、固液二相問題の評価に有効である
と考えられる。
液相中における粒子分散相の数値計算は、流れ場に対する流体力学および固液境界面を
介して移動する固体粒子に対するニュートン力学を組み込むことの複雑さにより、非常に
困難であるとされる。本研究では、格子ボルツマン法と個別要素法を連成したマイクロメ
カニカルな固液二相モデルに基づく直接数値計算手法を構築した。格子ボルツマン法は、
複雑かつ時間変化する計算境界内の流れ場のシミュレーションに適した手法として知られ
ている。一方、個別要素法は大変形問題に対する有効なシミュレーション手法として注目
を浴びている。これらの計算手法の連成により、液相中における粒子分散相の複雑な挙動
がシミュレートできる。
本研究において構築された計算手法を検証するため、はじめに円環状クエット流れを計
算した。この流れは理論解があり、計算結果と直接的に比較することにより、計算スキー
ムの精度を定量的に評価することができる。次に、異なるReynolds数を有する流体中で、
単一円形粒子の沈降挙動を計算し、これを有限要素法の結果と比較した。さらに、流体中
の 2つの粒子間でのDKT (Drafting, Kissing, and Tumbling)現象をシミュレートし、妥当な
結果が得られた。
次に本論文では、この計算手法を次のような工学的な対象に適用し、現象の解明を試
みた。

(1)傾斜分離装置は、水の浄化あるいはオイルサンドの分離のような工業スラリーの相
分離を促進することを目的に用いられている。本論文では、分離速度と容器傾斜角あるい
は粒度分布の関係を検討するため、流体中の固体粒子群の沈降挙動を計算した。その結果、
容器傾斜角の増加に伴う大規模な対流が生じた。これは実験でも観察されている現象であ
る。また、この対流はスラリーからの流体の効率的な分離だけではなく、固体粒子群の沈
降速度の加速にも寄与していることが明らかになった。

(2)多孔質体の粒子輸送は、水理特性に大きな影響を及ぼす。土木工学では、グラウト
圧入が岩の透水率を低下させるために実施される。資源工学では、石油貯留層内でのアス
ファルテン析出によって引き起こされる孔隙閉塞によって石油生産障害が生じる。また、
メタンハイドレート開発における水とガスの流れに伴う微粒子の輸送は、生産性の低下を
引き起こすことがある。浸透性のような水理特性に粒子濃度が与える影響を評価するため、
多孔質体を通過する微粒子の移動挙動をシミュレートした。その結果、微粒子の移動と堆
積が浸透率の低下を引き起こすことが数値計算的に確認された。また、粒子濃度が浸透率
の低下に大きな影響を及ぼすことが明らかになった。

(3)出砂は、石油貯留層の砂粒子が流体に伴って移動し、生産井内に流入する現象を指
す。この現象は、チュービング・パイプを閉塞し生産量の低下を引き起こす。また、坑内
および地上機器に大きな損傷を与えることもある。出砂のメカニズムを解明するために、



ケーシング穿孔部近傍におけるサンドアーチの形成および崩壊の再現を試みた。その結果
は、粒子配列の撹乱がサンドアーチの不安定性を助長する傾向を示した。
これらの結果は、本連成計算手法が多くの工学的問題をシミュレートする効果的な手法
であり、現象の解明に大きな役割を果たすことを示している。



Abstract

Particle-fluid dynamics is important in a number of natural and industrial problems such as

debris flow, river-bed erosion, soil liquefaction, and fluidized bed. It is difficult to examine the

complex system consisted of particle-fluid and interparticle interaction with only experimental

researches. Because of these factors, the particle-based simulations with discrete element could

be of advantage for investigating these phenomena.

Numerical simulations on particle suspensions in fluid flow are quite difficult due to the com-

plexity of incorporating the hydrodynamics for fluid flow and the Newtonian dynamics for solid

particles moving through the solid-fluid interface. In this study, I have developed a direct nu-

merical simulation based on the micromechanical particle-fluid system that couples the lattice-

Boltzmann method (LBM) and the discrete/distinct element method (DEM). LBM is known

as a suitable technique for simulating fluid flow in complex and time-varying geometries with

boundaries. On the other hand, DEM has attracted much attention as a useful simulation tech-

nique for large deformation problems. With the coupling of both methods, the complex motion

of solid particles in a fluid can be simulated.

To verify this computational technique, I first examine cylindrical Couette flow. Because there

is an analytical solution to this type of flow, the accuracy of the scheme can be quantified through

a direct comparison of the numerical and exact results. Then, the sedimentation behavior of a

single circular particle is simulated in a fluid with different Reynolds numbers, and the results

are compared with the finite element modeling. In addition, the drafting, kissing, and tumbling

(DKT) phenomenon between two particles in a fluid is simulated and reasonable results are

obtained.

In this dissertation, I attempt to apply this technique to three following engineering studies:

(1) The inclined-plate separator has often been used to enhance the phase separation of the

slurry in such fields as water clarification and bitumen production from oil sands. This dis-

sertation presents the simulation study of the enhanced sedimentation in inclined vessel. To

investigate the relationship between the phase separation rate and the inclination angle of the

vessel or the grain size distribution of the slurry, the settling behavior of multi-particle in a fluid

is computed. As a result, the global convection is occurred with increasing the inclination angle

of the vessel. This phenomenon has also observed in many experiments. It is cleared numeri-

cally that this convection contributes not only to the efficient draining of the fluid from the slurry,

but also to the acceleration of the settling velocity.

(2) The migration and sedimentation of micro particles through porous media affect strongly

the hydraulic characteristics. The grout injection is performed to reduce the permeability of

rock in civil engineering. In resource engineering, the decline of oil production might be due

to the blockage of pore space caused by the asphaltene deposition in oil reservoir. Also in

methane hydrate development, the transport of micro particles with water and gas flow could

cause the production decrease. To estimate the effect of particle concentration in the hydraulic

characteristics such as permeability, the migration behavior of micro particles through porous



media is simulated. As a result, it is confirmed numerically that the migration and sedimentation

of micro particles cause the decline of permeability. Also, it is cleared that particle concentration

has a large impact on it.

(3) Sand production means that sand grains in the oil reservoir move with fluid flow and flow

into the oil production well-bore. This phenomenon blocks up a tubing pipe and causes the

production loss. This also gives a serious damage in the well-bore and for the ground-based

instruments. I attempt to reproduce the formation and collapse process of sand arch around

a perforated cavity to clarify the mechanism of sand production. This result shows that the

mechanical disturbance of particle arrangement tends to promote its instability.

The results of the above mentioned case studies suggest that this hybrid method becomes an

effective technique for simulating many kinds of engineering problems related to particle-fluid

dynamics.
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第1章 緒論

1.1 本研究の概要

固液二相問題は、気液二相問題や固気二相問題と並んで混相流分野の重要な位置を占め
るものである。固液二相流（Solid-liquid two-phase flow）は、固体（粒子）と液体が混在す
る流れと定義される (日本混相流学会, 2004)。この固液二相問題は、固気二相問題と比較
して、その液相密度が気相よりも 3桁、粘度は 2桁も大きいことから、固体粒子のスケー
ル、その数や形状そして液相の流れ状態に複雑に左右される特徴を有している。
液相中における粒子分散相の挙動が重要となる現象としては、固体粒子群の重力沈降が
ある。これは土砂の堆積などの自然現象のみでなく、様々な工学分野において広く観察す
ることができる現象である。資源工学分野では、オイルサンド採掘におけるビチューメン
と微粒子の分離プロセス (Madgeet al., 2005; Grayet al., 2009)において、経験に基づいて
ではあるが、固液分離を促進させる傾斜シックナー（Thickener）が実用化されている。
またその他の固液二相問題としては、坑井掘削段階の掘屑運搬（Cuttings transport）、ま
た生産段階の出砂障害（Sand trouble）、メタンハイドレート開発における細粒分移動など
多くの現象が挙げられる。傾斜坑井の掘削時には坑井内に掘屑の滞留や堆積が生じやすく、
泥水ポンプ圧力の上昇、さらには掘管の抑留および逸泥などの重大な掘削トラブルの原因
となり得る (田中, 1983; Ozbayogluet al., 2005;長縄, 2006;長縄ほか, 2006; Espinosa-Paredes

et al., 2007;長縄ほか, 2007; Espinosa-Paredes and Salazar-Mendoza, 2008)。そのため、掘屑
運搬挙動をより正確に把握することが求められている。
また出砂（Sand production）は、未固結砂岩などで構成される貯留層から流体を生産す
る場合、あるいはオイルサンドなど粘性の高い流体を生産する場合、坑井近傍にて発生す
る生産障害の 1つである (秋林ほか, 1992)。出砂対策には、生産量の調整、グラベル・パッ
クおよびスクリーンなどのサンド・コントロール（Sand control）(沼澤と満田, 2005;関口
と森田, 2008)がなされるが、坑井近傍での砂粒子の挙動評価が求められている。さらに、
メタンハイドレート開発でのハイドレート分解で解放された細粒分や圧密による粒子破砕
の破片がパーフォレーション孔周辺に集積することにより、生産障害が発生することがあ
る (山本, 2009)。
しかしながら、高濃度粒子分散相を有する場合は勿論、粒子間衝突が頻繁に発生しない
程度の粒子濃度の流動現象における固液相間の相互作用力および粒子間相互作用力などの
混相流構造を実験計測から評価することは非常に困難であり (原田ほか, 2007a)、数値計算
によるアプローチが期待されている (柳ほか, 2008)。このような背景から、離散要素を用
いた粒子ベースの数値計算による検討が必要になると考えられる。
本研究では、数値計算手法として、(Cooket al., 2000, 2001, 2004)によって提案された
格子ボルツマン法（Lattice-Boltzmann method; LBM）(McNamara and Zanetti, 1988)と個別
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要素法（Discrete/Distinct element method; DEM）(Cundall and Strack, 1979)をカップリン
グしたハイブリッドシミュレータを自主開発し、先に述べた固液二相問題へ適用を試みた
ものである。
セルオートマトン（Cellular automaton）法の 1つである格子ボルツマン法は、流れ場の
支配方程式に基づいた解法ではないが、すでに格子ボルツマン方程式と流れ場の支配方程
式との整合性も証明されている (蔦原ほか, 1999)。また、格子ボルツマン法は、コーディ
ングあるいはベクトル化・並列化の容易性、境界条件の設定の簡便性、混相流モデルへの
拡張性などの特長を有しており、近年、注目を集めている計算手法である。
固体粒子分散相の運動を解く数値計算上のコンセプトには、剛体粒子モデルと軟体粒子
モデルがあると言われている。剛体衝突理論に基づく剛体粒子モデル（Hard particle/sphere

model）は、希薄な粒子分散相すなわち衝突が支配的な系に用いられる。一方、個別要素
法に代表される軟体粒子モデル（Soft particle/sphere model）は、衝突のみではなく接触が
卓越した系にも適用することができる。
格子ボルツマン法で用いられる等間隔直交格子系の中で、固体粒子表面を正確に捕捉す
ることは一般的には困難である。そこで、固液界面における連成モデリングには、境界埋め
込み法（Immersed boundary method; IMB）を応用した移動境界条件 (Noble and Torczynski,

1998)を採用した。これは、粒子表面を階段状で捕捉していた従来の Ladd(1994a,b)によ
る移動境界条件とは異なり、コントロール・セルを導入することで、より正確な固液界面
を捕捉することが可能となる。これにより、固体粒子に作用する流体力および流体トルク
のバラツキを少なくし (Fenget al., 2007)、高い計算精度が保証される。また、本連成モデ
リングは、直接数値計算法（Direct numerical simulation; DNS）(瀧口ほか, 1998)の範疇、
つまり計算格子幅が粒子スケールよりも小さい高解像度の手法である。このため、計算コ
ストが高い反面、局所平均流れ場の下にて固体粒子を駆動させる粒子追跡法よりも正確な
固液二相の挙動を再現できるものであると考えられる。

1.2 本論文の構成

本論文は、格子ボルツマン法と個別要素法を連成させた数値シミュレータを用いて、資
源工学分野に関連した流体中での固体粒子群の沈降、堆積あるいは輸送挙動をマイクロ
メカニクスの観点から考察することを主な目的とし、以下のように構成されている。まず
第 2章においては、本研究の基礎となる固液二相問題に関する数値計算を概説する。特
に、連成計算手法として、Euler-Eulerカップリング、Euler-Lagrangeカップリングおよび
Lagrange-Lagrangeカップリングを中心に、近年の研究事例と併せて述べている。
第 3章では、流体運動を解く格子ボルツマン法の位置付けや基礎方程式とともに、理論
的背景を記述することで、流れ場の支配方程式との整合性を証明している。また、代表的
な境界条件である滑りなし境界条件、圧力境界条件および速度境界条件の具体的な設定方
法について説明を行なっている。第 4章では、固体粒子分散相の運動を解く個別要素法に
ついて述べている。剛体粒子モデルと個別要素法に代表される軟体粒子モデルそれぞれの
コンセプトと計算手法を述べた後、個別要素法の粒子間モデルである線形モデルおよびヘ
ルツの弾性接触理論について記述している。
第 5章では、格子ボルツマン法と個別要素法の連成システムの計算スキームについて説

2



1.2. 本論文の構成 第 1章緒論

明した。主に、固液界面における固相および液相間の相互作用力を求める移動境界条件に
ついて記している。また、共通の無次元係数を用いた空間および時間スケールの統合方法
にも触れている。
第 6章では、本連成計算手法の妥当性の検証を行なっている。まず予備解析として、円
環状クエット流れを計算することにより、Navier-Stokes方程式の理論解との比較をした。
次に、粘性流体中の単一あるいは 2個の円形粒子の沈降挙動を詳細に検討した。
第 7章では、傾斜容器内におけるスラリーの固液分離促進現象に対して、本連成計算手
法を適用した。傾斜沈降装置を単純化したモデル内での固相および液相の運動を追跡する
ことによって、固液分離促進現象の再現とメカニズム解明を試みた。
第 8章では、流体流動に伴う粒子輸送が多孔質体の浸透率低下に与える影響の検討を行
なっている。粒子輸送が多孔質体内の孔隙を閉塞するプロセスを再現し、また同時に多孔
質体内の流速分布および圧力分布を評価した。
第 9章では、出砂障害を計算対象とし、パーフォレーション孔内に集積した砂粒子がケー
シング穿孔部から流出するプロセスを再現することを試みた。特に、ケーシング穿孔部に
て形成されるサンドアーチと出砂量の関係について検討した。最後に、第 10章にて、本
論文の各章における結論をまとめ、全体の総括を行なっている。
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第2章 固液二相問題に関する数値計算

2.1 数値流体計算手法の分類

流体運動を記述する場合、オイラー（Euler）表示（空間表示）とラグランジュ（Lagrange）
表示（物質表示）と呼ばれる立場がある (小林, 2003; 平野, 2004)。前者は、速度、密度、
圧力および温度などの流れの状態を空間点 xと時間 tの関数として記述する方法である。
一方、後者は、時間とともに移動する流体粒子に関して運動を記述する方法である。ここ
での流体粒子は、流体を構成する分子や原子ではなく、連続体的な意味での微小部分を意
味する。Fig.2.1はその違いを模式的に示したものである。

t=∆t

y

t

x

t=0

t=∆t

t=2∆t

t=2∆t
t=3∆t

y

x

t=0

Fig. 2.1:Eulerian and Lagrangian description

ここでは、オイラー表示法とラグランジュ表示法に関連付けて数値解析法の分類を試み
る。流れの基礎方程式の解を単純な数式で表すことは困難である。そこで、数値計算を行
なうために様々な離散化が行なわれる。
まず、区分的に低次の多項式で近似する考え方がある。これに基づく手法が（有限）差
分法（Finite difference method; FDM）、有限体積法（Finite volume method; FVM）、有限
要素法（Finite element method; FEM）である。これらはオイラー的に計算されることが多
い。一方、流れを有限個の渦や流体粒子で近似しようとする方法もあり、ラグランジュ的
に追跡される。これらは、渦法（Vortex method）や粒子法（Particle method）に代表され
る。さらに、渦や流体粒子とは別のルールで動く仮想粒子で流体の流れを表現しようとす
るセルオートマトン（Cellular automaton; CA）法（格子点での状態が隣接の格子点の情報
のみにより時間発展する系）(日本機械学会, 2007)に立脚した解法にも可能性が期待され
ている (小林, 2003)。以下に、オイラー的解法、ラグランジュ的解法およびセルオートマ
トン解法の詳細と代表的な計算手法について述べる。
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2.1.1 Euler的解法

オイラー的解法では、流れ場に格子を設け、格子点で空間微分を差分化したり、あるい
は格子セルで物理量の収支を記述したりすることが多い (小林, 2003)。規則的な格子配置
である構造格子は、1格子あたりの精度と効率がよく、流れ現象の基礎研究のための高品
位な計算に適しているが、扱うことのできる流れ場は比較的単純な形状に限られる。離散
点を不規則に配置しても構わない非構造格子はその対極にあり、複雑な形状の流れ場にお
ける実用計算向きと言える。非構造格子は、特定の領域に必要に応じて自由に格子を追加
して、局所的な解像度を高めることができるという利点もある。
オイラー的方法に基づき、流れ場の状態を区分的に低次の多項式で表現する方法として
は、（有限）差分法、有限体積法、有限要素法が代表的である。

A.有限差分法

微分型の流れの方程式を基礎とし、格子点の上でのその解を求めるものである。基礎方
程式の中の微係数、つまり速度や圧力の勾配は差分商によって近似される。したがって、
差分法では構造格子が使用される。特に、差分法の特長を最大限に引き出すためには、直
交性が良く滑らかに配置された格子が好ましいとされる。

B.有限体積法

積分型の流れの方程式を基礎とする。変数を格子点上に配置するのではなく、検査体積
（セル）の代表値を求めるものである。保存則をセルの境界からの流入・流出と内部での
発生・消滅によって表わし、この関係を計算していく。構造格子でも非構造格子でも構わ
ない。構造格子の場合でも、差分法ほど格子配置の滑らかさを必要としない。

C.有限要素法

基礎方程式としては微分型ではなく、基底関数を乗じて積分した弱形式を用いる。セル
の内部の分布状態はセル頂点上の変数値と補間関数によって与えられる。これを支配方程
式に代入し、重みをつけて積分すると、セル頂点上に配置された変数の関係式が得られる。
構造格子でも非構造格子でも構わない。

2.1.2 Lagrange的解法

ラグランジュ的な方法では、連続的な渦度や速度を多数の微小な渦や粒子のような離散
要素で表現し、比戟的簡潔なアルゴリズムに基づいてこれらを追跡して流れ場を解析する。
その特徴から、基本的には非定常計算であり、定常問題に対しても非定常解の時間平均操
作が必要となる。保存則は離散要素の数と、それぞれの要素が保持する物理量によって表
現される。そのため、保存則が破綻するとすれば、オイラー的方法では離散化に起因する
のに対して、ラグランジュ的方法では要素の表現方法に起因する。ラグランジュ的解法の
代表例として、渦法 (Leonard, 1980)と粒子法を略述する。

A.渦法
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渦法の基礎式は、運動方程式の回転から導かれる渦度輸送方程式、渦による誘起速度を
表すビオ・サバール（Biot-Savart）の式、および渦要素の移流の式 (dx/dt = v)である。ま
た、圧力分布を知りたい場合には別に圧力方程式を扱うが、渦法そのものには圧力の計算
は必須ではない。以上のように、渦法は比較的単純なスキームで構成されているが、複雑
な流れ場への適用にあたっては、渦要素の適切な選択と発生方法が決め手となる。

B.粒子法

ラグランジュ表記はもともと流体粒子の運動に着目したものであり、これを最も明確に
反映しているのが粒子法である。この方法で扱われるのはマクロな流体粒子である。粒子
間の相互作用は、分子動力学法などで使用される分子間相互作用のようなモデルとはまっ
たく異なる。
最初の粒子法は、PAF（Particle-and-Force）法であり、米国ロスアラモス国立研究所で開
発された (Daly et al., 1965)。その後、対流項を粒子で、その他の項を格子で計算する PIC

（Particle in cell）法 (Amsden, 1966)や、界面形状を捕捉するためだけに流体のトレーサと
しての粒子を用いるMAC（Maker and cell）法 (Harlow and Welch, 1965)が提案された。特
にMAC法の格子による計算法の部分には、スタッガード格子や半陰的アルゴリズムのア
イデアが使われており、差分法における流体解析の標準的な方法として現在まで受け継が
れている。

Lucy (1977)は、新しい粒子法として SPH（Smoothed particle hydrodynamics）法を開発
し、宇宙物理学の問題に適用した。宇宙物理学では、真空のような低密度から星の内部の
ような高密度まで、著しい圧縮性のある流れを扱う必要がある。そして、計算精度の観点
からは、高密度の領域の空間解像度を高くしなければならない。粒子法では、粒子は移動
する計算点であり、ある一定の質量を保持しながらラグランジュ法の運動を行なうのであ
るから、高密度の領域には粒子が集中して自動的に空間解像度も高くなる。したがって、
圧縮性流れにおいて粒子法は計算点密度の自動調節機能も兼ね備えていることになる。こ
うした利点のため、宇宙物理学の問題に SPH法は広く使われている (Monaghan, 1988)。
さらに、Koshizuka and Oka(1996)は、非圧縮性流れのための粒子法として、MPS（Moving

particle semi-implicit）法を開発した。MPS法は、微分演算子に対応する粒子相互作用モデ
ルを用いて、連続体の支配方程式を離散化する手法である。また、MAC法で用いられた
ような半陰的アルゴリズムを粒子法の枠組みの中で実現している。MPS法を用いて水柱
の崩壊や砕波が計算され、自由表面の大変形のみならず、流体の分裂や合体に対しても適
用できることが示されている。

SPH法もMPS法も、微分方程式に対する一般的な離散化法であり、どちらも流体解析
のみならず構造解析にも適用されている (Liberskyet al., 1993; Chikazawaet al., 2001)。粒
子法による構造解析では，その特徴を生かして大変形や破壊の問題が解かれている (越塚,

2005)。

2.1.3 Cellular automaton解法

以上のオイラー的解法およびラグランジュ的解法は、いずれも流体の基礎方程式にのっ
とった解法であるが、それとは全く別の法則で流体の運動を表現しようという試みもある。
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その代表例がセルオートマトン法であり、下記の格子気体法（Lattice gas method）と格子
ボルツマン法（Lattice-Boltzmann method; LBM）は、流れの基礎方程式との整合性も理論
的に説明されている (蔦原ほか, 1999)。なお、格子ボルツマン法の詳細については、第 3

章にて述べている。

A.格子気体法

格子気体法は、格子気体セルオートマトン（Lattice gas cellular automaton）法とも呼ば
れ、空間に格子を作成し、格子に沿って仮想粒子を移動させるものである。格子はオイラー
的方法における格子とは異なり、仮想粒子もラグランジェ的方法における離散要素とは異
なる。
粒子は、格子に沿った移動と、格子点上で出あった別の粒子との衝突を繰り返す。粒子
は、平衡分布関数に基づいて与えられるルールに従って衝突前後で運動方向を変える。多
数の粒子に対して、このような操作をくり返し、全体として場のダイナミックスを表現す
るものである。その際、計算で取り扱う変数が 0か 1かのブール（Bool）変数であるため、
計算機のビット演算との相性が良く、高い計算効率が期待される (蔦原ほか, 1999)。
ブール変数を使うことは格子気体法の大きなメリットではあるが、仮想粒子は衝突をく
り返しながら常に運動しているので、巨視的な流れの状態を知るには時間と空間のいずれ
かまたは両方での統計処理が必要となる。

B.格子ボルツマン法

格子点で隣接する各方向の格子に向かう粒子の割合（アンサンブル平均）を計算するの
が格子ボルツマン法である。基本変数は、各格子点での分布関数であり、衝突による粒子
分布の変化は衝突演算子によって表現される。なお、格子ボルツマン法は仮想的な粒子に
対する発展方程式を与えるもので、いわゆるボルツマン方程式とは異なるものである。
格子気体法と格子ボルツマン法は、ともに規則的で等間隔の格子が基本となっており、
粒子速度が拘束されている。そのため、複雑な境界の近傍、境界層などの大きな変化があ
る領域などでは解像度を高めることは困難である (小林, 2003)。
格子ボルツマン法の計算スキームは、規則格子に対する差分スキームとなっているが、
これを曲線格子に拡張することにより、上記の困難を取り除くことが可能となる。この手
法は、差分格子ボルツマン法（Finite difference lattice-Boltzmann method; FDLBM）と呼
ばれている (McNamaraet al., 1995; Caoet al., 1997; 蔦原ほか, 2002; Sofonea and Sekerka,

2003;蔦原ほか, 2003)。
また Imamura(2003)は、一般座標系格子ボルツマン法（Generalized interpolation-based

lattice Boltzmann method, GILBM）と呼ばれる物体構造格子への適用を可能にした新たな
格子ボルツマン法を提案している (武田と甲斐, 2007)。

2.2 固液二相モデルの分類と既往の研究

本研究で取り扱う現象、つまり流体中における固体粒子群の沈降、堆積あるいは輸送挙
動を考える場合には、液相と固相の素過程のスケールが大きく異なる。すなわち、液相の
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素過程の空間スケールは流体を構成する分子の平均移動距離程度であるのに対して、固相
の素過程の空間スケールは、砂粒子径程度である。したがって、液相を分子レベルで解析
するのは事実上不可能であり、液相は原則として連続系として扱うことになる。一方、固
相については、連続系、離散系としての扱いが選択できる。
また、固液混相問題の一般論として考えると、固相および液相の素過程の空間スケール
の差が十分に小さければ、共に分子レベルで扱うことも可能であろう。この種の方法論は、
分子動力学（Molecular dynamics; MD）法として知られている。
固液二相モデルは、各相を連続系または離散系、あるいはEuler型または Lagrange型で
分類することができる。後藤 (2004)は、固相および液相のそれぞれについて、（1）連続
系・Euler型、（2）連続系・Lagrange型、（3）離散系・Lagrange型、の 3つの範疇がある
として、固液二相流モデルを詳細にまとめている。
ここでは、固相の液相とのアナロジー（analogy）を前提とする方法である Euler-Euler

カップリング、固体粒子の追跡を行なう方法であるEuler-Lagrangeカップリング、粒子法に
代表される Lagrange-Lagrangeカップリングを近年の研究事例と併せて述べることにする。

2.2.1 Euler-Eulerカップリング

流れ場および粒子分散相ともに Euler型で評価する Euler-Eulerカップリングには、次
のような手法が提案されている。赤羽と中山 (2005)は、有限要素法と GFM（Ghost fluid

method）(Fedkiwet al., 1999; Fedkiw, 2002)を併用することにより、静止した円形物体周
りの流れを計算している。GFMでは、流体領域と固体領域をレベルセット（Level set）関
数 φの符号の違い（流体領域は φ > 0、固体領域は φ < 0とし、固液界面で φ = 0）で識別
する。このとき、固体表面近傍の固体領域にある節点に対して、固体表面で滑りなし条件
が満たされるように仮想的な速度が与えられる。GFMと同じく、仮想境界法の 1つであ
る Fictitious domain method(Glowinskiet al., 1999)を有限要素法に用いた手法で、静止また
は運動する円形物体周りの流れ場の計算もされている (卯野と中山, 2005)。
また岡澤と中尾 (2007)は、混合物理論（Mixture Theory）を用いた有限要素法で解く計
算手法の構築を試みている。混合物理論は、固液界面に存在し得る 2物質以上を含む要素、
すなわちマルチ-マテリアル要素に対して、応力を平均化する処理を行なうものである。ま
た水柱が崩れ、弾塑性体である壁に衝突するシミュレーションを行なっており、その有効
性も示されている。
黒田と牛島 (2009)は、多相場の解法 (牛島ほか, 2008)に、有限要素法によって線形弾性
体の有限変形を計算する固体モデルを導入した。また、この計算手法の 3次元キャビティ
内における複雑形状の弾性体の変形と運動に適用している。

2.2.2 Euler-Lagrangeカップリング

流れ場の評価に Euler型、粒子分散相の評価に Lagrange型のモデルを採用した Euler-

Lagrangeカップリングは、評価可能な粒子分散相周りの流れ場の解像度に応じて分類する
ことができる (原田ほか, 2007a)。流れ場のモデリングには、Fig.2.2に示したように 2種類
の視点がある (田中, 2008)。Fig.2.2(a)は、個々の粒子周りのミクロな流れ場を計算する、つ
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まり計算格子幅が粒子スケールよりも小さい高解像度の手法である。これは、粒子に作用す
る駆動力をモデル化せずに直接計算するという意味で、直接数値計算法（Direct numerical

simulation; DNS）(瀧口ほか, 1998)と呼ばれている (後藤, 2004)。一方、Fig.2.2(b)は、粒
子スケール以下の流れは問題とせず、粒子スケールよりも大きい計算格子幅で平均化され
たマクロあるいはメゾスケールの流れ場、いわゆる局所平均流れ場の下で粒子を駆動させ
る手法である。このとき、粒子の駆動力は、粒子近傍の格子点の液相の物理量から粒子周
囲の流体の物理量を内挿して推定される。また、Euler-Lagrangeカップリング手法におけ
る粒子運動計算には、個別要素法（Discrete/Distinct element method; DEM）が採用される
ことが非常に多い。個別要素法の詳細については、第 4章にて述べている。

Solid particle

Computational grid for fluid-phase

(a) Micro-scopic model

Solid particle

Computational grid for fluid-phase

(b) Macro-scopic model

Fig. 2.2:View-points of fluid-phase modeling

清水ほか (2003)は、オイラー的流体解析と個別要素法を連成させた解析手法に粒子流の
平衡流動数値実験を行なっている。岡ほか (2008)は、浸透時や液状化時の堤防の大変形問
題を解くため、間隙流体を有限差分法で定式化し、物体にはMPM（Material point method）
を用いて固液二相連成解析法への拡張を試みている。MPMは、物体を Lagrange粒子で離
散化し、全体の運動方程式の計算は Euler格子で行なうもので、要素の絡み合いの問題を
回避することができる。
また、直接数値計算法と個別要素法を用いた事例としては、西浦ほか (2006)による地球
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シミュレータを用いた粒子群干渉沈降挙動のシミュレーションが挙げられる。

2.2.3 Lagrange-Lagrangeカップリング

流れ場および粒子分散相ともに Lagrange型で評価する Lagrange-Lagrangeカップリング
は、MPS法に代表される粒子法の登場により、急速に発展している。剛体はMPS法にお
いて複数の粒子で形状が表現され，その運動については一体として計算される。また、流
体の計算のアルゴリズム中に簡単に埋め込むことができて、各時間ステップにおいて、ま
ず、剛体粒子も流体粒子とまったく同じに流体としての計算をおこなった後、剛体全体と
しての並進運動量と角運動量が保たれるように各剛体粒子の速度と座標を更新する。
剛体（構造物）と流体の相互作用に関する 2次元計算の例としては、斜面に発生する砕
波と浮体との相互作用がある (Koshizukaet al., 1998)。さらに、流木群による堰き止め (後
藤ほか, 2001a)、構造物下面への接岸浮遊物の潜込過程 (後藤ほか, 2001b)、礫の運動と流
れの相互作用 (後藤ほか, 2002b)、マンホールの浮上と水の噴出 (後藤ほか, 2002c)などが
ある。
また、土砂と流体との相互作用に関する次のような問題にも、MPS法やこれと個別要
素法を組み合わせた手法が適用されている。土砂の海洋投棄 (後藤と Fredsoe, 1999)，土砂
崩壊が引き起こす津波 (後藤ほか, 2000, 2002e)、波と底泥との相互作用 (後藤ほか, 2001c)、
水流による洗掘 (後藤ほか, 2002a)，越流水による堤防の侵食 (後藤ほか, 2002d)どがある．
後藤 (2003)は、個別要素法とMPS法を組み合わせる手法の開発も行なっている。さらに、
地震による斜面崩壊誘発型津波の発生過程の計算も実施されている (五十里ほか, 2009)。

2.2.4 その他のモデリング手法

最後に、上記の分類の範疇に組み入れることができなかったが、非常に興味深いモデリ
ング手法を取り上げておきたい。個別要素法に流体パス・ネットワークモデルを組み込ん
だ計算手法が提案されている。これは、流体の流れるパスとして固体粒子間隙をネット
ワークで結合し、粒子間の流れと流体圧力（間隙水圧）を粒子の運動と関連付けて解くも
のである (Hakuno and Tarumi, 1988; Tarumi and Hakuno, 1988; Hakuno and Uchida, 1991;木
山ほか, 1994;伯野, 1997)。清水ほか (2009)は、この流体パス・ネットワークモデルを飽
和、不飽和の両条件に適用した個別要素法を用いて、土石流のシミュレーションを実施し
ている。
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第3章 格子ボルツマン法の理論

ここでは、本研究における流体挙動の計算手法として用いた格子ボルツマン法（Lattice-

Boltzmann Method; LBM）の理論について論じる。はじめに、格子ボルツマン法を概説し、
次に実際の計算手法について述べる。さらに、理論的な背景について考えるため、格子ボ
ルツマン方程式から Navier-Stokes方程式を導出するプロセスを示す。また、格子ボルツ
マン法の様々なアプリケーションへの適用を図るため、基本的な境界条件についても説明
する。

3.1 格子ボルツマン法の位置付け

3.1.1 特長と動向

数値流体解析分野において、近年、格子ボルツマン法と呼ばれる計算手法が注目されて
いる (蔦原ほか, 1999)。格子ボルツマン法が注目されているのは、コーディングおよびベ
クトル化・並列化の容易性、境界条件の設定の簡便性、混相流モデルへの高拡張性などの
特長がある為であると考えられる。
格子ボルツマン法は、McNamara and Zanetti(1988)によって発表され、既に 20年以上の
歴史がある。その間に、幾多の画期的な発見があった。当初の格子ボルツマン法は非線形
方程式を逐次近似法で解くものであり、大変扱いにくいものであった。しかし、単一緩和
時間近似を用いた簡略化、いわゆる格子BGK (Bhatnagar-Gross-Krook)モデル (Qian, 1992)

が開発されて以降広く普及するようになった。また、格子 BGKモデルの方程式が、実は
連続空間上のボルツマン方程式を空間座標と速度座標に関して離散化したものに他ならな
い事が発見され (He and Lou, 1997)、外力の正確な導入が可能になった。さらに、複数の
緩和時間係数を用いたMRT (multi-relaxation time)モデル (Lallemand and Luo, 2000)が開
発され、より自由度の高い解析を行なうことができるようになった (林, 2009)。
近年では、自由界面を取り扱うことができるモデル (Thüreyet al., 2006;荒木と越村, 2009)

も提案されている。

3.1.2 格子気体法

格子ボルツマン法は、その前身である格子気体法から生まれた。ここでは、格子気体法
について簡単に紹介し、それから如何にして格子ボルツマン法が導かれたかを述べる。
セルオートマトン法の1種に格子気体モデルがある。このモデルの1つであるHPP (Hardy,

Pomeau, and Pazzis)モデル (Hardyet al., 1973)は、2次元の正方格子上で、単位時間ステッ
プの間に最近接格子点に飛び移る速度を持つ粒子を、同一格子点上で同一速度を有する粒
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子は高々1個となるように配置される。粒子は速度ベクトルに応じて格子点間を飛び移る
が、同一格子点で複数の粒子が出会った場合、そこで運動量を保存する衝突が発生し速度
ベクトルの変更が生じる。格子気体法は、この格子気体モデルの粒子数と速度ベクトルの
複数の格子点に渡る平均値を流体の密度と流速と見なして流体解析を行なう計算手法で
ある。
格子気体モデルの研究が進むに連れて、HPPモデルは正方格子に起因する異方性が生ず
るため、流体運動の記述には適用できない事が分かってきた。Frischet al. (1986)は、2次
元の三角格子上の格子気体モデルである FHP (Frisch, Hasslacher, and Pomeau)モデルを考
察し、これが記述する流体運動が等方的であり、格子気体モデルを用いて流体解析を行な
う事が可能である事を示し一躍注目を浴びた。格子気体法を用いるならば、整数演算のみ
で流体解析が可能であり、実数演算が必要な Navier-Stokes方程式の離散化による解析に
比べて高速に実行できると考えられたからである。
しかしながら、格子気体法による流体解析は実用には不向きであった。その理由は、等
方的な 3次元格子気体モデルが難解であること、滑らかな流体運動を得るためには多くの
格子点に渡る平均を取る必要があること、流体の粘性係数が取りうる値の範囲が狭いため
高い Reynolds数の場合の解析が困難であることなどである。
格子気体法の時間発展方程式の衝突項に、ボルツマンの分子カオス仮定を適用した方程
式は、格子ボルツマン方程式と呼ばれる。格子ボルツマン法は、この格子ボルツマン方程
式を用いて流体解析を行なう計算手法である。格子ボルツマン法により、上記格子気体法
の欠点が解消されるが、格子ボルツマン方程式の解法には実数演算が必要となるため、整
数演算のみの格子気体法の絶対安定性は損なわれる。

3.2 計算手法

格子ボルツマン法は、Navier-Stokes方程式を離散化する従来の数値流体力学の手法と異
なり、仮想的な流体粒子の密度分布関数を定義して、その分布関数の発展方程式を解く手
法である。つまり、格子ボルツマン法で用いる方程式は、流体を構成する微視的かつ離散
的な粒子運動を記述するものであり、巨視的かつ連続的な流体運動そのものを表している
わけではない。しかしながら、格子ボルツマン法で用いる方程式から Navier-Stokes方程
式を導出することができ、理論的にその整合性を証明することができる (蔦原ほか, 1999)。
これに関しては、次節で詳しく述べることにする。
格子ボルツマン法では、計算領域は格子によって空間離散化され、流体粒子の運動には
極めて規則的なモデルが用いられる。同時に、流れの保存則を満足する適切な衝突項を適
用することが必要であり、様々な衝突項や速度モデル用いる多くの計算モデルが提案され
ている。本研究では、2次元非圧縮性流体流れを x, y方向それぞれ幅 ∆xの規則的な格子
で分割された計算領域内でシミュレートする。また、衝突演算子および速度モデルに対し
て、それぞれ格子 BGKモデルと 2次元 9速度モデル（Fig.3.1）を用いている (Qian, 1992;

Succiet al., 1993)。
本計算手法では、時刻 t、位置 rで α方向の速度 cαを持つ粒子の密度分布関数 fα (r, t)

の時間発展を格子ボルツマン方程式により解く。格子ボルツマン方程式は仮想粒子の並進
と衝突の 2つの過程を表している。並進過程においては、仮想粒子は速度に応じた方向の
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3.2. 計算手法 第 3章格子ボルツマン法の理論

y

c1

c5c6 c2

c3

c7 c4 c8

c0 x

∆x

Fig. 3.1:D2Q9 model

隣接する格子点へと移動し、また衝突過程においては、密度分布が単一割合で局所平衡状
態へ再配分される。

fα (r + cα∆t, t + ∆t) = fα (r, t) − 1
τ

{
fα (r, t) − f eq

α (r, t)
}
　 (α = 0,1,2, ..., 8) (3.1)

ここで、τ：（単一）緩和時間係数、 f eq
α ：平衡分布関数であり、その格子点におけるマクロ

な流体密度を ρ、流速を uとすれば、

f eq
α = ρwα

{
1+ 3

cα · u
c2
− 3

2
u2

c2
+

9
2

(cα · u)2

c4

}
(3.2)

wα =


4/9 for　 α = 0

1/9 for　 α = 1,2,3,4

1/36 for　 α = 5,6,7,8

,　 |cα| =


0 for　 α = 0

c for　 α = 1,2,3,4
√

2c for　 α = 5,6,7, 8

(3.3)

と定義される。ここで、wα：重み係数、c：流体粒子の格子速度、∆x：格子幅、∆t：離散
化時間であり、

c =
∆x
∆t

(3.4)

緩和時間係数は、密度分布関数が平衡分布関数に近づくのに要する無次元の時間的尺度
である。マクロな流体変数である密度 ρ、流速 uおよび圧力 pは、次のように表わされる
（巨視化）。

ρ (r, t) =
∑
α

fα (r, t) (3.5)
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u (r, t) =
1

ρ (r, t)

∑
α

fα (r, t) cα (3.6)

p (r, t) = c2
sρ (r, t) (3.7)

ここで、cs：音速であり、本モデルにおいては、cs = c/
√

3と表される。
また、流体の動粘性係数 νは、以下のように表わすことができる。

ν =
1
3

(
τ − 1

2

)
∆x2

∆t
(3.8)

また、数値計算上のマッハ数 Maは、次のように定義される。

Ma =
umax

c
(3.9)

ここで、umax：流れ場の最大流速であり、以下を満たす必要がある。

Ma� 1 (3.10)

これは、適当な計算精度を保証するためには、格子速度 cを最大流速 umaxより十分大きく
設定するべきであることを示している。Fenget al. (2007)は、マッハ数 Maを少なくとも
0.1より小さい値にするように推奨している。

3.3 理論的背景

3.3.1 平衡分布関数

格子ボルツマン法は、格子点上を移動する仮想流体粒子の粒子分布関数を解くことによ
り、その分布関数を用いて巨視的な流体の速度等を評価するものである。例えば、Fig.3.1

に示すD2Q9モデルの格子ボルツマン法では、格子点 0にいた流体粒子は 2次元平面に配
置した格子点の内の隣接する格子点 1,2, ..., 8のどれかに移動することが可能である。移動
しないでそのままそこに留まることも含めて、9個の速度が可能で、それぞれの微視的速
度をもって微小時間 ∆tの間に隣接格子点に移動することが可能である。その方向を表わ
す添字を αで表せば、α = 0, 1, 2, ..., 8の値を取る。α方向の速度を cα、着目する格子点を
rとすると、現時点 tでの粒子分布関数 fα (r, t)は、格子点での流体粒子の衝突、格子点へ
の流体粒子の流入・流出を評価することにより求まる。BGK格子ボルツマン法では、∆t

時間後の粒子分布関数 fα (r + cα∆t, t + ∆t)が次の式から求まる。

fα (r + cα∆t, t + ∆t) = f̃α (r, t) (3.11)

f̃α (r, t) = fα (r, t) +
1
τ

{
f (0)
α (r, t) − fα (r, t)

}
(3.12)

Eq.(3.12)で格子点 r での衝突後の粒子分布関数 f̃α (r, t)を求め、それが α方向の隣接点
(r + cα∆t)に移動することが、Eq.(3.11)の意味することである。Eq.(3.12)の右辺第 2項は
衝突項を意味し、通常Ωα (r, t)の記号で表される。すなわち、

Ωα (r, t) =
1
τ

{
f (0)
α (r, t) − fα (r, t)

}
(3.13)
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3.3. 理論的背景 第 3章格子ボルツマン法の理論

上述の粒子分布関数を用いて、巨視的な流体の密度 ρ (r, t)および運動量 ρ (r, t) u (r, t)は
次のように表される。

ρ (r, t) =
∑
α

fα (r, t) (3.14)

ρ (r, t) u (r, t) =
∑
α

fα (r, t) cα (3.15)

さらに、温度 Tが一定で平衡状態にある系を扱う場合、次のエネルギー等分配則が成り立
たなければならない。

kT =
∑
α

m
2

(cα − u)2 fα
ρ

(3.16)

ここに、m：流体粒子の質量である。
さて、格子ボルツマン法での速度の平衡分布は、分子動力学法で用いられる平衡分布と
は異なる。これは、格子ボルツマン法での流体粒子が隣接格子点への運動のみに限定さ
れ、自由に運動できないことに起因している。通常の一様流速 uの系の熱力学的平衡状
態においては、3次元空間で自由に運動する分子（流体粒子）の速度 cは、マクスウェル
（Maxwell）の粒子分布 f (eq) (c)で表される。

f (eq) (c) = ρ
( m
2πkT

)3/2
exp

{
− m

2kT
(c − u)2

}
(3.17)

格子ボルツマン法の平衡分布関数 f (0)
α は、Eq.(3.17)の右辺の指数関数をテイラー級数展

開し、次のように仮定して導出される。

f (0)
α = ρwα

{
1+ b

cα · u
c2
+ e

u2

c2
+ h

(cα · u)2

c4

}
(3.18)

ここに、wα, b, e,hが求めるべき未定係数で、wα：重み係数、c：流体粒子の格子速度で
c = ∆x/∆tである。
格子ボルツマン法では領域を格子点に置き換え、流体粒子がその格子点上を移動するが、
物理現象として、物理量は格子点の取り方に依存しないはずである。すなわち、格子を任
意に回転させても、Eq.(3.14)から Eq.(3.16)はその回転角に依存せず成り立たなければな
らい。このような条件を付加することにより、未定係数を決定することができる。これら
の未定係数の値は用いるモデルによって異なるが、本論文では、D2Q9モデルについて論
じる。

D2Q9モデル

Fig.3.1に示したように xy座標系と α方向を設定する。前述したように、この格子全体
を回転角 φ回転させて、その平衡分布関数を用いて得た Eq.(3.14)から Eq.(3.16)の右辺の
値が、回転角 φに依存しないように未定係数 wα, b, e, hの値を決定すれば、Eq.(3.18)で表
された平衡分布関数が陽に決定されることになる。そこで、導出に先立ち、いくつかの有
用な予備的関係式を導いた後に、これらの未定係数を決定することにする。なお、決定に
際して、Eq.(3.14)から Eq.(3.16)の他に、運動量流束の関係式も必要であることを前もっ
て述べておく。
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y

d2

d3
d4

d1

φ x

Fig. 3.2:Rotation of unit vector

Fig.3.2に示すように、直交座標系の座標軸に沿った単位ベクトルを角度 φ回転させて
作った単位ベクトルを b1, b2, b3, b4とすれば、これらは成分表示で次のように表される。

b1 =
(
d1x, d1y

)
= (cosφ, sinφ)

b2 =
(
d2x, d2y

)
=

{
cos

(
φ +
π

2

)
, sin

(
φ +
φ

2

)}
b3 =

(
d3x, d3y

)
= {cos(φ + π) , sin(φ + π)}

b4 =
(
d4x, d4y

)
=

{
cos

(
φ +

3π
2

)
, sin

(
φ +

3φ
2

)}


(3.19)

これらの式を用いて、後の導出に役立つ
∑

k d2
kxd

2
ky、などの値を求めることになる。ここで

は、複素数の概念を利用して簡潔に導出することを試みる。複素数に関するオイラーの公
式 eiθ = cosθ + i sinθを用いると次の関係式が得られる。

4∑
k=1

(
dkx+ idky

)4
=

3∑
k=0

e
i

(
k
π

2
+φ

)
4

=

3∑
k=0

ei(2πk+4φ) = ei4φ
3∑

k=0

ei2πk = 4ei4φ (3.20)

同様に、
4∑

k=1

(
dkx+ idky

)3 (
dkx− idky

)
= 0

4∑
k=1

(
dkx+ idky

)2 (
dkx− idky

)2
= 0


(3.21)
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ここで、Eq.(3.20)の左辺を展開し、左辺と右辺の実数同士および虚数同士が等しいこと
から、

4∑
k=1

(
d4

kx+ d4
ky− 6d2

kxd
2
ky

)
= 4 cos 4φ

4∑
k=1

4
(
d3

kxdky− dkxd
3
ky

)
= 4 sin 4φ


(3.22)

同様に、Eq.(3.21)より、
4∑

k=1

(
d4

kx− d4
ky

)
= 0

4∑
k=1

(
d3

kxdky+ dkxd
3
ky

)
= 0

4∑
k=1

(
d4

kx+ d4
ky+ 2d2

kxd
2
ky

)
= 4



(3.23)

Eq.(3.22)と Eq.(3.23)を用いると必要な予備的関係式を次のように導くことができる。
Eq.(3.22)の第 1式と Eq.(3.23)の第 3式より、

4∑
k=1

d2
kxd

2
ky =

1
2

(1− cos 4φ) (3.24)

Eq.(3.22)の第 2式と Eq.(3.23)の第 2式より、
4∑

k=1

d3
kxdky =

1
2

sin 4φ

4∑
k=1

dkxd
3
ky = −

1
2

sin 4φ


(3.25)

Eq.(3.23)の第 1式と第 3式より、
4∑

k=1

d4
kx =

4∑
k=1

d4
ky = 2−

4∑
k=1

d2
kxd

2
ky =

3
2
+

1
2

cos 4φ (3.26)

同様の導出手順により、1乗、2乗、3乗に関する項が次のように得られる。
4∑

k=1

dkx =

4∑
k=1

dky = 0

4∑
k=1

d2
kx =

4∑
k=1

d2
ky = 2,　

4∑
k=1

dkxdky = 0

4∑
k=1

d3
kx =

4∑
k=1

d3
ky =

4∑
k=1

d2
kxdky =

4∑
k=1

dkxd
2
ky = 0



(3.27)
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以上で、予備的な関係式が導出できたので、本論に入り、未定係数 wα, b, e, hの値を決定
する作業に入る。

Fig.3.1に示したような D2Q9モデルの格子を、角度 φ回転させることを考える。まず、
次の量を計算すると、

8∑
α=0

wαc
2
αxc

2
αy = w1

4∑
α=1

c2
αxc

2
αy +

8∑
α=5

c2
αxc

2
αy

= w1c41
2

(1− cos 4φ) + w5

(√
2c

)4 1
2

{
1− cos 4

(
φ +
π

4

)} (3.28)

ここで、

w1 = 4w5 (3.29)

とすると、Eq.(3.28)は φに依存しなくなる。すなわち、

8∑
α=0

wαc
2
αxc

2
αy = w1c4 (3.30)

同様に、計算を実行すると、

8∑
α=0

wαc
3
αxcαy =

8∑
α=0

wαcαxc
3
αy = 0

8∑
α=0

wαc
4
αx =

8∑
α=0

wαc
4
αy = 3w1c4


(3.31)

以上より、

8∑
α=0

wαcαicα jcαkcαl = w1c4
(
δi jδkl + δikδ jl + δilδ jk

)
(3.32)

同様にすると、

8∑
α=0

wαcαx =

8∑
α=0

cαy = 0,　
8∑
α=0

wαcαicα j = 3w1c2δi j

8∑
α=0

wαc
2
αx =

8∑
α=0

c2
αy = 3w1c2,　

8∑
α=0

wαcαxcαy = 0

8∑
α=0

wαc
3
αx =

8∑
α=0

wαc
3
αy =

8∑
α=0

wαc
2
αxcαy =

8∑
α=0

wαcαxc
2
αy = 0



(3.33)

次に、平衡分布関数の Eq.(3.28)の係数 b, e, hおよび wα を求める。満足すべき式は少
なくとも Eq.(3.14)に示す質量の式と Eq.(3.15)の運動量の式、さらにエネルギー等分配
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の Eq.(3.16)である。ただし、 fα として平衡分布関数 f (0)
α を用いる。Eq.(3.14)の右辺に

Eq.(3.18)を代入整理すると、

8∑
α=0

f (0)
α =

8∑
α=0

ρwα

{
1+ b

cα · u
c2
+ e

u2

c2
+ h

(cα · u)2

c4

}

= ρ

{
wsum+ wsum

u2

c2
e+ 3w1

u2

c2
h

} (3.34)

この式の導出に際しては、次の関係式などが用いられた。

8∑
α=0

wα (cα · u) =
8∑
α=0

wα
(
cαxux + cαyuy

)
= 0

8∑
α=0

wα (cα · u)2 =

8∑
α=0

wα
(
c2
αxu

2
x + c2

αyu
2
y + 2uxuycαxcαy

)
= 3w1c2u2


(3.35)

Eq.(3.14)より、Eq.(3.34)の量が ρに等しくなければならないので、次の関係式が得られる。

wsum= 1,　 wsume+ 3w1h = 0 (3.36)

ここに、wsum= w0 + 4w1 + 4w5 = w0 + 5w1である。
同様にして、次の式が得られる。

8∑
α=0

cαi f (0)
α =

8∑
α=0

ρwαcαi

{
1+ b

cα · u
c2
+ e

u2

c2
+ h

(cα · u)2

c4

}
= 3ρw1uib (3.37)

ここでは、次の関係式が用いられている。

8∑
α=0

wαcαx (cα · u) =
8∑
α=0

wα
(
c2
αxux + cαxcαyuy

)
= 3w1c2ux

8∑
α=0

wαcαx (cα · u)2 =

8∑
α=0

wα
(
c3
αxu

2
x + 2c2

αxcαyuxuy + cαxc
2
αyu

2
y

)
= 0


(3.38)

運動量の式である Eq.(3.15)を満足しなければならないので、bが次のように表せる。

b =
1

3w1
(3.39)

さらに、運動量流束
∏(0)

i j を評価すると、∏(0)

i j
=

8∑
α=0

cαicα j f (0)
α =

8∑
α=0

ρwαcαicα j

{
1+ b

cα · u
c2
+ e

u2

c2
+ h

(cα · u)2

c4

}

= ρw1

{
3c2

(
1+

u2

c2
e

)
δi j + u2hδi j

}
+ 2ρw1uiu jh

(3.40)
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ただし、この式の導出に際して、次の関係式が用いられている。

8∑
α=0

wαcαxcαy (cα · u) =
8∑
α=0

wαc
2
αx (cα · u) =

8∑
α=0

wαc
2
αy (cα · u) = 0

8∑
α=0

wαcαxcαy (cα · u)2 = 2w1c4uxuy

8∑
α=0

wαc
2
αx (cα · u)2 = 2w1c4u2

x + w1c4u2



(3.41)

平衡状態の場合、
∏(0)

i j は圧力を pとすると、次式で表せる。∏(0)

i j
= pδi j + ρuiu j (3.42)

ゆえに、Eq.(3.40)と Eq.(3.42)を比較することで、次式が得られる。

f =
1

2w1
,　 p = 3ρw1c2 (3.43)

3e+ h = 0 (3.44)

圧力は、音速 csと p = ρc2
sで関係付けられるので、

cs =
√

3w1c (3.45)

最後に運動エネルギーを評価する。まず、必要となる式を Eq.(3.33)を用いて導出する
と、次のようになる。

8∑
α=0

wαc
2
α = 6w1c2

8∑
α=0

wαc
2
αx (cα · u) =

8∑
α=0

wαc
2
αy (cα · u) =

8∑
α=0

wαc
2
α (cα · u)

8∑
α=0

wαc
2
α (cα · u)2 = 4w1c4u2　,　

8∑
α=0

wα (cα · u)3 = 0



(3.46)

以上の関係を用いると、Eq.(3.16)の右辺が次のように計算できる。

8∑
α=0

m
2

(cα − u)2 fα(0)

ρ
=

m
2

8∑
α=0

wα
(
c2
α + u2 − 2cα · u

)

×
{

1+ b
cα · u

c2
+ e

u2

c2
+ h

(cα · u)2

c4

}

=
m
2

{
6w1

(
1+ e

u2

c2

)
c2 + 4w1hu2 + wsum

(
1+ e

u2

c2
u2

)
+ 3w1h

u4

c2
− 6w1bu2

}
(3.47)
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ここで、Eq.(3.36)、Eq.(3.39)、Eq.(3.43)の関係を考慮すれば、上式は次のように簡単に
なる。

8∑
α=0

m
2

(cα − u)2 f (0)
α

ρ
=

m
2

(
6w1c2 + 6w1u2e+ wsumu2

)
(3.48)

ゆえに、Eq.(3.16)は次の式に帰着する。

2
2

kT =
m
2

(
6w1c2 + 6w1u2e+ wsumu2

)
(3.49)

温度は巨視的な速度 uに依存しないので、この式より、最終的に次の関係式が得られる。

6w1e+ wsum= 0 (3.50)

3mw1c2 = kT (3.51)

以上で、未知数と同数の方程式が得られたので、解は簡単に得られる。最終結果は次の通
りである。

b = 3,　 e= −3
2
,　 h =

9
2

(3.52)

wsum= 1,　 w0 =
4
9
,　 w1 =

1
9
,　 w5 =

1
36

(3.53)

まとめると、D2Q9モデルの場合の平衡分布関数は次のように書くことができる。

f (0)
α = ρwα

{
1+ 3

cα · u
c2
− 3

2
u2

c2
+

9
2

(cα · u)2

c4

}
(3.54)

wα =


4/9 for　 α = 0

1/9 for　 α = 1,2,3,4

1/36 for　 α = 5,6,7,8

,　 |cα| =


0 for　 α = 0

c for　 α = 1,2,3,4
√

2c for　 α = 5,6,7, 8

(3.55)

音速 csは次の通りである。

cs = c/
√

3 (3.56)

3.3.2 Navier-Stokes方程式

本節では、付録Aで導出した基礎式から出発して、流れ問題の巨視的な支配方程式であ
るNavier-Stokes方程式を導出する。D2Q9モデルの場合は、α = 0,1, . . . , 8、座標に対する
添え字は i = x, yの値を取る。
導出の基礎となる式は、Eq.(A.27)である。改めて書き直すと、

∂

∂t
(ρui) +

∑
j

∂

∂r j

∏
i j
+

∑
j

∆t
2
∂

∂r j

ε ∂∂t1
∏(0)

i j
+

∑
k

∂

∂rk
S(0)

i jk

 = 0 (3.57)
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もう 1つ導出の基礎となる式は、Eq.(A.31)である。

− 1
τ∆t

f (1)
α = −

∂ f (0)
α

∂ρ

∂

∂r1
· (ρu) −

∑
i

∑
j

∂ f (0)
α

∂ (ρui)
∂

∂r1 j

∏(0)

i j
+

∑
i

∂

∂r1i

(
cαi f (0)

α

)
(3.58)

ここに、

fα = f (0)
α + ε f (1)

α + ε
2 f 2
α + · · · (3.59)∏(0)

i j
=

∑
α

cαicα j f (0)
α = pδi j + ρuiu j =

ρ

3
c2δi j + ρuiu j (3.60)

S(0)
i jk =

∑
α

cαicα jcαk f (0)
α (3.61)

∂

∂t
= ε
∂

∂t1
+ ε2

∂

∂t2
　,　

∂

∂r1
= ε

∂

∂r1i
(3.62)

さて、Eq.(3.58)を用いて、 f (1)
α の解を求める。オーダー (u/c)2以上の項を無視すると、

f (0)
α = ρwα

{
1+ 3

cα · u
c2

}
(3.63)

∏(0)

i j
=
ρ

3
c2δi j + ρuiu j (3.64)

∂ f (0)
α

∂ρ
= wα (3.65)

∂ f (0)
α

∂
(
ρu j

) = wα
∂

∂ (ρui)

 3
c2

∑
j

cα j

(
ρu j

) = wα
3
c2

cαi (3.66)

∂

∂r1 j

∏(0)

i j
=

c2

3
∂ρ

∂r1 j
δi j +

∂

∂r1 j

(
ρuiu j

)
(3.67)

∂

∂r1i

(
cαi f (0)

α

)
= wα

∂

∂r1i
(ρcαi) + 3wα

1
c2

∂

∂r1i

∑j

ρcαicα ju j

 (3.68)

これらの関係式を基礎式である Eq.(3.58)に整理代入すると、最終的に f (1)
α が次のように

得られる。

f (1)
α = −3wα∆tτ

1
c2

∑
k

∑
l

(
cαkcαl −

1
3

c2δkl

)
∂

∂r1l
(ρuk) (3.69)
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f (1)
α が求まったので、次の量が評価できることになる。

ε
∏(1)

i j
= ε

∑
α

cαicα j f (1)
α

= −3∆tτ
1
c2

∑
k

∑
l

∑
α

wαcαicα jcαkcαl

 ∂∂r l
(ρuk)

+∆tτ

∑
α

wαcαicα j

 ∂∂r · (ρu)

= −∆tτc2

3

{
∂

∂r j
(ρui) +

∂

∂r i

(
ρu j

)}
(3.70)

この式の導出に際して、Eq.(3.32)、Eq.(3.33)の関係式が用いられた。したがって、∑
j

∂

∂r j

(
ε
∏(1)

i j

)
= −∆tτc2

3

{
∂2

∂r2
(ρui) +

∂

∂r i

(
∂

∂r
· (ρu)

)}
(3.71)

一方、
∏(0)

i j に関しては、∑
j

∂

∂r j

(∏(0)

i j

)
=

∑
j

∂

∂r j

(
pδi j + ρuiu j

)
(3.72)

∏
i j ≈

∏(0)
i j +ε

∏(1)
i j とすれば、Eq.(3.71)と Eq.(3.72)を用いると、

∑
j

∂

∂r j

∏
i j
=

∑
j

∂

∂r j

(
pδi j + ρuiu j

)
− ∆tτc2

3

{
∂2

∂r2
(ρui) +

∂

∂r i

(
∂

∂r
· (ρu)

)}
(3.73)

さらに、Eq.(A.17)と Eq.(A.11)を考慮すれば、

∆t
2
ε
∂

∂t1

∏(0)

i j
=

1
6
∆tc2δi jε

∂ρ

∂t1
= −1

6
∆tc2δi j

∂

∂r
· (ρu) (3.74)

この式より、

∆t
2
ε
∑

j

∂

∂r j

(
∂

∂t1

∏(0)

i j

)
= −1

6
∆tc2 ∂

∂r i

{
∂

∂r
· (ρu)

}
(3.75)

次に S(0)
i jk に関する量を求める。まず、

S(0)
i jk =

∑
α

cαicα jcαk f (0)
α =

∑
α

wαcαicα jcαkρ
(
1+ 3

cα · u
c2

)
(3.76)

この式を用いて、Eq.(3.57)に現れている偏微分を求めると、∑
j

∑
k

∂

∂r j

∂

∂rk

(
S(0)

i jk

)
=

1
3

c2
∑

j

∑
k

∂

∂r j

∂

∂rk

(
ρukδi j + ρu jδik + ρuiδ jk

)

=
2
3

c2

{
∂

∂r i

(
∂

∂r
· (ρu)

)
+

1
2
∂2

∂r2
(ρui)

} (3.77)
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以上で、Navier-Stokes方程式の導出の準備ができた。Eq.(3.57)の左辺の第 1項と第 2項
の和を A、第 3項と第 4項の和を Bとすれば、次のようになる。

A =
∂

∂t
(ρui) +

∑
j

∂

∂r j

(
pδi j + ρuiu j

)
− ∆tτc2

3

{
∂2

∂r2
(ρui) +

∂

∂r i

(
∂

∂r
· (ρu)

)}

=
∂

∂t
(ρui) +

∑
j

∂

∂r j

(
ρuiu j

)
+
∂p
∂r i
− ∆tτc2

3

{
∂2

∂r2
(ρui) +

∂

∂r i

(
∂

∂r
· (ρu)

)} (3.78)

B =
∆t
2
ε
∑

j

∂

∂r j

(
∂

∂t1

∏(0)

i j

)
+
∆t
2

∑
j

∑
k

∂

∂r j

(
∂

∂rk
S(0)

i jk

)

=
1
6
∆tc2

{
∂2

∂r2
(ρui) +

∂

∂r i

(
∂

∂r
· (ρu)

)} (3.79)

Eq.(3.78)と Eq.(3.79)を Eq.(3.57)に代入整理すると、非圧縮性流体の場合 ∂
∂r · (ρu) = 0な

ので、求める Navier-Stokes方程式が次のように得られる。

ρ

{
∂u

∂t
+ (u · ∇) u

}
= −∇p+ µ∇2u (3.80)

ここに、µは粘性係数であり、動粘性係数を νで表すと、次のように書ける。

µ =
ρ∆tc2

3

(
τ − 1

2

)
　,　ν =

µ

ρ
=
∆tc2

3

(
τ − 1

2

)
(3.81)

3.3.3 体積力

ここでは、格子ボルツマン方程式における体積力の取り扱いについて述べる。

fα (r + cα∆t, t + ∆t) = f̃α (r, t)

f̃α (r, t) = fα (r, t) + Ωα + gα

 (3.82)

ここに、

Ωα (r, t) =
1
τ

{
f (0)
α (r, t) − fα (r, t)

}
(3.83)

gα =


0 for　 α = 0
3∆t

c2
wαcα · F for　 α , 0

 (3.84)

∑
α

gα = 0

∑
α

cαgα =
∑
α

3∆t

c2
wα (cαcα) · F = ∆tF


(3.85)
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この変形に際して、次の関係式を用いた。∑
α

wαcαcα =
(
c2/3

)
I (3.86)

ここで、I：単位テンソルである。gαの式が Eq.(3.84)で表せることは、体積力 F が作用
する方向に粒子分布が移行するので、gα ∝ cα · F となることから、容易に予想できる。
さて、Eq.(3.82)から出発し、3.3.2で行なったように、Navier-Stokes方程式を導出する
ことにより、妥当な形で Navier-Stokes方程式に現れるかを検討する。3.3.2で行なった導
出過程において、gαによる新たな項が付加される以外、新しい概念は無いので、ポイント
となる式を示していくことにする。
付録 Aより、オーダー εとオーダー ε2の関係式は次のようになる。

∂ρ

∂t1
= ∇1 · (ρu) = 0

∂

∂t1
(ρui) +

∑
j

∂

∂r1 j

∏(0)

i j
=

1
ε

Fi

∂ρ

∂t2
+
∆t
2
∂2ρ

∂t21
+
∆t
2

∑
i

∑
j

∂

∂r1i

∂

∂r1 j

∏(0)

i j
+∆t

∑
i

∂

∂t1

∂

∂r1i
(ρui) = 0


(3.87)

∂

∂t2
(ρui) +

∆t
2
∂2

∂t21
(ρui) +

∑
j

∂

∂r1 j

∏(1)

i j
+
∆t
2

∑
i

∑
j

∂

∂r1 j

∂

∂r1k
S(0)

i jk

+∆t
∑

j

∂

∂t1

∂

∂r1 j

∏(0)

i j
= 0

(3.88)

これらの式から得られる基礎式は次の通りである。
∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (3.89)

∂

∂t
(ρui) +

∑
j

∂

∂r j

∏
i j
+

∑
j

∆t
2
∆t
∂r j

ε ∂∂t1
∏(0)

i j
+

∑
k

∂

∂rk
S(0)

i jk

 = Fi (3.90)

また、 f (1)
α は次のようになる。

f (1)
α = −τ∆t

∂ f (0)
α

∂t1
+

∑
i

∂

∂r1i

(
cαi f (0)

α

) + τεgα
= −3wα∆tτ

1
c2

∑
k

∑
l

(
cαkcαl −

1
3

c2δkl

)
∂

∂r1l
(ρuk)

(3.91)

結局、これらを用いると、前節とほぼ同じのプロセスにより、体積力を含んだ次のような
Navier-Stokes方程式が得られる。

ρ

{
∂u

∂t
+ (u · ∇) u

}
= −∇p+ µ∇2u + F (3.92)

ここに、µは Eq.(3.81)に示した通りである。以上より、流体に体積力F が作用した場合、
格子ボルツマン方程式には Eq.(3.84)で表された gαが新たに含まれるようになることが証
明できた。
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3.4 境界条件

格子ボルツマン法を用いてシミュレーションを行なう場合、シミュレーション領域の境
界における密度分布関数の処理、すなわち境界条件の取り扱いが非常に重要である。した
がって、現在でも、より精度の高い有用な境界条件の提案を主とする論文が多く発表され
続けている (Stordos, 1993; Inamuroet al., 1995; Maier et al., 1996; Chenet al., 1996;日置と
梶島, 2002;佐藤, 2009)。
格子ボルツマン法では、境界条件として、流速あるいは圧力を直接取り扱うことはでき
ない。これは、本手法が仮想的な流体粒子の密度分布関数の時間発展を解いているためであ
る。ここでは、滑りなし境界条件（No-slip boundary conditions）、圧力境界条件（Pressure

boundary conditions）、速度境界条件（Velocity boundary conditions）について説明する。滑
りなし境界条件は、格子気体法で用いられていた手法であり、格子ボルツマン法における
最も基本的な境界条件である。また、ここで述べる圧力境界条件および速度境界条件は、
Zou and He(1997)によって提案されたものである。この他の境界条件としては、周期境
界条件（Periodic boundary conditions）、滑り境界条件（Stress-free/Slip boundary condition）
などが挙げられる (Aidun et al., 1998; Ginzburg and d’Humìeres, 2003)。
上述した 3つの境界条件を Fig.3.3に示した計算領域を例として、以下に説明する。計算
領域の上下端は固体壁が存在し、左端が流入部、右端が流出部である。固体壁領域の格子
点を固体格子点（Solid node）、流体領域の格子点を流体格子点（Fluid node）と呼ぶ。さ
らに、隣り合う固体格子点と流体格子点間を境界リンク（Boundary link）とする。
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Fluid nodes
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Fluid domain

Unknown density distribution functions

Inlet Outlet
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Fig. 3.3:Boundary conditions
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3.4.1 滑りなし境界条件

滑りなし境界条件は、流体と静止している固体壁あるいは固体粒子の境界（固液界面）
を比較的容易に表わすことができ、一般的にバウンス・バック（Bounce-back rule）法とも
呼ばれている (Ladd, 1994a,b)。この境界条件は、境界リンクにて以下の操作を密度分布関
数に行なう（Fig.3.4）。

f
α

f-α

Fluid domain

Fluid-Solid interface

Solid node

Fluid node

Solid domain

Fig. 3.4:Bounce-back rule

f−α (r, t + ∆t) = fα (r, t) − 1
τ

{
fα (r, t) − f eq

α (r, t)
}

(3.93)

ここで、−α：αの逆向きの方向を意味する。
この操作により、固液界面に対する接線方向の流速がゼロ、つまり滑りなし条件が達成さ
れることになる。なお、この場合の固液界面は固体格子点と流体格子点の中間点となるこ
とに留意する必要がある。

3.4.2 圧力境界条件

圧力境界条件は、Fig.3.3に示した計算領域の流入部（左端）と流出部（右端）において、
任意の密度差（密度勾配）を設定することにより、領域内に流体運動を生じさせるもので
ある。この境界条件は、流入部あるいは流出部では uy = 0、隅角部では ux = uy = 0とい
う仮定の下で、格子点上の全方向の密度分布関数を求める。
並進過程後の流入部では、密度分布関数 fα (α = 2,3,4,6,7)は既知である（Fig.3.3）。こ
こで、流入部の密度および流速をそれぞれ、ρinおよび uxとすると、未知の密度分布関数
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fα (α = 1, 5, 8)は、次のように表わすことができる (Zou and He, 1997; Fenget al., 2007)。

ux = 1− f0 + f2 + f4 + 2( f3 + f6 + f7)
ρin

f1 = f3 +
2
3
ρinux

f5 = f7 −
1
2

( f2 − f4) +
1
6
ρinux

f8 = f6 +
1
2

( f2 − f4) +
1
6
ρinux



(3.94)

同様に、流出部の密度および流速をそれぞれ、ρoutおよび uxとすると、未知の密度分布関
数 fα (α = 3, 6, 7)は、次のように表わすことができる。

ux = −1+
f0 + f2 + f4 + 2( f1 + f5 + f8)

ρout

f3 = f1 −
2
3
ρoutux

f6 = f8 −
1
2

( f2 − f4) − 1
6
ρoutux

f7 = f5 +
1
2

( f2 − f4) − 1
6
ρoutux



(3.95)

さらに、流体領域の隅角部における未知の密度分布関数を求める必要がある。例えば、左
上の隅角部における格子点（Corner node）上では、密度分布関数 fα (α = 1,4,5,7,8)が未
知となり（Fig.3.3）、次のように表わされる。

f1 = f3,　 f4 = f2,　 f8 = f6

f5 = f7 =
1
2
{ρ − f0 − 2( f1 + f2 + f6)}

 (3.96)

3.4.3 速度境界条件

速度境界条件は、任意の流速 ux、uy を特定の境界に与える条件である。並進過程後の
流入部では、圧力境界条件の場合と同様、密度分布関数 fα (α = 2,3,4,6,7)は既知であ
る。流入部の流速および密度をそれぞれ、uxおよび ρin とすると、未知の密度分布関数
fα (α = 1, 5, 8)は、次のように表わすことができる。

ρin =
1

1− ux
{ f0 + f2 + f4 + 2( f3 + f6 + f7)}

f1 = f3 +
2
3
ρinux

f5 = f7 −
1
2

( f2 − f4) +
1
6
ρinux +

1
2
ρinuy

f8 = f6 +
1
2

( f2 − f4) +
1
6
ρinux −

1
2
ρinuy



(3.97)
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同様に、流出部の流速および密度をそれぞれ、uxおよび ρoutとすると、未知の密度分布関
数 fα (α = 3, 6, 7)は、次のように表わすことができる。

ρout =
1

1+ ux
{ f0 + f2 + f4 + 2( f1 + f5 + f8)}

f3 = f1 −
2
3
ρoutux

f6 = f8 −
1
2

( f2 − f4) − 1
6
ρoutux +

1
2
ρoutuy

f7 = f5 +
1
2

( f2 − f4) − 1
6
ρoutux −

1
2
ρoutuy



(3.98)

なお、速度境界条件を適用する場合の隅角部の取り扱いは、圧力境界条件と同様である。
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第4章 個別要素法の理論

本章では、本研究における固体粒子運動の計算手法として用いた個別要素法（Discrete/Distinct

element method; DEM）1の理論を中心に述べる。はじめに、粒子間衝突のモデリングを概
説する。次に個別要素法の計算手法について述べ、基礎式と粒子間相互作用力の求め方
について示す。最後に、個別要素法の代表的なモデル定数の種類とその選択について言及
する。

4.1 個別要素法の位置付け

固液二相問題では、個々の粒子をラグランジェ的に記述する視点は極めて自然なもので
理解しやすい (小林, 2003)。また一般に、個々の粒子の慣性運動が支配的な条件では固相
を連続体とするオイラー的取り扱いはできないため、ラグランジェ的に取り扱われる (田
中ほか, 1990)。さらに、ラグランジェ的に記述する手法を選択すれば、壁面との反発、粒
子間の相互作用などの影響因子を粒子の物性に基づいて考慮することができる。

4.1.1 粒子間衝突

ラグランジェ的に粒子運動を記述するモデルには、衝突モデルを用いるものと接触力モ
デルを用いるものがあり、それぞれ剛体粒子モデル（Hard particle/sphere model）および軟
体粒子モデル（Soft particle/sphere model）と呼ばれる（Fig.4.1）(小林, 2003)。いずれのモ
デルにおいても、非接触・非衝突時の粒子の運動は、運動方程式に基づく粒子追跡により評
価されるが、粒子間接触あるいは粒子間衝突の扱いが、両者で大きく異なる (後藤, 2004)。
剛体粒子モデルは、粒子間衝突に古典力学の剛体衝突問題を適用するモデルであり、個々
の粒子は剛体であって、衝突時間は無限に短いという前提に立っている。このモデルでは、
並進運動が卓越した（回転運動が無視できる）状態を想定すると、衝突前後の粒子の相対
速度の変化は反発係数に依存する。
一方、軟体粒子モデルは、粒子間のオーバーラップを一定の範囲で許容する近似モデル
である。接触中の粒子間には、オーバーラップの大きさに応じて反発力と摩擦力が作用す
る。個別要素法は、この軟体粒子モデルを用いるアプローチである。

1多くの文献では、Discrete element methodの略としてDEMを用いているが、これはDistinct element method
も含む、もっと広い枠組を指す言葉と認識されている (松島, 2010)。Cundallが創業者の一人である Itasca社
の商用 DEMコードのマニュアルによれば、Discrete element methodは「離散的な物体群の接触と分離を自動
解析し、物体群の有限並進および回転変位を計算できる手法」、Distinct element methodは「（バネ-ダッシュ
ポット-スライダーモデルによって）接触点の変形を表現し、粒子運動を陽的な時間積分によって解き進める
手法」としている。
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Contact force

Impulse

Soft particle model Hard particle model

Fig. 4.1:Discrete particle models

このようなモデルのコンセプトの相違により、剛体粒子モデルと軟体粒子モデルでは、
対象となる現象が異なる。剛体粒子モデルが衝突モデルであるのに対して、軟体粒子モデ
ルは衝突（短時間のほぼ瞬間的接触）と（持続的な）接触を表わすモデルである。剛体粒
子モデルでは、剛体衝突の力学過程を直接的に扱うので、3体以上の多体同時衝突を扱う
ことができない (後藤, 2004)。

4.1.2 剛体粒子モデル

このモデルでは、二体衝突に比べて三体以上の同時衝突の生じる確率は十分小さいもの
として、すべて Fig.4.2に示すような二体衝突として取り扱われる (田中ほか, 1990; Duran,

2002)。
粒子を剛体球と仮定すると衝撃運動方程式は次のようになる。

v∗pi = vpi +
J

mi
(4.1)

v∗p j = vp j +
J

mj
(4.2)

ω∗i = ωi +
rpi

Ipi
n × J (4.3)

ω∗j = ω j +
rp j

Ip j
n × J (4.4)

ここで、vp：並進速度（添字 i, jは粒子 i, jを表わす）、ω：回転速度、m：粒子の質量、Ip：
粒子の重心まわりの慣性モーメント、rp：粒子の半径、n：粒子 i, jの接触面に対して粒子
iから粒子 jに向かう法線方向単位ベクトル、J：粒子 iに作用する衝撃力である。なお、
衝突後の状態には ∗を添えることにする。
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Fig. 4.2:Interparticle collision

相対速度 Vi j は、次式で得ることができる。

Vi j = vp j − vpi (4.5)

これを用いて、衝突前の粒子 iに対する粒子 jの接触点での相対速度 V f i j は

V f i j = Vi j −
(
Vi j · n

)
n − rpiωi × n − rp jω j × n (4.6)

で与えられる。衝突時の摩擦力は接触点の相対速度の方向に働くので、衝撃力 Jを次のよ
うに法線方向と接線方向の成分に分割できる。

J = Jnn − Jtt (4.7)

ただし、接線方向単位ベクトル tは

t =
V f i j

|V f i j |
(4.8)

である。
衝突前後の相対速度には、次のような関係がある。

n · V ∗i j = −e
(
n · Vi j

)
(4.9)

ここで、e：粒子間の反発係数である。
Eq.(4.1)、Eq.(4.2)、Eq.(4.5)、Eq.(4.7)および Eq.(4.9)より Jnは次のようになる。

Jn =
(1+ e) n · Vi j

1/mi + 1/mj
(4.10)

接触点での滑りがある場合には、粒子間の動摩擦係数を用いて、クーロンの法則

Jt = −µ f Jn (4.11)
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により摩擦力を与える。衝突直後の粒子表面速度は、Eq.(4.1)から Eq.(4.7)を用いて

V ∗f i j = αt (4.12)

α = |V f i j | −
1
2

(
7
mi
+

7
mj

)
Jt (4.13)

と表わされる。Eq.(4.11)が適用できるのは、αが正の場合のみである。したがって、Eq.(4.13)

の Jtに Eq.(4.11)を代入し、α ≥ 0として

Jn =
−2|V f i j |(

7/mi + 7/mj

)
µ f

(4.14)

の条件が満足されるとき Eq.(4.11)により Jtが与えられる。Eq.(4.14)の条件が満たされな
いとき、接触点での滑りは衝突過程において一旦停止することになる。ここで滑りが停止
した後は、再び滑らないと仮定すると、Eq.(4.13)において α = 0として

Jt =
2|V f i j |

7/mi + 7/mj
(4.15)

となる。Eq.(4.10)および Eq.(4.14)、Eq.(4.11)、Eq.(4.15)より衝撃力が求められ、Eq.(4.1)

から Eq.(4.4)により衝突後の速度および角速度を得ることができる。
また、粒子間衝突の発生を判定する方法は決定論的方法と確立論的方法に大別される。
決定論的方法では、判定を行なう粒子近傍に存在する全ての粒子について、粒子運動に基
づいて決定論的に衝突の判定が行なわれる。決定論的方法により、鉛直官内固気二相流 (田
中ほか, 1990)、固気二相流中でのクラスター形成 (Yamamotoet al., 2001)への応用が行な
われている。
衝突判定に伴う計算負荷を軽減するため、粒子の衝突確率に基づくモンテカルロシミュ
レーションにより衝突の発生などを与える確率論的方法が提案されている。確率論的方法
の 1つに、希薄気体中の分子運動を計算するために開発された DSMC（Direct simulation

Monte-Carlo）法を固体粒子の運動に応用するものがある (Tanakaet al., 1996)。DSMCの
利用により大幅に計算負荷を軽減することができるため、大規模計算への応用が期待され
ている。

4.2 計算手法

極端に粒子濃度が増加して、粒子間隙の流体が粒子の分散流動状態を維持するのに十分
な運動量が供給を担えない状態に至ると、粒子は相互に接触し始める (後藤, 2004)。個々
の粒子が多数の接触点で近傍の粒子と接触している状態では、剛体粒子モデルは全く機能
せず、異なる発想のモデリングが必要となる。粒子運動に対して軟体粒子モデルを用いる
アプローチは、個別要素法 (Cundall and Strack, 1979)の登場によって広く普及した。以下
に、個別要素法の計算スキームについて述べる。
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4.2.1 基礎式

ここでは、粒子間作用力と重力、また媒質である流体の影響を考慮した場合の基礎式を
考える。2次元場を対象とすると、粒子 iのグローバル座標系 (x, y)上での並進運動および
回転運動は、次のように定式化される。

mi
d2ri

dt2
= Fpi + Fhydro+mig (4.16)

Ipi
d2φi

dt2
= Tpi + Thydro (4.17)

ここで、mi：粒子 iの質量（添字 iは粒子 iを表わす）、Ipi：粒子 iの重心周りの慣性モーメ
ント、ri：粒子の位置ベクトル（成分

(
xpi, ypi

)
）、φi：粒子 iの角変位ベクトル、Fpi：粒子

iに作用する接触力ベクトル、Tpi：粒子 iに作用するトルク、Fhydro：粒子 iに作用する流
体力ベクトル、Thydro：粒子 iに作用する流体トルク、g：重力加速度ベクトルである。な
お、粒子に作用する流体力および流体トルクの求め方は、5.1.2で述べている。
個別要素法では、差分近似した基礎式に陽解法が適用されることが一般的であり、逐次
代入によって漸進的に粒子群の運動の時間発展過程が計算される。しかし、複雑な境界条
件下で流動抵抗が増加すると、粒子間の過大なオーバーラップによる異常反発が発生する
ことがある。この対応策として、粒子間接触力の計算ルーチンに陰解法を導入した修正陰
解法が提案されている (後藤ほか, 2006)。
また、粒状体シミュレーションの大きな課題としては、計算負荷の大きさに伴う計算粒
子数の不足により産業界で要求される大規模体系の解析の困難さが挙げられる。そこで、
近年、計算機に付属するグラフィックプロセッサ（Graphic Processing Unit; GPU）を用い
た超高速化手法も紹介されている (原田ほか, 2007b;酒井ほか, 2009)。

4.2.2 粒子間相互作用力

kn

cn

ctkt

µ

Fig. 4.3:Interparticle contact model; Voigt model

個々の粒子間作用力は、Fig.4.3に示すように、粒子間の接点に弾性スプリング、粘性ダッ
シュポット、スライダーという要素を組み合わせたレオロジーモデル (日本材料学会, 2002)

を導入し、これらの要素は接平面内とその法線方向に配置される。粒子間作用力は接点上
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x

ξ

y

t=t

t=t+∆t

∆φi

∆xpj

∆ypj

∆φj

αij

η

(t)

(n)

∆ypi

∆xpi

Fig. 4.4:Interparticle relative displacement

でのローカル座標系で定式化されるので、粒子の運動方程式が定義されるグローバル座標
系との間で頻繁な座標変換が必要となる (後藤, 2004)。なお、Fig.4.3の要素配置は粘弾性
体の性質を表現し、フォークト（Voigt）・モデル (粉体工学会, 1998)と呼ばれる。粒子は 2

次元では円（3次元では球）であり、粒子間のオーバーラップを計算上許容するが、粒子
は剛体的に挙動し、他の粒子と重なっても変形しないとする。以下に、2次元における粒
子間作用力の算定法を示す。
粒子 i, jの接触判定は、次式で評価される。

Li j ≤ rpi + rp j (4.18)

Li j =

√(
xpi − xp j

)2
+

(
ypi − yp j

)2
(4.19)

ここで、Li j：粒子 i, jの中心間距離、rp：粒子の半径（添字 i, jは粒子 i, jを表わす）、xp, yp：
グローバル座標系での粒子の位置座標とする。
粒子 iの時間 ∆t間における変位および角変位を、それぞれ ∆xpi,∆ypi,∆φi とし、Fig.4.4

に示す座標軸方向の並進運動を正、反時計回りの回転方向を正と定義する。時刻 tにおけ
る粒子 i, jの接触点を原点とし、共通接線に対する法線方向（粒子から粒子に向かう方向
を正）および接線方向にローカル座標系 (ξ, η)を配置する。法線および接線方向の相対増
分は、次式で表わすことができる。∆ξi j

∆ηi j

 = [
TGL

] ∆xpi − ∆xp j

∆ypi − ∆yp j

 +  0 0

∆φi ∆φ j

 rpi

rp j

 (4.20)
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[
TGL

]
=

 cosαi j sinαi j

− sinαi j cosαi j

 (4.21)

sinαi j = −
ypi − yp j

Li j
,　 cosαi j = −

xpi − xp j

Li j
(4.22)

ここで、TGL：グローバル座標・ローカル座標間の座標変換行列、αi j：共通接線が ξ軸と
なす角（反時計回りを正とする）である。
Eq.(4.20)右辺第 1項が並進運動の変位による成分、右辺第 2項が回転運動による接線方向
の変位による成分を表わしている。
接触状態にある粒子 i, jの間には、Fig.4.3に示したようなフォークト・モデルが導入さ
れている。すなわち、法線方向には引っ張りに抵抗しないジョイントを介して、弾性スプ
リング（バネ定数 kn）と粘性ダッシュポット（粘性定数 cn）を配置される。さらに、接線
方向には、一定の限界を越えると滑動するジョイント（静止摩擦係数 µ）を介して弾性ス
プリング（バネ定数 kt）と粘性ダッシュポット（粘性定数 ct）が配置される。
スプリングは相対変位、ダッシュポットは相対速度に、それぞれ比例した抗力を及ぼす
ため、Eq.(4.20)で算定される法線および接線方向の相対増分に対する作用力 Fξ, Fηは、以
下のように表わすことができる。

Fξ (t) = en (t) + dn (t)

en (t) = en (t − ∆t) + kn∆ξi j

dn (t) = cn
∆ξi j

∆t


(4.23)

Fη (t) = et (t) + dt (t)

et (t) = et (t − ∆t) + kt∆ηi j

dt (t) = ct
∆ηi j

∆t


(4.24)

法線方向に配置された引っ張りに抵抗しないジョイントは、圧縮を正として、次式のよう
になる。

Fξ (t) = Fη (t) = 0 when en (t) < 0 (4.25)

また、接線方向に滑動するジョイントは、次式のように表わされる。

Fη (t) = µ · S ign[en (t) ,et (t)] when |et (t) | < µen (t) (4.26)

ここで、S ign[a, b]は、aの絶対値に bの符号を付す操作である。
以上のようにして、接触点上のローカル座標系における接触力が評価される。この操作
を粒子 iと接触状態にある全ての粒子に施し、個々の粒子間の接触点に定義されたローカ
ル座標系上で記述された粒子間作用力をグローバル座標系に逆変換して和をとると、粒子
iにおける並進方向の作用力 Fpxi, Fpyiおよびトルク Tpiを求めることができる。Fpxi

Fpyi

 = −∑
j

[
TGL

]−1

i j

FξFη


i j

(4.27)
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Tpi = −rpi

∑
j

[
Fη

]
i j

(4.28)

このようにして、並進および回転運動の運動方程式であるEq.(4.16)、Eq.(4.17)に導入され
た粒子間作用力が評価されたので、運動方程式を積分して時間 ∆t間の粒子の変位を計算
すればよい。

4.2.3 粒子の初期配列

粒子の初期配列を決定するには、粒子間に接触力が作用して安定した堆積状態を求める
必要がある。この過程をパッキング（Packing）という。地盤工学における諸問題では、完
全に規則的な配列が計算対象となることは稀であるから、砂粒子のランダム配列を求め
ることに主眼が置かれる。ランダムパッキングの方法としては、以下のものがある (伯野,

1997)。

棄却法

疑似乱数を発生させて粒子の位置（混合粒径なら粒子径もともに）を与え、その位置が
すでに領域内にある他の粒子と重なる場合には、その粒子を抹消（棄却）する。

局所移動法

局所移動法は予め全ての粒子を格子上に配置し、その後に一定の許容範囲内で個々の粒
子の位置をランダムに移動させてパッキングする。

落下法

計算領域を重力場として、ある位置から順に粒子を落下させて堆積させる。この方法で
は、本計算と同様の計算がパッキングで実施されることとなる。

成長法

疑似乱数を発生させて粒子の位置を与え、その点から周囲粒子に接触するまで粒子径を
増大させる。

個別要素法のパッキングには，落下法がよく用いられるが、堆積層表面に落下する個々
の粒子の運動を順に追跡するのは計算効率が良くない。この点を改善するには、局所移動
法と落下法を折衷した方法が有効である (後藤, 2004)。

4.3 モデル定数の選択

個別要素法の接触カモデルには、線形モデルとヘルツ（Hertz）の弾性接触モデルがあ
り、実際の応用に際しては適切なモデルを選定する必要がある (小林, 2003)。例えば、粉
粒体層の固体的性質など、粒子間接触力と変形量の定量的な関係が問題となる場合、ある
いは粒子濃厚相中の圧力波の伝播などの高速の現象を取り扱うためには、より厳密なヘル
ツ接触モデル (田中ほか, 1991)を適用する必要があるが、遅い流動を取り扱う場合には以
下に示す線型モデルで十分である。
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4.3.1 線形モデル

流動層内の粒子流動などの問題では、接触カモデル中のバネの特性などは粉粒体全体の
挙動に対して大きな影響はなく，kn, cn, ktおよび ctを一定とする線形モデルを用いること
ができる。このような場合は、計算で発生する粒子間の法線および接線方向のオーバー
ラップ δ,bが粒径に比べて十分小さくなる程度に kn, kt を選択する必要がある。線形モデ
ルにおいて、cnを粒子の反発係数 eに基づいて決定するモデルが提案されている (川口ほ
か, 1992)。

cn = −2 lne

√
mkn

π2 +
(
ln e2) (4.29)

ただし、このモデルでは反発係数は、衝突速度に依存せず一定となることが仮定されてい
る。一般的に衝突速度の増加によって、反発係数は減少することが知られており、上記の
モデルは比較的衝突速度の小さな領域の衝突を近似的に表すものである。法線方向のダッ
シュポットの特性が以上のように、粒子の反発係数に応じて決定されるのに対して、接線
方向のダッシュポットの特性は、例えば、粘性減衰係数比を法線方向と等しくするなど、
現状では便宜的に決められることが多い。
線形バネは、実際の粒子の変形と反発力の関係を正確に表すものではない。しかし、以
下に示すように、2次元流動層内の流動の計算結果は、バネの特性変化に対して敏感では
ない。2次元流動層内の球形粒子の流動に対して、実際の物性に比べて非常に小さなバネ
定数を有する線形バネのモデルを用いた数値シミュレーションにより、実験で観測される
流動様式の変化がよく表されることが報告されている (川口ほか, 1992)。また、同様の線型
モデルを用いたオイラー・ラグランジェ法のシミュレーションにより、流動層 (Kawaguchi

et al., 1998)、噴流層 (Kawaguchiet al., 2000)などの流動化挙動が良好に再現できることが
示されている。
さらに、計算時間間隔 ∆tpは、差分解の収束性と安定性の条件から、以下を満足する必
要がある。

∆tp ≤ 2

√
mi

kn
(4.30)

また、質点の上下にバネを配置した 1自由度振動系の固有周期 Tを基準とした計算時間ス
テップに関する次のような推定式も提案されており、αtn = 20.0が最適値として与えられ
ている (吉田ほか, 1988)。

∆tp =
T
αtn
,　 T ≤ 2π

√
mi

2kn
(4.31)

4.3.2 ヘルツの弾性接触モデル

モデル定数すなわち弾性スプリングのバネ定数およびダッシュポットの粘性定数の設定
については、弾性接触理論 (早川, 2003)を準用して推定する方法が知られている (木山と
藤村, 1983)。弾性スプリングについては、ヘルツ（Hertz）の弾性接触理論によって、粒子
群の材料特性（縦弾性係数 E,ポアソン比 ν）と関連付けて与えることができる。2次元接
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Pn

Pn

b

rpi

rpj

δ

Fig. 4.5:Elastic contact of two cylinders

触のモデルとして円柱を想定すると（Fig.4.5）、オーバーラップ δは、次式で表わすこと
ができる (粉体工学会, 1998;後藤, 2004)。

δ =
2
(
1− ν2

)
π

Pn

E

(
2
3
+ ln

4rpi

b
+ ln

4rp j

b

)
(4.32)

b2 =
8
π

(
1− ν2

E

rpirp j

rpi + rp j
Pn

)
(4.33)

ここで、Pn：弾性変形による反発力（法線方向に受ける圧縮力の反作用）、rp：半径、b：
円柱のオーバーラップ幅である。

Eq.(4.32)より、Pn = en (t − ∆t)とすると、法線方向のバネ定数 knは次のようになる。

kn =
Pn

δ
=

πE

2
(
1− ν2) (2

3
+ ln

4rpi

b
+ ln

4rp j

b

) (4.34)

b =

√
8
π

(
1− ν2

E

)
rpirp j

rpi + rp j
en (t − ∆t) (4.35)

一方、接線方向のバネ定数 ktについては、逓減率 s0を導入し、横弾性係数Gと縦弾性係
数 Eの比で与えられる。

s0 =
kt

kn
=

G
E
=

1
2(1+ ν)

(4.36)
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ダッシュポットは、粒子間の接触・衝突に起因するエネルギーの減衰を表現しているの
で、1次元減衰振動系（フォークト・モデル）の振幅減衰特性と関連付けた評価が合理的
である。1次元減衰振動系の臨界減衰の条件を用いると、粘性定数は次のようになる。

cn = 2
√

mikn,　 ct = cn
√

s0 (4.37)
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第5章 固液二相連成計算手法

本章では主に、第 3章、第 4章で述べた格子ボルツマン法および個別要素法の固液二相
連成手法の計算スキームについて説明する。ここで、重要なことは、固液界面における相
互作用力の取り扱い方および移動固体粒子に作用する流体力および流体トルクの求め方
にある。はじめに、Ladd(1994a,b)が開発した従来の移動境界条件について論じる。次に
Noble and Torczynski(1998)が提案した境界埋め込み法をベースにした移動境界条件 (Cook

et al., 2000, 2001, 2004; Fenget al., 2007; Hanet al., 2007)について述べる。さらに、格子
ボルツマン法と個別要素法に対して共通の無次元係数を用いた空間および時間スケールの
統一を図るため、可変時間ステップ法（Sub-cycling time integration）、無次元化について
も触れる。

5.1 移動境界条件

固体粒子のサスペンション系を対象としたシミュレーションを行なう場合、流体と固体
粒子の運動を同時に解くために、粒子に作用する力およびトルクを計算する必要がある。
静止固体粒子に対しては、3.4.1で述べたバウンス・バック（Bounce-back rule）法を適用
することによって、固液界面に滑りなし条件が達成されると同時に、相互作用力も計算す
ることができる。しかし、移動固体粒子の場合は、バウンス・バック法によって固液界面
に滑りなし条件を発現させることは困難である。ここでは、流体と移動固体粒子の相互作
用力を求めることができる 2つの境界条件について説明する。

5.1.1 Ladd’s model

Ladd(1994a,b)は、流体中における固体粒子の運動を考慮するため、バウンス・バック
法の改良を提案した。Fig.5.1に示したように、境界リンク αを形成する流体格子点（Fluid

node）と固体格子点（Solid node）上での密度分布関数に対して、次のような操作を行なう。

f−α (r, t + ∆t) = f̃α (r, t) − Sαcα · vb (5.1)

f̃α (r, t) = fα (r, t) − 1
τ

{
fα (r, t) − f eq

α (r, t)
}

(5.2)

Sα =
6wαρ

c2
s

(5.3)

ここで、−α：αの逆向きの方向、vb：固液界面速度であり、境界リンク αの中間点におけ
る速度である。

vb = vc + ω × rc (5.4)
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Fluid node

f-α

Boundary velocity

Velocity at particle centre

Particle surface

f-α
f
α

f
α

vb

vc

ω

rc

Solid node

Fig. 5.1:Modified bounce-back rule for a moving particle

rc = r +
cα∆t

2
− xc (5.5)

ここで、vc：固体粒子の並進速度、ω：固体粒子の角速度、xc：固体粒子の中心座標を示
している。ただし、Eq.(5.1)は、境界リンクでの衝突過程においてのみ適用されることに
注意を要する。

Eq.(5.1)を用いると、境界リンク αから固体粒子に作用する相互作用力 Fαおよび固体
粒子の中心に対する流体トルク Tαは次式のようになる。

Fα =
2
{
f̃α (r, t) − Sαcα · vb

}
∆t

(5.6)

Tα = rc × Fα (5.7)

したがって、固体粒子に作用する流体力Fhydroおよび流体トルク Thydroは、それに関連す
る全ての境界リンクについての総和を取ることによって求めることができる。

Fhydro =
∑
α

Fα (5.8)

Thydro =
∑
α

Tα (5.9)

この Ladd’s modelでは、2つの特徴について議論されてきている。(1)プログラム・コー
ドへの実装性に優れている反面、固液相間での流体の移流を許容している。そのため、固
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体粒子内部で生じる流体の慣性力が固体粒子に作用する流体力に及ぼす効果、すなわち計
算精度への影響が懸念されている (Aidun et al., 1998)。しかし、この計算スキームの正当
性は、Ladd(2001)で報告されている。また、Aidun et al. (1998)は、固体粒子内部への流
体の移流計算を必要としない代替モデルを提案し、固液界面のみで運動量交換が生じるも
のとした。(2)固体粒子が高速で格子点上を通過する場合、固体粒子に作用する流体力に
バラツキが生じることがある。これは、固液界面を構成する境界リンク（流体および固体
格子点）が劇的に時間変化するためである。これに関するモデル改良は、Ladd(2001)で
提案されている。さらに、曲面を有する固液界面を階段状に単純化して捕捉していること
が起因しているとも言えるであろう。

5.1.2 Noble and Torczynski’s model

Immersed moving boundary (IMB)法あるいは境界埋め込み法（Immersed boundary method;

IBM）(森口と青木, 2007)は、流体と変形構造体との相互作用問題のモデリングに用いら
れる数値計算手法の 1つである (Fenget al., 2007)。これは、直交格子を用いて複雑形状周
りの流れを解くための手法であり、最近注目されている (水谷と山本, 2008)。これまでに提
案された代表的な境界埋め込み法に共通していることは、物体表面を近似表現する外力項
の物体近傍流速を補間する際に、固体領域の格子点の一部を使用するというものである。
Noble and Torczynski(1998); Feng and Michaelides(2004)は、境界埋め込み法のコンセプト
の格子ボルツマン法への導入を試みている。本研究では、Noble and Torczynski(1998)の
移動境界条件を用いている。
導入の基本的な目的は、直交格子を用いて複雑形状をより精度良く滑らかに表現し、流
体力のバラツキを抑制することにある。また、同時に、固液界面での滑りなし条件を保証
するために、固体粒子内部の密度分布関数を再配分することである。ここで、Fig.5.2で描
かれている緑色の正方形が示すように、各格子点を中心とした一辺 ∆xのコントロール・
セル（Control cell）を設定する。これを用いて、コントロール・セルに対する固体粒子の
局所的占有面積率 γを定義する。
固体粒子内部の格子点に対する Eq.(3.1)は、以下のように拡張される。

fα (r + cα∆t, t + ∆t) = fα (r, t) − 1
τ

(1− β)
{
fα (r, t) − f eq

α (r, t)
}
+ β f m

α (5.10)

β =
γ (τ − 0.5)

(1− γ) + (τ − 0.5)
(5.11)

f m
α = f−α (r, t) − fα (r, t) + f eq

α (ρ,vb) − f eq
−α (ρ,v) (5.12)

ここで、β：固体粒子の局所的占有面積率 γに基づく重み関数、 f m
α：密度分布関数の非平

衡成分のバウンス・バックを考慮した追加衝突項である。
重み関数 βおよび追加衝突項 f m

α の組み合わせには、他にも以下のような式 (Noble and

Torczynski, 1998)が提案されているが、最終的な結果に大きな差異は無いことが確認され
ている (Fenget al., 2007)。

β = γ

f m
α = f−α (r, t) − fα (r, t) + f eq

α (ρ,vb) − f eq
−α (ρ,v)

 (5.13)
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Fig. 5.2:Immersed boundary scheme of Noble and Torczynski
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β = γ

f m
α = f eq

α (ρ,vb) − fα (r, t) +

(
1− 1
τ

) {
fα (r, t) − f eq

α (ρ,v)
}

 (5.14)

また、Eq.(5.12)の右辺第 4項の速度に固液界面速度 vbを用いた、以下のような追加衝突
項 f m

α も提案されている (Strack and Cook, 2007)。

f m
α = f−α (r, t) − fα (r, t) + f eq

α (ρ,vb) − f eq
−α (ρ,vb) (5.15)

さらに、固体粒子に作用する流体力Fhydroおよび流体トルク Thydroは、次のように計算
することができる。

Fhydro =
∆x2

∆t

∑
n

βn

∑
α

f m
α cα


 (5.16)

Thydro =
∆x2

∆t

∑
n

(rn − rc) ×
∑

n

βn

∑
α

f m
α cα


 (5.17)

ここで、n：固体粒子内部に位置する格子点（数）、rn：格子点 nの位置ベクトルを示す。
このNoble and Torczynski’s modelは、Ladd’s modelに比べて実装が僅かに困難であり、計
算コストも高くなるが、計算で得られる流体力のバラツキは少ない。

5.2 可変時間ステップ法

本連成計算手法では、格子ボルツマン法による流体計算と個別要素法による固体粒子運
動の計算が時刻を合わせて時間発展的に実施される。格子ボルツマン法における離散化時
間 ∆tは、Eq.(3.8)より Eq.(5.18)を満たす必要がある。一方、個別要素法においても安定
な計算を行なうために、4.3.1で述べたように Eq.(5.19)に示す離散化時間 tpを適切に設定
する必要となる。このとき、2つの離散化時間 ∆tおよび ∆tpが異なる場合には、計算の安
定化を図るために、どちらか小さい方を使わなければならない。このため、次に示すよう
な可変時間ステップ法 (牛島ほか, 2003)を用いる。

∆t =

(
τ − 1

2

)
∆x2

3ν
(5.18)

∆tp ≤ 2

√
mi

kn
(5.19)

Nsub∆tp = ∆t (5.20)

ここで、Nsub：1以上の整数である。
これは、流体計算 1回に対して、Nsub回の固体粒子運動の計算がなされることを意味する。
このとき、固体粒子に作用する流体力は一定値とする。この方法を用いることにより、シ
ミュレーションの計算の増加を抑制することができる。

49



5.3. 無次元化 第 5章固液二相連成計算手法

5.3 無次元化

複数の数値計算手法を連成する場合には、共通の無次元係数による空間および時間ス
ケールの統合を図ることが重要となる。本節では、自主開発したプログラム・コード上で
行なった無次元化について説明する。以下に、無次元化した格子ボルツマン法と個別要素
法の主要な式およびパラメータについて記しておくことにする。ここでは主に、物理単位
系（Physical unit system）と、無次元されたパラメータを定義付ける単位系である格子単
位系（Lattice unit system）の関連を中心に述べる。物理単位系と格子単位系のパラメータ
とその関係は、Table.5.1にまとめてある。また、格子単位系でのパラメータには、その記
号の上に“−”を付けた。

格子ボルツマン法

密度分布関数 fαおよび緩和時間係数 τは元々、無次元定数として定義されているため、
物理単位系および格子単位系で同じ値である。格子単位系では、格子幅および離散化時間
は ∆x̄ = ∆t̄ = 1であり、これにより仮想流体粒子の格子速度は c̄ = 1となる。また、流体
密度 ρ̄は次式で表わされる。

ρ̄ =
ρ

ρ0
(5.21)

ここで、ρ0：真の流体密度である。
流体密度に関するパラメータ ρ, ρ0は厳密には、異なる値である。ただし、非圧縮性流体
流れを再現するという条件下では、ρ = ρ0として良い。したがって、ρ̄ = 1となる。
さらに、空間座標ベクトル r̄、時刻 t̄を決定すると、格子単位系での格子ボルツマン方
程式、すなわち無次元変換した Eq.(3.1)から Eq.(3.3)は次のようになる。

fα (r̄ + c̄α, t̄ + 1) = fα (r̄, t̄) − 1
τ

{
fα (r̄, t̄) − f eq

α (r̄, t̄)
}
　 (α = 0, 1, 2, ..., 8) (5.22)

f eq
α = ρ̄wα

{
1+ 3c̄α · ū −

3
2

ū2 +
9
2

(c̄α · ū)2
}

(5.23)

wα =


4/9 for　 α = 0

1/9 for　 α = 1,2,3,4

1/36 for　 α = 5,6,7,8

,　 |c̄α| =


0 for　 α = 0

1 for　 α = 1, 2, 3, 4
√

2 for　 α = 5, 6, 7, 8

(5.24)

個別要素法

個別要素法も格子ボルツマン法と同様の無次元化操作を行なう。格子単位系での並進運
動および回転運動に関する基礎式 Eq.(4.16)および Eq.(4.17)は、次のように変換される。

m̄i
d2r̄i

dt̄2
= F̄pi + F̄hydro+ m̄i ḡ (5.25)

Īpi
d2φ̄i

dt̄2
= T̄pi + T̄hydro (5.26)
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Table 5.1:Conversions between physical and lattice units

Variable Physical unit Lattice unit Relationship

Density ρ ρ̄ ρ = ρ0ρ̄

Density funtion fα fα −

Relaxation time τ τ −

Lattice spacing ∆x ∆x̄ = 1 −

Time step ∆t ∆t̄ = 1 −

Lattice velocity c =
∆x
∆t

c̄ = 1 −

Viscosity ν =
1
3

(
τ − 1

2

)
∆x2

∆t
ν̄ =

1
3

(
τ − 1

2

)
ν = c∆xν̄

Coor./Disp. r r̄ r = ∆xr̄

Velocity u =
dr

dt
ū =

dr̄

dt̄
u = cū

Acceleration a =
d2r

dt2
ā =

d2r̄

dt̄2
a =

c
∆t

ā,　 g =
c
∆t

ḡ

Hydrodynamic force Fhydro F̄hydro Fhydro = ρ0c2∆xF̄hydro

Mass mp m̄p mp = ρ0∆x2m̄p

Stiffness kn k̄n kn = c2k̄n
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第6章 連成計算手法の妥当性の検証

6.1 緒言

流体中における粒子（群）の重力沈降は、自然現象のみでなく石油工学、土木工学およ
び化学工学など様々な工学分野において広く観察することができる問題である (Davis and

Acrivos, 1985)。この問題に関して、長年、理論的あるいは実験的に研究がなされてきた。
近年では、数値シミュレーションを用いた単一粒子の沈降、二粒子および粒子群の干渉沈
降などの固液二相問題への取り組みが進んでいる (Qi, 1999)。

6.1.1 既往の研究

Brady and Bossis(1988)は、ストークス（Stokes）流れ中における粒子運動シミュレー
ションを開発し、極めて小さいReynolds数でのコロイド粒子の挙動に対して適用した。ま
たChang and Powell(1993)も、球状粒子の 2つの浮遊モードについて計算している。しか
しながら、有限のReynolds数を持つ流れを取り扱う場合には、慣性項は固体粒子と流体の
運動に大きな影響を及ぼすため、Navier-Stokes方程式を解く手法が妥当である (Qi, 1999)。
Johnson and Tezduyar(1997)は、有限要素法を用いて、Re= 100における場合の固体粒子
100個の管内の沈降挙動を 3次元で計算している。
さらに、2次元有限要素法を用いて、数百のオーダーまでのReynolds数での円形粒子お
よび楕円粒子の沈降挙動、ニュートン（Newtonian）流体のクエット（Couette）流れやポ
アズイユ（Poiseuille）流れ中での円形粒子の挙動も計算されている (Hu et al., 1992; Feng

et al., 1994a,b; Hu, 1995)。Hu (1996)は、同じく数百のオーダーまでの Reynolds数での円
形粒子 400個の沈降挙動とせん断流れ中での挙動に成功している。
上述した固液二相（粒子沈降）問題に関するシミュレーション事例は、全て有限要素法
あるいは有限差分法に基づいたものである。その一方で、固液界面の取り扱いなど連成手
法は異なるものの流体計算を格子ボルツマン法で解くアプローチも研究されている (Ladd,

1994a,b; Aidun and Lu, 1995; Qi, 1999; Inamuroet al., 2000; Niu et al., 2006; Strack and Cook,

2007;三善, 2009)。これらは、ラグランジェ粒子あるいはラグランジェ・メッシュを用いた
手法であり、固相の分散運動を直接計算できることがその利点として挙げられる。なお、
単一粒子および二粒子の沈降に関する既往の研究の詳細はそれぞれ、6.3.1および 6.4.1で
紹介することにする。

6.1.2 本研究の目的

本章では、主に格子ボルツマン法と個別要素法を連成した数値計算手法の妥当性について
検討した結果について述べる。はじめに、本手法を円環状クエット流れ（Circular/Cylindrical
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Couette flow）に適用し、Navier-Stokes方程式の理論解と比較することにより、その解析精
度を検証した。また同時に、固体円形粒子周りの流体運動を精度良く計算することができ
る最適な格子数を評価することも目的としている。これは、次章以降で述べるアプリケー
ションの前提として、非常に重要な予備解析となる。
次に、粘性流体中における単一円形粒子の沈降挙動を計算し、Reynolds数の大きさに応
じた沈降モードを再現した。また、この計算結果を Fenget al. (1994a)による計算結果と
比較した。さらに、互いに影響を及ぼし合う程度に近接した状態で沈降する円形粒子 2個
の運動形態のシミュレーションも試みた (Ohtsuki and Matsuoka, 2009)。

6.2 円環状クエット流れ

ここでは、円環状クエット流れと呼ばれている半径 r1と r2の 2つの同心円で囲まれた
アニュラス部を流れる流体運動を考える。本研究では、この円環状クエット流れを計算す
ることで連成計算手法の精度を検証することにする。この精度検証には、次の 2つの利点
があると考えられる。

1. 円環状クエット流れは、Navier-Stokes方程式の理論解が存在する数少ない特殊なケー
スである (Kundu, 1990)。したがって、環状の流体計算領域の各格子点上での数値計
算結果を理論解と比較することができる。

2. また円環状クエット流れは、直交等間隔座標系つまり格子ボルツマン法で用いる正
方形格子での取り扱いが困難となる曲面境界の影響に支配されている (Cook et al.,

2004)。したがって、このクエット流れを計算することにより、固体円形粒子周りの
流体計算の定量的評価が可能になる。

6.2.1 円環状クエット流れの理論解

Fig.6.1に示したような円環状クエット流れの境界条件において、極座標系でNavier-Stokes

方程式を解くと、動径 r、偏角 θ 、時刻 tにおける流速 uθ (r, t)は、Eq.(6.1)のようになる
ことが知られている (O’Neill and Chorlton, 1989)。

∂uθ
∂t
= ν
∂

∂r

{
1
r
∂

∂r
(ruθ)

}
(6.1)

ここで、ν：動粘性係数を示す。
さらに定常状態の場合では、Eq.(6.1)は Eq.(6.2)のような理論解を持つ。

uθ (r) = Ar +
B
r

(6.2)

A =
Ω2r2

2 −Ω1r2
1

r2
2 − r2

1

　,　 B =
(Ω1 −Ω2) r2

1r2
2

r2
2 − r2

1

(6.3)

ここで、r1：内側の円の半径、r2：外側の円の半径、Ω1：内側の円の角速度、Ω2：外側の
円の角速度を示している。
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Fig. 6.1:Definition sketch for circular Couette flow

6.2.2 シミュレーション条件

本研究では、上述の円環状クエット流れにおける外側の円の角速度を Ω2 = 0とし、内
側の円のみが一定の角速度 Ω1で回転するケースの計算を実施する。つまり、強制的に回
転運動を生じさせられた固体円形粒子周りの流体挙動を支配方程式の解と比較することを
目的とする。また、格子数（離散化幅）に依存する計算精度についても考察を行ない、固
体円形粒子のサイズに対する最適な格子数を検討する。Ω2 = 0の条件下での Eq.(6.3)は、
Eq.(6.4)のようになる。したがって、求めるアニュラス部における流速分布は、Eq.(6.5)で
表わされる。

A = −
Ω1r2

1

r2
2 − r2

1

　,　 B =
Ω1r2

1r2
2

r2
2 − r2

1

(6.4)

uθ (r) = −
Ω1r2

1

r2
2 − r2

1

r − r2
2

r

 (6.5)

Fig.6.2は、シミュレーションモデルの概要を描いたものである。計算領域は 1辺 25mm

の正方形であり、この中心部に半径 7.5mm(r2)の流体領域が設定されている。さらに、流
体領域の内部には、半径 2.5mm(r1)の固体円形粒子がある。固体円形粒子は回転運動のみ
を許容し、並進運動はしないものとする。また、流体領域と固定壁間には、バウンス・バッ
ク（Bounce-back rule）法による滑りなし条件が課されている。

Table.6.1および Table.6.2は、入力パラメータを示している。固体円形粒子と流体の密
度比は 2.0である。また、動粘性係数 νはEq.(3.8)に示したように緩和時間係数 τ、離散化

55



6.2. 円環状クエット流れ 第 6章連成計算手法の妥当性の検証

時間 ∆tおよび格子幅 ∆xの関数である。本研究では動粘性係数が一定値となるように離散
化時間および格子幅を決定し、同じサイズのシミュレーションモデルを用いた 6ケースに
おける格子数依存の計算精度を求める。なお、格子ボルツマン法と個別要素法の離散化時
間は、共通の値を用いている。

Fig.6.3(a-b)はそれぞれ、Case1およびCase6におけるシミュレーションモデルを示して
いる。ζ(= 2r1/∆x)は固体円形粒子の直径に対する格子数を示しており、Case1は 5格子、
Case6は 15格子である。

1
r

2
r

θ
u

1
Ω

Fluid

Particle

Fixed wall

r
1

r

2
r

θ
u1Ω

Fluid

Particle

Fixed wall

r

Fig. 6.2:Definition sketch for circular Couette flow in this study

Table 6.1:Input parameters for the simulation of circular Couette flow # 1

DEM Solid density 2.0× 103 [kg/m3]

LBM Fluid density 1.0× 103 [kg/m3]

Relaxation time 1.0 [-]

6.2.3 シミュレーション結果

Fig.6.4は、アニュラス部での半径方向の断面における流速分布である。図中の実線は、
Eq.(6.5)で示したNavier-Stokes方程式の理論解を示している。理論解および各ケースの計
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F rame 001 ‰14 Nov 2009 ‰F luid Velocity_C ontour 2DF rame 001 ‰14 Nov 2009 ‰F luid Velocity_C ontour 2D

(a) Case1(ζ = 5)

F rame 001 ‰14 Nov 2009 ‰F luid Velocity_C ontour 2DF rame 001 ‰14 Nov 2009 ‰F luid Velocity_C ontour 2D

(b) Case6(ζ = 15)

Fig. 6.3:Model for the simulation of circular Couette flow
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Table 6.2:Input parameters for the simulation of circular Couette flow # 2

Number of nodes [-] Discrete time step∆t [sec] Lattice spacing∆x [m]

Case1 25× 25 1.000× 10−4 1.000× 10−3

Case2 35× 35 5.102× 10−5 7.143× 10−4

Case3 45× 45 3.086× 10−5 5.556× 10−4

Case4 55× 55 2.066× 10−5 4.545× 10−4

Case5 65× 65 1.479× 10−5 3.846× 10−4

Case6 75× 75 1.111× 10−5 3.333× 10−4
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Fig. 6.4:Azimuthal component of fluid velocity
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6.3. 単一粒子の沈降挙動 第 6章連成計算手法の妥当性の検証
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Fig. 6.5:Global error of fluid velocity

算結果は、理論解の値 UN−Sで無次元化したものである。また、Fig.6.5は、アニュラス領
域全体の流速分布の理論解と計算値の誤差 Evである。なお、誤差は以下に示す Eq.(6.6)

で求めた。

Ev =

√∑ ‖ (usim− uN−S)ni
‖2√∑ ‖ (uN−S)ni

‖2
(6.6)

ここで、usim：本研究によって得られた流速、uN−S：流速の理論解、ni：アニュラス部の
格子数を示している。
固体円形粒子の直径に対する格子数 ζ の増加に対応して、計算値が Navier-Stokes方程
式の理論解に漸近する結果が得られた。また、格子数がおおよそ ζ = 9以上で理論値との
誤差が数%以内となり、固体円形粒子周りの流体挙動が精度良く計算できることがわかっ
た。なお、本計算では、固体円形粒子と流体領域との境界条件には、Noble & Torczynski

モデル (Noble and Torczynski, 1998; Fenget al., 2007; Hanet al., 2007)を用いている。一方、
流体とその外側に位置する固定壁との境界には従来の滑りなし条件であるバウンス・バッ
ク（Bounce-back rule）法を用いている。したがって、固定壁近傍における流体運動は階段
状の境界条件の下での計算であり、ここで示した計算結果は固定壁近傍の誤差を含むこと
に注意を要する。

6.3 単一粒子の沈降挙動

6.3.1 Reynolds数に対応する沈降挙動

Fenget al.(1994a)は、2次元有限要素法を用いて、平行な壁面に挟まれた鉛直方向のチャ
ネル内における単一粒子の沈降挙動についての研究を行ない、次の知見を報告している。
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6.3. 単一粒子の沈降挙動 第 6章連成計算手法の妥当性の検証

単一円形粒子は、Reynolds数の大きさに応じて、5つの異なる沈降挙動形態（Regime

A-E）を示す。

Regime A(0.1 < Re< 2): 円形粒子は、その初期位置とは無関係に、チャネルの中心軸上
の平衡点へ向かって単調に沈降する。中心軸から離れた位置から放たれた円形粒子
は回転運動をしながら沈降し、やがて中心軸上に達するとその回転は止まる。

Regime B(3 < Re< Recrit ): Regime Aと同様、チャネルの中心軸上に平衡点が存在する。
しかし、円形粒子は平衡点を一度越えた後、減衰振動をしながら沈降する。

Regime C(Recrit < Re< 60): Reynolds数が臨界値を超えると、チャネルの中心軸上にあっ
た平衡点が不安定となる。円形粒子は、中心軸からわずかに外れた平衡点を中心と
した小さい振幅の振動を繰り返しながら沈降する。この中心軸と平衡点との乖離は
Reynolds数の増加に伴い大きくなる。

Regime D(60< Re< 300): RegimeCと比較して、中心軸と平衡点との乖離が大きくなる。
円形粒子は、この平衡点を中心として、より大きな振幅の振動を繰り返しながら沈
降する。

Regime E(Re> 300): 規則的振動から不規則な振動へ遷移し、カオス的運動と数値計算上
の影響を区別することが困難な沈降形態をとる。

なお、Fenget al. (1994a)は、L = 1.5D, 4D, 8Dの 3条件の下で計算を行なっている。ここ
で、Lはチャネルの幅、Dは円形粒子の直径を示す。特に L = 4Dの場合、Recrit は 20程
度となることも示している。本研究では、幾つかの Reynolds数に対応する沈降形態に関
して、連成計算手法による計算結果と Fenget al. (1994a)の結果を比較した結果について
報告する。なお、ここでの Reynolds数は代表速度を沈降粒子の終端速度、代表長さを円
形粒子の直径 Dで定義したものである。

6.3.2 シミュレーション条件

Fig.6.6は、シミュレーションモデル（初期状態）を示している。x軸は左側壁から鉛直
方向下向き、y軸は水平方向右向きに設定されている。チャネルの幅 Lは、円形粒子の直
径 Dを基準にして、L = 1.5Dとした。これは Fenget al. (1994a)による計算と同じ条件で
ある。また円形粒子は、チャネルの中心軸からずらして配置され、その y座標は 0.6Dで
ある。ただし、実際の計算領域は x軸方向にも有限であり、チャネルには上壁および下壁
が存在する。チャネルの幅は 18mm、高さは 390mmである。このとき、円形粒子の直径
は 12mmである。また円形粒子は、上壁から十分離れた位置に配置され、その中心座標は
左側壁より 7.2mm、上壁より 120mmとした。

Table.6.3は、入力パラメータを示している。また、円形粒子と流体の密度比は 2.0であ
る。緩和時間係数 τは、流体の粘性を決定するパラメータの 1つである。Eq.(3.8)が示す
ように、この値を変化させることによって、様々な動粘性係数を有する流体を得ることが
できる。Table.6.4は、シミュレーションに用いた緩和時間係数 τおよび、それぞれの値に
対応する動粘性係数 νを示している。
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6.3. 単一粒子の沈降挙動 第 6章連成計算手法の妥当性の検証

x

g

y

0.6D

L=1.5D

Fig. 6.6:Model for the simulation of a settling circular particle

Table 6.3:Input parameters for the simulation of a settling circular particle

DEM Discrete time step 3.6× 10−5 [sec]

Solid density 2.0× 103 [kg/m3]

Particle radius 6.0× 10−3 [m]

LBM Discrete time step 3.6× 10−5 [sec]

Fluid density 1.0× 103 [kg/m3]

Number of nodes 652× 32 [-]

Lattice spacing 6.0× 10−4 [m]

Gravitational acceleration 9.8 [m/sec2]

Simulation duration 1.8× 101 [sec]

Table 6.4:Relaxation times and kinematic viscosity coefficients

Relaxation timeτ [-] Kinematic viscosity coefficientν [m2/sec]

Case1 0.570 2.33× 10−4

Case2 0.533 1.10× 10−4

Case3 0.523 7.66× 10−5
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6.3. 単一粒子の沈降挙動 第 6章連成計算手法の妥当性の検証
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Fig. 6.7:Sedimentation behavior of a single circular particle; Case1 (Re= 0.67)
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Fig. 6.8:Sedimentation behavior of a single circular particle; Case2 (Re= 2.98)
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Fig. 6.9:Sedimentation behavior of a single circular particle; Case3 (Re= 6.08)
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Fig. 6.10:Settling particle trajectories computed by FEM (Fenget al., 1994a)
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Fig. 6.11:Settling particle trajectories in this study
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6.3.3 シミュレーション結果

Fig.6.7、Fig.6.8および Fig.6.9はそれぞれ、Case1からCase3の円形粒子の沈降挙動を示
したものである。ラインコンターは、チャネル内の流速分布を表している。各図とも (a)

t∗ = 0.004 (2,000step)から (j) t∗ = 0.112 (56,000step)までの結果である。ここで、t∗ は計
算終了ステップ数で無次元化した時間を意味する。平衡点へ推移する過程では、円形粒子
周りの流速分布が左右非対称であり、円形粒子は不安定な状態であると言える。また、こ
のとき円形粒子は半時計回りに回転していることがわかる。その後、平衡点上で安定する
と、この回転運動は無くなり、x軸方向の並進運動のみとなる。
次にFenget al.(1994a)の計算結果 (Fig.6.10)と、本研究のシミュレーション結果 (Fig.6.11)

を比較した。これは、6.3.1で述べたRegime AとRegime Bに分類される沈降挙動形態であ
り、円形粒子はチャネルの中心軸上にある平衡点に向かって沈降している。Case1 (Re= 0.67)

は単調に平衡点へ向かって沈降する。またCase2 (Re= 2.98)では平衡点を一度大きく通過
した後、平衡点上を沈降する。さらにCase3 (Re= 6.08)では、平衡点上を何度も通過する
減衰振動を繰り返しながら平衡点上を沈降する。それぞれの Reynolds数に対応する沈降
粒子の軌跡は、Fenget al. (1994a)の計算結果と似た傾向を示していることがわかる。
本研究では、緩和時間係数 τを減少させることにより、流体の動粘性係数 νを低下させ
ている（これは Reynolds数の増加に相当する）。したがって、流体粘性が最も小さい条
件であるCase3では、円形粒子に作用する抗力が小さく、平衡点を何度も通過する結果に
なったと考えられる。

6.4 二粒子の沈降挙動

6.4.1 DKT現象

流体中を沈降する複数個の固体粒子（群）の沈降挙動を考える上で、粒子間相互作用は
その系全体を支配する主要な要因の 1つであると思われる。DKT（Drafting, Kissing, and

Tumbling）現象 (Josephet al., 1987; Forteset al., 1987)は、水で満たされた実験装置内の固
体粒子運動を観察し、発見されたものである。この現象は、次に示すように沈降する複数
の固体粒子の離間間隔によって、Drafting、Kissingおよび Tumblingの 3つのステージか
ら成り立っている。ここでは、2個の固体粒子間における DKT 現象について述べること
にする。

Drafting stage: 先行して沈降する固体粒子の背後に形成される後流領域が低圧力場とな
る。このとき、後流領域内に進入した後続の固体粒子の沈降速度は加速され、先行
粒子との離間距離が減少する。

Kissing stage:後続して沈降する固体粒子が先行粒子に接近あるいは接触する。このとき
の 2粒子は、ほぼ鉛直方向に並び、不安定な位置関係となる。

Tumbling stage: 先行粒子は水平（チャネルの側壁）方向に押し出され、後続して沈降し
ていた固体粒子との位置関係が入れ替わる。
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6.4. 二粒子の沈降挙動 第 6章連成計算手法の妥当性の検証

一定の条件を満足する場合には、このプロセスは連続的に繰り返され、これをDKT cycle

と呼ぶ。なお、このDKT現象は、慣性力が重要となる有限のReynolds数を持つ流れ場で
のものであり、比較的ゆったりと流れるクリープ流（Creeping flow）の場合には生じるこ
とはない (Qi, 1999)。
このDKT現象の数値シミュレーションからのアプローチは、Hu et al.(1992)およびFeng

et al.(1994a)による2次元有限要素法を用いた計算を端緒としている。Johnson and Tezduyar

(1996)および Johnson and Tezduyar(1997)は、3次元有限要素法での計算へ発展させてい
る。また 2次元有限体積法による計算事例もある (Ritz and Caltagirone, 1999)。さらに、
DLM /FD (Distributed Lagrange multiplier/fictitious domain)法と用いた計算事例も報告され
ている (Glowinskiet al., 1999; Patankaret al., 2000; Shaoet al., 2005)。ここで、DLM /FD法
とは、流体の Eulerメッシュ中に剛体あるいは弾性体の Lagrangeメッシュを埋め込んだ定
式化がなされ、両メッシュ間での速度の内挿と力の分散が行われる解析手法である。また、
格子ボルツマン法とラグランジェ粒子との連成手法による DKT現象の再現も行なわれて
いる (Qi, 1999;三善, 2009)。

6.4.2 シミュレーション条件

Fig.6.12は、シミュレーションモデル（初期状態）を示している。6.3.2と同様、x軸は
左側壁から鉛直方向下向き、y軸は水平方向右向きに設定されている。2つの円形粒子は、
チャネルの中心軸からずらして x軸方向に並べて配置される。下側の円形粒子（灰色）お
よび上側の円形粒子（黒色）の直径をそれぞれ、D1および D2とする。これらの円形粒
子の y座標および離間間隔はともに 2D1である。チャネルの幅 Lは、下側に配置された
円形粒子の直径 D1を基準にして、L = 8D1とした。ただし、実際の計算領域は x軸方向
に有限であり、チャネルには上壁および下壁が存在する。チャネルの幅は 96mm、高さは
1000mmである。このとき、円形粒子の直径は 12mmである。上側の円形粒子の中心座標
は、左側壁より 24mm、上壁より 20mmとした。また下側の円形粒子の中心座標は、左側
壁より 24mm、上壁より 44mmである。
また、2つの円形粒子の直径が異なる場合における DKT 現象の発生条件を検証するた
め、以下の 5ケースの計算を実施した（Table.6.5）。ここで、初期状態での上側の円形粒
子と下側の円形粒子の直径比を R(= D2/D1)と定義する。Table.6.6は、入力パラメータを
示している。円形粒子と流体の密度比は 2.5である。

6.4.3 シミュレーション結果

Fig.6.13からFig.6.18はそれぞれ、Case1からCase3で生じた 1回目および 2回目のDKT

cycleを示している。各図を構成する (a)から (e)のスナップショットは、DKT現象の発生直
前から発生直後までの結果を描いたものである。t∗は計算終了ステップ数で無次元化した
時間を意味する。ラインコンターは、チャネル内の流速分布を表している。なお、Reynolds

数は、初期状態にて上側に配置した円形粒子（黒色）によって定義している。したがって、
代表速度を沈降粒子の終端速度、代表長さを円形粒子の直径 D2とした。どのケースも概
ねチャネルの中心軸上で接近し、両者の位置が入れ替わる過程を再現することができた。
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L=8D1
2D1
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Fig. 6.12:Model for simulating the DKT cycle

Table 6.5:Diameter ratioRbetween two settling circular particles

Lower particle diameterD1 [m] Upper particle diameterD2 [m] Diameter ratioR [-]

Case1 1.20× 10−2 1.20× 10−2 1.00

Case2 1.20× 10−2 1.26× 10−2 1.05

Case3 1.20× 10−2 1.32× 10−2 1.10

Case4 1.20× 10−2 1.38× 10−2 1.15

Case5 1.20× 10−2 1.44× 10−2 1.20
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6.4. 二粒子の沈降挙動 第 6章連成計算手法の妥当性の検証

Table 6.6:Input parameters for the simulation of two settling circular particles

DEM Discrete time step 5.0× 10−6 [sec]

Solid density 2.5× 103 [kg/m3]

Friction coefficient between particles 0.25 [-]

Friction coefficient between particle and wall 0.17 [-]

Spring stiffness (normal) 2.5× 106 [N/m]

Spring stiffness (tangential) 1.0× 106 [N/m]

Damping coefficient (normal) 1.0 [Nsec/m]

Damping coefficient (tangential) 0.63 [Nsec/m]

LBM Discrete time step 1.0× 10−4 [sec]

Fluid density 1.0× 103 [kg/m3]

Number of nodes 1502× 98 [-]

Lattice spacing 1.0× 10−3 [m]

Relaxation time 0.65 [-]

Gravitational acceleration 9.8 [m/sec2]

Simulation duration 8.0 [sec]
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6.4. 二粒子の沈降挙動 第 6章連成計算手法の妥当性の検証

また Fig.6.19は、円形粒子の中心間距離 δdの経時変化を示している。つまり、この中
心間距離が極小値となる時刻において、Kissing stageに到達したことを表わす。各ケース
の沈降開始から t∗ = 0.700までの中心間距離の最小値を Dminとすると、それぞれ 1.318

(Case1)、1.071 (Case2)、1.050 (Case3)となった。つまり、今回の計算における円形粒子は、
接近はするものの、接触（Dmin = 1.000）には至っていないことがわかる。
同じ直径を有する円形粒子 2個を沈降させたCase1では、3回のDKT cycleが生じたこ
とを確認することができる（Fig.6.20）。Fig.6.21、Fig.6.22はそれぞれ、円形粒子に作用
する流体力および円形粒子の沈降速度の x軸成分、y軸成分を示している。流体力および
沈降速度はそれぞれ、初期状態で下側に配置した円形粒子に作用する流体力の y軸成分
の（t∗ = 0.250までの）最大値 |Fhydro y|maxおよび円形粒子の沈降速度の y軸成分の最大
値 |Vy|maxで無次元化されている。特に x軸成分に着目すると、後続の黒色粒子と比較し
て、先行の灰色粒子により大きな抗力が作用している（t∗ = 0.000− 0.063）。このため、
後続の黒色粒子の沈降速度が灰色粒子の沈降速度を超え、両者の離間距離が縮まったこ
とがわかる。その後、互いに水平方向に並んだ時刻において、ほぼ等しい抗力が作用して
いる（t∗ = 0.069）。さらに、両者の位置が入れ替わると、黒色粒子への抗力が卓越する
（t∗ = 0.075− 0.100）。

Fig.6.23は、2つの円形粒子の直径比 Rが沈降粒子の相互作用に与える効果についてま
とめたものである。縦軸は、黒色粒子と灰色粒子の位置の x軸成分の差 δxである。δxの
符号が変わることは、DKT cycleが生じたことを意味する。どのケースにおいても、およ
そ t∗ = 0.063経過時に第 1回目の DKT cycleが起きていることがわかる。ただし、Case4

(R= 1.15)以上に円形粒子のサイズに差異があると、第 2回目以降の DKT cycleは起きな
い結果となった。つまり、本条件下において、DKT cycleの発生に関する Rの臨界値は、
1.10< R< 1.15の間にあるものと推測される。
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Fig. 6.13:First DKT cycle; Case1 (R= 1.00,Re= 7.49)
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Fig. 6.14:Second DKT cycle; Case1 (R= 1.00,Re= 7.49)
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Fig. 6.15:First DKT cycle; Case2 (R= 1.05,Re= 7.92)
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Fig. 6.16:Second DKT cycle; Case2 (R= 1.05,Re= 7.92)
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Fig. 6.17:First DKT cycle; Case3 (R= 1.10,Re= 9.03)
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Fig. 6.18:Second DKT cycle; Case3 (R= 1.10,Re= 9.03)
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Fig. 6.19:The distance between two settling circular particles vs. simulation duration
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Fig. 6.20:The x-axis position of two settling circular particles vs. simulation duration; Case1

(R= 1.00)
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Fig. 6.22: The x and y components of the settling velocity of two circular particles; Case1
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Fig. 6.23:The effect of diameter ratio R on the interaction of the two particles

6.5 結言

本章では、格子ボルツマン法と個別要素法をNoble & Torczynskiモデルを用いて連成し
た数値計算手法の妥当性について検討した。はじめに、円環状クエット流れのシミュレー
ションにて、Navier-Stokes方程式の理論解に近い数値解を得るために必要となる回転固体
円形粒子の直径に対する格子数 ζを求めた。本手法では、おおよそ ζ = 9以上で理論値と
の誤差が数%以内となることがわかった。
次に、粘性流体中における単一円形粒子の沈降挙動を計算し、Reynolds数の大きさに対
応する沈降モードの再現を試みた。また、Fenget al.(1994a)による 2次元有限要素法を用
いた計算結果と比較し、Regime A (0.1 < Re< 2)および Regime B (3< Re< Recrit )の範囲
内に相当する粒子沈降形態を計算することができることを確認した。
最後に、2つの円形粒子間における DKT 現象の計算を実施した。円形粒子の沈降速度
あるいは円形粒子に作用する抗力から、Drafting、Kissingおよび Tumblingの各ステージ
を考察することができた。また、2つの円形粒子の直径比Rが 1.15以上になると、第 2回
目以降の DKT cycleは生じないことがわかった。
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第7章 傾斜沈降による固液分離促進効果

7.1 緒言

前章でも述べたように、流体中における粒子沈降は、様々な工学的領域において重要な
現象である。流体中に浮遊している粒子の密度が大きい場合、流体の流動を抑制すれば、
沈降分離操作（Sedimentation）による固液分離が可能である。沈降分離は、清浄水を得る
ことを目的とする清浄化（Clarification）と、濃厚なスラッジを得ることを目的とする濃縮
化（Thickening）に分類される (日本混相流学会, 2004)。これらは重力を利用したものであ
るが、粒子によっては時間がかかりすぎて経済性に欠ける場合がある。その場合には、化
学薬品を投入してコロイド状の物質の凝集を促す、あるいは遠心分離など液体に加速度を
与えて処理時間を短縮する手法がある。
次に、傾斜シックナー（Thickener）を用いた沈降促進問題について述べる。これは、沈
降装置を傾斜させる、あるいは平行傾斜板を設置することによって、界面沈降速度の促進
を図るものである (平野ほか, 2009)。一般に、重力による沈降分離では、粒子群沈降速度
の緩慢さのために広い面積と長い滞留時間が必要とされる。しかし、傾斜シックナーは、
比較的低コストで沈降分離を効率良く達成することができ、水処理問題 (藤崎, 2004)やオ
イルサンド採掘におけるビチューメンと微粒子の分離プロセス (Madgeet al., 2005; Grayet

al., 2009)において実用化されている。
Fig.7.1は、傾斜板による沈降促進のメカニズムを描いたものである (日本混相流学会,

2004)。左図のように沈殿池の中に傾斜板を配列させておくと、各傾斜板の表壁面に粒子
が沈降・集積し、裏壁面近傍では希薄となる。このとき、平均密度の差によって右図のよ
うに媒体に対流が生じる。粒子濃度の高い部分で下降流が生じるため、粒子の平均沈降速
度を増大させ、処理時間を早めることができる。

Flow channel

Solid particles

Fig. 7.1:Sedimentation enhanced by inclined plates
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7.1. 緒言 第 7章傾斜沈降による固液分離促進効果

7.1.1 既往の研究

このような傾斜沈降による分離促進現象の研究は、赤血球集合体の沈降過程において、
集合体の下降運動と下降した集合体に置き換わる血漿の上昇流が観察されたことが端緒
となっている。Boycott(1920)は沈降管を傾けると、赤血球の沈降が速くなる現象を発見
した。これは傾斜管の上側の管壁に沿って血漿の上昇流が発生し、下側の管壁に沿って形
成された集合体が速く沈降するためであり、ボイコット効果（Boycott effect）と呼ばれて
いる。
この効果を説明するために、Ponder(1925)、Nakamura and Kuroda(1937)はそれぞれ、
傾斜容器内のスラリーの沈降速度を予測するための理論モデルを提案した。これは PNK

理論と呼ばれており、傾斜界面沈降速度が水平面への投影面積の増加に比例して垂直界面
沈降速度より大きくなるというものである (平野ほか, 2009)。しかしながら、この理論は
一般工業スラリーには適用できるものではない。傾斜シックナーを用いた沈降分離装置に
ついて、理論的に装置を設計し操作条件を決定するまでに至っておらず、経験的に操作条
件を決めて運転しているのが現状である (平野ほか, 2009)。また Kinosita(1949)は、実験
によって傾斜管内で界面沈降速度の 100倍もの大きさの流速を有する対流が生じうること
を示した。

Hill et al.(1977)は、連続体モデルを提案した。その後、Acrivos and Herbolzheimer(1979)、
Borhan and Acrivos(1988)、Kapoor and Acrivos(1995)によって引き継がれている。これら
の研究の中で Acrivosらの研究グループは、傾斜容器の側面および底面上の堆積層や上昇
流の様々なモデルを提案し、従来の PNK理論より実験データとよく一致することを示し
た (Xu and Michaelides, 2005)。

McCaffery et al. (1998a,b)は、ボイコット効果を表現する連続体理論に基づく詳細な数
値モデルを提案した。ここでは、スラリー濃度の低下、あるいは容器の傾斜角およびアス
ペクト比（幅に対する沈降距離の比）の増加に伴い、沈降速度が促進されることがシミュ
レーションによって示された。また、Snideret al.(1998)は粒子シミュレーションの 1つで
あるMP-PIC（Multiphase particle-in-cell）によって、堆積層および清澄層を再現している。

7.1.2 本研究の目的

連続体モデルは、一般的に粒子-粒子間あるいは粒子-壁間の相互作用が考慮されておら
ず、沈降粒子の軌跡を追跡すること、対流（渦）の効果を捉えること、沈降粒子群と流れ
場の相互関係などを直接計算することが困難である (Xu and Michaelides, 2005)。
本章では、格子ボルツマン法と個別要素法をNoble & Torczynskiモデルを用いて連成し
た数値計算手法を流体中における固体粒子群の沈降挙動に適用することを目的としている。
傾斜容器内での固体粒子群の沈降分離促進現象を再現し、容器傾斜角の増加および粒度分
布が沈降速度に与える影響を検討した。これは、閉空間内におけるシミュレーションであ
り、境界条件としては最もシンプルな条件であると言える。しかし、粒子ベースの数値計
算手法による分離促進現象のメカニズムの把握においては、基礎的研究になりうると考え
る。ここでは特に、最大の分離促進効果を期待することができる容器傾斜角を評価するこ
とを目的とする。また、容器内で生じる対流が粒子群の沈降速度の向上に寄与しているこ
とを示す (Ohtsuki, 2009;大槻と松岡, 2009b)。
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7.2 傾斜容器内におけるスラリーのモデリング

モデルは、粒子直径が均一であるModel Aと正規分布に基づくバラツキを与えたModel

Bに分けられる。さらに、固体粒子の初期座標が計算結果に影響を与えることを考慮し、
Model AおよびModel Bそれぞれに対し、固体粒子が異なる初期座標に配置されたものを
3種類ずつ作成した。スラリー濃度は全て 20%に設定されている。これらの固体粒子群
は、スラリー濃度が目標値（20%）に到達するまで、繰り返し計算によって発生させたも
のである。固体粒子の位置は一様乱数（Model A, B）、直径は正規乱数によって決定され
ている（Model Bのみ）。ただし、初期状態では固体粒子の接触は認めていない。Table.7.1

および Fig.7.2は、それぞれ固体粒子群データ、固体粒子の初期配置を示したものである。

Table 7.1:Data of solid particles in the slurry

Model A-1 Model A-2 Model A-3

Slurry concentration [%] 20.1 20.1 20.1

Number of particles [-] 114 114 114

Particle diameter [mm] 15.0 15.0 15.0

Model B-1 Model B-2 Model B-3

Slurry concentration [%] 20.1 20.0 20.1

Number of particles [-] 118 116 110

Particle diameter [mm] 7.3-23.3 7.8-21.7 8.2-23.0

Frame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

Model A-1 Model A-2 Model A-3 Model B-1 Model B-2 Model B-3

Fig. 7.2:Initial arrangement of solid particles

また計算領域は、幅 200mm(W)、長さ 500mm(H)であり、四方を壁で囲まれている。壁
における境界条件には、バウンス・バック（Bounce-back rule）法を用いている。本研究で
は、このモデルの傾斜角 θが 10◦間隔で 0◦から 50◦までの計 6ケースにおける固体粒子群
の沈降挙動を計算した（Fig.7.3）。さらに、Table.7.2は入力パラメータを示している。各
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7.2. 傾斜容器内におけるスラリーのモデリング 第 7章傾斜沈降による固液分離促進効果
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Fig. 7.3:Model for the simulation of the hindered settling in inclined vessel

Table 7.2:Input parameters for the simulation of the hindered settling in inclined vessel

DEM Discrete time step 5.0× 10−6 [sec]

Solid density 2.5× 103 [kg/m3]

Friction coefficient between particles 0.25 [-]

Friction coefficient between particle and wall 0.17 [-]

Spring stiffness (normal) 2.5× 106 [N/m]

Spring stiffness (tangential) 1.0× 106 [N/m]

Damping coefficient (normal) 1.0 [Nsec/m]

Damping coefficient (tangential) 0.63 [Nsec/m]

LBM Discrete time step 1.0× 10−4 [sec]

Fluid density 1.0× 103 [kg/m3]

Number of nodes 502× 202 [-]

Lattice spacing 1.0× 10−3 [m]

Relaxation time 1.0 [-]

Gravitational acceleration 9.8 [m/sec2]

Simulation duration 1.0× 101 [sec]
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7.3. シミュレーション結果 第 7章傾斜沈降による固液分離促進効果

モデルおよび各ケースとも入力パラメータは共通である。なお、固体粒子と流体の密度比
は 2.5とした。

7.3 シミュレーション結果

7.3.1 傾斜角および粒度分布が分離速度に与える影響

Fig.7.4から Fig.7.6は、Model A-1を用いた場合の傾斜角 0◦、20◦ および 40◦ の計算結
果を示している。各ケースとも、t∗ = 1.000 (100,000step)までの結果である。ここで、t∗

は計算終了ステップ数で無次元化した時間を意味する。重力下における固体粒子の沈降に
よって、固体粒子周辺の流体運動が誘起されている。傾斜角の増加に伴い、容器中央部で
の沈降過程において固液相（右側壁）と液相（左側壁）が顕著に現れることが再現されて
いる。左側壁に沿って形成された流れは、効率的に固液相から液体を排出していることが
観察できる。

Fig.7.7および Fig.7.8は、各モデルにおける傾斜角 0◦から 50◦までの分離速度を示して
いる。本研究では、分離を Eq.(7.1)に示した沈降する固体粒子の位置座標に対するバラツ
キ（分散）Dpで表わしている。つまり、このグラフの傾きは分離速度を示す。なお、側壁
（特に右側壁）と固体粒子の相互作用の影響を取り除くため、この分離速度の計算では、右
側壁近傍に位置する固体粒子は除外するものとした。

Dp =
1
N

 N∑
k=1

(Pk − 〈P 〉)2


1
2

(7.1)

ここで、N：固体粒子数、Pk：固体粒子の位置座標、〈P 〉：固体粒子の平均位置座標を示す。
各モデルとも傾斜角の増加に伴い、分離速度が向上する結果が得られた。ただし、30◦

以上の傾斜角では僅かな差異しかないことが分かる。また傾斜角 0◦および 10◦のケースに
おいては、ほぼ一定の速度で固液分離が進行している（およそ t∗ = 0.600後、分離完了）。
これに対し、傾斜角 20◦以上では、経過時刻 t∗ = 0.100− 0.300において分離速度が著しく
増加することが確認できる（およそ t∗ = 0.400後、分離完了）。
さらに、固体粒子のサイズにバラツキを持たせた Model BはModel Aと比較して、分
離がやや遅延する傾向にある。この原因として、Model Bに含まれるサイズの小さい固体
粒子が上昇流の影響を受けて（再）浮上することが考えられる。

7.3.2 対流の形成が沈降速度に与える効果

Fig.7.9は、Model A-1を用いた場合の傾斜角 0◦から 50◦までの流速の時間変化を示して
いる。これは流速の x軸方向成分の正負それぞれの平均値である。流速が正の領域は上昇
流、負の領域は下降流を示している。また、各傾斜角に対する流速の値は、傾斜角 0◦にお
ける流速の最大値で基準化したものである。傾斜角 20◦以上において流速のピークが顕著
に現れ、容器内において対流が形成されていることがわかる。また傾斜角 20◦以上では、
傾斜角が大きいケースほど早期に流速のピークが発現する傾向が見られた。最大流速は傾
斜角 0◦の場合の約 1.37倍（傾斜角 30◦）であった。
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7.3. シミュレーション結果 第 7章傾斜沈降による固液分離促進効果
Frame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(a) t∗ = 0.005 (b) t∗ = 0.150 (c) t∗ = 0.300

Frame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(d) t∗ = 0.400 (e) t∗ = 0.500 (f) t∗ = 1.000

0.0203477 0.0406953 0.061043 0.0813906 0.101738 0.122086 0.142434 0.162781 0.183129 0.203477 0.223824 0.244172 0.264519 0.284867 0.305215

Frame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

Low Flow velocity distribution High

Fig. 7.4: The behavior of hindered settling particles and flow velocity distribution; Model A-1

(θ = 0◦)
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7.3. シミュレーション結果 第 7章傾斜沈降による固液分離促進効果
Frame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(a) t∗ = 0.005 (b) t∗ = 0.150 (c) t∗ = 0.300

Frame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(d) t∗ = 0.400 (e) t∗ = 0.500 (f) t∗ = 1.000

0.0203477 0.0406953 0.061043 0.0813906 0.101738 0.122086 0.142434 0.162781 0.183129 0.203477 0.223824 0.244172 0.264519 0.284867 0.305215

Frame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

Low Flow velocity distribution High

Fig. 7.5: The behavior of hindered settling particles and flow velocity distribution; Model A-1

(θ = 20◦)
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7.3. シミュレーション結果 第 7章傾斜沈降による固液分離促進効果
Frame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(a) t∗ = 0.005 (b) t∗ = 0.150 (c) t∗ = 0.300

Frame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  11 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(d) t∗ = 0.400 (e) t∗ = 0.500 (f) t∗ = 1.000

0.0203477 0.0406953 0.061043 0.0813906 0.101738 0.122086 0.142434 0.162781 0.183129 0.203477 0.223824 0.244172 0.264519 0.284867 0.305215

Frame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

Low Flow velocity distribution High

Fig. 7.6: The behavior of hindered settling particles and flow velocity distribution; Model A-1

(θ = 40◦)
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7.3. シミュレーション結果 第 7章傾斜沈降による固液分離促進効果
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(c) Model A-3

Fig. 7.7:Phase separation rate; Model A-1, A-2 and A-3
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(a) Model B-1
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Fig. 7.8:Phase separation rate; Model B-1, B-2 and B-3
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7.3. シミュレーション結果 第 7章傾斜沈降による固液分離促進効果

Fig.7.10は、対流が沈降する固体粒子群に与える影響について描いたものである。図の
上段は、各ケースにおいて流速ピーク発生時刻 t∗ における流速ベクトル図である。下段
は、沈降が促進された固体粒子群を示している。図中の粒子は固体粒子の初期位置、黒線
が沈降の軌跡である。また、赤線の区間は粒子群干渉沈降速度（Hindered settling velocity）
が単一粒子沈降における終端速度（Terminal velocity of a single settling particle）を上回っ
た区間である。なお、この単一粒子沈降速度は Fig.7.3に示した計算領域で予め計算した
値を用いた。上段と下段の図を対比すると、下降流が卓越している領域において固体粒子
の沈降が促進されたことがわかる。ただし、傾斜角 0◦の場合でも単一粒子の終端速度を
超える速度で沈降する固体粒子が存在する。したがって、Fig.7.10で出力された固体粒子
全てが傾斜沈降の効果のみを受けている訳ではないため注意を要する。Npは、単一粒子
沈降での終端速度を越える速度で沈降した固体粒子数を指す。

Fig.7.11は、Fig.7.10で出力された固体粒子の沈降速度 Vpをプロットしたものである。
この沈降速度は、単一粒子沈降における終端速度で基準化されている。各グラフ中の赤線
は、終端速度を示している。特に傾斜角 20◦以上で、沈降速度が終端速度の 1.5倍に達す
る結果が得られた。また、僅かではあるが、（再）浮上する固体粒子の存在も確認するこ
とができた。
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Fig. 7.9:Flow velocity vs. simulation duration; Model A-1
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F
ra
m
e
0
0
1
‰
1
8
N
o
v
2
0
0
9
‰
F
lu
id

V
e
lo
c
ity

_
C
o
n
to
u
r
2
D

F
ra
m
e
0
0
1
‰
1
8
N
o
v
2
0
0
9
‰
F
lu
id

V
e
lo
c
ity

_
C
o
n
to
u
r
2
D

F
ra
m
e
0
0
1
‰
1
8
N
o
v
2
0
0
9
‰
F
lu
id

V
e
lo
c
ity

_
C
o
n
to
u
r
2
D

F
ra
m
e
0
0
1
‰
1
8
N
o
v
2
0
0
9
‰
F
lu
id

V
e
lo
c
ity

_
C
o
n
to
u
r
2
D

F
ra
m
e
0
0
1
‰
1
8
N
o
v
2
0
0
9
‰
F
lu
id

V
e
lo
c
ity

_
C
o
n
to
u
r
2
D

F
ra
m
e
0
0
1
‰
1
8
N
o
v
2
0
0
9
‰
F
lu
id

V
e
lo
c
ity

_
C
o
n
to
u
r
2
D

(a) θ = 0◦, t∗ = 0.035 (b)θ = 10◦, t∗ = 0.035 (c)θ = 20◦, t∗ = 0.200
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(a) θ = 0◦,Np = 21 (b)θ = 10◦,Np = 19 (c)θ = 20◦,Np = 51

Fig. 7.10: Settling particle trajectories and enhanced settling zone by convective flow; Model

A-1 (a)-(c)
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(d) θ = 30◦, t∗ = 0.150 (e)θ = 40◦, t∗ = 0.140 (f) θ = 50◦, t∗ = 0.140
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Fig. 7.10: Settling particle trajectories and enhanced settling zone by convective flow; Model

A-1 (d)-(f)

93



7.3. シミュレーション結果 第 7章傾斜沈降による固液分離促進効果

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Simulation duration, t*

N
o
rm

al
iz

ed
 s

et
tl

in
g
 v

el
o

ci
ty

, 
V

p

(a) θ = 0◦

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Simulation duration, t*

N
o
rm

al
iz

ed
 s

et
tl

in
g
 v

el
o

ci
ty

, 
V

p

(b) θ = 10◦
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(c) θ = 20◦

Fig. 7.11:Hindered settling velocity vs. free settling velocity; Model A-1 (a)-(c)
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(d) θ = 30◦
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(e) θ = 40◦
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(f) θ = 50◦

Fig. 7.11:Hindered settling velocity vs. free settling velocity; Model A-1 (d)-(f)
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7.4. 結言 第 7章傾斜沈降による固液分離促進効果

7.4 結言

本章では、スラリーの傾斜容器を用いた固液分離促進現象を再現し、容器傾斜角、粒度
分布および対流の形成が沈降速度（分離速度）に与える影響を検討した。以下に得られた
知見を列挙する。

1. 粒子ベースの数値シミュレーション手法を用いたことにより、沈降過程における固
体粒子群の運動および上昇する流れ（液相）を明確に捉えることができた。

2. 容器傾斜角の増加に伴う分離速度の向上を再現することができた。傾斜角 20◦以上
では、0◦および 10◦のケースと比較して、分離時間が約 2/3に短縮された。

3. スラリーを構成する固体粒子のサイズにバラツキがある場合は、分離が幾分遅延す
る傾向が見られる。本計算結果においては、サイズの小さい固体粒子の上昇流によ
る浮上に起因するためであると考えられる。

4. 容器内に形成される対流が固体粒子の沈降速度の向上に寄与していることを示した。
このとき、固体粒子群の沈降速度は、単一粒子の終端速度の最大 1.5倍に達する。
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第8章 多孔質体内の粒子輸送による浸透率の
低下

8.1 緒言

流体流れに伴う粒子輸送は、様々な工学的領域において重要な現象の 1つである。資源
工学あるいは土木工学の分野において、多孔質体内での粒子輸送問題として、次のような
例とそれに関する既往の研究を挙げることができる。

8.1.1 既往の研究

グラウト材注入による岩盤の浸透性改良

グラウチングは、流体の浸透挙動を制御する工法の 1つである。ダムなどの土木構造物
においては、岩盤中の空隙を充填し、岩盤を固密化することにより、岩盤の浸透性や力学
特性を改良することを目的として行われる。また放射性廃棄物の地下処分場においても、
貯蔵施設としての高度な遮蔽機能が要求されており、岩盤の浸透性の改良に用いられる。
そこで、グラウチング施工の指針となるような数値モデルの確立が望まれている。古賀ほ
か (2001)は、セメントベースのグラウト材の浸透挙動について研究しており、セメント
粒子の輸送過程においては、セメントの浸透に関する理論式を導出している。また地盤間
隙へのセメント粒子の充填過程は、ろ過理論を用いて理論式を導出している。さらに、ろ
過理論の適用性 (古賀ほか, 2002a)、混合した材料の違いによるグラウト材の流動特性の相
違 (古賀ほか, 2002b)も実験によって確認されている。伊達ほか (2002)は、高濃度のグラ
ウト材料を効果的に注入する動的注入工法を開発し、静的注入工法（注入圧力に脈動を与
えない従来の工法）に比べて、より多くのグラウト材を短時間で注入できることを確認し
ている。

アスファルテンの析出による石油生産障害

石油の生産障害にも、多孔質体内における粒子輸送が関わっている。油層圧力低下およ
びガス攻法適用時に油層内でのアスファルテン析出が生産障害となることが知られている
(独立行政法人石油天然ガス・金属鉱物資源機構, 2003)。アスファルテンとは、暗褐色か
ら黒色の固形分で固有の融点を持たず、加熱により炭素質残滓を残して分解し、炭素、水
素、酸素および硫黄を含む複雑な極性を持つ大型環状分子である (眞田, 2006)。アスファ
ルテンの析出発生箇所は、地上設備、坑井内（チュービング、ケーシング）および油層内
の 3つに分類される。特に油層内において析出した場合は、析出による孔隙の閉塞を引き
起こしたり、アスファルテンの極性が強いために孔隙表面に吸着することによって貯留層
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の濡れ性を変化させたりすることがある (眞田, 2006)。岡津ほか (2006)は、コアフラッド
実験により、アスファルテン析出がコアの浸透率の低下に与える影響を調べている。この
実験では、初期コア浸透率が 1/3～1/7減少するという結果が得られている。

メタンハイドレート開発における細粒分移動

山本 (2009)は、海底堆積物中に存在するメタンハイドレートの開発における粒子輸送
問題を挙げている。メタンハイドレート生産の為に減圧法による地盤内部の有効応力増加
が圧密を促進すると、粒子破壊を生じ、地層の浸透率を低下させる。またハイドレート分
解で移動できるようになったシルトサイズ以下の細粒分や粒子破壊の破片は水・ガスの流
れにのって坑井周辺、特にパーフォレーション孔周辺に集まり、さらに集積することで、
生産障害を発生させるおそれがある (山本, 2009)。

このように、微粒子の多孔質体内への流入が浸透性に与える影響を検討することは工学
的にも非常に重要であると言える。三善と松岡 (2004)は、多孔質岩体内の続成過程を想
定した孔隙率減少に伴う浸透性評価を数値計算によって行なっている。さらに、Miyoshi

et al. (2004);三善ほか (2005, 2006)は多孔質体内を浮遊する微粒子の移動および堆積を考
慮した数値計算を実施し、圧力差が多孔質体内の浸透率変化に与える影響についても検討
している。また、Bouttet al. (2006)は、単一フラクチャー内を流れる微粒子の運動を計算
し、フラクチャーの壁近傍の低流速度場でトラップされる微粒子を再現している。

8.1.2 本研究の目的

本章では、多孔質体内における微粒子と流体の挙動を同時に解くことにより、粒子輸送
による多孔質体の浸透率低下プロセスの再現を試みる。はじめに、連成計算手法を用いて、
チャネル狭窄部における円形粒子の挙動について検討する。次に、格子ボルツマン法を用
いて多孔質体内を流れる流体挙動を計算し、この結果を経験式と定量的に比較することに
より、本シミュレーションの妥当性について示す。最後に、再び連成計算手法を用いて、
多孔質体内に流入する微粒子の濃度が浸透率に与える影響について検討する。また同時に、
微粒子が流体流れに伴い移動する過程での多孔質体内の流速分布および圧力分布の変化も
評価する (大槻と松岡, in review)。

8.2 チャネル狭窄部における粒子の挙動

ここでは、チャネル狭窄部における円形粒子の挙動を計算した結果について述べる。こ
こで用いるモデルは、Li et al. (2004)および百武ほか (2007)による数値計算での血管狭
窄状態モデルを模したものである。本研究では、このモデル内を流体流れに伴って移動す
る単一円形粒子あるいは一対の円形粒子の挙動を計算する。単一円形粒子のケースでは、
チャネル狭窄部を通過する粒子の挙動を詳細に観察することを目的とする。また、一対の
円形粒子のケースでは、チャネル狭窄部の閉塞について考察する。なお、円形粒子は剛体
とする。
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8.2.1 チャネル狭窄部における単一円形粒子の挙動

Fig.8.1は、シミュレーションモデル（初期状態）を示している。計算領域は、長さ500mm(L)、
幅 100mm(W)である。円形粒子の直径は 15mm(D)である。狭窄部におけるパス幅 (Gap)

は、円形粒子の直径の 1.75倍に設定されている。したがって、同時に 2つの粒子が狭窄部
を通過することはできない。また、計算領域左端を流入部、右端を流出部とし、圧力勾配
を設定することにより流体運動を生じさせる (Zou and He, 1997)。上端および下端は固定
壁とし、バウンス・バック（Bounce-back rule）法を適用している。Table.8.1は、入力パラ
メータを示している。円形粒子と流体の密度比は 2.0である。

W

Inlet Outlet

L

Pressure gradient

x
y

Gap=1.75D

Fig. 8.1:Model for the simulation of a moving circular particle

円形粒子は初期状態では固定されている。流体運動が定常状態に達するのに十分な時間
が経過した（10,000step）後、円形粒子を初速度ゼロで解放する。円形粒子の初期位置は 3

ケースであり、Case1では中心軸上に配置される（Fig.8.1）。Case2およびCase3では円形
粒子はそれぞれ、中心軸から y軸に関して正方向にDおよび 2Dだけの位置に配置される。

Fig.8.2は、Case1からCase3の各ケースにおける単一円形粒子の軌跡を示したものであ
る。横軸および縦軸方向の長さはそれぞれ、計算領域の長さ Lおよび幅 Dで無次元化さ
れている。また Fig.8.3は、各ケースにおける粒子速度の x成分 Vxおよび y成分 Vyの変
化を示している。それぞれの速度成分は、狭窄部ではない管内の中心軸上における平均移
動速度の x成分 Vcで無次元化されている。

Case1では、y軸方向の流体力は常に釣り合うため、円形粒子は x軸方向のみに移動して
いる。また、チャネル狭窄部における移動速度は、狭窄部ではない管内の平均移動速度の
最大 3.1倍となった。一方、円形粒子を中心軸からずらして配置した Case2および Case3

でも、Case1と同様にチャネル狭窄部にて移動速度の増加が確認された。また両ケースと
も、チャネル狭窄部を通過した後、円形粒子は再び元の位置 y/Dに戻る結果が得られた。
これは、Segŕe-Silberberg効果と呼ばれる現象であり、本手法もこれを良く再現することが
できていると考えられる。この効果は、Segŕe and Silberberg(1961)の実験によって発見さ
れたものであり、管内を流れる粒子が中心軸と壁面との間に存在する平衡位置へと移動す
る現象である (百武ほか, 2006)。
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Table 8.1:Input parameters for the simulation of a moving circular particle

DEM Discrete time step 5.0× 10−6 [sec]

Solid density 2.0× 103 [kg/m3]

Friction coefficient between particles 0.25 [-]

Friction coefficient between particle and wall 0.17 [-]

Spring stiffness (normal) 2.5× 106 [N/m]

Spring stiffness (tangential) 1.0× 106 [N/m]

Damping coefficient (normal) 1.0 [Nsec/m]

Damping coefficient (tangential) 0.63 [Nsec/m]

LBM Discrete time step 1.0× 10−4 [sec]

Fluid density 1.0× 103 [kg/m3]

Number of nodes 501× 152 [-]

Lattice spacing 1.0× 10−3 [m]

Relaxation time 1.0 [-]

Pressure gradient 6.7× 10−2 [Pa/m]

Simulation duration 1.0× 101 [sec]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x/L

y
/D

Case1

Case2

Case3

Fig. 8.2:The trajectories of a single circular particle in a channel with the stenosis throat
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Fig. 8.3:The velocities of the particle with respect to the x-axis position

8.2.2 円形粒子によるチャネル狭窄部の閉塞

Fig.8.4は、シミュレーションモデルを示している。計算領域、境界条件および入力パ
ラメータは、前節で用いたモデルと共通である。一対の円形粒子はそれぞれ、中心軸か
ら粒子直径 Dだけ離れて配置されている (h1 = h2 = D)。これを Case4とする。また、
中心軸の上側にある円形粒子の初期位置を D/30だけさらに上方へ配置したものを Case5

とする (h1 = D + D/30,h2 = D)。流体運動が定常状態になるのに十分な時間が経過した
（10,000step）後、円形粒子は初速度ゼロで解放される。

W h1
h2

L

Inlet OutletPressure gradient

x
y

Gap=1.75D

Fig. 8.4:Model for the simulation of a moving circular particle

Fig.8.5および Fig.8.6は、Case4における円形粒子の軌跡、粒子速度の x成分Vxおよび y

成分 Vyの変化を示したものである。同様に Fig.8.7および Fig.8.8は、Case5における円形
粒子の軌跡、粒子速度の変化を示している。Case4では、円形粒子が中心軸に対して完全
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に対称に移動し、チャネル狭窄部を閉塞した。一方、非対称に円形粒子を配置したCase5

では、中心軸に近い下側の円形粒子が先にチャネル狭窄部へ進入し、やや遅れて上側の円
形粒子がこれに従う結果となった。

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x/L

y
/D

Upper particle

Lower particle

Fig. 8.5:Moving particles trajectories in a channel with the stenosis throat; Case4

8.3 多孔質体内における流体挙動

次に、格子ボルツマン法によって多孔質体内における流体挙動を計算した結果について
述べる。ここでは、多孔質体内の流速および圧力分布を再現するとともに、シミュレーショ
ン結果を多孔質体内の流れに対する経験式と定量的に比較することにより、その妥当性を
検証した。

8.3.1 シミュレーション条件

Fig.8.9は、シミュレーションモデルを示している。計算領域は、長さ 500mm(L)、幅
100mm(D)である。この計算領域中央部には、多孔質体区間を形成する固定円形粒子 23個
が配置されている。固定円形粒子の直径は、擬似乱数によって 20～40mmの間で正規分布
に基づくように決定されている。多孔質体領域の孔隙率は、67.9%である。ただし、ここ
での孔隙率は、多孔質体領域の面積に対する固定円形粒子が占める領域以外の面積の割合
を指す。また、計算領域左端を流入部、右端を流出部とし、圧力勾配を設定することによ
り流体運動を生じさせる。上端および下端は固定壁とし、バウンス・バック（Bounce-back

rule）法を適用している。Table 2は、入力パラメータを示している。また本研究では、緩
和時間係数を Table 3に示すように 1.00から 0.52まで徐々に低下させていき、全 13ケー
スの動粘性係数での流体挙動計算を実施した。
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Fig. 8.6:The velocities of the particle with respect to thex-axis position; Case4
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Fig. 8.7:Moving particles trajectories in a channel with the stenosis throat; Case5
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Fig. 8.8:The velocities of the particle with respect to thex-axis position; Case5
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Fig. 8.9:Model for the simulation of fluid flow in porous media

Table 8.2:Input parameters for the simulation of fluid flow in porous media

LBM Discrete time step 1.0× 10−4 [sec]

Fluid density 1.0× 103 [kg/m3]

Number of nodes 501× 152 [-]

Lattice spacing 1.0× 10−3 [m]

Pressure gradient 6.7× 10−2 [Pa/m]

Simulation duration 1.0 [sec]
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Table 8.3:Relaxation times and kinematic viscosity coefficients

Relaxation timeτ [-] Kinematic viscosity coefficientν [m2/sec]

1.00 1.67× 10−3

0.90 1.33× 10−3

0.80 1.00× 10−3

0.70 6.67× 10−4

0.60 3.33× 10−4

0.59 3.00× 10−4

0.58 2.67× 10−4

0.57 2.33× 10−4

0.56 2.00× 10−4

0.55 1.67× 10−4

0.54 1.33× 10−4

0.53 1.00× 10−4

0.52 6.67× 10−5

8.3.2 多孔質体内の流れに対する経験式

多孔質体を通過する流体の流動抵抗（圧力損失）と Reynolds数の間には、理論的に導
出された経験式が提案されている (山本, 2004)。Eq.(8.1)は Reynolds数が小さい層流の場
合 (Re< 10)に適用される Blake-Kozenyの式、Eq.(8.2)は Reynolds数がより大きな場合
(10 < Re< 1000)に適用される Ergunの式である。さらに乱流の場合 (Re> 1000)には、
Eq.(8.3)に示した Burke-Plummerの式が用いられる。

f =
150
Re

(Blake− Kozeny equation,Re< 10) (8.1)

f =
150
Re
+ 1.75 (Ergun equation,10< Re< 1000) (8.2)

f = 1.75 (Burke− Plummer equation,Re> 1000) (8.3)

ここで、f：摩擦係数（Friction factor）でEq.(8.4)のように表わされ、Reynolds数はEq.(8.5)

のように定義される。

f =

(
−∂p
∂x

)
De

ρU2
in

ε3

(1− ε) (8.4)

Re=
UinDe

ν (1− ε) (8.5)
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ここで、−∂p/∂x：圧力勾配、Uin：流入速度、ρ：密度、ε：孔隙率、ν：動粘性係数である。
また、De：等価直径、Rh：動水半径であり、それぞれ Eq.(8.6)および Eq.(8.7)のように定
義される。

De =
6Rh

ε
(1− ε) (8.6)

Rh =
volume available f or f low

total wetted sur f ace
(8.7)

ただし、本研究では 2次元のシミュレーションを実施するため、Eq.(8.7)中の流体が流れ
る孔隙の体積の代わりに面積、濡れ面積には固定円形粒子の周囲長さと多孔質体区間の上
下端面の長さの和を用いている。

8.3.3 シミュレーション結果

Fig.8.10および Fig.8.11はそれぞれ、緩和時間係数 τ = 1.0のケースにおけるモデル内の
流速分布および圧力分布を示したものである。横軸は、計算領域の長さ Lで無次元化され
ている。また縦軸は、流速あるいは圧力の値を表わしている。流速は y軸断面に関して平
均した x軸方向の流速Unpを流入速度Uinで無次元化した値、圧力は y軸断面に関しての
平均圧力 Pを流出部における圧力 Poutで無次元化した値である。この結果は多孔質体区間
において、流体パスの断面積の減少による流速の増加を再現することができていることを
表わしている。また、圧力は多孔質体区間にて、ほぼ直線的に減少していくことがわかる。
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Fig. 8.10:Flow velocity distribution in porous media;τ = 1.0

Fig.8.12は、全ケースについての摩擦係数とReynolds数の関係をプロットし、前節で述
べた Eq.(8.1)および Eq.(8.2)と比較したものである。これは、本研究で用いている格子ボ
ルツマン法は標準的なものであり、低い Reynolds数（一般的に、およそ Re= 100以下）
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Fig. 8.11:Pressure distribution in porous media;τ = 1.0

での層流領域のみに対して適用することができるためである (Fenget al., 2007)。Reynolds

数の増加に伴い、摩擦係数が低下する傾向が得られ、両経験式と定性的に良く一致する結
果が得られた。しかしながら定量的に比較すると、シミュレーション結果は経験式とは合
致していない。これは、経験式が 3次元の実験によって導出されたものであり、2次元シ
ミュレーションでは流路選択の自由度が少ないため (松隈ほか, 1998)、流動抵抗が大きく
なったと考えられる。

8.4 多孔質体内を流動する粒子挙動

最後に、格子ボルツマン法と個別要素法を連成した数値計算手法を用いて、多孔質体内
を流動する粒子挙動を計算した結果について述べる。ここでは、流体とそれに伴い移動す
る微粒子が多孔質体の浸透率に与える影響を考察する。

8.4.1 シミュレーション条件

シミュレーションモデルには、前節で用いた多孔質体モデルと同様のものを用いる。境
界条件は計算領域左端を流入部、右端を流出部とし、圧力勾配を設定することにより流体
運動を生じさせる。また、上端および下端は固定壁とし、バウンス・バック（Bounce-back

rule）法を適用している。ここでは、多孔質体内に流入する微粒子濃度を 3ケース用意し、
これらが浸透率に与える影響を評価する。Case1は 19個、Case2は 38個、Case3は 57個
の移動円形粒子が多孔質体区間の左側に配置されている。この粒子の直径は 10mmであ
り、初期位置座標は擬似一様乱数を用いて決定されている。この粒子群の初期状態での接
触は認めていない。また初期状態における移動円形粒子は固定されており、流体運動が定
常状態に十分近づいた（10,000step）後、解放されるものとする。なお、多孔質体を構成
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Fig. 8.12:Friction factor vs. Reynolds number

する固定円形粒子の最小離間間隔は、移動円形粒子の直径と同じである。Table.8.4は、入
力パラメータを示している。移動円形粒子と流体の密度比は 2.0である。

8.4.2 多孔質体内の浸透率

岩石（多孔質体）の浸透率は、岩石中の流体の流れやすさの指標であり、地殻内部（例
えば石油貯留層）の物理パラメータの中で、最も重要なものの 1つである (西澤と金川,

2008)。ここでは、多孔質体を通過する流体がダルシー則（Darcy’s law）を満たすことを前
提に、微粒子が流入する多孔質体の浸透率の経時変化を求める。ダルシー則は、Eq.(8.8)

のように表わすことができ、流速が圧力勾配と線形関係にあることを示している。

q = −
(
k
µ

)
∇P (8.8)

ここで、q：流速、k：絶対浸透率、µ：粘性係数、∇P：圧力勾配である。本研究では、x軸
方向の絶対浸透率を次に示す Eq.(8.9)から求めた。

Ux = −
(
Kx

µ

)
∂p
∂x

(8.9)

ここで、Ux：多孔質体領域の平均流速、Kx：x軸方向の絶対浸透率、µ：粘性係数、∂p/∂x：
x軸方向の圧力勾配である。

8.4.3 微粒子の流入による孔隙閉塞と流体パスの変化

Fig.8.13から Fig.8.15に各ケースにおける t∗ = 1.0 (310,000step)までのシミュレーショ
ン結果を示す。ここで、t∗は計算終了ステップ数で無次元化した時間を意味する。左図は
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Table 8.4: Input parameters for the simulation of particle transport with fluid flow in porous

media
DEM Discrete time step 5.0× 10−6 [sec]

Solid density 2.0× 103 [kg/m3]

Friction coefficient between particles 0.25 [-]

Friction coefficient between particle and wall 0.17 [-]

Spring stiffness (normal) 2.5× 106 [N/m]

Spring stiffness (tangential) 1.0× 106 [N/m]

Damping coefficient (normal) 1.0 [Nsec/m]

Damping coefficient (tangential) 0.63 [Nsec/m]

LBM Discrete time step 1.0× 10−4 [sec]

Fluid density 1.0× 103 [kg/m3]

Number of nodes 501× 152 [-]

Lattice spacing 1.0× 10−3 [m]

Relaxation time 0.6 [-]

Pressure gradient 6.7× 10−2 [Pa/m]

Simulation duration 3.1× 101 [sec]
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流速分布、右図は流線網を表わしている。多孔質体内を流れる流体挙動の変化と、これに
伴い孔隙中を移動する微粒子の運動を観察することができる。微粒子濃度が高くなるに従
い、孔隙中に複数個の移動円形粒子が集積する傾向がある。この円形粒子により、多孔質
体の流体パスが閉塞されている。流線網が示すように、初期状態にて比較的モデル全体を
流れていた流体は、流体パスの閉塞により、流動抵抗の小さいパスを選択的に流動してい
ることがわかる。

Fig.8.16は、Case2における流速分布の値である。y軸断面に関して平均した x軸方向の
流速分布を示しており、前節で述べた（微粒子を流入させない）多孔質体モデルにおける
流速 Unpで無次元化されている。横軸は無次元化したモデル長さであり、x/L = 0.2～0.8

が多孔質体区間である。移動円形粒子を解放する t∗ = 0.032 (10,000step)までは、多孔質
体区間の流速はおよそ 3.2である。円形粒子が移動を開始すると流動抵抗は低下するため、
モデル全体における流速はおよそ 4.1まで上昇する。これは、圧力差一定の条件で計算し
ているためである。その後、時間経過と共に移動円形粒子が孔隙中にて集積し始めると、
流速はモデル全域で減少する結果となった。なお、t∗ = 0.196 (60,000step)における流速低
下が顕著なポイント (x/L = 0.28)では、Fig.8.14(b)の領域 Aで生じた微粒子 5個による一
時的な孔隙閉塞に起因しているものと考えられる。

Fig.8.17は、Case2における圧力分布の値である。圧力の値は、y軸断面に関しての平均
圧力 Pを流出部における圧力 Poutで無次元化したものである。多孔質体モデルのみのケー
スと比較して、微粒子の流入によるいびつな圧力低下が孔隙内で生じていることが観察で
きる。

Fig.8.18および Fig.8.19はそれぞれ、Case3における流速分布および圧力分布である。
Case2と比べCase3は微粒子による孔隙閉塞が著しいため、流速分布および圧力分布が激
しく時間変化していることがわかる。また t∗ = 0.516 (160,000step)以降では、x/L = 0.4近傍
における変化が卓越している。これは多くの流体パスが閉塞されたことにより、Fig.8.15(d)

の領域 Bが唯一のパスとなるためである。

8.4.4 微粒子濃度が多孔質体の浸透率に与える影響

Fig.8.20は、各ケースにおける多孔質体区間の浸透率の時間変化を示している。浸透率
は t∗ = 0.032 (10,000step)経過時の浸透率 K0で無次元化した値を用いることにした。した
がって、この図は移動を開始した円形粒子群が多孔質体区間を通過することによる浸透率
の変化を表わすものである。低濃度の微粒子を流入させたCase1では、10%程度の浸透率
の低下が見られる。しかし、孔隙閉塞は発生しないため、すぐに浸透率が回復する傾向に
ある。これに対し、高濃度の微粒子を流入したCase2およびCase3ではそれぞれ、およそ
20%および 50%の浸透率の低下が生じる結果となった。両ケースとも、移動している全
ての微粒子が多孔質体区間から流出した後も孔隙閉塞は継続するものと推測でき、浸透率
の回復は望めないと考えられる。
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Frame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(a) t∗ = 0.032
Frame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(b) t∗ = 0.196
Frame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(c) t∗ = 0.355
Frame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(d) t∗ = 0.516
Frame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(e) t∗ = 0.677
Frame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  17 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  25 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(f) t∗ = 1.000

0.0203477 0.0406953 0.061043 0.0813906 0.101738 0.122086 0.142434 0.162781 0.183129 0.203477 0.223824 0.244172 0.264519 0.284867 0.305215

Frame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

Low Flow velocity distribution High

Fig. 8.13:Migration behavior of micro particles in porous media; Case1
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Frame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(a) t∗ = 0.032
F rame 001 ‰16 Nov 2009 ‰F luid Velocity_C ontour 2DF rame 001 ‰16 Nov 2009 ‰F luid Velocity_C ontour 2D

A

Frame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(b) t∗ = 0.196
Frame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(c) t∗ = 0.355
Frame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(d) t∗ = 0.516
Frame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(e) t∗ = 0.677
Frame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  18 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(f) t∗ = 1.000

0.0203477 0.0406953 0.061043 0.0813906 0.101738 0.122086 0.142434 0.162781 0.183129 0.203477 0.223824 0.244172 0.264519 0.284867 0.305215

Frame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

Low Flow velocity distribution High

Fig. 8.14:Migration behavior of micro particles in porous media; Case2
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Frame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(a) t∗ = 0.032
Frame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(b) t∗ = 0.196
Frame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(c) t∗ = 0.355
F rame 001 ‰16 Nov 2009 ‰F luid Velocity_C ontour 2DF rame 001 ‰16 Nov 2009 ‰F luid Velocity_C ontour 2D

B

Frame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(d) t∗ = 0.516
Frame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(e) t∗ = 0.677
Frame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  16 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D Frame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  19 Oct 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(f) t∗ = 1.000

0.0203477 0.0406953 0.061043 0.0813906 0.101738 0.122086 0.142434 0.162781 0.183129 0.203477 0.223824 0.244172 0.264519 0.284867 0.305215

Frame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

Low Flow velocity distribution High

Fig. 8.15:Migration behavior of micro particles in porous media; Case3
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Fig. 8.16:Flow velocity distribution in porous media; Case2
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Fig. 8.17:Pressure distribution in porous media; Case2

114



8.4. 多孔質体内を流動する粒子挙動 第 8章多孔質体内の粒子輸送による浸透率の低下

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

6.0

7.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x/L

U
x
/U
n
p

t*=0.032

t*=0.196

t*=0.516

t*=1.000

Fig. 8.18:Flow velocity distribution in porous media; Case3
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Fig. 8.19:Pressure distribution in porous media; Case3
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Fig. 8.20:Permeability in porous media

8.5 結言

本章では、多孔質体を流れる微粒子群が浸透率低下に与える影響について考察した。は
じめに、格子ボルツマン法と個別要素法を連成した数値計算手法を用いて、チャネル狭窄
部における円形粒子の挙動について検討した。次に、格子ボルツマン法を用いて多孔質
体内を流れる流体挙動を計算し、この結果を経験式と定量的に比較することにより、本シ
ミュレーションの妥当性について検討した。最後に、連成計算手法を用いて、多孔質体内
に流入する微粒子の濃度が浸透率低下に与える影響を評価した。またこれと同時に、微粒
子群が多孔質体内を移動するときの多孔質体内の流速分布および圧力分布の変動について
も述べた。以下に得られた知見を列挙する。

1. チャネル狭窄部近傍の円形粒子の挙動を計算し、Segŕe-Silberberg効果および狭窄部
の閉塞を再現できることを確認した。

2. 2次元で多孔質体内の流体挙動を計算した結果は、Blake-Kozenyの式および Ergun

の式と定性的な一致が見られた。定量的な一致に至らなかったのは、2次元計算が 3

次元計算と比較して、流路選択の自由度が低く、その結果流動抵抗が大きくなるか
らであると考えられる。

3. 多孔質体内を通過する微粒子群の挙動を再現し、孔隙閉塞に伴う流体パスの選択的
変化を捉えることができた。また、多孔質体内の流速分布およぶ圧力分布の時間変
化をシミュレートすることができた。

4. 多孔質体内へ流入する微粒子の濃度が低い場合、若干の浸透率の低下が生じる。し
かし、孔隙閉塞には至らず、微粒子が通過した後は、浸透率は回復に向かう傾向に
ある。
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5. 微粒子の濃度が増加するに従い、孔隙閉塞が生じやすくなる。このため、多孔質体
の浸透率が著しく低下し、浸透率の回復は望めない可能性もある。本研究における
モデルでは、最大 50%程度の浸透率低下を再現することができた。

今回の数値計算は、具体的な現象に特化したものではなく、多孔質体内での粒子輸送問
題に関する単純なモデルあるいは境界条件を用いたシミュレーション結果である。特に、
本研究で用いたモデルはその境界条件に関する計算手法上の簡略化のため、計算領域の上
下端を固定壁とし、滑りなし条件を適用している。このため、固定壁近傍の流体および移
動粒子の運動は滑りなし条件の影響が支配的であり、上下方向に連続した多孔質体内での
現象を完全に模擬しているとは言い難い。このため、計算はやや複雑になるが、滑り条件
あるいは周期境界条件の適用が望ましい。
その他今後の課題としては、次のようなことが挙げられる。8.1で述べたような具体的
な現象に対する適用を目指し、実スケールかつ重力下におけるシミュレーションを実施す
る。また、流体中における粒子の沈降あるいは衝突挙動などの実験と比較することにより、
入力パラメータの決定手法を確立する必要があると思われる。また、多相流体中での粒子
運動の計算、濡れ性および毛細管力のモデリング、剛体粒子のみではなく変形可能な粒子
運動の計算も今後進めていく予定である。
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第9章 サンドアーチの崩壊が出砂に与える
影響

9.1 緒言

出砂（Sand production）とは、地下流体資源の採収に伴い、貯留層を構成する砂粒子が
流体に伴って移動し、坑井内に流出する現象である。出砂は、チュービング・パイプ内を閉
塞させて生産量の低下を招くこと、あるいは坑内および地上機器に大きな損傷を与えるこ
とがあり、これは出砂障害（Sand trouble）と呼ばれている (独立行政法人石油天然ガス・
金属鉱物資源機構, 1986)。
長年に渡り、出砂は石油業界が抱える非常に困難な課題の 1つである。業界各社は、坑井
内からの砂の除去あるいは機器の修復に毎年数百万ドルも費やしている。また、生産レー
トの制限により、さらに数百万ドルもの損失を出すこともある (Saebiet al., 2009)。出砂障
害の発生が報告されている地域を挙げると、アメリカのガルフ・コースト（Gulf Coast）、
トリニダード、北海、ベネズエラ、ブラジル、マレーシア、インドネシア、中国、オース
トラリア、西アフリカと世界的な問題であることがわかる。
また、通常の貯留岩よりも軟弱な地層に胚胎するメタンハイドレートや重質油などの非
在来型資源を生産する際には、軟弱な地層や生産に伴う地層強度の低下に起因する出砂障
害も確認されている (独立行政法人石油天然ガス・金属鉱物資源機構, 2009)。

9.1.1 発生メカニズムと対策

出砂は、次のようなケースで発生することが多いとされている (独立行政法人石油天然
ガス・金属鉱物資源機構, 1986)。

1. 貯留層が未固結砂岩で構成されており、砂岩粒子の結合が極めて弱い場合

2. 過大なドロー・ダウン（Drawdown）1の下で採取される場合

3. 水の産出によって砂岩粒子間を結合する物質（セメンチング物質）が溶解された場合

一般的に、出砂障害と呼ばれる現象は、出砂量が全体の生産量の 0.1%以上（もしくは、
10lbs/1,000bbl of oil）になった場合に発生すると言われている (独立行政法人石油天然ガ
ス・金属鉱物資源機構, 2009)。この値は各地域の貯留層性状に依存し、経験的な要素が強

1ドロー・ダウンとは、油層圧力（密閉坑底圧）と産油状態における流動坑底圧との圧力差を指し、一般に
次の 2種類の表現の仕方がある。
(1)（ドロー・ダウン・プレッシャー）=（密閉坑底圧）－（流動坑底圧）
(2)（ドロー・ダウン %）=（ドロー・ダウン・プレッシャー）÷（密閉坑底圧）× 100
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く影響するが、出砂許容量は生産流体の粘性が低く、生産量の多いガス井または軽質油ほ
ど低くなる傾向にある。こうした出砂障害が発生するメカニズムは概ね、次の 5つの経時
的現象（Fig.9.1）によって説明することができる。

5 1

2
3

4

Fig. 9.1:Conceptual diagram for sand production mechanism

1. 岩石強度が地圧に対して低く、パーフォレーション周辺での破壊現象の発生

2. 流量増加や過度の歪みによる砂粒子のパーフォレーション孔内への流入

3. パーフォレーション水平部に滞留した砂粒子の流出

4. 高流量や侵食によるケーシング穿孔部でのサンドアーチの破壊

5. ラットホールに落下した砂粒子、または水平坑井において重力によって底部に滞留
した砂粒子の生産流体による押し流し

上記の 5つの現象が地下で経時的に発生すると、地上設備の出砂障害として認識される。
たとえ地下のパーフォレーション周辺で岩石が破壊しても、生産量が不十分であれば、破
壊した砂粒子の流動現象が発生しないため出砂障害を引き起こさない場合もある。こうし
た事が、出砂量予測を行なう上で、問題を複雑化する要因のひとつとなっている。
出砂障害を防止する目的で実施される出砂対策は、サンド・コントロール（Sand control）
と呼ばれる。生産量を制限して砂の産出を抑えることも 1つの出砂対策 (旧石油公団・石
油開発技術センター, 1983)であるが、より根本的な対策法としては、グラベル・パック
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（Gravel pack）法2、プラスチック固結（Plastic consolidation）法3および両者を組み合わせ
た方法4とがある。その一方で、サンド・マネジメント（Sand management）(Andrew, 2004;

Hussain and Gruening, 2008)は出砂をある程度許容するコンセプトである。どのような場
合でも、詳細な出砂のメカニズムの解明および出砂量のより正確な予測が求められている
と考えられる。

9.1.2 既往の研究

Wang and Wan(2004)は、安定化有限要素解析を用いて、不安定なキャビティ内で生じ
る砂の流動化現象を検討している。このモデルは、固相、液相および流動化した砂の 3つ
の相それぞれについて、物質量保存を課した混合体理論（Continuum mixture theory）を基
礎に開発されている。
また Papamichoset al. (2001)は、外部応力と流量を考慮した出砂量予測理論モデルの開
発と実験を実施している。このモデルは、多孔質体の力学モデルに、流体流れによるエ
ロージョン挙動を連成させたものであり、出砂を生じさせる臨界外部応力を予測できると
している。また、出砂量を外部応力や流量に関する 2次多項式で表わしてもいる。さらに
Papamichoset al. (2008)は、砂岩コアをClass A -Brittle（脆性）, Class B -Ductile（延性）,

Class C -Compactive（圧縮性）の 3種類に分類し、それぞれの場合において、パーフォレー
ション孔を模擬したキャビティの破壊形態を観察している。また、この破壊形態が出砂量
に与える影響を次のように示している。（1）Class Aでは、出砂量は拘束圧の増加に敏感
に反応する。（2）Class Bでは、初期出砂の後、出砂率は低下する。（3）Class Cでは、拘
束圧の増加に伴い、出砂量がゆっくりと増加する。

9.1.3 本研究の目的

9.1.1で示したように出砂現象には、5つの経時的現象が複雑に関わり合っている。そ
こで、本研究では、ケーシング穿孔部でのサンドアーチの破壊をターゲットにしている。
したがって本章では、パーフォレーション孔内に滞留した砂粒子群と流体の挙動を同時に
解くことにより、ケーシング穿孔部近傍におけるサンドアーチの形成と崩壊を再現するこ
とを試みる (大槻と松岡, 2008a,b,c; Ohtsuki and Matsuoka, 2008a,b)。また、貯留層内のド
ロー・ダウンが出砂量に与える影響について考察を行なうことを目的としている (大槻と
松岡, 2009a)。

2スクリーン・パイプ（チュービングの下端がスリット状になった採収管）とケーシング・パイプの環状
部（ケーシング・パイプ外の採収層部を含む場合もある）に、出砂の性状に合わせて粒径を選定したグラベ
ル（小砂利）を充填し、この外側に流出砂の架橋を形成して砂の坑内への侵入を防ぐ方法で、現在最も広く
適用されている方法であり、本邦でも実施例がある。

3特殊なプラスチック溶液を採取層に圧入し、坑壁周辺の砂岩粒子を固結させる方法で、作業は簡単である
が、採収層条件など適用範囲に制限がある。

4プラスチック溶液で被覆されたグラベルを坑内に充てんする方法で、他の方法より効果が大きい反面、費
用も最も高い。
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9.2 パーフォレーション孔内のモデリング

パーフォレーション孔内からケーシング穿孔部にかけて集積した砂粒子群を円形粒子で
模擬する。流体内で粒子の初期配列を決定すること、すなわち固液連成計算によって粒子
をパッキングすることは、計算コストが高いと考えられる。そこで本研究では、（1）個別
要素法のみでパッキング、（2）固液連成計算で、粒子間隙の流体運動が定常状態に達する
までの予備計算、（3）ケーシング穿孔部近傍の粒子運動の計算（本計算と呼ぶことにする）
を順に実施することにした。

Fig.9.2は、パッキングのシミュレーションモデル（初期状態）を示している。計算領域
は、長さ 800mm (L)、幅 400mm (W)である。円形粒子は 703個であり、初期位置は千鳥
配置とした。円形粒子の直径は疑似乱数によって、9.8～20.8mm（平均直径は 14.9mm）の
範囲内で決定されている。計算領域左側に設置された移動壁により、粒子は密に充填され
る（Fig.9.3）。最終的な粒子充填率は、80.856%である。Table.9.1は、入力パラメータを
示している。

W

L

Fig. 9.2:Model for the simulation of packing particles

Fig.9.4は、予備計算および本計算で用いるモデルを示している。計算領域は、長さ800mm

(L)、幅 400mm (W)、また貯留層側が占める領域長さPは、400mmである。ここでは、ケー
シング孔Caは、90mmとした。また、3.4.2で示した圧力境界条件（Zou and He, 1997）を
用いて、計算領域左端の流入部から右端の流出部にかけて圧力勾配を設定することにより
流体運動を生じさせる。Table.9.2および Table.9.3は、入力パラメータを示している。本
研究では、圧力勾配を 3ケース用意し、異なる条件におけるサンドアーチの形成および出
砂量を観察することにした。
ただし、予備計算では、Fig.9.2で描かれているケーシング穿孔部に相当する固定壁（灰
色の壁）は流体を通過させるが、円形粒子は通過しないものとする。また、予備計算も各
ケースの圧力勾配で計算した。
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Table 9.1:Input parameters for the simulation of particles packed by a moving left wall

DEM Discrete time step 5.0× 10−6 [sec]

Solid density 2.5× 103 [kg/m3]

Friction coefficient between particles 0.25 [-]

Friction coefficient between particle and wall 0.17 [-]

Spring stiffness (normal) 2.5× 106 [N/m]

Spring stiffness (tangential) 1.0× 106 [N/m]

Damping coefficient (normal) 1.0 [Nsec/m]

Damping coefficient (tangential) 0.63 [Nsec/m]

Simulation duration 2.1× 103 [sec]

Table 9.2:Input parameters for the simulation of particle transport around perforation tunnel #1

DEM Discrete time step 5.0× 10−6 [sec]

Solid density 2.5× 103 [kg/m3]

Friction coefficient between particles 0.25 [-]

Friction coefficient between particle and wall 0.17 [-]

Spring stiffness (normal) 2.5× 106 [N/m]

Spring stiffness (tangential) 1.0× 106 [N/m]

Damping coefficient (normal) 1.0 [Nsec/m]

Damping coefficient (tangential) 0.63 [Nsec/m]

LBM Discrete time step 1.0× 10−4 [sec]

Fluid density 1.0× 103 [kg/m3]

Number of nodes 802× 402 [-]

Lattice spacing 1.0× 10−3 [m]

Relaxation time 1.0 [-]

Simulation duration 1.0× 101 [sec]
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Frame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(a) 5.0× 105 step

Frame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(b) 5.0× 107 step

Frame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(c) 1.0× 108 step

Frame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(d) 1.5× 108 step

Fig. 9.3:Process of particles packed by a moving left wall; (a)-(d)

124



9.2. パーフォレーション孔内のモデリング 第 9章サンドアーチの崩壊が出砂に与える影響

Frame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(e) 2.0× 108 step

Frame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(f) 2.5× 108 step

Frame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(g) 3.5× 108 step

Frame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(h) 4.2× 108 step

Fig. 9.3:Process of particles packed by a moving left wall; (e)-(h)
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W

L

Ca

P

Inlet OutletPressure gradient

Fig. 9.4:Model for the simulation of sand production

Table 9.3:Input parameters for the simulation of particle transport around perforation tunnel #2

Pressure gradient [Pa/m]

Case1 3.33× 10−2

Case2 1.67× 10−1

Case3 3.33× 10−1
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9.3 シミュレーション結果

9.3.1 ケーシング穿孔部近傍における砂粒子群の挙動

Fig.9.5から Fig.9.7はそれぞれ、Case1から Case3の各圧力勾配でのシミュレーション
結果を示している。各ケースとも、t∗ = 1.0 (100,000step)までの結果である。ここで、t∗

は計算終了ステップ数で無次元化した時間を意味する。特に、圧力勾配が大きいCase2お
よびCase3において、ケーシング穿孔部からより多くの粒子の流出を確認することができ
る。同時に、流体は粒子間隙を選択的に流れており、ケーシング穿孔部では粒子の流出挙
動に伴い、流速が卓越したポイントが著しく上下方向に変化していることがわかる。した
がって、ケーシング穿孔部近傍の領域にて、流体運動により粒子配列が大きく撹乱されて
いることが推測される。

9.3.2 圧力勾配とサンドアーチの形成および崩壊

Fig.9.8は、各ケースにおけるケーシング穿孔部から流出した粒子数の時間変化を示し
たものである。つまり、これは圧力勾配が出砂量に与える効果を表わしている。圧力勾配
の小さいCase1では、ケーシング穿孔部近傍に存在するわずかな粒子が流出しただけであ
り、大規模な出砂現象には至っていない。これに対して、圧力勾配の大きいCase2および
Case3では、大規模な出砂現象に発展している。これは、生産量を制限することで、出砂
量を抑制することができる現場における経験的操作を数値計算上で定性的に再現できたこ
とになる。

Fig.9.9は、Case3のケーシング穿孔部近傍の拡大図である。左図は応力鎖構造、右図は
流線網を示している。応力鎖構造は、粒子間の骨格構造を表わすものであり、個々の粒子
間に作用している応力の大きさに応じて、粒子間を結合するラインの太さを変えて表示し
た。粒子サイズにはバラツキがあり、またランダムに配置されていることによって、流体
パスの劇的な変化が生じていることが流線網の変化から読み取ることができる。偏った流
体パスが形成されると、応力鎖構造が示すように、サンドアーチ（アーチ構造）が不安定
となり、ケーシング穿孔部近傍にて応力鎖の消滅が確認できる。その後、新しい経路のサ
ンドアーチが形成されるが、圧力勾配が大きいケースでは、流体運動によるより大規模な
撹乱が生じるため、粒子の流出は抑制されないものと考える。
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9.3. シミュレーション結果 第 9章サンドアーチの崩壊が出砂に与える影響Frame 001  01 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  01 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(a) t∗ = 0.2

Frame 001  01 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  01 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(b) t∗ = 0.4

Frame 001  01 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  01 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(c) t∗ = 0.6

Frame 001  01 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  01 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(d) t∗ = 1.0
0.0203477 0.0406953 0.061043 0.0813906 0.101738 0.122086 0.142434 0.162781 0.183129 0.203477 0.223824 0.244172 0.264519 0.284867 0.305215

Frame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

Low Flow velocity distribution High

Fig. 9.5:Migration behavior of solid particles with fluid flow near a cavity; Case1
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9.3. シミュレーション結果 第 9章サンドアーチの崩壊が出砂に与える影響Frame 001  02 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  02 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(a) t∗ = 0.2

Frame 001  02 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  02 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(b) t∗ = 0.4

Frame 001  02 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  02 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(c) t∗ = 0.6

Frame 001  02 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  02 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(d) t∗ = 1.0
0.0203477 0.0406953 0.061043 0.0813906 0.101738 0.122086 0.142434 0.162781 0.183129 0.203477 0.223824 0.244172 0.264519 0.284867 0.305215

Frame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

Low Flow velocity distribution High

Fig. 9.6:Migration behavior of solid particles with fluid flow near a cavity; Case2
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9.3. シミュレーション結果 第 9章サンドアーチの崩壊が出砂に与える影響Frame 001  30 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  30 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(a) t∗ = 0.2

Frame 001  30 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  30 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(b) t∗ = 0.4

Frame 001  30 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  30 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(c) t∗ = 0.6

Frame 001  30 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  30 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(d) t∗ = 1.0
0.0203477 0.0406953 0.061043 0.0813906 0.101738 0.122086 0.142434 0.162781 0.183129 0.203477 0.223824 0.244172 0.264519 0.284867 0.305215

Frame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  10 Nov 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

Low Flow velocity distribution High

Fig. 9.7:Migration behavior of solid particles with fluid flow near a cavity; Case3
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9.3. シミュレーション結果 第 9章サンドアーチの崩壊が出砂に与える影響
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Fig. 9.8:The number of particles flowing out from perforation tunnel vs. simulation duration
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9.3. シミュレーション結果 第 9章サンドアーチの崩壊が出砂に与える影響

Frame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(a) t∗ = 0.1

Frame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(b) t∗ = 0.2

Frame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(c) t∗ = 0.3

Frame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(d) t∗ = 0.4

Frame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(e) t∗ = 0.5

Fig. 9.9:Sand bridge and streamline near a cavity; Case3 (a)-(e)
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9.3. シミュレーション結果 第 9章サンドアーチの崩壊が出砂に与える影響

Frame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(f) t∗ = 0.6

Frame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(g) t∗ = 0.7

Frame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(h) t∗ = 0.8

Frame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(i) t∗ = 0.9

Frame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2DFrame 001  14 Dec 2009  Fluid Velocity_Contour 2D

(j) t∗ = 1.0

Fig. 9.9:Sand bridge and streamline near a cavity; Case3 (f)-(j)
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9.4. 結言 第 9章サンドアーチの崩壊が出砂に与える影響

9.4 結言

本章では、パーフォレーション孔内に滞留した砂粒子群とその間隙を流動する流体運動
を同時に解くことにより、ケーシング穿孔部近傍におけるサンドアーチの形成および崩壊
をマイクロメカニクスのレベルで再現することを試みた。圧力勾配の増加に伴い、ケーシ
ング穿孔部近傍にて粒子配列の撹乱が激しくなる傾向が見られ、サンドアーチの不安定性
を助長していると考えられる。
今後の課題としては、地圧の導入および高密度充填状態における粒子間の流体挙動の取
り扱いを挙げることができる。さらに、今回の数値計算で用いたモデルは円形粒子で構成
されており、流体運動に抵抗する要素としては、粒子間の接触点で生じる摩擦力のみに過
ぎない。したがって、複雑な粒子形状を複数個の結合粒子で表現するハイパー粒子による
計算がより望ましいと言える。
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第10章 結論と今後の課題

本研究は、直接数値計算法（Direct numerical simulation; DNS）の範疇で、格子ボルツマ
ン法と個別要素法をカップリングしたハイブリッドシミュレータを自主開発し、円形粒子
の沈降挙動（第 6章）、スラリーの固液分離促進（第 7章）、粒子輸送による多孔質体の浸
透率低下（第 8章）、出砂障害（第 9章）など資源工学分野で見られる現象に応用したも
のである。
第 6章では、連成計算手法の妥当性の検証と円形粒子の沈降挙動の計算を行ない、以下
の結論を得た。（1）固体粒子周りの流れ場を直接数値計算法のコンセプトで解く場合、円
形粒子の直径に対する格子数 ζは、非常に重要なパラメータであると考えられる。そこで、
円環状クエット流れの計算結果をNavier-Stokes方程式の理論値と比較し、おおよそ ζ = 9

以上で理論値との誤差が数%以内となることがわかった。（2）Reynolds数の大きさに対
応する単一円形粒子の沈降モードの再現を試みた。また、既往の計算結果と比較し、その
妥当性を確認した。（3）2つの円形粒子間におけるDKT（Drafting, Kissing, and Tumbling）
現象を再現した。また、2つの円形粒子の直径比Rが 1.15以上になると、第 2回目以降の
DKT cycleは生じないことがわかった。
第 7章では、傾斜容器内におけるスラリーの固液分離促進現象を再現し、容器傾斜角お
よび対流の形成が沈降速度（分離速度）に与える影響を検討した。これにより、以下の結
論を得た。（1）粒子ベースの数値計算手法を採用したことにより、沈降過程における固体
粒子群の運動および上昇する流れ（液相）を明確に捉えることができた。（2）容器傾斜角
の増加に伴う分離速度の向上を再現することができた。傾斜角 20◦ 以上では、0◦ および
10◦のケースと比較して、分離時間が約 2/3に短縮されることがわかった。（3）固体粒子
群の沈降速度は、単一粒子の終端速度の最大 1.5倍に達することを示し、容器内に形成さ
れる対流が固体粒子の沈降速度の向上に寄与していることを明らかにした。
第 8章では、流体流動に伴う粒子輸送が多孔質体の浸透性低下に与える影響の検討を行
なった。微粒子が多孔質体内の孔隙を閉塞するプロセスを再現し、また同時に多孔質体内
の流速分布および圧力分布を評価した。これにより、以下の結論を得た。（1）多孔質体内
へ流入する微粒子の濃度が低い場合、若干の浸透率の低下が生じる。しかし、孔隙閉塞に
は至らず、微粒子が通過した後は、浸透率は回復に向かう傾向にある。（2）微粒子の濃度
が増加するに従い、孔隙閉塞が生じやすくなる。このため、多孔質体の浸透率が著しく低
下し、浸透率の回復は望めない。本研究のモデルでは、最大 50%程度の浸透率低下を再
現することができた。
第 9章では、出砂障害を計算対象とし、パーフォレーション孔内に集積した砂粒子がケー
シング穿孔部から流出するプロセスについて検討した。その結果、ケーシング穿孔部にて
形成されるサンドアーチを再現することができ、またサンドブリッジの崩壊が出砂量の増
加に繋がることを示した。
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第 10章結論と今後の課題

本研究で用いたハイブリッドシミュレータは、高解像度で固体粒子周りの流れ場を捉え、
また高精度で流体中の固体粒子運動を再現できる特長を有している。したがって、この手
法はマイクロメカニクスの観点から固液二相問題を考察する上で、非常に有効な計算ツー
ルであると言える。現在、格子ボルツマン法は、多相流体モデルおよび自由界面の表現な
どへ拡張する研究が盛んに行なわれている。したがって、多相流体と固体粒子の運動を同
時に計算するシミュレータへの拡張も可能であると考えられ、より複雑な現象への応用が
進むことを期する。
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付録A Chapman-Enskog展開

本付録 Aでは、格子ボルツマン法において、基礎方程式から Navier-Stokes方程式を導
出するための出発点となる式を、Chapman-Enskog展開を用いて導出する。
以後の導出過程の基本となる諸式をまとめておくと、以下のようになる。

ρ (r, t) =
∑
α

fα (r, t) (A.1)

ρ (r, t) u (r, t) =
∑
α

cα fα (r, t) (A.2)

∏
i j
=

∑
α

cαicα j fα (r, t) (A.3)

fα (r + cα∆t, t + ∆t) = fα (r, t) + Ωα (r, t) (A.4)

Ωα (r, t) =
1
τ

{
f (0)
α (r, t) − fα (r, t)

}
(A.5)

Eq.(A.4)の左辺を Taylor級数展開すると、Eq.(A.4)は次のようになる。

∆t
∂ fα
∂t
+

(∆t)2

2
∂2 fα
∂t2
+ ∆t (cα · ∇) fα +

(∆t)2

2
(cα · ∇) (cα · ∇) fα + (∆t)2 (cα · ∇)

∂ fα
∂t

=
1
τ

(
f (0)
α − fα

)
(A.6)

ある微小量 εを用いて、分布関数を次のように展開する。

fα = f (0)
α + ε f (1)

α + ε
2 f (2)
α + · · · (A.7)

Eq.(A.7)を Eq.(A.1)と Eq.(A.2)に代入すると、次の関係式が得られる。∑
α

f (0)
α = ρ,　

∑
α

cα f (0)
α = ρu (A.8)

∑
α

f (n)
α = 0,　

∑
α

cα f (n)
α = 0　 f or　 n = 1,2, . . . (A.9)

次に、Chapman-Enskog展開について考える。流体現象を特徴付ける特性時間は、流体
の速度に基づく特性時間T1と、流体の粘性に基づく散逸を特徴付ける特性時間T2があり、
一般に、T2 � T1の関係がある。したがって、∆t/T1 = O(ε)のように微小量 ∆tと εを取
ると、∆t/T2 = O(ε2)となる。一方、距離の代表長さを L1とすれば、一般に ∆x/L1 = O(ε)
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付録

となるように ∆xを取る。以上を考慮し、時間微分を特性時間 T1に対する時間微分と、特
性時間 T2に対する時間微分の寄与の和として考える。すなわち、

∂

∂t
= ε
∂

∂t1
+ ε2

∂

∂t2
(A.10)

同様にして、r =
(
rx, ry

)
に対して、

∂

∂r i
= ε

∂

∂r1i
　　 (i = x, y) (A.11)

以上のように、変数 (t, r)から、変数 (t1, t2, r1)に変換して論じることを意味している。通
常のオーダー比較の場合、微分した値がどの程度のオーダーになるかを比較する。例えば、
∂g1/∂t = O(ε)や ∂g2/∂t = O(ε2)のように評価して、各項の大きさを比較することで微小項
を省略し、簡略化する操作を行なう。一方、ここで取り扱っているChapman-Enskog展開
の場合には、∂g1/∂tや ∂g2/∂tが同程度の大きさになり、その大きさはその係数の εや ε2

で比較しようとするものである。
Eq.(A.5)の衝突項は次の特徴を有する。∑

α

Ωα = 0,　
∑
α

cαΩα = 0 (A.12)

Eq.(A.6)、Eq.(A.10)、Eq.(A.11)より、

∆t

{
ε
∂ fα
∂t1
+ ε2
∂ fα
∂t2

}
+ (∆t)2 ε

2

2
∂2 fα
∂t21
+ ∆tε (cα · ∇1) fα

+ (∆t)2 ε
2

2
(cα · ∇1) (cα · ∇1) fα + (∆t)2 ε2 (cα · ∇1)

∂ fα
∂t1
+O

(
ε3

)
= Ωα (A.13)

この式の両辺に cαを掛けると、

∆t

{
εcα
∂ fα
∂t1
+ ε2cα

∂ fα
∂t2

}
+ (∆t)2 ε

2

2
cα
∂2 fα
∂t21
+ ∆tεcα (cα · ∇1) fα

+ (∆t)2 ε
2

2
cα (cα · ∇1) (cα · ∇1) fα + (∆t)2 ε2cα (cα · ∇1)

∂ fα
∂t1
+O

(
ε3

)
= cαΩα (A.14)

Eq.(A.7)をEq.(A.13)に代入し、両辺を αに関して和を取って整理し、εのオーダーの項を
ゼロと置くことで、次の式が得られる。∑

α

∆t
∂ f (0)
α

∂t1
+ ∆t (cα · ∇1) f (0)

α

 = 0 (A.15)

同様にして、Eq.(A.14)より、

∑
α

∆t
∂

∂t1

(
cαi f (0)

α

)
+ ∆t

∑
j

cαicα j
∂

∂r1 j
f (0)
α

 = 0 (A.16)

Eq.(A.3)、Eq.(A.8)を用いると、Eq.(A.15)、Eq.(A.16)は次のようになる。

∂

∂t1
ρ + ∇1 · (ρu) = 0 (A.17)
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付録

∂

∂t1
(ρui) +

∑
j

∂

∂r1 j

(∏(0)

i j

)
= 0 (A.18)

ただし、
∏(0)

i j =
∑
α

cαicα j f (0)
α である。

Eq.(A.15)を導出したときの元の式において、ε2のオーダーの項をゼロとすることによ
り、次の式が得られる。

∂ρ

∂t2
+
∆t
2
∂2ρ

∂t21
+
∆t
2

∑
i

∑
j

∂

∂r1i

∂

∂r1 j

∏(0)

i j
+∆t

∑
i

∂

∂t1

∂

∂r1i
(ρui) = 0 (A.19)

同様にして、Eq.(A.16)を導出したときの式の ε2のオーダーの項より、

∂

∂t2
(ρui) +

∆t
2
∂2

∂t21
(ρui) +

∑
j

∂

∂r1 j

∏(1)

i j
+
∆t
2

∑
j

∑
k

∂

∂r1 j

∂

∂r1k
S(0)

i jk

+∆t
∑

j

∂

∂t1

∂

∂r1 j

∏(0)

i j
= 0 (A.20)

ここに、
∏(1)

i j =
∑
α

cαicα j f (1)
α ，S(0)

i jk =
∑
α

cαicα jcαk f (0)
α である。

次に、Eq.(A.19)、Eq.(A.20)の変形を行なう。Eq.(A.17)を考慮すると、

∂2ρ

∂t21
=
∂

∂t1
{−∇1 · (ρu)} = − ∂

∂t1

∑
i

∂

∂r1i
(ρui)

 (A.21)

この式を用いて、Eq.(A.19)を変形すると、最終的に次のようになる。

∂ρ

∂t2
+
∆t
2

∑
i

∂

∂r1i

 ∂∂t1 (ρui) +
∑

j

∂

∂r1 j

∏(0)

i j

 = 0 (A.22)

Eq.(A.18)の関係式を用いると、結局、次の式が得られる。

∂ρ

∂t2
= 0 (A.23)

Eq.(A.18)を t1で偏微分すると、

∂2

∂t21
(ρui) =

∂

∂t1

−∑
j

∂

∂r1 j

∏(0)

i j

 = −∑
j

∂

∂t1

∂

∂r1 j

∏(0)

i j
(A.24)

この式を Eq.(A.20)に代入整理すると、次式を得る。

∂

∂t2
(ρui) +

∑
j

∂

∂r1 j

∏(1)

i j
+
∆t
2

 ∂∂t1
∏(0)

i j
+

∑
k

∂

∂r1 j
S(0)

i jk


 = 0 (A.25)

Eq.(A.17)とEq.(A.23)の両辺にそれぞれ ε、ε2を掛け、辺々加え合わせ、Eq.(A.10)を考
慮すると、次の質量保存則が得られる。

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (A.26)
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付録

同様の操作を、Eq.(A.18)と Eq.(A.25)に関して行なうと、運動量保存則が次のように得ら
れる。

∂

∂t
(ρui) +

∑
j

∂

∂r j

∏
i j
+

∑
j

∆t
2
∂

∂r j

ε ∂∂t1
∏(0)

i j
+

∑
k

∂

∂rk
S(0)

i jk

 = 0 (A.27)

ここに，
∏

i j ≈
∏(0)

i j +ε
∏(1)

i j としている。
Eq.(A.6)において、Eq.(A.10)と Eq.(A.11)で表された変数変換を施すと、

∆t

{
ε
∂ fα
∂t1
+ ε2
∂ fα
∂t2

}
+

(∆t)2

2
ε2
∂2 fα
∂t21
+ ∆tε (c¸ · ∇1) fα

+
(∆t)2

2
ε2 (c¸ · ∇1) (c¸ · ∇1) fα + (∆t)2 ε2 (c¸ · ∇1)

∂ fα
∂t1
=

1
τ

(
f (0)
α − fα

)
(A.28)

この式に Eq.(A.7)を代入し、εのオーダーの項を取り出して、それをゼロと置くことによ
り、次式を得る。

− 1
τ∆t

f (1)
α =

∂ f (0)
α

∂t1
+

∑
i

∂

∂r1i

(
cαi f (0)

α

)
(A.29)

ここで、 f (0)
α が巨視的量である ρ と ρui の関数と見ることができるので、Eq.(A.17) と

Eq.(A.18)を考慮して、

∂ f (0)
α

∂t1
=
∂ f (0)
α

∂ρ

ρ

∂t1
+

∑
i

∂ f (0)
α

∂ (ρui)
∂ (ρui)
∂t1

= −∂ f (0)
α

∂ρ

∂

∂r1
· (ρu)

−
∑

i

∑
j

∂ f (0)
α

∂ (ρui)
∂

∂r1 j

∏(0)

i j
(A.30)

この式を Eq.(A.29)に代入して、求める式が次のように得られる。

− 1
τ∆t

f (1)
α = −

∂ f (0)
α

∂ρ

∂

∂r1
· (ρu) −

∑
i

∑
j

∂ f (0)
α

∂ (ρui)
∂

∂r1 j

∏(0)

i j
+

∑
i

∂

∂r1i

(
cαi f (0)

α

)
(A.31)

以上、Eq.(A.27)と Eq.(A.31)が 3.3.2で用いられる、導出の出発点となる基礎式である。
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