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ネットワーク・フロー問題と

輸送問題

小林清元

ま え が き

線型計画法における輸送問題 (transportationproblem)は，本来の輸送言十両問題の

みならず， 人員配置問題 (personnelassignment problem)，倉庫問題 (warehouse

problem)，巡回セールスマシ問題 (travel1ingsalesman problem)，不ットワーク・ア

ロー問題 (netw01"kfluw problem)等を含むものと考えられている。 それぞれの問題

には.その構造的特徴に上って独自の解法〈例え1;;，人員配置問題に対す.DHungarian 

methoのが工夫されている。

本稿では，いくつかのタイプの輸送問題の構造とネットワーグ フロー問題の構造と

の共通性，関連性を観ること， および解法としての primal-dualalgorithm (ネマト

ワーク，フロー法と呼ぶことにする〉の解釈を述くたいと思う。

i ネットワーク・フロー問題

本節では，ネマトワーグ・フロ 問題の定式化およびその構造について若干ふれてみ

よう o問題は三つにわけることができる。一つは最短距離問題(shortestpath problem)~ 

もう一つは最大流量問題 (maximalflow problem)である。

1) 最短匝離問題 仇個の地点およびそれらの地点を結ぶ線の集合がある"0 その

集合はネザトワ ク壱構成する。各地点を結ぶ線にはそれぞれ地点聞の距離を示す数値

が与えられている。出発点と定められた地点から目的地と定められた地点への最短距離

ノレートを発見することが問題となる。抽象的に地点と表現されてはいるが，実際上それ

らは都市，港，駅等であれまたそれらを結ぶ線は道路・路線等の輸送路あるいは通信

路と考えられる。線に付される数値は，距離にかわってその線における走行時間，消費

燃料量，走行経費等を考えることもできるであろう。そうすれば，出発地から目的地ま

での総走行時間，総燃料消費量，総走行経費等を最小にするようなノレートを求める問題

になる。一般的にいえば，各線にそれぞれ評価係数というべきものを与えて総評価値を

1) 地点を node，vertice， point，線を arc，line等とも呼ぶ。
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最小にするようなルートを発見す志問題kし功、あらわせる。

近時開発されつつあ E新しい経営管理技術の PERr)や CPMのも， ネヅトワーク

〈その場合アロー・ダイアグラムと呼ばれる〉をえがき，合理的な作業計画. J3程計画

を見い出そうとするものである。そこでは矢線はひとつの作業 (activity). 点はひとつ

の作業が掛り次の作業に移ろうとする時点 (event)を示している。各矢線には各作業の

所要日数あるいは所要コストが与えられ， Vステム全体の仕事を完成させるための総所

要時間に影響を与える作業はクリテイカルCcritical)であるといわれ，ネヴトワーク上，

始点から栴点に歪る経路の中，それに台まれる lつの作業でも少しでも遅く開始したに

遅〈完了したりすれば，仕事全体が遅れてしまう時，その径路(path)をクリテイカノレ・

パスという o そのように隆路となっているクリテイカル・パスを求めて，仕事全体を能

率的に進行させるためには， どの作業工程を改良することが最適かを知るのが PERT

や仁PMの技法である。これは最短距離問題よりも広いネザトヲーグ問題と考えられる。

さて，最短距離問題の定式化を行なおう。 地占が点 0から点切主で勿十1 個あると

し，点 Oが始点，点%が終点とする。

(59) 59 

x" 点$から点jへの財貨の流量 (iキjyl

%ii :点 zにおける財貨の通過量。

Ci，j 点 zから点yへの距離o ~=J ならば Ct， j =0とする。

(1) 2: %ij-%ii=O 包 ~O. 1， 2， η1  
3キz

2:%(j-Xjj=O j=l， 2， ..•.•. n 
eキJ

%00=%帥~1

%iJ ~O i， j=O， 1， 2.......，拘

(2) 
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ここで叫j は結果としては Oか 1でなければならない。それは次の理由でまもられて

いる。この問題は後述するように，仲継輸送問題を通して，標準型輸送問題に変換され，

かつ標準型輸送問題の最適解を与える変数は整数値j>とる"。また O二三川亘1は(1)の制

約式全体から当然のことである。

(1)の最初の 2組の制約式の集合は，始点と終点を除いて，各点における流入量胃流出

量壱示しているo勿論これは各点における流量の漏出がないことの仮定 (conservation

2) Program' Evaluation aud Review Tecbniqueの略。
3) Cntlcal Path Methodの略。
4) れ 3カ憐接点 (adjacentpoint) でなし、な ιば刈~O と考える o

5) 標準型輸送問閣において ai'bj が整散であれば，最適解を構成する町は整数である。 文
献(2)，305ページ。 '(3)，121へジ。
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の仮定)からくる。

z:: X1，j-Xii=Oぴ=0，1，2，-....， n 
jキ t

1)， 5:;x;:j-xJj=O(i=1. 2， 、的
もキj

壱見易くするために表にあらわそう。

そのために上記のf右約式を次のよう

に変形しておい

記町+1-Xtt-1
1キ叫

ZZ41+1-zjj=11 

一一

1-XH孟Oであることは容易にわかる o

Z叫 ~O(色目 1 ， 2， .•.•.•. n)， %"，j=O 

(j~O， 1， 2，""'" nーわ であるか

ら， 工表で， 0列 n行を除けば各

o 

l 

2 

錫一1

n 

言十

。1 2 n-l n 

l..... .X'~o XOl X'02 Xo，ト ，X，司

o l-xl1 Xa  ...... %'1".・ X，"。
Xn l-x22…... %'2同 .1 X!r. 

o Xn-hIX1l..L，2""!-X畑ー 1，"-1Xη ・2担

。o o o l-x"" 

1 1 ー・・ . 1 1 

I 表

~t 

1 

1 

1 

行各列の和がそれぞれの計の行， 列の数値(~1lに等しいとおけば. それらは上記の

制約式寺示していることになる。 さらに 0列 n行を I表から落して考えれば， それ

は人員配置問題目〉と同じものになるであろう。ただその際に (2)の目的関数にマイナλ壱

つけ-~~ CijXiJ→maxとすれば，形式的には，人員配置問題の目的関数と全く同

じである。われわれはここで，最短距離問題は人員配置問題に変換されるこ主を知った。

以下で本節の補足として具体例を示そう(1関〕。点 Oが始点，点 5が終点である。総

に付せられた数値は ιげであり， ここ

では Cij=仰と仮定されている。また，

点包と点 1を直接結ぶ線がなければ

.%(j=O とみなす。J[表ではすでに F

柵

~X防~1 を満足している故，制約式と

してはE表及び Xij，三日であり，最小化

すべき目的関数は~ ~ CijXij である o
i=O j:D 

実際的な解法におL、ては，大規模な問

的人員配置問題は改のように定式化される o

n 

1:: X，;j=l， i=l. 2， ....:..仰
}=1 

n 

:E xu=l. j=l， 2，......， n 
t=l 

Xij=Xtj2 九 j=l， 2. ー，n

の ~IU約の下で

5 

2 

3 

1 図

r; .E CiJXげを最大にせよ。 Ctjは人包を仕事yに割りつけたときの有効さを示す。
=1 j-l 
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題では，後述するように仲継輸送問題として，あるいは前述したように人員配置問題と

してジスアマティックにコンビ L ーターにかけて解〈ことができるであろうが，この伊I

題のように小規模な問題であれば，手解法 (handsolution)の方が能率的である。それ

は付録で示しておく。ー応例題の最適ルートを示せば.@→①→④→⑤となり，最短距

離は 9である。

g 。 1 2 3 

。 。 XOl X"， 。

1 。 l-xlL X" x" 

2 。 X" l-x2x O 

3 。 X" 。 l-Xs3 

4 。
z“ x" x" 

5 。 。 。 。

計 1 1 1 

E 表

4 5 

。 。

x" 。

x" 。

x" x" 

l-xu x" 

。 。

1 1 

~t 

1 

1 

1 

1 

1 

2) 最大流量問題 各

線上に流量制限(宜owca-

pacity 1i皿it)があれそ

の制約の下に始点から終点、

への最大流量はいくらで，

ぞれを実現 tるためには，

どのようなルートが選ばれ，

それらのノレートに沿っての

流量はいくらであるか。こ

れを扱うのが最大流量問題

である o

最短距離問題の場合と同

様に，点とそれらを結ぶ線

の集合より成り立つネット

ワークを考える。実際問頴

との対応関係をみるならば，

点は，都市，駅，倉庫等を，また線はそれらを結ぶ輸送路を抽象的に表現するのは前と

困じである。

今日の都市交通というーコのネッ Lワークの場をみるならば，そこでの財貨の流れの

渋滞は，経済活動の円滑化をさまたげてし、るボトルネックの つであることを知る o 道

路には容量制限が存在し，輸送活動がスムーズに行われるためには，各道路における輸

送量がその容量を超えてはならない。日常茶飯事と化している都市における交通マヒは，

輸送量の最適配分とし、う基礎的な解析を経 C解決されなくてはならない。このことはお

の Fから，最大流量問題に通じるのである。

ここで定式化は次のようになされる。点は Oから旬まで η+1個あるとし，点。は虫台

点，点nは終点Eしよう。

X;j 点zから点1への流量びキj)

的も 点 zにおける通過M びキO.仰〉
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町線 (ι→j)にお吋る輸送容量

Zω 始点からの流出量

Z間終点への流入量

(3) o
o
 

EL

戸

f

h

り

竹

一ι

引

t-

J

J

d

L

 

r
吋

引

Z

2
M
2何一時一(4) 

i~O. 1. 2......・，何 1

j=1. 2，......， n 

包キy

(5) X"ooC = X"π)→max 

輸送される財貨は単一財(singlecommodity)と仮定し， また各地点や輸送ノレートに

おいて漏出はないという C羽田町叫ionの仮定も成り立っとする。 (4)で，z=Jの場合を

合める方が一般的 Cはある

:Js.簡単化のために Zキyと

しておく o z=Jを含めるな

らば， γH は."'-iにおける

通過容量と解釈すればよし、。

勿論，そのような場合を含

めても定式化及び解法には

何ら変りはない。

(3)のかわりにゆと同値な

制約式として，

ZJ xp，，=::;'8 xμ(包 ~1.2.
kキキg

旬ー1)でもよいが，後の問

題との関連上(3)の形をとっ

ておく。また， もし点 τ と

点 1が隣接していなければ，

均一O と解釈する。 去 E 

I表と対応させるために(3)の両辺にEの数 L壱加えると

:8 Xtj斗L-Xtt=L
Jキt

~ Xi1+L-xjj=L 
t手 j

が得られる。ここで L は L-x.:.:~O となるようなものが選ばれる。例えばs

L=~ rOJ とする ζ とができる。かくて (3)'の制約式を表にすれば， 工表で右と下の縁
Jキ0

の数値を 1のがわりにLとするだけである。

ここでも具体例を提示しよう付図)。始点は O. 終点は 5であれ各線上に付せられ

(3)' 

z 。 1 2 3 4 5 百十

。L一向。 x" 3ピ" o 。。L 

1 。L-XI1 x" x" x .. 。L 

2 。x" L-Xn o x" o L 

3 。。。L-X~3 x" x" L 

4 。。。x" L-X44 x" L 

5 。。。。。L-X5d 

計 L L L L L 

i=u. 1; 2， 1t-l 

j=l. 2，......， n 
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た数値は矢印の方向へ 2 
3 

の輸送拝量仰とする。

I図ピもとづいて制
5 ¥3  

約式 (3)'壱表にあらわ 。 1 1 2 11 11 (5 

すとj[表のようになる。

行和及び列和がそれ
4¥払 刈 / 5

ぞれの計 (~L) に等し
6 

くなければならない。

但し 0列目と 5行目は
E 図

その列和，行和を考えないと ゑ
2 

~ 
とにするo 4 

J 

この表では，例えばx"のよ
f古

うに点 2から点 3へ直接結び

つ吋る線がないときには，予

めそこに対応する変数を 0，こ 4 ¥企 ¥|  /5 

してある Q また Lに7吋して 5 

は L~5十4~9 とすればよい。 E 図

(4)に対応する制約式は容易にわかるので省略する。

この例題の解法は付録に示し，ここでは，最適解だけをのへると，最適解はいくつか

あるが，その中の一つは %02=4. %01=4. %12=1コr24=5.%45=5. %13=2. %}4=1. x錨~3

最大流量~8 である。これ壱図示すると E図のようになれ矢印の方向~，矢印に付し

た数値だけ流れることになる。

E いくつかの特殊型輸送問題

ある財について，刑個の供給地と n個の需要地があれそれぞれの供給地から需要地

への財1単位あたりり輸送費が与えられている正しよう o そのとき，需要地における需

要をみたすべく供給地から財を輸送する際に，総輸送費を最小にするような輸送計画を

立てよ。これがし、わゆる輸送問題である。次のように定式化ができる。

向供給地 Z における供給量ぴ~1 ， 2，......，間〉

bj ・需要地1 における需要量 (j~1 ， 2，'・"'， n) 

C から 1への財l当りの輸送費"

7) CiJ は比例費であり，以下の問題目立固定費合考慮しないが，固定資を含むケ スは土献帥を

参照のこと。



64 (64) 

(6) 

賞 96巻第1号

x" からyへの輸送量

~ XiJ=-at 
}=1 
m zhjz匂

XiJ~三 O

(7) ~2l ctJ Xu→ mm  

(6)の制約の下で(7)を最小にせよ。とこで(6)壱行列表にあらわすと理解が容易である。

町表にそれを示し，字削j=aiを行方程式ヂt1=bj

を列方程式と呼ぶ己とにする。

最も古典的な輸送問題は F.L. Hitchcock ~ 

T. C. Koopmansが開発したもので， それは(6)で，

(8) 写a;;=子b，
が成立する場合であz。従って， (6)， (8)の制約の F

で(7)を最小にせよ，という問題を，通常.Hitchcock 

Koopmans型の輸送問題と呼ぶ。併し本稿では，そ

れにかわヮて標準型輸送問題 Cstandard transpor-

Xll X12 X" 

X21 X22 X'n 

x咽 X，氾2 Xmn 

b1 b2 ・ ・ b，

tabon problem)と呼ぶことにする。 次に特殊型 E 表

。1
a， 

am 

輸送問題〔非標準型輸送問題)のし、くつかを示そう。なお以下では特にことわらない限

れ (8)の関係が成立しているものとする。

1) 仲継輸送問題(transshipment) 標準型輸送問題では，隅個の供給地および切

個の需要地において，財の一方的な流出および流入のみを考えるが，仲継輸送問題では，

供給地，需要地がそれぞれ仲継地としての役割をすることをみとめるケ スである。

標準型輸送問題におけると同じ記号を用いて定式{I;すると次のようになる o

(9) 
協 +n
:8 Xij 町 t=ai
j=1 

3ョ"
m+角

~Xif 町j=bj
i=l 
4ョ'J

x"孟O
m+鈍 飢+n

帥~~白jXiJ → mm
色=1 ):1 

i=l， 2，・ ，け"間十1， m十"

j~l ， 2， ・，m，帥 +1，''''''，隅十n

，xii t土地点 Z における通過量をあらわし Ciiは地点zにお付る通過時の費用を示すと

考えられる。も Giから jへのル トが存在しないならば.XiJ=O とおくか，あるいは

c"に極め C大吉い数値をつければよU、。地点は附+n個あると仮定しているが，それ

らは供給地，需要地，単なる仲継地から成h立ってし、呂はずであり，ぞれらについては
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次のよう k約束することができる o

地点 zが供給地であれば，

" 需要地 H 

" 単なるイ中継地 H 

at>u， bi=u 

a，=u， bi>u 
ai=O. bi=O 

以上で仲継輸送問題の定式化が与九られたが，己こで(1)，(2)は(9)，制の特殊ケースであ

るこ tがわか呂であろ号。換言すれば，最矩距離問題は仲継輸送問題町特殊な場合であ

るということができるであろう。

次に簡単に仲継輸送問題が標準型輸送問題に変換されることを示そう。前者と後者の

相違は(6)と(9)にあらわれている。つまり(めでは変数の係数は全て 1であるのに対1..-， (9) 

では叫起の係数のみが 1としてあらわれている。この点の相遣をなくするためには(9)

の両辺に大なる正数Lを加えてやればよし、。
m+旬

(9)1 ~ XiJ+L 巧，=a，+L
J=l 
jキZ

m+n 
:'8 %tt+L 町 j-bJ+L
i"'l 
包キJ

'(9)'で L-XH=Xiiと考えれば， (6)と同じように変数は全て 1の係数壱もつことになる。

勿論 Xîi~O でな吋ればならないゆえ，そうであるような L を与えな吋ればならないが，
明 +n

そのためには例えば L=~a， とすればよし伸。

2) 容量制限付輸送問題 (capacitated transportation problem， transportation 

problem with bounded variables) 輸送問題の実際的な適用においては，し、くつ

かの特定のノレートに容量の制限があると見なすことが現実的である。この型の問題壱容

量制限付輸送問題と~.，~、，それは次のように定式化古れる。

a

ト
旬
。

η

=

=

孟

壬

一

均

1

杭

l
泊

拘

n
h
L
H
m
2何

9
 

0
 

4キ i=1， 2， ...... m 

J=1，2z ，n 

M ~~ Cij XiJ→mm  ， J 

4唱， Mの下にM壱最小にせよ。 γ" はzから yへのノレートに対する容量リミザトである。

aからyへりルートが存在しないならば，町 oとするか，または c"に極めて高い輸

送コスト壱付することにすればよい。

〆このような問題は，常に解をもっとは限らない。例えば ai>字句あるいは b，>

，8) 仲継輸送問題の解法は文献(7)，帥を参照のこと。
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手Yij にあれば明らかに問題には解が存在Lない。従フて，以下では向亘子 γ!j. bJ亘

2仰が満たされて解が存在すると仮定しよう。

ここで (3)，(4)， (5)の最大流量問題を想起したし、。(3)と (3)'が同値であれ また(5)が

Zω→mm  と同値であることを考慮すれば， (3)， (4)， (5)は ω，。事， ωの特殊ケース

である乙とがわかる o ¥、いかえれば，最大流量問題は容量制限付輸送問題の特殊ケ ユ

であると 2とが，それぞれの定式化を通して示された。

仲継輸送問題と同じしこれも標準型輸送問題に変換されうることを以下で見ょう。

各変数向は行方程式〔ヂ「吋，列方程式 (pdjEbj〕， および容量制限不等式

。"豆町〕の中に零でない係数をもってあらわれていることに予め注怠したし、。 ωはス

ラザク変数 Yリを導入すれば，

MI X-iJ+Yij=γi}， (アiJ~主 0)

と変形される。標準型輸送問題では各変数は行方程式と列方程式にそれぞれ つずつ零

でない係数をもってあらわれていた。従って当問題においても，各変数が行方程式とJIj

方程式に各々一つずッ零でない係数をもってあらわれてくるように，行方程式と列方程

式を構成すればよい。それは次のようにあらわ吉れる。

(14.1) 
お

呂町
j"'l 

=的

式

式

程

程

方

方

行

列l

i

 

(14.2) Xif+YiJ 

グリ十がり = Y，j

= F1，} 

m 

zduEb1  

これを視覚的に理解するため行列芸で示すと Y衰のようになる。

勿論ω，ω1:(14心， (1 4.2) は同値である。従って帥，。唱の下に(1~ を最ノj、にする問題

は(14.1)， (14.2)の下にM壱最小にする問題とL可、かえることができ，しかも後者の体

系では，各変数は行方魁式，タリ方程式に一度ずつ係数1をもってあらわれている。ここ

において容量制限付輸送問題が標準型輸送問題に変換されたととがみられ;;59)0

3幻〉 総供給量が総需要量より多い場合 ~a向i> 干 bj のとき ， (6伽制約の下に(の7η)

最小にする問題である。このとき，架空(fictitious)の需要地伊+1番目の需要地〕を想

定し， それが~山 Eヨむだけ需要しているとみなすことによって，この問題が標準型

輸送問題に変換されるが，その定式化は次のようにすればよし」

(6)' h
 

z
 -

+Ez 

n
2
1
 

i=l， 2， ......， 1'n 行方程式

9) 容量制限付輸送問題の解法は士献(2).377-380ベージ表明、のこと。
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%11 Xu・".Xln a， 

y" xit r" 
y" XI2 r" 

y，. 
X'" r"噌

X21 XU.....Xz，. a， 
y" xat r" 

y" x;z r" 

y，π X2n r，. 

Xml._ Xm且 ・ x.π am 

y .. X''''1 r.， 

y叫 X'm~ r.， 

ym1! x'"，，， I rm.略

Yll ta r，骨 F且I rU...... Y2胃咽 ，rml r"'2 rmn b1 b3 b" 

v 衰
情

主ヨ的j=bj j=l， 2， 
i>=1 

，n 

式程方方ノ

、
白
目
'
白
目
回
目
白
》
a
E
E
E
E
E
E

，，

η 

主的見ペヨ内 pfj
Xij，主O

(7)' 忍ZMgF+EC山内+工→ =m

(6)'の下に (7)'を最'Jにせよ。

ι凶 1 は n+1番目の需要地は架設的なものであるため，単位当り輸送コストとは解釈

できなし、。従って単純に Ci'i+l=O としてもよいが，より一般的には ι仰はは供給地もに

おいて，余剰物1単位当りの金庫費用とみれば"山，>0のときの説明がつくであろう o

4) 総需要量が総供給量より多い場合。 3)のヶーλとは逆に :EuJ>L'::ai のときに

は，架空の隅+1番目の供給地を想定し，ぞれは 2;bj- ::Eai の供給能力をも叩てし、

ると考えることによって，標準型輸送問題に変換され志。定式化は

n 

(6)1' :8 X';j = a，; も ~1 ， 2" 

向

J221h+1J=Ej Ebj EEz 向

協2+1Hj=bJ j~l ， 2， ー.η 列万程式



68 (68) 第 96巷雷 1，号

Xijと O
骨も旬 冗

(7)'1 2:! ~ C，j%ij + ~ C"'+ljXm+1j→皿目
i..l )=1 J=l 

(6)"の下忙 (7刊を最小に什よ。

厳密には，この問題は各需要地の需要要請をみたすことができないという意味で，解

は存在しないといえるが，柔軟的に次のように考えることもできるであろう。一つある

いはそれ以上の需要地がその需要量だけのものを受けとる己とができなし九その己とに

よッて生まれる商取引上の犠牲を評価いそれを九."に結び付けて考えてみる。そう

すれば 'm叫が全ての 1につい C極めて大きい値壱とる場合には最適解は存在しない

が，そうでなければ，最適解が存在し得るといえるであろう。

以上本節では，い〈つかの非標準型輸送問題がネットワーク・フロ 問題とし、かに対

応しているか，またそれらが標準型輸送問題に変換し得ることを示した。

E ネットワーク・フロー法聞による標準型輸送問題の解法

(標準型輸送問題の最大流量問題への変換〕

百表に与えられているような問題壱具体例としてみていこう。 E表には 4つの供給地

と6つの需要地についての供給量，

需要量，輸送コストが記入されてし、

る。この問題を最大流量問題と結び

付けて考えるために， VI図のような

ネマトワークをえ拾すく。

図では省略しているが 0，の一

つーっと DJ り一つ っと結び付け

ているノレートが存在していると考え，

。l

O. 

O. 

。雀

bJ 

D. 

2 

3 

3 

4 

30 

D. 

1 

2 

5 

2 

50 

D， D， 

3 3 

2 4 

4 2 

2 1 

20 40 

それらのノレート上の容量制限は極め E 衰

D， D， a， 

2 5 50 

3 4 40 

4 1 60 

2 2 31 

30 11 181 

て大なる値が付せられているとみる。また⑤と各供給地 D，を結ぶノレート上には a" 需

要 DJ とθ壱結ぶノレート上には bJの容量制限が付せられているとする。

このネ y トワ クでEBからQへの最大流量をもとめる問題を考えることができる。そ

してその解は百表の標準型輸送問題のーつの可能解〈制約条件をみたす解〉を与えるも

のである。併しその場合，総輸送費用の最小化はなんら考慮されていない。この点の補

足をする前に例題を解く方向に向かうことにする。

10) primal-dual algorlthm と同じものであるが，本稿ではネットワーク アロー怯と呼ぶ ζ と
にする。本節は文献(2)，第四章に負うところが多い。



ネ y トワーク フロー開題と輸送問題

百図

Step 1 誘導費用行列 (reducedcost matrix)の計算 VI表の費用行列において，

先ず各行の最小値を叫とl.-，各行の数値から u，をひく。そのようにレて得られた行

列について，今度は各Fの最小値を町とし，

各列の数値からりj をひく。ここで得られた

行列を誘導費用行列と呼ぶ。(イ)表に得られた

誘導費用行列と z九円が示される。 新し〈

得られた費用壱 d1， j とすると J CiJ のかわり

に c'りを用いて輸送問題号解いても最適解

は同じである H)。勿論，総輸送費は同じでな v，_ 

いが，最適解拘戸は変らない。

ω 叫 -zr;inC63 町一mJn〈Cり u，) 

。事 c'ij=CiJ-Ui-VJ~O

(イ)表について集合 51" TJ を定義する。

占
/ 
岐

ぷせ
¥
d勺
¥
/
ぷ
京
、
/
♂
一
、

<1'<' 

onglns 

(69) 6~ 

ミ
プ
¥
一
一
/
¥
え
プ
¥
斗
プ 'o". 

斗
プ
ラ

ω

ぐち

u;j 

002204  

0 0020212  

4 3 1 2 0 

2 o 0 1 l 

o 0 0 1 0 

(イ)表

11) 一般に費用行列の各行から， αi，各列から向をさし引いても最適解を構成する約j，ごは変り
がない。何故ならば， ZF(cdー酎-sJ)仰

=子予
=FF  

号号デc叩 iJ の m且岨n は号予 Cc川iJ-α刷1， -sJ)仰の ffi<nに対応する。



第 96巻第1号

S，~ {jl 向一向一円~O}

Tjー {i 1 cり一向-Vj-O}

〈イ)裏についていえば，

S，~{l ， 2， 5} S，~{l ， 2， 3， 5} S.~(6) 

S， ~{4 ， 5) 

T， ~{l ， 2) T， ~{l ， 2} T.~{2} T.~{4} 

九~{l ， 2， 4} T， ~{3} 

10 (70) 

~~で定義された u" 町は同をみたす説，それらは百表に与え ιれた原 (primal) 問題

に対する双対問題の一つの可能解を構成するものである叫。 この双対問題の可能解に対

応して，原問題の解を求めるには次の問題を解けばよし、。これを修正原問題 (modified

primal proble皿〉と呼日う。

M Efdj+st=ae 

::::8 xiJ+tJ=bJ 
i<':l' J 

x"孟O の下で

4カ EヨSl+ ::E tJ→皿m
i.T J j，Si 

あるいは目的関係制のかわりにそれと同値である

帥F 写jEJり→ max

壱考えてもよいo (l時， ~カの問題で %':1>0 であれば，その双対解は u" 吋 . c':J 一向「り~O

を必ずみたしている1九従って::>::s，十::>::tj~O あるし、は同じことであるが max(宇
i.Tj j，，s古

2己的j)=~ a，になれば，そのときの仰は原問題の可能解を構成する。ここで双対問
j.Si 

題の一つの可能解に対応する原問題の解も可能鮮を与える故に，そのような X，j は最適

解といえる，，'。併し rnaxCE :E拘j)く呂町.i. e. ~s什~tJ>O であればその上う
i j，Si 雷 J

な X'iJ ば原問題の可能解ではなし、。

さて，例題について説明すれば， M，肋Fの問題は明らかにY図のようなネットワー

クにおける最大流量問題である。

さて， ω，Wの悶題は明らかに最大流量問題である。例題でいえば， V図のようなネ

12) 標準型輸送問題。'JjI(対問聞は次のようにめらわせる。
CtJ~Ut+町 包冒L2， ......， m 

j=l， 2. .......侃

照6
9
 

m
リ

節

b

4

 

Z
J

苦

汁

章

:

4

6
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0， 

0， 

0， D. 

O. D， 

D. 
oIlglns destinations 

V 図

y トワークにおける最大流量問題といえる。つまり ."V図のネ y トワークで的-u，一町

キOマあるようなルート (i→力を落したものである。

Step 2. (1)表で C'tj= 0  

であるような (i.J)につい
不足→

余剰i 30 50 20 40 30 11 

て max(宇品川〕を計算
50 ロ口 仁]

する。ぞれが乎 αeに等し

吋れば，最適解に到達した 40 口口口 口
ことになり， 24ad よ川、

60 口
であれば，それは可能解で

はないので，可能解を求め 31 ロロ
る方向へ進むために叫.V) 

(吋表
の双対解を修正する。それ

が後の Step3である。
10 9 30 

なおここで皿axC~ ~ 
j，Si [司回 口%tj)の表を用いての言十算を

説明しよう。 仁コ回回 ロ
先ず，供給量・需要量を 日|

それぞれ余剰，不足として 49 

左縁，上縁に記入する。 回口
C'ij=O の(i.j)を口印で

付表
かこむ。(ロ表〕口印の (i.
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j)についているのに，余剰，不足を調整するようにいわゆる北西隅のルーノレ1めを適用ず

る。余剰，不足の残りを左縁，上最に記入する。余剰のある行の口印のところに+印壱

Yつける。+印を付されたところを 1単位増すときの他の口印に与える影響をいわゆる

stepping-stone法によりー印，+印をつける。そうすることにより余剰，不足の残り壱

小さくするようにル トを改良する。これらを順次〈り返すことにより rnaxC~:::8 XtU 
i J，8i 

が計算される(付表〕。

Step 3 余剰をもっ行lごついて口印の〔τ，J) に+印を付し stepping-stone法に

よれできるところまで+，一印を口印の項にヮける(付表〉。

+， の付された行と付されない列の交文官る項の集合~と E し， +， の付されな

い行止付された列の煮豆する項の集合を E'とする。

また，ム =minc'{j と定義し，
(ij)':'~ 

M 

( c'tjーム

d'i)= イ C'ij+ム

l C'i，j 

。，j)，E 

び，j)fE' 

(i，ρεE. E' 

とすると新しい誘導費用行列 C"ij が得られる。これに対応して新しい U'f，的 は 次 の

ように修正在れる。

立9

的

i叫+ム (i，J)，E 1. e 十あるいはーの付された行について
Ut= 

i. e. +あるいはーの付古れない行についてu{ (i， j)εE 

~I ，=[ Vjーム (i， j)♂ 1. e 十あるいはーの付された列について

り (i， j)fE' i. e. +あるいはーの付されない列について

胃閣

max(手JZどり〕
=手a，

Step 3 

双対解の修正と

新しい誘導費用

行列の作成

15) 衰の北西の隅から出晃して J 需要条件，供給条件をみたすように拘j に数値を与えていく。



ネ γ トヲタ

川口 2 2 0 4 

i 0 日 o 2 0 2 

11 4 3 1210  

2 0 0 

(=-)表

〔コ E 

R' 

(̂-!表

ム ~1

口回 口

口口四四
回回囚

囚回

伊)表

プロ 問題と輸送問圏

v'， 

10 

O 。2 

O 。O 

O 3 2 

2 

O 。
的表

口回
口口町+
回+

2 o 5 

2 o 3 

。 。
。。Z 

。 -1 

ch 

口

(卜)表

(73) 73 

u'， 

1 

2 

2 

このように修正された u'" v'J， c"i1 についても c"'1 =旬-U'i一切ら孟Oが成立「るの

は明らかである故 U'i，V'j は双対問題の新しい可能解を与えるものである。ここでま

た，さきほどと同じしこの新しい双対解に対応する修正原問題を考え，最大流量問題
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を解〈とと忙なz。

以上のステップ壱繰り返すこ左により，双対可能解から原問題の可能解に到達すれば，

そこで最適解が得られたことになる。

このステヲプを簡単にフロ ・チキ←トに示せば.VI図のようになる。

(イ)→伊)の表はこのy、テップで例題を解いたものである。

例表で余剰，不足は解消L 従って手釘+亨tJ=O， すなわち手 J~;ij =平凡
がみたされる故，最適解に到達したことになる o そのときの総輸送費は 3却であるo

本節を要約しよう。標準型輸送問題壱直接的には最大流量問題に変換できないが〔そ

の場合には単ι可能解をまめてし、るにすぎなしつJ、ろいろな双対可能解を求めて，それ

に応じて原問題を修正原問題に変形し，それを通して最大流量問題に変換することがで

きる。

百むすび

I節ではネヲトワーク・フロー問題の構造を. ][節では，ぞれらと非標準型輸送問題

の関連性と標準型輸送問題への変換壱.][節では，標準型輸送問題壱，双対体系を通し

て最大流量問題に変換されること壱みてきた。これらを全てまとめて視覚化すると，百

図のような関係図式が得られるであろう。矢印は変換の方向を示し， AcBは AはBに

属する。あ Zいは Aは Bの特殊ケースであ志ととを意味する。

百阻

解法としてのネヅトワーク・フロー法を stepping-stone法.MODl法等と比較して

みると次りようなことがいえる o

stepping-stoneは原問題を直接に解くものであり， 双対体系を明示的には考えてし、

ない。 MODI法凶は，原問題の つの可能解から出発し，それに対応ずる双!<J解をも

16) 文献帥.20ベージ量販。なお文献(1)および文臨時事には双対変数叫!町の経済的岬釈が加えら
れている。
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kめて，それが双対体系における可能解であるかどうかを時味して，最終的には原問題

の可能解に対応して双対解も可能解になるよう立方向へ進む。ネヲトワーク・フロ 法

は MODI法とは逆の関係にあると云えもすなわち，それは双対体系の可能解から，

それに対応する原問題の可能解を発見するためりプロセスであるo

付録

1) 最短距離問題の手解法

始点⑥との直接ノレ ト巷もつ点のうち最短距離のものを選び，それにラベノレをつける。

そのラベノレは第1に始点の番号Oを記入し，第 2に始点からの距離を記入す品。 I図の

例題でいえば，点①に(@， 2) とラベルをつける。

次にラベノレのつけられた点と直接ノレートで結ぼれた点のうち， ラベノレされた点のラベ

ノレの中の距離とそのノレートの距離の和が最小の点壱選び，そこにラベル壱つける。そめ

場合のラベルは，第1に相手の番号を，第2に相手のラベノレの第 2の数値にそのノレート

の匝離を加えたものを記入する。 I図では点⑨に(0)， 3)とラベルをつける u

以下同様にして，点④には(m， 4)とラベノレがつけられる。順次ラベノレ壱つけて，

終点⑥にラベノレされるとそれで解が求まったことになる。各点の始点からの最短距離はF

その点のラベルの第2の数値で示され，始点への最短ノレートは，ラベノレに記された第 l

の番号を逆にたどって行けばよL、。 I図では終点⑤に(④， 9) とヲベノレが付占れ，従

って最短ノレートは@-①→④→⑤であり，最短距離は 2+2+5~9 である。

l'固にラベ

ノレされたネ.，
(@， 2~ (①， 7) 

5 
3 

¥ 

トワ←グの図

をE しておく。
2 ¥¥と

2) 長大流 O 
2 4 

λ 9)  畳間頴の

手解法
4 ノ / 0 

E図におい 2 
3 

4 

て，輸送路の (④， 3 ) ((1)，4) 

矢印の方向を 1 '悶

たどり，始ι⑨から終点⑥までの任意の可能なノレートをとり，そのノレ-1における各輸

送路の輸送容量の最小値をそのノレ トで輸送する o

次にこの輸送量壱，各輪選路の容量から差しヲ|くと同時に，反対方向の容量1=加える a



76 (76) 鵠 96書館1号

E図では，先ず⑨→①→⑨→@のルートを eりだし，そのノレートで最'J容量の旦だけ

輸送する。そのときのネマトワークはJ[，図となる。

以下同様にして，矢印の方向を進み，終点に着く Jレートが選べる限り続け.:30 ][1"-']:4 

図までがその手順である。J[，図で終点⑥へ入る輸送容量は Oであるから，これで最大

統畳が実現したことにな;50 JCs図には，最大流量の輸送計画が示されている u

ll，図 J[，図
@->①→③→⑤: 2 @→②→④→⑤ 4 

。

J[，図 L図

③『③→④→⑥ I ⑥刊①->~→④→③→⑤ 1

][，園
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