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ま え　が　き

　砂，礫などの粒状土は一般に粘着性に乏しく，ばらばらの粒子が何らかの外的拘束と

摩擦の存在によって，集合体としての形を保ち，強度を発揮し得る材料である．このよう

な材料を抽象化して呼ぶ場合に，われわれは粒状体という語を使う．

　元来ばらばらの粒から成る粒状体の性質は粒子そのものの性質だけではなく，その集合

状態によっても大きく左右される．さらにこの集合状態は境界条件の変化たとえば応力の

増加に応じて変化し，粒状体の変形・強度と密接な関係にある．したがって，このような

粒状体の特性を本質的に解明するためには，粒子と粒子の微視的相互作用の機構に基礎を

置くアプローチが必要となる．

　最上により「粒状体の力学」と名付けられた土質力学の一分野は，そのような要請に基

づく新しい領域である．

　本研究も，この「粒状体の力学」にささやかな寄与をしようとするものである．

　粒状体の変形・強度のよってきたるべき機構を考える上で，粒子の集まり方，ならび方

とともに，粒子間で伝達される力の大きさ，方向および変形に伴うこれらの変化に関する

情報が不可欠である．粒子の集まり方，ならび方とその変化は，実際の砂の実験からある

程度とらえることができる．しかし，粒子間の力を，実際の砂粒子接点において直接測定

することは今のところ不可能と思われる．

　そこで，考えられる方法としては，粒子間力に関して適当と思われる仮定を設けるか，

あるいは，粒子間力を測定できるような砂の模型を用いて実験的に求めることの2つが

ある．前者は従来多くとられてきた方法である．本研究においては，後者の方法を採っ

た．すなわち，砂粒子の模型として，光弾性材料から作製した小円柱を採用し，その二次

元的集合体を砂の模型とし，この模型を用いて，二次元二軸圧縮および二次元単純せん断

試験を行った．試験の全過程における任意段階において光弾性等色線縞写真を撮影してお

き，その写真を解析することによって，全接点における粒子間力を測定できる．同時に粒

子配列も測定できる．

　このような方法を用いて，二次元かっ粒子形状が円形という非常に単純化された模型に

よってではあるが，巨視的応カーひずみ関係と，微視的な粒子間力，粒子配列などの変

化との対応を明らかにする．

なお，実験の種類としては，二次元二軸圧縮，二次元単純せん断および二次元繰返し単純



li

せん断（1方向および2方向）およびKo圧縮の4っで，間隙比や粒子間摩擦角を変えた実

験も行つている．

　次に，これら一連の模型実験から得られた知見に基づいて，粒子間力と主応力比の関係

および粒子配列の異方性と主応力比の関係，さらには主応力軸の回転などにっいて理論的

に考察を加える．

　本論文の内容は，現場の問題に直接役立っものではないが，土の力学的性質の本質的な

解明にいささかなりと貢献するところがあるならば幸いである．
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1

第1章　序

1．1粒状体と粒状体力学

訟fima

　「粒状体」とは，シルト．砂，礫，ロツクフィル材などのいわゆる非粘着性材料の総称であ

る．英語の“granular　materia1”，仏語の“milieux　pulv6rulent”，独語の“k6rnig－

er　Medien”などに相当する名称として，最上によって命名され，応用力学，土質力学の分

野において，かなり定着してきていることは周知のとおりである．

　粒状体は固体の粒子の集合体であつて，固体と流体との中間的な挙動を示す．このような性

質をもっ非粘着性材料を取扱う力学全般を，広い意味で，　「粒状体力学」と呼んでもよいので

あるが，土質力学には古くから，土圧論を中心とする「粉体力学」と呼ばれた一部Frがあった．

一方，化学工学の分野における「粉体工学」（powder　technology）が著しい発展を遂げた．

これらにおいては，一般に，粒から成る材料を連続体的に取扱つてきた．最上が粉体という語

を避け，あえて「粒状体」という語を用いた理由は，この材料がばらばらの粒の集まりである

ことを意識した上で力学的考察を行おうとする点にある（最上，1976）．したがって，ここで

は「粒状体力学」とは，粒状体の力学特性を．粒子そのものの性質や粒子の集合状態などから

解明してゆこうとする力学の一分野であると考えることにする．つまり単に粒状体を対象にし

た力学という意味ではなくて，対象物を粒状体として取扱う力学と考えるのである．

　三笠は土の力学的性質は，土の種類と，その状態で決まり，さらに土の状態は，密度，含水

量および骨組構造によつて決まると考えて，次のような函数関係が成り立っとした（三笠，19

64）．

土の力学的性質＝F（土の種類；密度，含水量，骨組構造） （1，1）

　三笠は特に骨組構造の重要性を強調したが，粒状体力学において．構造の概念は最も基本的

なものの1っである．

式（1．1）をより一般的な形に書き直せば次のようになるであろう．

土の物理的・力学的性質＝F（構成要素の基本的性質，構成要素の組成状態，試験条件）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．2）

式（1．2）右辺の各変数の内容は，三笠（1964），小田（1976）らの考え方を参考にして，次

のように考えることができよう．
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1　構成要素の基本的性質

（1）粒子の性質

（2）間隙流体の性質

2　構成要素の組成状態

　（1）粒子の集合状態

　（2｝間隙流体の状態

3　試験条件

a）粒子の材質

b）粒度組成

c）粒子形状

d）吸着イオンの質と量

e）流体の物性

f）密度

9）幾何学的配列

h）結合状態

i）飽和度

j）試験機の型式

k）排水条件

D　その他

以上の各項のうち，試験条件は他の2変数とは異質のものであって，元来，式（1．2）に入れ

るべきではないかもしれない．しかしこれをあえて加えた理由は次のようである．

　われわれが土の物理的・力学的性質を求めようとする場合には，必ず何らかの試験機を用い

る．たとえば，土の強度定数を求めるために，一軸圧縮，三軸圧縮一面せん断，単純せん断，

ねじり，べ一ン，平面ひずみ圧縮など非常に多岐にわたる試験方法が考案されている．しかし，

これらを用いて，同じ土を同一条件下で試験して得られた，土の強度定数の値は，一般に同一

の値を示さない．試験機によつて，得られた強度定数に差異が生じることが多い．異なる試験

機によつて得られた値相互の関係を明確にし，真の値を求めるためには，各試験機の供試体に

おける境界条件や応力・変形の状態をできるだけ正確に把握する必要がある．この点に関して，

現状はまだ満足すべき状態ではなく，われわれが実際に観察し得る土の性質は試験条件によつ

て左右されると考えてよい．

　以上のように土の性質は多くの要因に支配されるが，これら全部を含む函数関係を求めるの

は当面不可能であるから，粒状体力学においては，これらの要因の中から重要と思われるいく

つかを選んで種々の方法により考察が進められる．

　粒状体力学の中心を成す，粒状体の変形の定量的表現に関する研究は，最上（1976）と龍岡

（1978）によれば，次の4つに分類される．

　（1）物理的意味をあまり問題にせず，実験値をできるだけよく表現できる簡単な応力・ひず

　み関係式を求める．

　②　連続固体の力学，特に塑性論を修正して用いるもの．いくっかの基本概念を仮定する
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が，仮定の正否は，実験結果との対比による・この方法では，不連続体である粒状体を連続

体として扱っていることになり，扱う物理量は，マクロな量としての応力とひずみである．

（3）粒状体のモデル実験，あるいは，実際の砂の実験を通じて，粒子配列の状態またはその

変化を求める．あるいはこれに関する仮定を行なう．さらに，これを一般化して，変形の議

論を行なう．この場合も一般化された後は，粒状体を連続体として扱い，仮定の正否は実験

で測定されるマクロ量との対比による．

（4）変形機構の物理的表現に重点を置くもので，情報理論・統計的手法が用いられる．

　これら各種の研究は，対立するものではなく，相互補完的なものであることは言うまでもない．

　はじめに述べた定義に従えば，粒状体力学の範囲に入るのは，②～（4）であり，とりわけ，

（3）と（4）の方法が中心となる・

　本論文の内容は（3）のミクロ的な観察に基づく方法に属している．

1．2　本論文の目的

　本論文は前述の最上・龍岡による分類の⑧に属する方法を採り，粒状体の応力および変形を，

粒子レベルの微視的＊観察結果に基づいて考察しようとするものである．

　本論文では，砂の三軸圧縮試験，単純せん断試験あるいはK。圧縮試験を念頭に置きながら，

粒子レベルの微視的観察が連続的に可能な二次元模型実験を行なつている．その場合に模型粒

子を光弾性材料で作製し，粒子間力の測定を可能としており，これにより，粒状体の粒子構造

と応力状態との同時観察が可能である．なお実際の砂における微視的観察結果とできるだけ比

較対照するように努めている．

　以上のような二次元模型実験を中心にして，次の事項を明らかにすることが本論文の目的で

ある．

　（1）粒状体の応力と粒子間力の関係

　②　せん断型試験機における主応力軸の回転

　（31主応力軸と他の主軸との関係

　（4）ひずみ硬化と粒子構造変化の関係

　（5）粒子間力の性質と粒子構造との関係

　（6）粒子間摩擦角の発揮

　（7）二軸圧縮と単純せん断との関係

　（8）繰返しせん断時の変形の微視的機構

　（9）静止土圧状態の微視的機構

＊微視的という語は，本論文においては，粒子の大きさ程度のレベルを指すのに用いる．

粒子配列や粒子間力，粒子の移動などの観察・測定などは微視的である．

したがつて，
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第2章　粒状体の力学的性質を支配する諸要因

，

2．1　はじめに

　第1章において列挙したとおり，粒状体の力学的性質は，多くの要因が相互にからみ合いな

がら生み出しているといってよい．

　多くの要因のすべてが，ある性質にとって同程度に支配的ということではなく，問題とする

性質によって，どの要因が重要かが自ら異なる．

　このような諸要因を網羅的に調べることが本論文の目的ではないが，これらについて一通り

知っておくことは，粒状体力学にとって重要なことであろう．そこで，本章においては，粒状

体の力学的性質を支配する諸要因に関する従来の研究を概観しておくことにする．

2．2　粒子の性質

　Z2．1　粒子の材質

　粒状体の性質を左右する最も基本的なものは粒子の性質であり，粒子の性質，たとえば，粒

子の強度特性，変形特性，摩擦特性などは，粒子の材質に支配される．

　ここでは，材質に関連して，砂粒子の鉱物組成，粒子間摩擦角および粒子破砕について簡単

に述べておく．

　（1）鉱物組成（大草，1972，関，1976など）

　砂粒子の材質はその鉱物組成によってきまる．砂は一般に鉱物粒子と岩石砕屑物の混合物で

ある．鉱物や岩石の性質は，その種類や風化の程度などによって，非常に多岐にわたっており，

どれが主成分であるかによって，砂の性質はかなり異なったものとなる．われわれが日常接し

ている砂では，石英，長石，雲母などの鉱物やチャートなどが多く観察される．

　石英（quarz）は，造岩鉱物の中で最も普通の鉱物であり，壁開がない，硬い，摩耗しにくい，

風化作用を受けても分解しにくい，などの性質を有しているので，川床や海岸の砂・礫をつく

る最も主要な鉱物となっている．

　長石（feldspar）は，壁開性が強く，摩損されやすく，化学的風化作用によってカオリンな

どの粘土鉱物に変化しやすい．

　雲母（mica）は，薄片状の構造を有し，雲母を数％含む砂やシルトは，著しい圧縮性と除荷

時の膨潤性を示す．

　輝石，角閃石およびかんらん石などの鉱物は風化作用によって急速に破壊されるから，多く



6

の土には含まれていない．

　チャート（chert）は，微粒～極微粒の石英から成り，一般に層理面に平行な板状または縞状

の割れ目と，それに直交する節理面がよく発達しているかなり堅硬な珪質岩である．

　（2）粒子間摩擦角

　粒子間摩擦角φμは，粒状体の力学的性質を支配する最も基本的なパラメーターの1つであ

る．たとえば，Caquot（1934）は，限界間隙比状態における内部摩擦角φ・・とφμの有名な関

係式・tanφ・・；；tanφμを提案した・BishoP（1954）も三軸圧縮に対して・sinφ＝15tanφμ／

（10＋3tanφのを提案した．しかしながら，物体間の摩擦は材質によって支配されるのみなら

ず，接触面の状態，試験方法によって大きく左右されることが知られており，粒状体の力学に

とり入れるべきφμをいかにして測定し，決定するかについての定説は未だないというのが

現状である．土の力学に適用することを目的にして測定されたφμの値は，Tschebotarioff

and　Welch（1948）が石英その他について求めて以来，　Rowe（1962），Horn　and　Deere（1962），

Skinner（1g6g），　Procter　and　Barton（1g74），　Nascimento（1977）など多数に上るが，それ

ぞれ，試験方法，条件などが異なることもあって，同じ材質の粒子についてもかなり広範囲の

値が報告されている．（表1．1）

　　　　　　　　　　　　　　　表1．1　φμの測定値の例

材　　質 研　究　者 試　験　方　法 条件 φμ（度）

石　　　英

i石英砂）

Tschebotarioff　and

vlch（1948）

ブロックとモルタル中に

рﾟ込んだ粒子

乾燥

ｼ潤

O和

624．524．5

Rowe（1962） 固定しない粒子と平板 飽和 22～31 粒径小→大，φμ

蛛ｨ小

Hom　a㎡Deere
i1962）

3個の半球と平面

@　　ノノ

乾燥

O和

623

Procter　and　Barton

i1974）

1個の粒子と平面

@　　〃
ｱ子と粒子

乾燥

O和
V

17．4

Q2．2

Q6

長　　　石

i長石砂）

Hom　and　Ek…ere

i1962）

3個の半球と平面

@　　”

乾燥

O和

637

Pr㏄ter　and　Barton

i1974）

1個の粒子と平面 飽和 28．9

Rowe（1962） 固定しない粒子と平板 飽和 17ガ　ラ　ス

iガラスビ
@ーズ）

Skinner（1969） “friction　apParatus”

i1φおよび3φのビーズ）

乾燥

O和

2～7

Q7～43

垂直力Nの増大と

ﾆもにφμも増大

Procter　and　Barton

i1974）

粒子と粒子

@　　〃

乾燥

O和
5～10

@17．9

‘
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1個の粒子と平面

@　　〃

乾燥

O和

5～10

@15．5

　　鋼

i鋼　球）

Skinner（1969） “frictionapParatus”

i1／8”φ鋼球）

乾燥 16～33

ステンレス鋼

i鋼　球）

Procter　and　Barton

i1974）

粒子と粒子

P個の粒子と平面

飽和

V

8．1

W．6

白　雲　母 Horn　and　Deere

i1962）

ブロックとブロック

@　　　〃

乾燥

O和

23

P3

　各研究者の実験結果を総合して考えると次のことが言えよう．

　　1）φμの測定方法にっいては，1個1個の粒子をこすり合せる方式がより本質的であると

　も考えられるが，実際の砂は多数の種々の粒子から成っていることを考慮すれば，Roweが

　行なったような多数の自由粒子と平板をこすり合せる方式の方が，平均的な代表値を得るの

　に好都合であると考えられる．

　　2）φμは材質によって変わる．

　　3）φμは粒径によって変わる．（粒径小なる方がφμ大）

　　4）φμは垂直力によって変わる．（垂直力大なる方がφμ大）

　　5）φμは接触面の粗さによって変わる．

　　6）φ。は水の存在によって変わる．（石英・長石などでは乾燥時く湿潤時）

　しかし，以上の各項とも決定的な結論とは言えないのであって，それぞれに未解決の問題を

多く含んでいる．

　金属材料の摩擦や潤滑の機構については，Hardy，　Holm，　Bowden，曾田などの研究によ

ってかなり解明されているといってよいが土，岩などの材料に関しては今後の研究にまつとこ

ろが多い（Bowden　and　Tabor，1950，曾田，1954）．

　（3）粒子破砕

　フィルダムや砂礫層中の杭の先端部などでは，砂・礫などはかなり高い圧力を受ける．

このような高圧下の粒状材料の挙動は，低圧下の挙動とかなり異なることが知られており，そ

の原因の第1に粒子の破砕が挙げられている（Vesi6　and　Clough，1968，三浦・山内，1977，

など）．

　また，マサやシラスなどの特殊士においては普通の圧力Fにおいても粒子の変形・破砕が著

しく，その力学的挙動は特異なものとなっている（春山，1969，松尾・福本，1976a，　b，な

ど）．

　22．2　粒度

　粒度は粒状体の物理的・力学的性質を支配する重要な要因の1つである．粒度によって密度

が変化することはよく知られている（たとえば，Kolbuszewski，1948）．一般に，密度が大
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きくなると強度も増大すると考えられている．小田（1977）はこの点について，粒径の異なる

2種類のガラスビーズの混合体の実験結果より，密度の増加は粒子構造の不均一性を伴うこと

を見出し，粒状体の力学特性と密度の関連性は，粒子構造の観点を踏まえて吟味すべきことを

示唆しており興味深い．

　22．3　粒子形状

　粒子形状は大きく分けると次の3つの側面をもつ．

　　1）粒子全体の形状

　　2）角ばりの具合

　　3）粒子表面の粗さ

　1）は，粒子が全体として，どのような形をしているかを問題にする．これを表現するには，

板状，葉状，棒状，塊状という言葉が用いられる．実際の粒子が，どれに当てはまるかを客観

的に定める方法として，elongation　ratio（q＝b／α），　flatness　ratio（p＝c／b）およびshape

factor（F＝P／q）（ここにα，ろ，　cはそれぞれ粒子の最大，中間，最小の長さ，これらは普通

互に直角にはかる）を用いて，上記の4っに分類する方法がLeesによって提案されている

（最上，1969による）．また，小田は，粒子の二次元断面でのaxial　ratioを用いることを提

案している（小田，1972）．この粒子形状は，粒状体の構造異方性を左右するので，間接的に

力学特性に影響を及ぼす．

　2）は，粒子表面の大きな凹凸の具合が，どのようであるかを表わすものであって，Wadell

のroundness，　Leesのangularityなどで定量的に表現される．なお，　KrumbeinやLees

は視察にょって，これらを直ちに判断するための標準図表を提案している（最ヒ，1969による）．

　角ばりの具合あるいは丸っこさも，粒状体の物理的・力学的特性を左右する．角ばった粒子

の砂の方が，丸っこい粒子の砂よりもせん断強度が大きいとされているし，鉄道軌道における

道床の安定性は丸っこい粒子の川砂利を用いるよりも，角ばった粒子の砕石を用いる方が大き

いことが知られている．また，丸っこい粒子の砂は，角ばったものより，最大・最小間隙率が

小さくなる．

　第3の粒子表面の粗さは，顕微鏡レベルでの凹凸である．粒子表面の凹凸は，粒子間摩擦角

φμや，砂のセメンテーションなどと関連が深いことが予想される．

2．3　構成要素の組成状態

　2．3．1　密度

　（1）密度の表わし方

粒状体の力学特性は，その締まり具合によって大きく変化する．たとえば，粒状体の強度は

よく締まったものほど大きく，従来より多くの研究者が強度と締まり具合との相関関係を研究
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し，関係式を提案している．締まり具合を表わす尺度としてはいろいろな指標が考えられてい

る．すなわち，間隙比e，間隙率η，specific　volume　v＝1＋e，乾燥密度η，含水比w，

締固め度，相対密度D，など．

　前の5例は，絶対的な値であり，最後の2例は相対的な値である．粒状体の締まり具合を絶

対的な値で評価することが，必ずしも適切でない場合がある．というのは，いま2種類の砂A

と砂Bを考えると，これらの砂の最大間隙比・最小間隙比は一般に等しくないから，ある間

隙比において砂Aはかなり締った状態であったとしても，砂Bはゆるづめの状態であるという

場合が起り得るからである．そこで相対密度を用いるのが好都合の場合がある．しかし，この

相対密度は最大・最小密度のわずかな測定誤差によって，推定値にかなりの誤差を生じること

が，吉見・陶野（1973）によって指摘されている．相対密度の信頼性を向ヒさせるためには，

最大・最小密度の標準化した測定方法の確立が必要であり，その場合，測定回数も統計学上十

分な数をとる必要がある．最大・最小密度の標準測定方法にっいては，土質工学会に設けられ

た砂の相対密度測定法小委員会によって試案が提出され，ようやく，わが国における統一・標

準化が計られようとしている（吉見他，陶野他，広瀬他，いずれも1977）．

　（2）他の諸性質との関係

　粒状体の強度と締まり具合とは，密接な関係にあることはよく知られており，多くの研究が

ある，以下に主なものを列挙する．＊）

　　1）　Caquot　et　Kerisel（］956）：etanφ＝λ（砂では　λ＝0．5～0，6）

　　・）W…erk…（・964）・　・t・nφ一．，一合T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cシe一ピrnm　　3）　K（≦zdi（1964）　　　　　　　　：tanφ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・xp（e－÷L］n）－1

　　4畷上（1965）：‡麟訂・・…－1』e

　　　　　　　　　　　三⌒・・…一，（i－ttlL5－［ii．、’…－1

　以上は，間隙比eと内部摩擦角φの関係を与えるものであるが，相対密度と内部摩擦角の比

例関係を与えるものもある（Cornforth，1973，　Al．．Hussaini，1973など）．

　また，砂質土の液状化現象と相対密度とは密接な関係にある．谷本（1971）は，ある繰返し

回数で砂を液状化させるのに必要な応力比は，相対密度にほぼ比例することを見出している．

　さらに，標準貫入試験によるN値と相対密度との関係も実用的見地から研究されているが，

＊）記号説明：O：内部摩擦角，E）：間隙比，　em］r、：最小間隙比，λ，A，　a，C，　h，んt：定数．

（＊印は最上（1969）による）
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粒子間のセメンテーションなど他に考慮すべき要因が多いので，両者の相関関係はかなりの幅

をもって考えなければならないようである（Lacroixand　Horn，1973その他）、

　さて，上述のように，砂の相対密度と強度とは密接な関係にあって，ある砂の間隙比なり相

対密度が同じであれば，強度もほぼ同じであるという考え方が一般的である．しかし，間隙比

が同じでも，堆積構造が異なると必ずしもそうならないという報告がなされている．Silver

and　Park（1976）は，同じ砂を2つの方法（突固めと振動）によって同じ間隙比に締固めた場

合にっいて，ある繰返し回数で液状化を生じさせるに必要な応力比を調べたところ，突固めに

よる締固めを行った試料の方が明らかに大きい応力比を必要とした．このような差が生じる原

因は，締固め方法の差異に基づく粒状体の構造の違いによるものと考えられる．また，小田

（1972a）は同じ砂を2種の締固め方法（突固めとモールドをたたく方法）によってほぼ同一間

隙比にした供試体の3軸圧縮試験を行なって，この両者で明瞭に異なった応カーひずみ関係を

得ているが，この違いが構造の違いによるものであることを顕微鏡観察による構造の定量的解

析によって確かめている．

　したがって，粒状体の力学的特性の研究に際しては，密度のみならず構造ないし構造を左右

する供試体作製方法にも十分な考慮を払う必要があるだろう．

　2．3．2　　樟ξ造（fabric）

　粘性土の微視的な粒子配列構造についての関心はかなり以前から高く，　Terzaghiの

Erdbaumechanik（1925）にもすでに記述されており，大抵の教科書においても言及されてい

る．

　近年走査型電子顕微鏡の発達・普及に伴なって，粘性土の微視的な構造の研究は非常に活発

であり，1973年には国際シンポジウムが開かれた（Barden　and　Pusch，1973）．

　一方，粒状土においては，微視的な構造が土質力学的見地から取り上げられるようになった

のは比較的に新しいことに属する．

　粒状体は，一般的には均一であることは少なく，均一な小部分の不均一な集合体であると考

えられる．そして，この不均一性が，粒状体の力学特性を考える場合に本質的であることは，

最上の教えるところである．しかし統計的にみて均一な領域の構造特性が最も基本的であると

考えられ，これに関する研究が多くの研究者によって行われている．

　粒状体の微視的構造は次の2つの概念を含んでいる（小田，1975）．

　　1）個々の粒子の配向性（orientation　fabric）

　　2）粒子のつまり方（packing）

　（1）個々の粒子の配向性

　砂粒子は一般に球ではないから，ある座標空間にある粒子には方向と向きが定義できる．し

かし後者は通常考えないことが多い、
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　粒子の方向は，粒子に直交三軸を考え，それらのうちの長軸と短軸が空間座標軸といかなる

傾きをもっているかで表わすことができる．砂粒子は，一般に，ランダムに詰まっているから

粒子の方向もランダムであるが，統計的に調べてみると，長軸と短軸とがいずれかの方向に集

中する傾向にあることが多い．この（a）集中する方向（preferred　orientation選択方位，集中

方向）と⑤集中度（intensity　of　preferred　orientation）とを調べることによって，我々は，

粒子の配向性を定量的に把握することができる．

　粒子の配向性を調べる方法は今のところ2つある．1つは，Arthurらによって報告されて

いるX線を照射する方法（Arthur　and　Dunstan，1969，　Arthur　and　Menzies，1972）で

あり，もう1つは，接着剤で固結させた粒状体より薄片を作製して，2次元的に粒子の見掛け

の長軸の方向を測定する方法である（小田，1972　a）．

　集中方向および集中度は，それぞれ，vector　mean　directionおよびvector　magnitude

を計算することによって，定量的に表現できる（Curray，1956）．

　（2）粒子のつまり方

　粒状体内の1っの任意の粒子を考えると，この粒子はその周辺にある他の複数の粒子と接触

している．この場合，（a）接点数と（b）各接点における接平面に立てた法線の方向の2つを，すべ

ての粒子について調べてやれば，粒状体全体での粒子と粒子の相互位置関係の様子が明らかと

なる．

　（a）の接点数は，粒状体の密度あるいは間隙比eと密接な関係があることが，理論的・実験的

に知られている．

　（b）の接点方向は，粒状体全体（あるいは一部）における法線方向の3次元的分布を確率密度

函数として表示することによって，目的が達せられる．

　接点方向の分布は，粒状体の力学特性を支配する最も基本的な要素であり，Rowe（1962），

村山（1964），Horne（1965），松岡（1973），小田（1974），徳江（1975）などの理論式は，接

点方向の分布とその変化に着目して，応力，ひずみ，ダイレイタンシーなどの関係を求めてい

る．

　表2．2および2．3に粒状体の構造に関する主な研究をまとめて示した．

　　　　　　　表2．2　粒状体の構造に関する研究（実際の砂に関するもの）

区分 研　究　者 微視的構造を
ｲべる方法 測定量

目的／他の物理的・
ﾍ学的特性との関係

備　考

実際の

ｻの構
｢

Windisch　and　Souli6

i1970）

固結・薄片 間隙比

ｱ度分布

ﾔ隙の大きさ
ﾌ分布

手法の追求に重点
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実際の 小田（1972a，b，c） 固結・薄片 間隙比

砂の構

｢ 粒子の配向性 各種砂について調べ

粒子接点の方 る．粒子形状との関

向性E（β） 係

a）締固め方法によ

三軸圧 る．E（β）の違い
縮試験　　　　の各

b）初期のE（β）と

闇段階 強度・変形特性と

ﾌ関係

において測定 c）変形過程におけ σ1／σ3＝

るE（β）の変化 k13÷＋k、

（ひずみ硬化のメ
　dv＿一一

dε1一

カニズム） k3上十k4　Sx

Arthur　and　Dunstan X線照射 不均質性
（1969）

粒子の配向性
Arthur（1971）

Arthur　et　al．（1972）

Borowicka　junior 固結薄片 接点数 密度との関係
（1973）

接点の方向性 せん断変形に伴う分

布の変化

一面せん断試

験の各段階に

おいて

表2，3　粒状体の構造に関する研究（球・円柱その他のモデルによるもの）

区分 研　　　究　　　者 2次元／
R次元

粒　子 変形・測定量（マクロ） 測定量（ミクロ）

模型 最上（1965） 2次元 等大球 2軸圧縮　　ひずみのみ 各部における間

隙比

間隙比の平均

値と偏差

Dantu（1957） 2次元 丸棒 部分圧縮・一面せん断・ 粒子間力，接点

光弾性 数，間隙比

Dant　u（1968） 3次元 球 等方圧縮　光弾性応力凍 粒子間力

結法

圧力

Biarez　et　Wiendieck 2次元 不規則な 2軸圧縮　　ひずみ 粒子接点角
（1963）

viendieck（1967）

形の平板 幾何学的異方
ｫ指数Aとひ
ｸみの関係



13

Rowe（1962） 2次元 等大丸棒 2軸圧縮　応力とひずみ 粒子接点角

3次元 等大球 3軸圧縮　　　〃

（規則配
列）

松岡（1973） 2次元 丸棒 一面せん断　応力と変位 粒子接点角

粒子間力（光弾
性）

粒子接点角の

変化

小西（1973，1974） 2次元 丸棒 2軸圧縮　応力とひずみ 粒子接点角，粒

6．8．10φ 単純せん　応力とひずみ 子間力

断 mobilized
光弾性 arlgle　of

friction

小田（1977） 3次元 ガラス球 容器にっめる 1粒子当りの接
（ランダム） 点数

間隙比～粒子

接点数，平均

値と偏差

Bernal　and　Mason 3次元 ガラス球 容器にっめる 1粒子当りの接
（1960） （ランダム） 点数

Smith，　Foote　and　Busang 3次元 鉛散弾 容器にっめる 1粒子当りの接
（1929） （ランダム） 点数

間隙率による

接点数分布の

変化

Kallstenius　and　Bergau 3次元 ガラス球 容器にっめる 間隙比

（1961） 不均一性・異方

性

Feda（1969） 2次元 円板（等 接点数
径）

　2．3．3　粒子の結合状態

　我々は普通，砂を非粘着姓材料として取扱っている．しかし，自然堆積地盤の砂が一軸圧縮

強さを有していることはよく経験するところである．

　陶野（1975）は，東京地方の第四紀砂層に関して，乱さない試料の一軸圧縮強さ，間隙比，細

粒分含有率を調べ，さらに，砂粒子の表面構造や砂粒子間の接点の結合状況を，走査型電子顕

微鏡を用いて観察した．それによれば，砂粒子間には必ずといってよいほど細粒分が介在して
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いる．また，堆積年代が古く密度の高いものほど，砂粒子は互に接するようになる．そして，

細粒の非晶質の物質によって互いの粒子が接着され，一軸圧縮強さを有することとなり，この

一軸圧縮強さは，細粒分含有率に比例することが明らかにされている．もちろん，完全に乱し

た試料を元の密度につめ直しても，飽和状態では自立しない．

　この粒子間のセメンテーション（cenlentation）は，大気との接触によって容易に風化消失す

るといわれており，砂の強度成分としてどのように考えるかは今後の問題である．

　2．3．4　間隙流体の状態一一飽和度

　間隙流体の効果は，大きく次の2項に分類できよう：

　（1）間隙圧の発生

　　a）非排水条件下で間隙水圧・間隙空気圧が発生し，有効応力を増減する効果．

　　b）飽和度が低くなると，メニスカス効果によるサクションが発生し，砂は見掛け上，粘

　　着力を有することになる．

　（2）間隙流体による物性の変化

　　a）粒子間摩擦角に対して，低減効果をもつ場合（潤滑剤）と増大効果をもっ場合がある．

　　b）粒子の性質（強度や変形特性）の変化，および，粒子間のセメンテーションの弱化．

2．4試験条件

　本項は，これまで調べてきた諸要因とは性格が異なり，粒状体そのものが持っているもので

はなく，外部的な要因である．一般に，土質材料は，同一の試料でも試験方法や試験条件によ

って異なった挙動を示す．

　異なった挙動の中には，試験方法等に固有の各種の誤差によるものも含まれる．各種誤差は

予め取りのぞく工夫をするか，あるいは補正を適確に行うことによってその影響を許容誤差内

にとどめることが必要となる．

　（1）試験機の種類

　　　　せん断型：一面せん断；単純せん断；ねじりせん断

　　　　圧縮型　：一軸；三軸（軸対称）；三軸（3主応力）；平面ひずみ

　各種の試験機を用いて得られる強度変形特性の間の関係を明らかにすることが重要である．

しかし，各試験機における供試体内・および境界面上での応力状態すら不明の点が多い現状な

ので，今後とも重要な研究課題であろう．

　一面せん断試験で得られるクーロンの摩擦角φと，三軸圧縮試験で得られたモールクーロン

の破壊規準のφとは，一般に一致しないことは周知の事実である（Rowe，　Barden　and　Lee，

1964，Hansen，1961，　Rowe，　1969，など）．

　一面せん断試験供試体のせん断面が，ちょうど，三軸圧縮供試体に生じるすべり面の方向に
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一致すると仮定し，モール＝クーロンの破壊規準を用いて一面せん断と三軸圧縮の関係を説明

（Taylor　1948）することがしばしば行われるが，これは第1近似と考えるべきであろう．

　Cole（1967），　Rosc㏄，Bassett　and　Cole（1967）は“Cambridge　SSA　Mk．6”と略称され

る，全境界面での応力を測定可能な単純せん断試験機を開発・使用して，主応力軸と主ひずみ

増分軸とがピーク付近で一致することを見出し，主応力の大きさと方向を，定量的に求めるこ

とに成功した．彼らの得た結果によれば，せん断に伴って，主応力軸は回転してゆくが，水平

面がτ／aN最大面にはならず，水平面はむしろτm。、面に近い．

　Rowe（1969）は，彼の応カーダイレイタンシー式を用い，主応力軸と主ひずみ増分軸が一致

するとして，三軸圧縮・平面ひずみ圧縮・直接せん断の各試験から得られる，内部摩擦角φの

間の関係を理論的に誘導するとともに，実験値によって検証を行なった．

　平面ひずみ状態での砂の内部摩擦角φ，は，軸対称三軸応力状態での内部摩擦角φtに比べて，

約10％大きい値を示すと言われている．しかし，この結論は砂の構造や強度の異方性を考慮し

て確立されたものではない．小田・小石川・樋口（1978）は，砂の構造や強度の異方性を考慮

した，より一般的な，φpとφtの関係について研究し，砂の強度異方性は，軸対称応力状態よ

りも，平面ひずみ状態において特徴的に現れること，強度異方性を考慮すれば，　φp＝L1×

φ，の関係は成立せず，場合によっては，φp＜φtとなる可能性があることなどを実験によっ

て示した．

　（2）その他

　試験機の種類の他にいろいろな要因が考えられる．以下に列挙してみると，応力径路，応力

履歴，拘束圧，中間主応力，排水条件，ひずみ速度などとなる．詳細は省略する．
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第3章　粒状体の変形・強度に関する

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　従来の主な研究

3．1概 説

　第2章において，粒状体の力学的性質を左右するさまざまな要因にっいて，多くの研究を引

用しつつ，主として物性論的に概観した．

　本章においては，このような多くの要因のうちのいぐっかを用いて，粒状体の変形・強度を

理論的に論じた研究にっいて，簡単にまとめておくことにする．

　粒状体の力学的性質を理論的に論じるものに，かなり古くより，等大球の規則配列の静力学

・動力学に属する研究がある．等大球の規則配列というのは，粒状体の非常に特殊な場合に属

しているから，これらの研究結果を，そのまま一般の粒状体に適用するのは，かなり困難であ

ることが多い．しかし，粒状体の諸現象を考える上での有力なヒントとなる．この範疇に入る

研究にっいては，Deresiewicz（1958）や最上（1969）に詳しい紹介があるのでここでは省略

する．

　また，土の応力～ひずみ関係を，直接，実験式で近似してしまう方法，たとえば，Kondner

（1963）による双曲線表示法は，実用的には有用な方法であるが，本章では省略することにす

る．

　本章では，はじめに，粒状体力学の1っの中心主題であるダイレイタンシーに関する研究を

ふり返り，その後に，微視的考察に基づく研究と塑性論に基づく研究にっいて述べ，最後に，

統計理論的あるいは情報理論的研究に触れること4こする．

3．2ダイレイタンシーに関する初期の研究

　3．2．1ダイレイタンシー

　ダイレイタンシー（dilatancy）は，せん断変形に伴う体積変化現象であると定義されてい

る．もともとの意は，dilate＝：ふくらむの名詞であるから，体積膨張を意味しているが，負の

側にも拡張されて，体積収縮に対しても適用される．ダイレイタンシーは，岩石，コンクリー

トのような材料においても観察される現象であるが，粒状体におけるほど著しくなく，重要度

も低い．

　我々は，しばしば，粒状体を連続体的に取扱う．その最も簡単な力学モデルは，線形等方弾

性体であって，平均主応力と体積ひずみ，せん断応力とせん断ひずみには，それぞれ，一対一

の対応関係が成立しており，両者は独立に取扱い得る．ところが，ダイレイタンシーを伴う材
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料では，せん断ひずみと体積ひずみとが互に独立ではあり得ないから，応力とひずみの関係は

複雑にならざるを得ない．

　このようなダイレイタンシーの微視的機構の解明と，その定量的数式表現法の追求（微視的

および巨視的）が，粒状体力学の中心課題の1っとなっている．

　3．2．2　Reynoldsの研究

　ダイレイタンシーという現象は，1885年に0．Reynoldsによって発見されたといわれてい

る（Reynolds，1885；Rowe，1969）彼は，散弾や砂をゴムの袋に入れ，乾燥状態および

水で飽和させた状態で排水・非排水・非排気の条件下で一種のせん断試験を行ない，体積変化

または圧力の変化を測定して，ダイレイタンシーとはどういう現象かを述べている．彼の実験

では，供試体の形はきちんとした一定のものではないし，変形を生ぜしめるのに要した力や，

強度についての記述もない．しかし彼の論文は含蓄に富んでおり，現在の土質力学では常識と

なっている，有効応力の考え方や，排水条件にっいての先駆的記述さえ含まれている．また，

等方的な粒状体を一軸的に圧縮してゆくと，ダイレイタンシーが生じ，その結果粒状体は異方

的になり，この傾向はdilationが終るまで続くという指摘や，内部摩擦角と粒子間摩擦角との

関係は粒子配列を考慮しなければ導くことができないという意味の指摘は，今日なお粒状体力

学の課題となっているものである．

　3．2．3　ダイレイタンシー補正

　（a）Taylor－Bishopの考え方

　Taylor（1948）は砂の応力・ひずみ・体積変化挙動の実測値を示し，砂のせん断強度は2

っの成分から成ると考えた．すなわち

　　　　τ＝　τ，　十　τd　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　3．1　）

ここに　τ：せん断応力

　　　　τ，：粒子間のすべりやころがりに起因する摩擦による成分

　　　　τd：粒子同志のかみ合い（interlocking）による成分で，ダイレイタンシーによる成

　　　　　　分といってもよい．

　τdは一面せん断試験を考え，垂直応力σNの下で，せん断変位がδd増加したとき，供試

体高さがδh増大したとするときの，供試体がσNに対してなす仕事から，次のように定義さ

れる．

　　　　　　　　　　δh
　　　　　・d＝・。bl「　　　　　　　　　　　　（3・2）

破壊時を考えると，

t・n・・ ?ﾑ㌢Td－t・n・…一告 （3．3）
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ここで1÷hは・ユの値・用い・．

軸対称三軸圧縮試験の場合には，σ7，σ3’を最大，最小主応力，tを体積ひずみ増分

（収縮を正），Erを最大主ひずみ増分として

　　　　・an・（工＋止・42）一（る）戸蹴鴫　　　　（3・・）

と表わされる（BishOP　1954）．

　軸差応力によって表わせば

　　　（σ一。、）一（σ一。，）max．一。，4　　　　　　　（3．．5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε1
となる．

　Taylor－Bishopの解釈は砂の強度におけるダイレイタンシーの役割を明確にした点で重

要であり，土質力学の教科書にも紹介されている．しかしながら

　1）粒子間のすべり面は一般にせん断応力方向と一致していないので，加えたせん断力も摩

擦抵抗に寄与しており，垂直応力σN＝0の場合にも摩擦抵抗が存在する．

　2）最大強度を過ぎて，体積変化のない状態における残留強度tanφ。vと，　tanφ，とは間隙比

が小さくなると一致しない．

　3）　φ。。は粒子表面における固体摩擦角φμに比べて一般に大きい．

などの事実があるので，十分とは言えない．

　（b）　NewlandとAllelyの考え方

　NewlandとA1lely（1957）は，砂のせん断時に，せん断力の方向と，粒子間のすべりの

方向とが一般に一致しないことに着目して，最大せん断強度と，残留強度との差異を理論的に

説明しようとした．彼らは図3．1（a）に示すようにせん断面に沿う粒子接点を考え，これらの接

一τ

゜N

　　　言zδx

θa　Aa

・諸Ag
己㌧

　θ

図3．1

τ一砲D

（c） 曳

ー

σ

σ

W＼ατ

　　　　　　　　　（d）

Newl　andとAllely（1957）のせん断モデル

奥

↑。、

　　（e）
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点で同時にすべりが生じるものと考えた．そうすると，同図㊤）に示した鋸歯状の接平面の連続

体におきかえられ，さらに，同図◎のようなブロック同志のすべりに置き換えることができる．

粒状体のダイレイタンシーは上下ブロック間に生じる間隙によって説明できる．

　彼らによれば，最大せん断抵抗τ・m。xは次の4っの成分から成る．

　1）　σNによる摩擦抵抗17・R’：各すべり面（接平面）がせん断力方向に平行（θ，＝0）と仮

定したとき，摩擦に打勝ってすべるためのせん断応力

　2）　τによる摩擦抵抗：各すべり面がせん断力方向とθ，傾いているため，加えられたせん

断応力τのすべり面に垂直な成分によって生じる摩擦抵抗に打勝ってすべるためのせん断応力

　3）膨張に対する仕事：σNに抗して膨張するのに要する余分の仕事を行うためのせん断応

力

　4）再配列に要する仕事：bridgeの生成・崩壊に伴う余分の仕事を行うためのせん断応力

　定式化に当っては図3．1（b）に示したような各すべり面の傾斜角θ、＝θb＝……；θi＝……

三θとして，最終的に次式を得ている．

一面せん断の場合

　　　　　τmax／σN＝tan（φf＋β）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．6）

　　　　　（δv／δd）＿＝t・nβ　　　　　　　　　　　　　（3．7）

　　　　　τR’／σN；tanφf　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　3．8　）

ここに　δ∠はせん断変位増分，δvは体積変化増分，τR’：体積変化増分が零になる残留状

態でのせん断抵抗，φf：そのときの摩擦角で粒子間摩擦角φ，より大きく，両者の差は粒子の

再配列による摩擦成分である．

　三軸圧縮試験の場合（σ1＞σ2ニσ3）

　　　　　（σr／σ3）max＝：tan2（π／4十φ∫／2十β／2）　　　　　　　　　　　　　　　（3．9）

　　　　　（σ【／σ3）．＝tan2（π／4十φf／2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．10　）

　　　　　，。nβ。an（・／・）max・（も／：，）…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．　11）
　　　　　　　　　1＋（・、／・，）。。．一（d／：、）max

ここにσ1，σ3は最大，最小主応力，bは体積ひずみ増分，ξ1は最大主ひずみ増分であり（σ1

／σ3）．は残留強度を表わす

　Taylor－Bishop　の補正，式（3．3）で得られるφ，と式（3．6），（3．9）のφfとは

一般に異なった値をとる．その差は上記2）を考えるかどうかにあり，一般にφ，〉φ∫となる．

3．3　微視的考察に基づく研究

3．3．1Caquotの研究

Caquot（1934）は，粒子間摩擦角φμと，体積ひずみ増分がない限界間隙比状態における
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内部摩擦角φ　との関係を，せん断面上の粒子接点における接平面の分布および接平面におけ

る応力に着目して導いた．これは不規則な粒状体に関する微視的考察の最初の論文といっても

よいと思われる．

　いま，せん断面上の無数の接平面が等しい確率で各方向を向いていると仮定すれば，1つの

半球面をこの接平面で覆ってしまうことができる．すべり面に平行な大円の面積は，すべての

接平面のすべり面への投影面積の和に等しい．この半球上に微小面EFHGを考えると，これに

平行な接平面がすべり面上のいずれかに存在する．（図3．2）

A

　　aNl

D

0

C

d

α　　　d

@　　　　F

　　　　　　　1

図3．2　粒子間接平面からなる半球

B

　いま，すべての接点で同時にすべりが発生するものと仮定する．微小面EFHGに垂直圧力P

が半球の中心0に向って作用しているから，粒子間摩擦角をφμとすればこの面に作用するせ

ん断圧力はPtanφμで，面の接線方向（K方向）に作用する．微小面EFHGは微小な角度範囲

α～α＋dα，β～β＋dβで区切られ，その面積はγ2cosβdαdβであるから微小面上の2方

向の力の成分を球表面全体にっいて集めると，垂直力の合力は

∫：∫：；、…c…β・…dβ・a　・＝　np・・

であって，大円ACBDに垂直に作用し，一方せん断力の合力は

∫：∫1∴・・2c・s2β・・n砺・β・一穿ぴ・・nφ・

（a）

（b）
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であってABの方向に作用している．

したがって式（a），（b）より

　　　　　tan　¢Cv＝ V　tanφ・ （3．12）

が得られる．ここにφcvは限界間隙比状態における内部摩擦角である．

　すべり面上のすべての接点で同時にすべりが発生すると仮定している点をはじめ疑問点はあ

るが，実験値をよく説明することと簡明であることのために，式（3．12）はCaquotの式とし

て広く知られ，使われている．

　3．3．2　Roweの応力・ダイレイタンシー理論

　Rowe（1962）は粘着性のない等大円柱から成る規則配列の粒状体にっいて，力のっり合い

と変位の適合条件を考慮し，一般の粒状体に適用可能な，応カーダイレイタンシー式を導いた．

　応力の対称軸は初期粒子配列の対称軸と一致しており，粒子は一様な粒子間摩擦角φ”を有

するものとする．直交座標軸OX，　oyをそれぞれ主応力σ1’，σ2’（圧縮を正とする）の方向に

とる．主ひずみ増分をご1，E・とし，体積ひずみ増分をbとする（いずれも圧縮を正とする）．

　Roweによれば，密な規則配列粒状体において，を1が正の場合には，粒子群同志が相対的に

すべり，そのときのすべり接点の傾きは，OXに対しβである．これらの接平面は，一般に，

群と群の境界をなす平面の傾きと一致せず（図3．3），群と群は互に遠ざかるように動く．こ

れらの群の境界とY軸とのなす角をaで表わせば，αの値は球のつまり方の幾何学によって変

わる．

σi→

72

2
L

●．！、2

　2

夢●

　　Li　LI　LI　Lユ
　　2　　　　　　　　　　2

図3．3　円柱の規則配列と粒子間力（Rowe，

　　　　　坐2●－－

｝δ一2

］962）

‘
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　接点におけるすべり条件式は，図3，3を参照して，

　　　　　乙1／乙2　＝tan（　φμ＋β）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（a　）

ここに・乙1・L・は，すべり接点におけるσ1，σ2方向への力の成分である．また，1，，12を

al，　op方向における粒子列の単位長さとすれば，幾何学的条件から

　　　　　tanα＝11／12　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b　）

　　　　　L，／L・＝（σ1・1・）／（…1、）　　　　　　　　　　（・）

式（a），（¢）より

　　　　σr／σ2＝tanα・tan（φμ＋β）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一方，すべり接点におけるすべり量のσ、，σ、方向成分をδ、，δ、とすると，変位の適合条

件式は

　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　δ2／δ1＝tanβ

である．したがって

　　　　　　　　　　
　　　　　÷器・an・a・t・n・B　　　　（　…14）

　　　　　　　　　　　　　　　コとなる．ここで，体積ひずみ増分Vは（収縮を正として）
　　　　　　．　　　　　　　コ　　　　　　　．

　　　　　v＝ε1十ε2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（d）

である．式（3．13），（3．14），（d）よ．り

　　　　　一□＿σ1　1＿t・n（φ、＋β）
　　　　　　　。，ξ、一二1－i／ξ1－，。nβ　　　　　（3・15）

　この式は，大きい方の主応力によってなされる単位容積当りの仕事と，小さい方の主応力に

対して粒状体がする単位容積当りの仕事との比を表わしている．

　Roweは，同様の考えを，等しい球の規則的な三次元集合体にっいても適用して，式（3．14）

と同様の式を得ている．

また，エネルギー比Eについても

　　　　　E－一σ・ノ：，．＿

　　　　　　　　2・、’E3　t。nβ　　　　　　　　（3・16）

で表わされることを示した．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　特定のつまり方の性質を示す角aが，Eの式には入ってこないことに注目して，　Roweは，

（3．16）を不規則配列の粒状体にも適用した．不規則配列では，接触面がOXに関してあらゆ

る角度で生じ得るから，すべりの角度βを決めてやる必要がある．そこで，Roweは，「エネ

ルギー比最小原理」を仮定して，次の条件により，すべりの角度を求めた．

　　　　　　　　　　　　dE／dβ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　3．17）

この条件を満足するβは
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巴2

一

π丁

＝
β

＝
β （3．18）

となる．これを用いると，式（3．　16）は

　　　　三1－≒／ξ1一㎞2（三＋巴42）　　　　（3・・19）

となる．上述のエネルギー比最小原理は，「摩擦によって逸散するエネルギ増分Wの，供給さ

れるエネルギー一σ！：1に対する比が最小になる」という考え方と等価である．（Rowe，1963）．

なお，最上はE最小という点に疑念を抱いており（最上，1969），また，徳江（1978）は「エ

ネルギー比最1卜原理」の物理的意味は必ずしも明確でないとしている．

　式（3．19）が概ね妥当であることは，多くの研究者が実証している．図3．4は密な長石砂

6

5

4
［。こ。

3

28s“°・

　．．・σ

．o

　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　0．2　　0．4　　0．6　　0．8　　1．0　　1．2　　1．4　　1．6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　仁v／ξ1

　　　　　　　　図3，4　応力・ダイレイタンシープロットの例（Lee，】966）

の三軸圧縮試験における応力・ダイレイタンシー関係の例である（Lee，1966による）．長石

砂の粒子間摩擦角φμ＝37°であって，式（3、・19）の関係が図中の直線で表わされている．排

水三軸圧縮試験の結果をプロットしてみると，実験値は，最初，理論線より下にくるが，急速

に理論線の上側にプロットされるようになる（a，b）．ひずみが増大するにつれて，実験値

は理論線に漸近してゆき（b→c→d），ピーク（d）を過ぎると理論線より離れて，限界間

隙比の状態に達する（d→e）．この状態では，体積変化が生じず，1－W：1＝LOとなる．

　Roweは，　d→eの過程は「再配列」“rearranging”の過程であると考え，そのときのφμ

の有効値はφf（φf＞φμ）になるとしている．φfの値は一定値とならず，最小間隙率におけ

るφμから最大間隙率におけるφ。vまで変化する．

　実験で得られた限界間隙比状態における応力比と1－i／：1を使って，式（3．19）でφμ→

φfとしてφfを求め，間隙率ηに対してプロットしたのが図3．5中の○印である．
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　　　　　　　　　Medium－fine　sand，over－consolidated，　0．C．R．ニ2

　　　　　　　　　D　：　difference　due　to　energy　spent　on　dilatation

　　　　　　　　　R　：　difference　due　to　energy　spent　on　remoulding

　　　　　　　　　F　：　difference　due　to　energy　spent　in　friction

　　　　　　　　　　　図3．5　種々の摩擦角の間の関係（Rowe，1962）

　φfは，nによって，φμからφcvまでの値をとることがわかる．同図にはφm，の値と，

Taylorの補正，式（3．3）を施したφ，，およひ，　NewlandとAllelyの補正，式（3．9）

を施したφf（△印）をも示してある．

　3．3．3　Horneの研究

　Horneは，　Roweの提案した「エネルギー比最小原理」をより一般性のある形で誘導し，

不規則配列の粒状体に対する応力比・ひずみ増分比式を誘導した．彼が導いた式は，Roweの

式（3．19）と同じものである．（Horne，1965，1969）

　Horneは，粒状体の変形は，多数の粒子を含む粒子群と粒子群の間の相対運動の結果生じる

ものであると考えた．変形中の粒状体を観察すると，大多数の粒子間接点で，同時にすべるこ

とはなく，大きな粒子群と粒子群の間の少数の接点ですべりが生じている．すべりが生じてい

るのは，あるcriticalな方向と位置の接点である．ある瞬間にある群と群の間ですべりが生じ

ると，次の瞬間には新たな群ができて，新たな群と群の間ですべりが生じるのであろうと述べ

ている．

　さらにHorneは・不規則粒状体の構造異方性を，　mean　projected　solid　path（m，　P．　s，P．）

の概念を用いて記述し，さらに，これとひずみ増分の関係を導いた．

　mean　projected　sol　id　pathは粒状体内の固体部分のみを貫く鎖状の“solid　path”が，あ



　26

る距離乙進む間にN個の粒子を通るとき，lim　L／Nで定義される．たとえば，図3．6はOX
　　　　　　　　　　　　　　　　　　N→oO

　　　　　　　　　　X

　　Cp
ap－一

particle　Q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Y
　　　　　　　　　O
　　　　　　　　図3．6　0X方向（σ1方向）のsolid　path（Horne，1965）

方向（σ1の方向）のsolid　pathを2次元的に示している．

　粒子Aと接する粒子はいくっかあるが，直径を通る面aAbAの正の側の接点のうちの1っを

ランダムに選んで，粒子Bに入る．このようなランダムな選択を繰返して，大体OX方向にの

びるsolid　pathが描かれる．　OX方向にLx進む間に通過する粒子数をNxとすると，　OX方

向のm．p．s．p・は

　　　　　m・一撫言

で定義される．同様にして，oy，　OZ方向のm．　p．　s．　p．：M2，M3も定義できる．もし，粒状

体が等方的であるならば，M、＝m，＝M3であるが，異方的な粒状体では等しくならず，比

M2／MlおよびM3／m！は，異方性粒状体の粒子配列構造特性を示す指標となる．

　いま，粒子接点角の確率密度函数，つまり，接点角がω～ω＋dω，ψ～ψ＋dψの間にあ

る確率密度をE（ω，ψ）とすれば，各m．p．・s．・p．値は次のようになる．

　　　　　　　　　T　　　　　m！一・づ：∫∵・（・・ψ）・…ψ…ψ

　　　　アど　　　　　ガ

殉一・
H∫二・（・・ψ）（1＋…2ψ）・・・・…ψ

　　　　12

m・＝2魔d（・・ψ）（1＋…2ψ）・i・・d・dψ
■

（3．20）
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ただし

　　　　　　カ　　　　　∫㌃∫1τ（。，ψ）。。、ψ・。・ψ．1

等方粒状体では・E（・・ψ）一吉であ・・

ここに，rは粒子半径，ω，ψは粒子接点角で図3．7に定義してある．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xl

01nt　Of　Contact

　　　Zl

Yl

（3．　21）

図3．7　粒子接点角の定義（Horne，エ965）

　Horneは，変形によって生じる異方性を計算し，応力比とひずみ増分比（ダイレイタンシー）

の関係が，どのような推移をたどるかを図3．8のように示した．同図で，原点から放射状に引

いた直線群は式（3．19）を示している．

　粒状体が等方的である場合には，

　　　　　一（σ1’／・，’）・（ξ、／9川＝8／π2　　　　　　　　　（3．22）

であって，曲線AB上にあることになる．三軸圧縮試験で変形が進むと，　ABを越えて，原点

を通る直線に沿って上昇し，M、　￥M2，M3という異方性の状態が生じることになる．もし，

粒状体の異方性が，すべりによって新たに生じる接点のみによって生じるものとすれば，応力

比は曲線CDに達する．さらに生成頻度が最も高い接点のみが存続したと考えた一種の極限状

態においては，垂直線EFで表わされる状態に至る．以上のことは，粒状体が軸ひずみととも

に増大する応力比に抵抗する能力は，粒子群間のすべりによって生じる異方性（Ml／m，）の増

大によるものであることを示したものと言える．

　Horneは，さらに，1969年の論文で，密な粒状体が最大応力比に達した後の応力比の低下は，

すべり帯の発生によるものではなくて，体積膨張に伴なう異方性の低下によるものであること

を示し，体積変化がなくなる残留状態での摩擦角φ。vを求めた．その結果を示すのが図3．9で

あって，Horneの求めた曲線1が，実験結果をよく説明している．



28

limiting　rate　of　volume　change

晋こb

5

4

3

2

1

0

zero　rate　of　volume　change

ll｝1〈ill

　　　uppe「

Points　l
　　　　l　：　steel　bal1（3／32in．dia．）

　　　　2　：　glass　ballotini

　　　　3　：　coarse　sand

　　　　4　：　fine　sand

図3．8

♪
＼〉

登／

0．4　　　　0．8　　　　1．2　　　　6　　　　　0

　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■scale，el／ε3　　10wer　scale，　1－V／Vε1

to　5　give　the　maximum　values　of　（1－v／el）

　　　　　　　　　　　　（　After　Rowe，1962

応力比・ダイレイタンシー関係（Horne，

φ＝　7°
φμ＝17°

φμ＝23°

lil・　26°

　　　　）

　　　　　1965）

1

1

40

20

0

図3．9

Theoretical　cu「ves
l　　Horne
　　　　Caquot

　　　　Bishop

　　　　　　20　　　　　　　　40

　　　　　　　　φv

φμとφcz．との関係（Horne，］969）
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　3．3．4　小田の研究

　Horneは，粒状体の三軸圧縮試験において，軸ひずみとともに増大する応力比に抵抗する能

力の根源は，粒子間のすべりに伴う構造異方性の発達にあることを理論的に示したが，小田は，

このことを詳細な実験的事実に基づいて明らかにした．（小田，1972a－・・c，1974，1975）

　小田は三軸圧縮試験における構造異方性の発達を，供試体から切り出した各変形段階におけ

る薄片の顕微鏡観察によって，定量的に調べた．砂の構造異方性は粒子の定方向配列と粒子間

接点の方向の分布によって表わされるが，粒状体の変形・強度特性に直接関与するのは後者で

あることを示した．粒子間接点の方向の分布による砂の構造異方性は，Si／S，というパラメー

ターで表現できるとし，これを“fabric　index”と呼んだ．

　fabric　index　S［／S3は，各粒子間接点における接触面積ASのσ、方向への投影面積ASl

と，σ3方向への投影面積ns，の総和S、とS3の比であって，これは，また，すべての接点に

おけるri　Sを集めてできる“fabric　ellipsoid”と呼ばれる楕円体の各主軸面の断面積の比とな

っている。Si，S3の値は，各接点における接触面積dSがすべて同じであると仮定して，法

線方向Niの確率密度函数E（a，β）から計算することができる．なおこのS、／S3はHorneの

m、／仰3に等しい（図3．10）．

illllliilii：；i｝irii；1・1．▲違

　　　　　　，鷲　’・f．Y獣

　　　　　　　　（a）　　　　　　（b）　　　　　　（c）
　　　　　　　　図3，10　Si／S3の決定法および構造楕円体（小田，］972b，］975）

　小田は，S、／S3が大きいほど，　N，がσ、方向に集中して，σ1に対する抵抗力は増加すると考

えられるから，初期のSi／S3が大きい砂ほど，変形しにくく，強度は大きくなること，また砂

のひずみ硬化過程においては応力比の増大に伴ってS、／S3が増大してゆくことなどを実証し，

　　　　　σ、／σ3＝C、（SI／S3）　　　　　　　　　　　　　　　（323）

　　　　　1　－6／E1＝C2（S1／S3）一｛－C3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　3．24　）

の関係があることを明らかにした．これらの式からSr／S3を消去するとRoweの応力・ダイレ

イタンシー式に類似の次式が得られる．

　　　　　σ1／σ3＝C4（　1－i／91）十C5　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　3．25　）

ここにCt～C5は実験定数である．ある石英砂にっいて応力比とダイレイタンシーをプロット

したのが図3．11であって，締固め方法，初期間隙比，初期構造などに無関係に，一っの直線関
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係が成り立っている．

㌫＼㌫

5．0 θ ×8。o

o

4．0

O…・90－5ρ的mθη

怐c・60－5ρ㏄励eη

｢－30－sρθc伽θη

~・・0～5ρθαmeη
△

鑓愛　×

o冶△

3．0

　　　　　　　0W瞭㍗ぷ・

※

゜ぱ
●

ム合ぷく

2．0

　　o　　＞ρ■△　　※x　●

。8。㌔x

● o
。　委　o

：吟
●

7．0

・0．5 0　　　　　　　0．5 7．0

　　　　　　DILATANCY　RATE　　　－÷！ξ1

図3．11　応力比・ひずみ増分比関係（小田，］972b）

　小田（1972c）は粒子間力の配分則，すべり接点におけるカのつり合い条件などから次の応

力比・構造式を理論的に導いた，

　　　　σ1／・・＝（Si／S・）t・n2（π／4＋φ。／2）　　　　　　　（3．26）

　また，すべり接点における変位の適合条件の考察から，ダイレイタンシーと構造の関係を導

き，最終的には，次の応力比・ひずみ増分比関係式を得ている（小田，1974）．

1－b／：，一・｛，。n・（σ1／σ3π／4十φμ／2）｝・＋d／，。n、（謡コ、。／，）｝

（3．27）

　（3。27）によれば，σ1／σ3と1－；／：1の関係は2次曲線となるが，曲率が比較的小さいの

で，実験式（3．　25）との間に決定的な差異は生じない、

　3．3．5　松岡の研究

　松岡は二次元粒状体のせん断試験を行ってせん断中の粒子接点角および粒子間力を測定し，

その実測結果に基づいて，砂の応力・ひずみ関係式を導いた（村山：松岡，1970，松岡，1973）．

彼は潜在的すべり面（potential　sliding　Plane）上の粒子に注目し，粒子接点角θ，，粒子間

力f，を図3．12のように定義すると，巨視的応力と微視的要因の間に次式が成り立っとした．
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　　　　　　　　　　図3．12　潜在すべり面上の接点における粒子間力（松岡）

　　　　　☆÷ξ｝i芸（θi　＋φμ）θi十φμ）　　　　　　（3・・28）

ここに，¢flは粒子間摩擦角で，すべての接点において，同時に，同じ方向にすべりが生じて

いるものと考えている．松岡は光弾性実験の結果より，粒子間力の平均的な値は，粒子接点角

θによらないと考え，さらに，接点角分布のせん断に伴う変化に注目して，次式を得た．

　　　　　τ／σN＝λ●θ十μ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　3．29　）

ここに，θは潜在すべり面上でのθiの平均値，μ＝tanφμ，λはμによって定まる定数であ

る．さらに，θとせん断ひずみrとの間に

　　　　　dθ＝dγ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．30）

という関係があることが実験より確められるとして，ダイレイタンシーを次のように表現し

た．εNを垂直ひずみ（圧縮を正）として

　　　　　dεN－一，。nb　　　　　　　　　　（3．3、）
　　　　　　dr

これより，応力・ダイレイタンシー関係式

　　　　　÷・・（εN　r）・〆　　　　　　（3・・2）

ここにμ’ニλθ。＋μ，θ。はθiの初期値の平均値

応力比～せん断ひずみ関係

　　　　　÷（・’一・）1・吉＋・　　　　　　　（3・・33）

垂直ひずみ～せん断ひずみ関係

　　　　　　・N一竿・｛1・吉一l／　　　　　（　…34）

ここにr。はεNが最大となるr（体積最小時のr）

などを得た．

　これらの諸式の理論的誘導過程に関しては，批判があるけれども，μ，μ’，γ。およびλの4
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っの実験定数を適当に決めてやることにより，実験値によく適合させることができる．

　松岡は，これらの結果を砂ばかりでなく，粘土へも適用を試みている．さらに空間モービライ

ズド面なる概念を導入して，3主応力が異なる一般的な三軸応力条件の場合に拡張している．

松岡の基本モデルは・Newland　and　Allely（1957）のものと，類似のものであって，いずれ

も，潜在すべり面上のすべての粒子接点ですべりが生じると仮定している．松岡はこの面を，

後に・τ／σNの最大稼動面（mobi1　ized　pl　ane）であるとしているが，すべり面はピークを過

ぎてから生じるものであることが，実験的に確められているし，通常考えられているせん断面

は必ずしもτ／σN最大面でないことはCole（1967），小田・小西（1974a，c），落合（1976）

らが指摘しており，このような面を予め仮定することは，多くの問題を含んでいる．また，同

時にすべての接点ですべるという仮定も正しいとは言えない．

　3．3．6　村山の研究

　村山は，砂に作用する有効主応力に変動が生じたとき，砂中のせん断応力の変動によって，

粒子の相対移動が最も活発化する方向の面を最大稼動面（τ／σ．最大面）と称し，この面を基準

面とし，この面に対して測った粒子間力の方向角θ、とv粒子接点角β、を確率変量と考え，接

点における力のっり合いと粒子の相対移動量の統計力学的な考察から，弾性状態および塑性状

態における砂の応力・ひずみ特性を誘導した（村山，1964，1975，1976）．

　その場合，村山は，微視的な諸量の性質を仮定するに当って，砂あるいはモデル粒状体にお

ける微視的観察結果をあえて使用せず，演繹的な考察によっており，その場合にポテンシャル

障壁，活性化，転位などの新しい概念を導入しているのが特徴である．

　θi，β‘の分布を正規分布と仮定し，期待値をそれぞれθ，β，標準偏差を，それぞれρ、，

ρ2とし，粒子間摩擦角をφ。とする．すると，θ≦β＋φ。の場合には，砂は弾性状態，θ〉β

＋φμでは，θが砂を破壊させるほど大きくない限り，塑性状態となる．0とτ／σ、の間には，tan

θ＝τ／σNの関係がある．また，tan（β＋φ、）＝s，1と記せば，5。tは応力比で表わした砂

の弾性限界である．

　さて弾性状態ではβ‘とθ，の各分布は互いに独立と考えている．応力比の増大にっれてす

べり条件が満足される接点における粒子のすべりが生じるが，弾性状態においてはすべった粒

子はやがてポテンシャル障壁に当って停止するに至ると考えた．このポテンシャル障壁は，砂

の場合には，　「粒子群がそのとき保有している，粒子構成状態を不可逆な状態に分解させられ

ることに抵抗する構造的強度」であって，局所的な，粒子構造の降伏強度を意味している．な

お，粒子はポテンシャル障壁を越えないから，除荷によって原位置に戻ることができる．

　一方，各粒子のすべった距離の平均値Aは，砂の粒子状態が一定であれば，一定と考えられ

るから，砂のせん断ひずみは，粒子がすべる確率に比例すると考えた．（τ／σN）m。．面にある

粒子は，粒子接点角の向きにすべるから，ダイレイタンシーが生じる．このような挙動を基礎
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にして，統計力学的な計算を行って，砂の弾性状態に対して次の3式を得た．

　　　　　　　　τ／σN
「β＝A’協

磨|r　R（一？7／　N）

・（dεNdr　　　β）＋・・nφ・一当一＋÷（二）

（3．35）

（3．36）

　　　　　・（εNrβ）＋・・n・・一号＋÷（÷）　　　（3・・37）

ここに，rp：（τ／σN）m。x面におけるせん断ひずみ

　　　　εN：（τ／σN）m。x面における垂直ひずみ

　　　　　　We－÷・・n，篇／s・t・弾糎にお1・・構蹴

　　　　　A：変位係数

　　　　　λ＝1十tan2φμ

　次に，塑性状態は，τ／σ＞S。tの場合に生じる．この場合には，すべり粒子の中には，粒子

間力が大きいため，ポテンシャル障壁を越えて活性化するものが現われる．「活性化」とは，

粒子構造の局部的な降伏を意味している．活性化した粒子は，障壁の強度以上の粒子間力を支

持できないから，それ以上の粒子間力は，活性化していない粒子に転稼される．そのため，さ

らに，二次的なすべりが発生し，すでにすべった粒子の中には，転稼によって増大した粒子間

力のため，粒子構造の障壁を越えて，その中に転位するものも現われるが，転位の途中で配向

して，粒子間力を支持するに至る，転位した粒子は障壁を越すので，除荷してももとの位置に

は戻らず，残留ひずみの原因となる．また，配向に伴ない，粒子の社の原分布の一部は，よ

り大きい値の分布に移され，砂は2種のβ，の分布群を持っこととなり，このことから，砂の

ひずみ硬化を説明している．以上のような粒子挙動を，定量的に解析することによって，塑性

状態の応力とひずみの関係を誘導した（図3．13）．

　　　　　゜一・・／・β・－d・・ノdYβ

図3．13　応力比・ひずみ比，ひずみ増分

　　　　比関係（村山，1975）
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最終的な関係式は次のようになる．

　　　　τ午≒．．w≒＿，）（s・・一÷）　　（3・・38）

　　　　・（dεNdγβ）＋t・n・¢・一÷　　　　（339）

　　　　・（εNrβ）一÷・・1＋・（一器）　　　（3…）

ここに，

　　　　r＊：（τ／σN）m。．面上の塑性最大せん断ひずみ

　　　　x：定数

　　　S．。：全粒子が活性化するときの応力比の値

　　　εN。1：弾性限界における（τ／σN）m。．面の垂直ひずみ

　　　広1：弾性限界における（τ／σN）max面のせん断ひずみ

　実験により，s。1，rfl，1　，　tanφ。（またはλ）を定めてやれば，塑性状態の砂の応力・ひず

み関係を記述できることになる．

3．4　塑性論に基づ〈研究

　3．4．1　金属数理塑性力学

　金属数理塑性力学の変形に関するひずみ硬化理論における基本概念は次の4っにまとめられ

る（龍岡1974）．

　（a）降伏函数（yield　funCtion）いかなる応力状態に達したら，ひずみ硬化体が降伏して，

塑性変形を生じるかを規定する．

降伏曲面は応力の函数

　　　　　f（σiJ）＝fc　　　　　　　　　　　　　　　（3．41）

で表わされる．歪硬化体では∫．は歪硬化とともに変化するので定数ではない．

降伏は次の条件が成り立っときに生じる．

　　　　　f　＝・∫c　and　df　＞0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　3．42　）

また弾性変形は

　　　　　f　＜fc　or　df　〈0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　3．43　）

のとき生じる．

　（b）歪硬化則（hardening　law）　：歪硬化体のこれまでの歪履歴と降伏函数の関係を表わ

す・一般には惨硬化函数hは

　　　　　・i，一㌧（・ijρ），・i，－h⌒’（・、，・）
（3．44）

口
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で表わすことができる．

　（c）流れ則（flow　rule）：降伏が生じた場合の各種の塑性歪増分の相互の大きさの比と応

力状態との関係を表わす．

　塑性ひずみ増分dεi／Pの相互の大きさの比が応力状態のみにより，応力経路によらないとす

れば，応力とその物質の状態を表わすパラメーターLθのみの函数である塑性ポテンシャル

　　　　　ψ；ψ（σi」，　乙ij）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　3．45　）

を用いて，

　　　　　…f一器・・　　　　　　　（3・・46）
と表わすことができる．

　（d）応力の主軸とひずみ増分の主軸の一致（coaxial　ity）

　ある粒状体に対して，以上の（a）～（d）を知ることによって，所定の条件の歪硬化体が，所定の

応力状態（σり）でつり合っているときの応力状態の変化（dσii）に対する，塑性ひずみ増分

　　Pdεi　」の大きさと方向を求めることができる．粒状体の塑性論的研究においては，（a）～（d）の基

本概念が，粒状体の場合にどのようなものになるかを実験事実に基づいて仮定し，吟味するこ

とが重要な課題となっている．

　3．4．2　土への適用

　土の変形に塑性論を適用しようとした研究は，Drucker　and　Prager（1952）にはじまると

言われている．彼らは，土を弾性完全塑性体として扱った．降伏函数としては，拡張された

さon　Misesの降伏函数を用いている・しかし，初めての試みでもあって，欠点も多い・この

研究は，Roscoeを中心とするCambridge大学の研究グループに引継がれて飛躍的発展を逐

げることになる．

　Roscoeらは，諸研究者，とりわけ，　HenkelやHvorslevらの実験結果を整理・検討し金

属塑性論を土に適用できるよう巧みに修正して，土のいろいろな力学的挙動を，統一的に説明

できる力学モデルを提案した．

　最も基本的な考え方は，Roscoe，Schofield　and　Wroth（1958）の論文に示され，　Schofield

and　Wroth（1968）の“Critical　State　Soil　Mechanics”にその頃までの成果が集大成され

ている・この本の中では，2つのモデルが提案されている．すなわち，Cam－ClayとGranta　－

Gravelである．これらのモデルにおいては，

　（a）降伏曲面はspace　diagonalに関して軸対称，すなわち，等方ひずみ硬化モデルである．

　（b）　ひずみ硬化には，必ず，塑性体積ひずみを伴う．逆に言うと圧密やせん断によって，塑

性体積ひずみが生じるときにのみ，ひずみ硬化が生じる．

　（c）normalityを仮定している．したがって，塑性ポテンシャルと降伏曲面とは一致してお

り，associated　flow　ruleが成立している．
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　畠・太田他（1969）も，粘土の圧密およびせん断試験結果における変形の統一的表現を目的

として，理論を展開し，結果的には，Roscoe他と同じ形の表現式に到達している．

　Poorooshasb（1971）は，砂にっいて，三軸圧縮条件下で，降伏曲面と塑性ポテンシャル

面とが別々に存在し，両者は一致しないことを示した．すなわち，砂にっいては，normality

が成立せず・non　一　associ　ated　flow　ruleとなることを示した．その場合，塑性ポテンシャル

曲線は基本的に，Roscoeらの降伏曲線と同一であるとしている．

　塑性ポテンシャルが存在するかどうかについては，塑性ひずみ増分dε書が応力径路によって

変わることから，すべての場合に存在すると考えるのはむずかしいようである．しかし等方圧

縮とせん断とを別個に取扱えばそれぞれについて塑性ポテンシャルが存在するのではないかと

考えられている（龍岡・石原，1974a）．このことは，　Roscoe他が仮定したように，塑性体

積ひずみによってせん断に関するひずみ硬化を表現するのは，砂については，必ずしも適当で

ないことを意味している．諸戸（1976）はせん断によるひずみに関するひずみ硬化函数はせん

断ひずみrによって表わされるべきであることを示している，

3．5　粒状体の統計理論

　3．5．1概説

　砂のような粒状体は，一般に，不規則な形状の粒子の不規則な集合体であって，粒子配列構

造，間隙の分布，粒子間力の分布などは，いずれも規則的ではなく，統計的な平均値を求めて

みて，はじめて何らかの規則性が見出されるものである．このような粒状体を統計的方法によ

って解明しようとする試みは多くの研究者達によって行われた．

　Gudehus（1968）は，土の統計力学の確立を目指した，序論的な論文を発表しているが，そ

の中で彼は土の統計力学の目的は土の応カーひずみ関係を確立することにあるとし，粒子間接

点の法線方向の分布によって表わされる粒子構造のテンソル（Affinitatと呼ぶ）の重要性を説

いている．

　村山（1964，1975，1976）は，彼の理論の中に，統計力学的な考えを援用している．

　Litwiniszin（1966）は，坑道のゆるみに伴う地表面の沈下現象を，運動学的に，一種の確

率過程として解析したが，彼の理論には，力の関係が全く入ってこない点に問題がある．

　Winterkorn（1953）は粒状体と一般の液体・固体とは，粒子の大きさが異なるだけで，本

質的には同じではないかと考え，液体や固体の理論との相似関係に着目し，粒状体の性質を論

じたが・論理がしばしば直観で置きかえられていて，ついてゆくのが困難であるとGudehus

（1968）は評している．

　Marsal（1965）は粘性流体中の粒子の運動を確率論的に論じた結果，一次元圧密過程が，

拡散方程式（Fokker　－Plank方程式）で表わされることを示した．その場合に，何らの誘導
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過程を経ずに，拡散方程式を適用しており，一種の相似を論じたに過ぎない．

　K6zdi（1966）も流体や固体の統計理論の粒状体への適用を考えており，種々の現象につい

て論じているが，単なるアナロジーから抜け出していないように思われる．

　3．5．2　最上の理論

　最上は，粒状体の力学的性質は，その間隙比の平均値と分布（偏差）によって支配されると

の考えのもとに理論を展開した（最上，1965，1966，1967，1968；最上・今井，1967）．

　彼は，まず，平均間隙比がeであり，間隙比の標準偏差が∫であるような粒状体の，粒の並

ひ方の数Zを数学的に計算し，このZの自然対数lnZが，粒状体のエントロピーSに比例す

るものと仮定した．粒状体の変形の大部分は非可逆的であって，粒状体に外から加えられたエ

ネルギーの大部分が粒子間の摩擦による熱や音となって逸散する．このエネルギー逸散は体系

のエントロピーの変化（エントロピー生成，entropy　production）を生じる．そこで

　　　　　外力の仕事の増分dA＝TdS＝KdlnZ　　　　　　　　　　　（3．47）

とする．この式の左辺は平均圧力，せん断応力，間隙比，せん断ひずみ増分を含んでいる．一

方右辺は間隙比とその偏差（eとS）を含んでいる．そこで変数e，5を何らかの方法でe，r

（r：せん断ひずみ）に変換する必要がある．Sはe，rの函数であると思われるが，その函

数形を定めるのは困難と思われるので，最上は半ば直観的に

　　　　　S＝KlnZ

　　　　　　＝KF（e　一たr）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　3．48　）

と仮定した．函数Fの形をモデル実験によって得られた事実によって定め，e》krとすれば，

間隙比の偏差は

　　　　　5－So＝2是re（1十e）log〔（　1十e）／e〕　　　　　　　　　　　　　　　　　（　3．49　）

ここにs。は破壊開始時のsの値，せん断ひずみrは破壊開始時から測る．またkは定数であ

る．これらの関係を各種の試験における破壊状態に適用すると，次のような粒状体の間隙比と

内部摩擦角との関係が得られる．

　　　　　三軸圧縮・・…一，（1芸＋Kt・・’－9　　（3…）

　　　　　　　　　　k
平面ひずみ：sinφ＝］丁τ （3．　51）

　　　　　　　　　　　　　　　k
　　　　　平面応力：sinφ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．52）
　　　　　　　　　　　　　　　1十e

　これらの式の妥当性を粗粒材にっいて行われた一面せん断試験の結果を使って調べたところ，

k値の一定性は非常によく，導かれた式の有用性が確められた（最上，1968；最上・吉越，

1969）．
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最上の理論は一つの完結した体系を成しているように思われる．この完結性と独創性のゆえ

に，最上理論は尊く，その一方で，最上理論を受継ぎ，発展させる研究がほとんどないという

ことになっているのではないだろうか．
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第4章　軸差応力を受ける粒状体の
1 変形機構の微視的考察

4．1序 論

L

’

　砂のような粒状体の変形・強度特性を調べるのに，しばしば，三軸圧縮試験が用いられる．

この試験法の特徴は，3主応力の方向が一定していること，間げき圧の制御および応力の制御

が容易であることにあり，通常は，円筒形供試体を用いて，軸対称応力σ1≡σ。，σ2＝σ3≡σ．

を作用させる．このような三軸圧縮応力下における，砂の巨視的な挙動に関する研究は，静的

応力，繰返し応力，動的応力のそれぞれの場合に多くの成果を挙げており，より精密なデータ

を得るべく研究が続行されている．このようにして，砂のさまざまな力学的性質が巨視的レベ

ルで明らかになってくると，そのような力学的性質を示す理由について，ある挙動のよって来

たるべき機構にさかのぼって考察することが，諸性質の統一的解釈と，研究の前進のために必

要となるのは当然と言えよう．粒状体力学はこのような要請に答えるべく発展してきた力学の

一分野といえる．

　砂のような粒状体の力学的挙動に関する，微視的立場からの研究には，用いた方法論やとり

上げた微視的要因によって，いくつかの流れがある．

　第1の流れは最上（1965など）の研究によって代表される。彼は統計力学的あるいは情報理

論的手法を用いて，粒状体の強度が，間隙比の平均と偏差に密接な関係があることを示した．

　第2の流れは，粒子と粒子の間の力のつり合いと変位を論ずるもので，いわゆる応カーダイ

レイタンシー式が議論の中心になっている．このグループに属する研究は，（1）変形中の粒状体

に仮定した，潜在すべり面に沿う粒子間接点に着目する，Newland　and　Allely（1957），村山

（1964）・松岡（1973）らの研究と，（2）Rowe（1962），Horne（1965，1969），小田（1972，

1974）などのように考察の対象とする接点を特定せずに，全体の粒子を考え，粒子間のすべり

はある傾きをもつ接点に限定されると考える研究とに分けられる．

　第2の流れに属する研究においては，一般に，粒子の性質としては，粒子間摩擦角φμ，粒子

の集合状態としては，粒子接点角（α，，β，）とその分布が基本的要因としてとり上げられ，

さらに，変形機構を考える上で，粒子間力の大きさと方向について何らかの仮定を行なってい

る．これらの要因のうち，粒子間摩擦角φ，については第2章2．2．1に述べた通り，Rowe

（1962），Procter　and　Barton（1974）はじめ，いくつかの研究がある．
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　摩擦の問題はかなりこみ入っていて，単純に割り切れない性質のもののようであるが，粒状

体の変形機構を考える場合には，Rowe（1962）によって提案されている方法によって求めた，

平均的な粒子間摩擦角の値を用いるのがよいようである．

　粒子接点角の分布とその変形に伴う変化は，変形機構の中心をなす概念であり，多くの研究

者によって実測されている．小田（1972b，　c）は，顕微鏡観察により，変形中の粒状体におけ

る，粒子接点角の分布についての貴重なデータを提供した。Biarez＆Wiendieck（1963）は

砂粒子に似た不規則な形状の平板状粒子を二次元的にならべ，二軸圧縮試験を行なって，粒子

接点角分布の変化を測定し，幾何学的異方性の変形に伴う推移を示した．

　粒子接点角およびその分布，粒子の変位などが，応力あるいは粒子間力などといかなる関係

にあるかを知るためには，粒子間力や粒状体の応力状熊を同時に測定する必要がある．実際の

砂で粒子間力を測定することは現状不可能であり，内部における応力状態の直接測定もむずか

しい。したがって，このような目的のためには，何らかの模型実験を行なうしかない．現在最

も有効と考えられるのは，光弾性材料で作製した模型粒子の，二次元的あるいは三次元的模型

粒状体を用いる方法である．

　本EJI究においては，粒子間力に関するデータ，および，これと粒子接点角分布との関係に関

するデータが非常に少ないことを顧みて，二次元光弾性模型粒状体に種々の変形を与えて，粒

状体の変形機構を解明しようとしている．

　本章においては，二次元模型粒状体の二軸圧縮試験の概要と結果について述べることにする．

4．2　実験の方針

　前節で述べた目的のために，かなり抽象化・簡単化した模型実験を行なうことにした．その

場合に次のような方針によることとした．

　（1）粒子間力の測定ができること：粒子配列およびその変化に関しては実際の砂の三軸試験に

おける測定方法がある（小田1972b，　c）ので，実際の砂では測定不可能な，粒子間力に関する

情報が得られることを第1に考える．その場合に，個々の接点における値が得られることが望

ましい．

　（2）粒子間力と同時に粒子配列も測定できること：個々の接点における粒子間力は，当然粒子

配列の影響を受け，かっ当該接点の方向に左右されると考えられる．それゆえ，この両者を同

時測定できることが必要である．

　（3）粒子問力および粒子配列の測定は，変形の任意の段階で，連続的に行なえること：模型で

は粒子の数，粒子形状に制約があり，また実験回数も限られてくるので，同じ状態の再現が実

際の砂以上に困難である．したがって，1つの供試体の変形過程を逐次，追跡できることが望

ましいと考える．
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　（4）粒子の作製および解析が容易であること：粒子数が多いのでこの点は重要である．

　㈲模型実験としては相似率を考慮に入れて，プロトタイプの砂における諸値が求まることが

望ましいが，今回は一応定性的な比較ができればよいことにする．

　以上のような方針に基づき，次のような模型粒状体を採用した．

　（1）粒子は光弾性材料で作製する：粒子間力を各接点で測定可能な方法のうち，最も容易と思

われる方法である．

　②二次元モデルとする：現実の粒状体は，ほとんど例外なく三次元である．二次元と三次元

では，粒子配列や粒子運動における自由度が異なるので，二次元モデルで得られた結果は，三

次元現象の1つの特別の場合でしかない可能性もあるであろう．したがって，光弾性模型の場

合も三次元とし，応力凍結法および粒子の位置固定を行なうことがその点では望ましい．しか

し，粒子作製および実験・解析の手間は飛躍的に増大する、また方針（3）で述べた，同一供試体の

連続的測定は不可能となる．そこで，二次元モデルを採用することにし，これが実際の砂の挙

動を表現し得るかどうかは，巨視的および微視的立場から，モデルの挙動と砂の挙動を比較す

ることによって判断することにした．

　（3）粒子形状は円柱形とする：砂粒子の形状は，一般に不規則であって，球または円柱形では

ない。しかし，粒子形状の評価・その力学的性質への影響だけでも非常にむずかしい問題を含

んでおり，粒子形状を不規則にすると，余計に問題を複雑にするおそれがあることと，粒子作

製および解析の便を考えて，最も単純な円柱形とした．

　（4）異なった粒径の混合体とし，配列は不規則とする：単一粒径であると，粒子配列はほとん

ど規則的となってしまい，ランダムな砂のモデルとしては不適当である．そこで本研究では，

粒型を3種類としこれを無作為的に積んで粒状体を形成した。その結果，規則配列のなごりは

残るものの，かなり不規則な集合体を作ることができた．

4．3　模型粒子

　模型粒子は直径がφ6．Omm，φ＆Ommおよびφ10．Ommで長さが19．Ommの円柱形である．

これらの粒子は，光弾性材料であるエポキシ樹脂板（厚さ19．Omm）から，特製の中空カッ

ターを用いて削り出したものである．なお詳細は，付録4．A1を参照されたい．

　長さと直径の比率は，二次元で平面応力条件を考える場合には，長さの短い円板状のものと

するのが望ましい訳であるが，本実験においては直径の17～30倍程度の高さに積み上げるので，

1按淀性と2）余分の拘束を加えないこと，の2つの理由から，比較的長い円柱形を採用した．

これにより，面外方向を拘束しなくても，面外方向への座屈現象を生じなかった．その反面，

切削時に粒子円筒面の凹凸が生じたり，粒子同志が完全に平行にならないなどの問題が生じた．

粒状体を形成する際には，細心の注意を払って平行性に注意したが，変形過程において，傾き
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が生じた粒子もあり，そのような粒子との接点においては，荷重伝達に不正が生じ，光弾性縞

の判読が困難となった．しかし，その数は少く，許容し得ると判断された。また，粒子が長い

ため，初期応力の除去（アニール）に苦心した．

　3種の径の粒子を，個数比で，φ6：φ8：φ10＝1：1：1の割合に混合し，ボウルに入

れてよくかきまぜてから，無作為に手でとり出し，載荷枠内に積み上げた．実際にでき上った

供試体に含まれる3種の径の粒子の個数は，上の割合とやや異なったものとなっている．

　　　　　　　　　　　　　　表4・1　二次元二軸圧縮試験一覧

粒　　子　　数

記　　号 側方荷重
初期寸法
i幅×高） φ10 φ8 φ6

初期間隙比 最大応力比

BC－5
aC－8
aC－11

aC－11H

0．49kg／cm

n．75kg／cm

P．14kg／cm

P．14kg／cm

221．0×205．4

Q21．0×214．3

Q20．1×210．0

P70．5×246．4

232

Q36

Q42

Q12

250

Q51

Q50

Q23

193

Q49

P90

Q06

0，252

O，240

O，251

O，247

2．74

R．18

Q．82

Q．60

4．4　実験装置

　4．4．1　二次元二軸圧縮試験機

　試験装置の構造を図4．1に，外観を写真4、1に示す．試験装置は2種類ある．第1のものは

供試体を囲む枠組が正方形に近いもので，供試体寸法が幅約22cm，高さ約21　cmとなっており，

供試体両側部材が可動となっている（1型）．第2のものは枠組が幅約17cm，高さ約25　cm

の長方形であって，側部材は片側固定・片側のみ可動となっている（‖型）．

　　　　　　　　　　　　　　写真4．1　二次元二軸圧縮試験機

　いずれの試験機も，載荷枠は19mm角の鋼製で，粒子に比べると十分に剛な4本の部材で構

成されている。底部材bは固定されており，上部材cはボールベァリングを用いたガイドfに
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よって，上下方向にのみ可動となっている．側部材dも上部材と同様のガイドfによって，左

右方向（水平方向）にのみ可動となるよう支持されている．皿型では，片側の部材はクランプ

によって固定される．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ApPratu・II（f・・BCLIH）

　　　　　　　　　　　　　　図4．1　二次元二軸圧縮試験機

　側部材には，L字形のてこiと重錘jによって一定加重を加えておき，上部材をねじによっ

て下方に変位させ，粒状体を圧縮した．上部材にかかる鉛直荷重は，ロードセルhにより検出

し，上部材および側部材の変位は，ダイヤルゲージによって測定した（ロードセル：新興通信

・LC100　K，ダイヤルゲージ：1／100　mm精度）．

　この試験機を，光弾性実験装置の円偏光場に据えつけた．

　4．4．2　光弾性実験装置

装置は理研計器製で，φ300㎜の偏光板，四分の一波長板，視野レンズを有する．光源と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eしては，水銀灯にG－1フィルターを併用した，緑色（波長5461A）の単色光源を用いた．

　写真機は，焦点距離300mrn，　F　4．5のフジナーレンズと，ソロントン式シャッターを付けた，

キャビネ判の暗箱である．フィルムはネオパンSS，キャビネ判シートフィルムを使用し，D

K50現像液で現像した．
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4．5　実験方法

　所定のアニールサイクルで初期応力を除去した，φ10，φ8，φ6の3種の粒子を混合して

ボウルに入れ，これを無作為的に手で取り出して，載荷枠内に目的高さまで，ランダムに積み

上げる．積み終ったら，上部材を粒状体上面に接するまで，静かに下降させる．粒子個数を数

え，幅と高さをノギスにより測定する．

　表4．1に，二軸圧縮試験各供試体の寸法，粒子数，間隙比などを示す，φ10，φ8，φ6

各粒子の混合比が必ずしも一定せず，間隙比にもばらっきを生じている．これは粒子の抽出，

つまり，いずれの粒子を選ぶかという段階と，抽出した粒子をどの位置に積むかという段階に

おけるランダム性に問題があったためと思われる．両段階において，乱数表を使用すれば，事

態は改善されたであろう．

　上部材の垂直変位，および，側部材の水平変位測定用のダイヤルゲージを取り付け，水平載

荷用てこに所定の重錘をかける．この段階では，側部材は上部材および底部材に当って，内側

には変位できないので，粒状体にはほとんど荷重がかからないようになっている．水平荷重が

全部粒状体に伝わるのは，垂直荷重が増大して側部材が粒状体に押されて，上・下部材との接

触を断った時点である．

　無負荷状態での写真を撮影しておいてから，圧縮試験を開始する．試験方法は，通常の三軸

圧縮試験における最も普通の方式にならった．すなわち，水平荷重を一定に保っておきf）変位

速度は，1㎜／㎡nとしているが，所定変位に達することに圧縮を中断して，変形および光弾

性縞が落着いてから，光弾性等色線縞写真を撮影しているので，変位の与え方は階段状である．

鉛直荷重がピークを過ぎた段階で圧縮をやめ，除荷に移り，鉛直荷重をzeroまで戻して，試験

を終了する．

4．6　実験結果

4．6．1　応力・ひずみ・体積変化関係

応力およびひずみを次のように定義する．

　　　　　　　　　　　鉛直荷重（Pl）
　　最大主応力　σ1；
　　　　　　　　　　　粒’　の幅（B）

　　　　　　　　　　　水平荷重（P3）
　　最小主応力　　σ3＝
　　　　　　　　　　　粒状体の高さ（H）

最大主ひずみε1一高さ搓萩g品
＊）供試体高さの変化に伴って，側方平均圧力は変化するが，その量はわずかで，近似的に，側圧（σ3）

一定試験とみなしてよい．なお側方圧力σ3としては，0．5，0，75，1．1kg／cmの3種を使用した．
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最小主ひずみ・・一幅 ﾑ嬬（B－Bo（B。））

麟綴）v一面積変織§×譜チH°）

いずれも，均一性を仮定しての平均的な値である．

図4．2　一一4．5に，応力比～軸ひずみ～体積ひずみの関係を示す．これらの曲線は，一定垂直

　2⑰b＼6

一〇．2

0　＜
o．2蓮

O．4

図4．2　二次元粒状体の応力比・軸ひずみ・体積ひずみ関係（BC5，σ3　＝・　O．75kg／cm）
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　　図4．5　二次元粒状体の応力比・軸ひずみ・体積ひずみ関係（BCllH，σ3＝1．1kg／cm）

変位ごとに，荷重計およびダイヤルゲージを読み取って描いたものであって，粒子間のすべり

によるものと思われる鋸歯状の凹凸がかなり省略されたものが現れ，かえって平均的な形状を

示していると言える．

　さて，ここに掲げた軸ひずみ・応力比関係，軸ひずみ・体積ひずみ関係とも，比較的ゆるい

砂の三軸圧縮試験で得られる関係によく似た傾向を示している．すなわち，応力比・軸ひずみ曲
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線は著しいピークを有せず，ゆるやかに破壊に至り，それに伴う体積ひずみ曲線も，体積減少

傾向からゆるやかに膨張傾向に移行するようなものとなっている．

　3種類の粒径の円筒形粒子の二次元的集合体という，砂とはかなり異なる材料であるにもか

かわらず，傾向的に同じ挙動を示していることは注目してよく，微視的な諸挙動についても，

砂粒子と相似であることが期待できる．

　各場合における最大応力比は，初期間隙比の小さかったBC8が，やや大き目の値を示して

いる他は大体同じであるが，最大応力比に至るまでの軸ひずみは，側圧σ3が大きいほど大き

くなっている（表4．1参照）

　4．6．2　応力・ダイレイタンシー関係

　Rowe（1962）は，最小エネルギーの考え方に基づいて，次のようないわゆる応力ダイレイ

タンシー関係を導いた：

　　　　　　　　　　R＝DK　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．1）

ここに　　　R＝σ1／σ3（主応力比）

　　　　　　D＝1－b／㍉（ダイレイタンシー係数）

　　　　　　K＝tan2（π／4十φμ／2　）

なお応力およびひずみはすべて圧縮側を正としている．

　2次元粒状体における，主応力比とダイレイタンシー係数の関係を，図4．2～4．5中に▲印

で示した．なお同図中の直線は，φμ＝22°としたときの式（4．1）の関係，すなわち，最小エ

ネルギー線を示す．実験値は各場合とも，上方から最小エネルギー線に漸近する傾向を示して

いる．また，BCl1H（図4．5）においては，再載荷を行なっているが，再載荷過程において

は，初載荷時よりも，最小エネルギー線に近い経過をたどっている．ここで見られた傾向は，

Rowe（1962）の示した実験値よりも，　Barden　and　Khayatt（1966）が示した，より精度の

高いと思われる実験値の傾向に類似している．すなわち，Roweの実験値は，変形の途中から，

下方より，最小エネルギー線に乗ってくるのに対し，Barden　and　Khayattは，最小エネルギ

ー線に上方から漸近する実験値を示しているのである．いずれがより本質的な挙動かの結論は

出ていないようであるが，二次元粒状体においても，ピーク近くのある段階で，Roweの最小

エネルギー規準に合致するような変形の仕方をしていることは事実のようである．

　4．6．3　力の伝達径路について

　写真4．2，4．3に，二次元二軸圧縮試験の各段階において撮影した，光弾性等色線縞写真の

例を示す．

　一般に，物体表面に力を加えると，物体内部にはそれに応じた応力が発生する．載荷枠を通

じて粒状体に力を加えると，写真4．2，4．3に示すように，粒子間接点を通して伝達される粒

子間力が発生する．
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（a）　BC8－0 （b＞　BC8－2

　　　　　　　（c）　BC8－5　　　　　　　　　　　　　　　　（（D　BC8－9

　　　　　　　　　　　　写真4．2　二軸圧縮供試体の光弾性等色線写真

　不規則粒子配列の粒状体においては，粒子間力は全接点・全粒子に均等に伝達されることはほ

とんど考えられない．写真が示すように縞が多く生じている粒子間力の大きな接点から，縞が

生じていない粒子間力がほとんど零の接点まで，粒子間力の大きさは接点により区々であり，

大きな力を伝達している粒子の「鎖」が何本も観察されるが，このような「鎖」の卓越方向は，

上下方向，すなわち，最大主応力方向にあるようである．この大きな力を伝達している粒子の

「鎖」はそのまわりの粒子の鎖よりも剛性が大きく，粒状体内部で，一種の「柱（Column）1

を成しているように思われる（小田，1974，Drescher　and　de　Josselin　de　Jon9，1972）．

　このような粒状体に対しては，連続体における応力の定義を直ちに適用することはできない．

粒状体を連続体的に取扱う場合の応力は，離散的な粒子間力の，ある領域における，あるいは，

ある面における平均値によって定義することになろう，
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（a）　BCl1H－0 （b）　BCllH－2

　　　　　　　（c）　BCl1H－4　　　　　　　　　　　　　　　（d）　BCIIH－7

　　　　　　　　　　　写真4．3　二軸圧縮供試体　光弾性等色線写真

　同様のことがひずみについても言える．つまり、連続体的意味でのひずみは，個々の粒子の

変位，あるいは，粒子間の相対変位の、ド均として考えなければならない．

　これらの点に関しては，第7章において詳しく議論する．

4．7　粒子構造の変化

　4．7．1概説
　一般に，砂のような粒状体は降伏応力以上の応力が作用すると，塑性的な変形を行なう．砂

や土のような材料では降伏応力は小さいので，われわれが砂の三軸圧縮試験などで観察してい
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る変形は，その大部分がこのような塑性的な変形であって，破壊に至るまでの過程においては，

塑性ひずみの進行とともに降伏応力が増大する，いわゆる，ひずみ硬化（strain　hardening），

あるいは，加工硬化（work　hardening）材料としての特性を示す．

　金属が引張応力の下で塑性変形すると，金属組織中の各結晶粒の結晶学的方向は，応力によ

り方向づけられる共通軸の方向に回転し，選択方位（preferred　orientation）を生じる．その

結果，負荷前には結晶粒の方向がランダムで，統計的に等方性であっても，塑性変形とともに

異方性を示すようになることがミスオリエンテーション（misorientation）として知られてい

る（大南・塩沢，1976）．

　同様のことが，土についても認められることは，以前より知られていたが，土粒子配列構造

の定量的評価がなされるようになり，力学的性質との関連に関する議論が行われるようになっ

たのは比較的最近のことに属する．

　小田は，三軸圧縮試験および一面せん断試験における砂の変形・強度と粒子構造およびその

変化との関連についての詳細な実測データを提供した（その一部を本章および第5章において

示す）．彼は砂供試体を，接着剤を用いて固結させ，顕微鏡用の薄片を作製し，ユニバーサル

ステージ付の偏光顕微鏡を使って，砂粒子の空間的方位，間隙比，砂粒子間接点における接平

面の法線方向などを測定して，砂の構造を定量的に明らかにするとともに，構造異方性と強度

との関係，砂のひずみ硬化の主要なメカニズムが構造異方性の発達にあることなどを明らかに

した（小田，1972a，　b，　c，1974，1975）．

　砂のような粒状体の巨視的応力およびひずみは，粒子間接点における粒子間力，および，粒

子の相対変位の総和，あるいは，平均といってもよいから，このような材料の変形・強度は，

粒子間接点における接平面の方向に密接な関係があることは容易に想像できる．

　本節においては，二次元粒状体の，接点における接平面に立てた法線方向の分布が，二軸圧

縮の進行とともにどのように変化するかを調べ，砂の場合との対比を行う．

　4．7．2　粒子接点角の分布

　ここで，以下の議論で用いる微視的諸量を定義しておく．

　粒状体内の任意の接点C，を考えよう（図4．6）．接点C，は，粒子1と粒子2の接点であっ

て，接点における接平面π，は，方向が同じで向きが反対の2つの法Wt　Ni，岬を有している．

　直交座標軸X，YおよびZを，それぞれ主応力σ1，σ2およびσ3に平行にとる．

　上向きの法線NiがX軸となす角をβ，，　N《のYZ面への射影がY軸となす角をα、とすれば，

接点C、の空間方位は角（αt，β，）によって記述できる．角（α，，β、）を接点C，の粒子接点

角と呼ぶことにする（Horneはβ，をN，とYZ面とのなす角と定義しており，本節のβ，とは補

角の関係にある．角（αt，β，）をsolid　angleと呼んでいる）．

　二次元粒状体の場合には，粒子接点角はNlがX軸となす角β，のみとなる（図4．6㊨）．
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　　　　　　　図4．7　粒子接点角の確率密度を定義するための単位球および単位円

　次に，粒子接点角の確率密度について考えよう．

図4．7（a）は，半径が1の単位球を表わしている．微小な角度範囲α～α＋daおよびβ～β＋dβ

（球上の微小面積，斜線を施した部分）に接点が存在する確率は，確率密度函数をE（α，β）とすると，

　　　　　　E（α，β）sinβdαdβ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （a）

で表わされる．全角度範囲（全球面）における確率の総和は1にならなければならないから，

E（a，β）は次式を満足しなければならない．

　　　　　　∫Tπ・（・，β）…β・・dβ一1　　　　　（…）

　また，NlとNiとは，方向等しく，向きが反対であるから

　　　　　　E（α，β）＝E（a＋π，　π一β）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．3）

が成り立っ．

　通常の三軸圧縮試験のような軸対称の場合には，E（a，β）はaによって左右されないと考えら

れるから，単にE（β）となり，式（4．2）は

・・∫ど（β）…β・β一1 （4．4）



一，18：：ぽぴ・：・（β）一蹄，n／・S　E（β）・β

一蒜；ミ：∪・・（β）一：芸・　㌶脆（β）・β

一’P9：：；：lll°・・s（β）一三聲・　誌（β）・β

分布しているものとすれば，E（β）は一定値となるはずである．

　　　　　　・（β）・．　E1（β）一・・（β）一…………・……一一・18（β）「吉

となる．

　三次元粒状体の場合にも同様の考え方ができ，等方性の場合には

　　　　　　・（・・β）一去

となる．
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となる．

　二次元粒状体の場合には，図4．7（b）を参照して，方位角βのみを考えればよいから，微小な

角度範囲β～β＋dβに接点が存在する確率は，E（β）を確率密度函数として

　　　　　　E（β）dβ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1］i）

で表わされる．この場合，E（β）は次の条件を満足しなければならない．

　　　　　　　π／2　　　　　　・f－
　　　　　　　　　E（β）dβ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．5）
　　　　　　　π／2

　　いま考えている領域に存在する全接点数を，法線Niと～Wを別々に数えてMとすれば，

β～β＋dβの範囲にある接点数はME（β）dβである．したがって，たとえば，法線方向βが

0°〈β≦10°および一180°＜β≦－170°の範囲にある接点数をM，と書くと，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　M1一唖（β）・β＋吐露（β）・β一・碓（β）・β一・癖（β）・β

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．6）

となる．また，このβの範囲におけるE（β）の平均値E，（β）は

　　　　　　El（β）ニ，㍑laβ＝，4t＝蹄　　（47）

となる．同様にして

V・＝2Mf・ （4．8）

となる．もし，粒状体が統計的に等方体であって，－90°＜β≦90°の全範囲に，N，が一様に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　このときのE（β）の値は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．10）

　図4．8～4．11に，粒子間接点における接線に立てた法線N，の確率密度函数E（β），すなわち，

粒子接点角の分布の変形に伴う変化を示す．ここでE（β）の分布は，β＝0°に関しておよそ対

称となる場合が多いので，β＝0°～－90°の値とβ＝0°～＋90°の値を平均して図示してある．
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図中に付した番号は，変形の各段階を示し，5－0，

載荷前の初期状態を示している．各図が変形のどの段階に対応しているかは，

の同番号の点，または，表4．2を参照されたい．

　図4．8’・4．11の初期状態の図（0を付したもの）を見ると，いずれも，40°～60°付近にピ
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　　8－Oのように0を付したものは，荷重

　　　　　　　　　　　　　　図4．2～4．5中
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一クを有しており，破線で示した等方状態には一致していない．このピークは，円柱を積み重

ねた場合，粒子と粒子の凹みに次層の粒子が乗るという円柱の規則配列のなごりが現われたも

のである．粒径の種類を多くしたり，粒子形状を不規則なものにすれば，このようなピークは

現われにくくなるであろう．

　次に応力比σ1／σ3を増大させてゆくと，1V，は次第に最大主応力σ1の方向に集まってくる．

すなわち，0°≦β≦45°の接点が増え，45°＜β〈90°の接点が減ってくる．そして，E（β）

の値はβ＝0°付近で大きく，β；90°付近で小さくなってゆく．

　この傾向は，側圧σ3の小さい場合に顕著であるが（BC5），σ3が大きくなると変化が小

さくなる（BC11，　BCllH）傾向がみられる．

　上述のことを言いかえると，主応力比の増大に伴って，主応力軸を軸とする，構造異方性の

増大が生じる，ということになる．

　このことを定量的に表わすため，次項において「異方度」なる指数を導入することにする、

　　　　　　　　　　　　　　表4．2　解析した変形段階の諸数値

serles－No．
　σ3

汲〟^cm

σ1／σ3 ε1 ”％ A No．　of　Contacts
高?≠唐浮窒?пD

BC5－0 一 0，992 435

2 0．49 2．58 0．68 0．32 1，094 459

5 2．65 2．63 0．00 1，177 1234

BC8－0 一 一 1，091 504

2 1．21 0．14 0．13 1，115 512
3 1．81 0．37 0．29 1，125 519

5 0．75 2．45 0．84 0．41 1，139 508

7 3．08 1．31 0．41 1，167 507

9 3．19 1．77 0．23 1，228 477

12 2．99 2．47 0．11 1，188 493

BC11－0 一 一 1，031 407

2 1．72 0．48 0．32 1，053 416
1．14

3 2．41 1．43 0．58 1，071 394

4 2．82 2．38 0．56 1，076 381

BCllH－0 一 1，025 957

2 2．05 0．51 0．34 1，089 857

3 2．36 1．53 0．16 1，087 926
1．14

4 2．56 2．34 一〇．14 1，094 864

7 2．36 4．36 0．10 1，100 882

10 2．50 3．75 0．52 1，049 899

σ1，　σ2，　ε1，v　：compression　as　positive
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　4．7．3　異方度

　二次元粒状体の構造異方性を示す指数として，／V，の確率密度函数E（β）のσ1軸およびσ3軸

方向への射影の比をとってみることにしよう．微小角度範囲β～β＋dβにある接点の確率密

度函数E（β）の

　　　　　　σ1軸への射影は　E（β）cosβdβ

　　　　　　σ3軸への射影は　E（β）sinβdβ

であるから，βの全範囲では，それぞれ，

　　　　　　・1軸一の射影・工llξ（β）c・・β・β　　　　（c）

　　　　　　・・軸一の射影・£E（β）…β・β　　　　　（di

となる．ここで，（c）と（（Dの比をとると，この比は構造異方性を表わす1つの指数となる．こ

れをAで表わし，異方度（degree　of　anisotropy）と呼ぶ：

　　　　　　　　L三，・（β）…β・β

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．11）　　　　　　A；
　　　　　　　　　f，：　E（β）…β・β

　粒状体の構造が等方的であれば，すべてのβにおいてE（β）は1／2πとなり，A＝1である．

E（β）が均一の値をとらない場合でも，σ1，σ3両方向への射影の積分値（それぞれ（c）と（d））

が等しければ，やはりA＝1となる．もし，－45°≦β≦45°の範囲にN，が集中し，E（－45°

≦β≦45°）＞E（45°≦1βi≦90°）であればA＞1，逆の場合A〈1となる．

この異方度Aは，小田（1972b）が提案した　fabric　index　S　i／S3と同等の意味を有してい

る．∫1，S2，S3は粒子間の接触面のそれぞれσbσ2，σ3面への射影面積の総和を表わしてお

りT）S1／S3なる比は，軸対称の場合のN，の分布が，主応力方向に関してどの程度異方的かを

示す指数となっている．構造が等方的ならば，Si／S3＝1，　N，がσ1方向に集中していると，

S1／S3＞1，σ，方向に集中していると，　S，／S3〈1となる．

　図4．12に，式（4．11）によって計算した異方度と，応力比の関係を示す．

　各場合とも，σ1／σ3が増大するに従って，Aも増大しており，異方性が発達してゆくことが

わかる．っまり，ひずみ硬化過程では，N，が，最大主応力方向に集中する傾向にあり，それに

伴って，構造異方性が増大し，このことによってσr／σ3の増大に抵抗しているといえる．

　図4．13には，軸ひずみε1と異方度Aの関係を示す．かなり大きな軸ひずみに至るまで圧縮

したBCl1Hにおけるε1～A関係とσ1／σ3～A関係を比べてみると，　Aは，ε1よりもσ1／σ3

（あるいはσ1）に直接的な関係があるように思われる．

＊）Sl，S2，S3は接点における接触面積の射影によって定義されているが，実際には接触面積はすべての

接点で一様と仮定しているので，E（α，β）のσ1，σ2，σ3軸への射影を考えているのと同じである。
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　図4．12の関係を近似的に直線とみなすことにすると，

　　　　　　σ1／σ3＝aA十～）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．12）

という関係式が成り立つ，ここに，a，　bは定数であって，αは直線勾配を表わし，σ3が大き

いほど大きいようであり，bは主に初期異方性に関係があるようである．

一　　　　　一

　　ABC8ノ 1　　　‘
煤@　　‘

Th
　　　　　　〆干〉

BCl1H

　　　一　　　　　一@　　　ε1．舷L　　　　　　h

@　　　　l＿＿＿．一・一・・口

プ／
●…ピ旨…一゜

BCI1
口
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　なお図中に引いた直線は，後に第7章で導く，ひずみ硬化過程における応力比一異方度関係

式（7．34）を示している．本章の実験においては，粒状体はその形成時にすでに異方構造を

もつており，式（7．　34）で表わされるような変形を行うに至るまで，つまり図の直線に乗るま

で，過渡的な変形を行なうであろう．その過程が式（4．12）で表わされるような直線で表わ

されるのであって，式（7．34）の直線上に到達すると，今度はこの直線上を値が動いて本来の

ひずみ硬化を行うものと思われる．BC5やBC8にそのような傾向が現われているようであ

る．

　一方，ダイレイタンシー係数D＝1一ψ／ξ1と異方度の関係を調べてみると，図4．14のよう

になる．BCl1Hを除いて，　AとDとの間に直線関係を見出すことができる．すなわち

　　　　　　1）＝cA十d　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．13）

ここにc，dは定数である．式（4．13）と（412）とから，応力比とダイレイタンシー係数の

関係は，やはり直線となって，

　　　　　　σ1／σ3＝ed十f　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．14）

と表わせることになる．ここに，e＝a／c，∫＝b－ad／cである．
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　　　　　　　　　図4．14　ダイレイタンシー係数Dと異方度Aの関係

ここでWiendieckらによる実験結果および小田による実験結果との対応を調べておこう．

4・7・4　Wiendieckらの実験（Biarez　et　Wiendieck，1963，　Wiendieck，1967）．

Wiendieckらは，不規則な形状の二次元的粒子から成る粒状体の二軸圧縮・伸張試験を行な
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い、圧縮に伴なって，圧縮方向へ，接点における接線に立てた法線の方向が集中することを示し

た．彼らは，粒状体の塑性的な変形（水平ひずみで代表させている）と，構造異方性の変化の

関係を調べたが，応力は測定しなかった．彼らの実験結果を棒グラフに描き直したのが図4．15

であり，異方度A式（4．11）と水平ひずみεhの関係を示したのが図4．16である．図中の番号

1から5への過程は，水平方向の圧縮（伸張過程）であり，6～8は，1から3まで水平圧縮

の後，垂直方向に圧縮する過程（圧縮過程）を示している．伸張過程においては，水平ひずみ
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εhの増大とともにAは減少し，やがて一定値に近づく．この状態では，εhの方向に接点の法

線方向」V，が集中している．3の状態から圧縮過程に移ると，εhの減少（鉛直ひずみε　trは増

大）とともにAは増大してゆく．すなわち，εvの方向に法線1V，が集中してゆくことを示して

いる．

　これらの結果は，著者の実験結果と定性的によく一致しており，Aの絶対値の範囲も，圧縮

側で最大約1．2と大体一致している．Wiendieckらの実験で，特に注目すべきは，二次元粒子

の形状が円ではなく，実際の粒子の切断面に似た不規則なものとしてある点である．3種の径

の円柱形粒子から成る粒状体の結果（図4．8　一・4．11）に比べて，図4．15では凹凸が少なくなっ

ているのは標本数（測定接点数）が多い（2000点弱，図4．8～4．10では400・一・500点，図4．11

では850～950点）こともあるが，粒子形状が円ではなく，不規則であることの影響が大きいよ

うに思われる．

　4．7．5　砂の三軸圧縮試験における構造変化（小田の実験）

　小田は砂の粒子配列構造を顕微鏡観察によって定量的に明らかにし，砂の強度・変形機構との

関係を明らかにした．（Oda　1972　a，1972　b，1g72　c，1975）

　ここでは，三軸圧縮試験における，砂の構造の変化に関する実験の1例を，以下にやや詳し

く述べることにする．

　（a）実験方法

使用した砂は相馬砂で，粒径範囲は0．84－1．19㎜，踵2．65である（記号C；認）．

　試験機は通常の三軸試験機であり，供試体寸法は直径5cm，高さ13．5cmとした．供試体作

製方法は，（1）突き棒で突き固める方法（P法）と（2）モールドの側壁を突き棒で軽く連打する方

法（T法）によった．初期間隙比を調整した供試体を，水一レジン混合液で飽和させ，σ3＝O．5

kg／cm2で一定として，ひずみ速度0．3％／minで排水三軸圧縮試験を行ない，所定の軸ひずみ

まで変形させる．所定の軸ひずみに達したら，そのときの軸ひずみ応力比，体稽変化を記録し，

軸差応力を除いて，σ3のみ加えた状態で6時間位放置する．固定した供試体を三軸室からとり

出す．この供試体をさらにポリエステル樹脂で強く固結させてから，X，　Y，　Z軸に平行な法

線を有する，3っの互いに直交する薄片を作成する．このようにして得られた薄片のうち，垂

直断面のものの一部を顕微鏡写真によって例示すれば，写真4．4のようである．写真にはべデ

スタルに近い部分のdead　domain（拘束領域）と，　expanded　domain（膨張領域）が示され

ている．なおこの写真は粒径の異なる別の相馬砂の実験によるものであることを付言しておく．

　㊨　実験結果

　水一レジン混合液で飽和された供試体の，代表的な軸差応力σ1一σ3，軸ひずみε1，体積ひ

ずみvの関係を図4．17に示す．供試体作製方法によって変形にかなり違いがあることがわかる．

また，同図中には各変形段階における標本の最終応力比および最終ひずみをプロットしてある．
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　写真4．4　砂の顕微鏡写真の例（小田，1972

　　　　　による）

　実験結果を粒子接点角に関するもののみ引用することにする．本実験で行なった三軸圧縮試

験は、軸対称応力条件を満足しており，供試体作製時の条件も同様と考えられるから，N，分布

は函数E（β）で表わすことができ，αに無関係となるであろう．このE（β）は各段階において

作成された，N、方向の等面積シュミットネット投影図から求められる．得られたE（β）を図4．

18および4．19に示す．これらの各図は，応力の増大に伴ってE（β）がどのように変化するか

を示しており，次の重要な事実が明らかとなる．

　（1）作用する主応力比（または軸差応力）の増大に伴って，N，は0°≦β≦50°および130°

　≦β≦180°の範囲に集中してゆく．

　（2）E（β）の変化は，応力比の増大とともに生じるようであって，最大主応力比に達した後

　は，E（β）はあまり変化しない．

　このことは，Nr分布は主に応力状態に依存するのであって，ひずみにではないことを意味し

ている．

　次に，次式によってS，，S2，　S3を計算し，これらの比Si／S3を求めると，　Si／S3は粒状

体の異方性を表わす重要な指数となる．

　　　　　　　　　　　　　　ア　　リア

　　　　　　　：：二∴∵∴d、31（4．．15）

　　　’0”．●一一’　　　　　　　5．0　　　　　　　　　　　　10

　　P2－UND　　　　Axial　strain　　ε1　Co／o）

　T2－UND
図4．17　砂の応力・ひずみ曲線（P2－1，P2－2，…，

　　　　T2－1，　T2－2，……の符号を付した所で変

　　　　形を止め粒子構造の解析を行なった．小田，

　　　　1972）
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E（α，β）がaに無関係であるとすれば　s2　＝　s3である．

　S，／S3は前述の異方度Aと同様の意味をもっている．
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　　　　　　　　B　　｛　in　degree　｝　　　　　　　　　　　　　　「う　　｛　in　degree　）

　　図4．18　応力比の増大に伴なう函数E（β）の変化（P2シリーズ，小田1972による）

いまSl／S3とσ1／σ3の関係を図示すると，図4．20のようになり，両者の関係は，直線式

　　　　　÷－C1皇　　　　　　　（・16）

で表わすことができる．

　また，s，／s，とダイレイタンシーとの間には直接関係がある
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　　　図4．19　応力比の増大に伴なう函数E（β）の変化（T2シリーズ，小田1972による）

　　　　　　　D－C・音＋C・　　　　　　（・17）

式（4．16）と（4．17）より，応カーダイレイタンシー式は

　　　　　　　号一号D－C6：3　　　　　　（・18）

となる．これはRoweの応カーダイレイタンシー式と基本的に同じ形をしている．

　小田は，式（4．　18）中の各定数は初期間隙比，初期構造および締固め方法に依存しない量で

あると述べている．

　4．7．3で述べたように，二次元粒状体の場合にも，（4．　16）～（4．18）式とほぼ同形の，

式（4．12）～（4．14）が得られているが，これらは初期構造の影響を強く受けた，本来のひず
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み硬化に至るまでの過渡的過程を表わしているようであって，両者がまったく同じことを意味

している訳ではない．

，

巨口

2

　　　　　　L、

　　　　　　　　　1．0　　　　　　　　　1．2　　　　　　　　　1．4　　　　　　　　　1．6　　　　　　　　　1．8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　St／Si

　　　　　　　　　　図4．20　応力比とSi／S3の関係（小田，1972による）

　4．7．6　まとめ

　前述の二次元粒状体における構造変化は，小田によって明らかにされた砂の構造変化とよく

対応していることがわかった．ただし，二次元の場合，砂の場合よりも構造変化の幅がかなり

小さいが，これは，二次元と三次元とでは，粒子移動の自由度が1ランク異なること，および，

初期異方性の影響が過渡的に残るためと考えられる．

　構造変化についてまとめると，粒状体のひずみ硬化過程においては，加えられた応力に応じ

て，それに抵抗するのに都合のよいように，粒子配列が順次変化する．すなわち，最大主応力

の方向に，接平面の（法線）方向が次第に集中してゆく．後述するように，法線が最大主応力

方向を向いた接点が，最大主応力に対して最も有効に抵抗し得る接点と考えられるから，その

ような接点が増大するということは抵抗力が増大することになる．

4．8粒子間力

粒子間接点において生じている粒子間力を光弾性等色線縞から測定した．

4．8．1　測定方法



　64

　各粒子の半径をr、とし，この半径の4／5点，すなわち，粒子中心より4／5γ，の同心円上

における縞次数の最大値を，各接点ごとに読みとって，これをN，，と書くと，粒子iで測定した，

粒子ブとの接点における粒子間力fりは，次のようにして求めることができる．

　　　　　　　五，一音芸理J　　　　　　　（4．・19）

ここに，r，は粒子ブの半径，αは材料の光弾性感度である．

この式は，直径の両端における2点接触の場合には正解であるが，3点以上での接触の場合，

および，2点の場合でも荷重が直径上にない場合には近似的に成り立つことが，馬場（1969）

により，実験的に確められている．

　本研究においては，粒子間力の絶対値を必ずしも必要としないので，f，，の代りに，縞次数

N，1のまま表示した．その場合に，f，，が同じでも1V、，はr，に反比例するので，3種類の粒子

半径（r＝3，4，5mm）のうち，中間のr；4mmの粒子における縞次数に統一した．したが

って，ア＝3mm粒子で読みとられた縞次数は3／4倍され，　r＝5mm粒子で読みとられた縞

次数は5／4倍される．

　なお測定原理に関しては，本章の付録4．A2を参照されたい，

　4．8．2　粒子間力の大きさ

　粒子間力の大きさの頻度を調べてみたのが，図4．21である．上述のとおりr＝4mm粒子に

おける縞次数で表示されている．縞次数の判読できない接点が相当数存在する．これらの接点

における縞次数は，大略1．0以下と考えられるので，これを仮にO～LO次の度数に配分した

のが，図中の破線である．粒子間力が大きくなると，頻度が急減することがわかる．この分布

は，1粒子から2粒子への粒子間力41と，2粒子から1粒子へ作用する粒子間力fi2＝－fl1の

両方を考慮することにすると，平均値を0とする正規分布で近似できるようである．図4．21の

破線は（a）では平均値μ＝0，標準偏差σ；1．25（b）では平均値μ＝0，標準偏差σ＝1．40の正

規分布を表わしている．

　4．8．3　粒子間力と粒子接点角の関係

　βを10°毎の区間に分け，各区間に属する接点における，粒子間力の分布を調べてみた1例を

図4．22に示す．いずれのβの区間においても，粒子間力は，かなり広い範囲に分布しており，

本図からは，βによって，大きさの分布が違ってくるかどうかは判然としなかった．

　次に，βの各区間ごとに，粒子間力の和，および，粒子間力の平均値を求めてみたのが，そ

れぞれ，図4．23および4．24である．

　図4．23によれば，粒子間力の和は最大主応力方向β＝0°において大きく，最小主応力方向

β＝90°において小さいことがわかる．

　また，図4．23に示した粒子間力の和と，粒子接点角の頻度分布とから，βの各区間における
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　　　　　　　図4．21　粒子間力の大きさの分布（破線は測定不能分を加えた推定

　　　　　　　　　　　値，一点鎖線は正規分布曲線，BCllH）

粒子間力の平均値を求めたのが図4．24である．粒子間力の平均値lf，1，tは，βの函数となっ

ていて，最大主応力方向β＝o°において最大値，最小主応力方向β＝go°において最小値とな

る傾向を見せている．次に，応力比の異なるBCl1H－2（図a）とBCl1H－4（図b）とを

比べると，応力比の大きい後者の方が，粒子間力の和・平均値ともに大きくなっている．そ

の場合に，β＝90°付近でにあまり変化がなくて，β＝0°の近傍で粒子間力が増大しているこ

とがわかる．これはσ3一定で，σ1を増大させていることと対応している．

　ところで，図4．23はある粒子接点角の接点において，どれだけの力が伝達されているかを

示すものであるが，これはまた，見方を変えると，粒子間力の重みをつけた粒子接点角分布を

表わしている．粒子間力の重みをつけると，最大主応力方向近傍の，つまりβが小さい接点が

強調されることになる．

　粒子接点角の分布を調べる場合に，　「有効」でない接点，つまり，粒子間力を伝えない，あ

るいはほとんど伝えない接点を省略することがある．このようにすると，平均粒子間力の小さ
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　　　　図4．22　粒子接点角毎に調べた粒子間力の分布（Uは測定不能接点）
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　　　　図4．23粒子接点角がβの接点で伝達される粒子間力の和
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い接点角の接点が相対的に多く省略されることになり，結果的に，1V，のσ1方向への集中傾向

をやや誇張することになる．このような整理方法を著者もしたことがあるが，接点の取捨の基

準があいまいであり，砂における解析では，ある接点が有効であるかどうかは判断できないこ

ともあって，両者の比較は同じ基準による方がよいなどの理由から，今回の解析はすべての接

点を対象にしている．

BCH－2
1．5

1．O

0．5

BCH一ム

2．0

1．5

1．0

0．5

　　　　　一90　　－60　　－30　　　0　　　30　　　60　　　90　－90　　－60　　－30　　　0　　　30　　　60　　90

　　　　　　　　　　　　　β（％）　　　　　　　　　　　　　β（％）

　　　　　　　　　　　　　　　図4，24　粒子間力の平均値

　なお，粒子間力の伝達径路は，変形の過程で刻々変化しているといっても過言ではなく，い

ずれかの接点ですべりが生じると，粒子間力の持ちかえが生じる．したがって，現段階で無応

力状態の粒子も，次の段階で大きな粒子間力を負担している可能性がある訳で，粒状体の変形

の安定した進行には不可欠のものといえるだろう．

4．9接点において発揮されている摩擦角

　任意の接点Ciを考えよう（図4．25）．この接点の粒子接点角はβ，であり，粒子間力fiが

作用している．粒子1から粒子2へ作用するfi　1はx軸とθ，なる角をなしている．θi＝β‘であ

るとfiは接点に垂直であるから，この接点におけるせん断力成分はなく，摩擦も生じない．し

かし，一般には，θiiβ，であって，δi＝θi一β，なる摩擦角が発揮される．接点Ciで発揮

され得る摩擦角には限度があって，δのとり得る範囲は

　　　　　　　1　δt　l≦　φμ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　4．20）

である．ここにφμは粒子間摩擦角で粒子の材料と接点の状態によって決まる．本章で使用し

ているエポキシ樹脂粒子においては，φ。は18・・一　25°の範囲にあって，平均値は22°であった．

（4．　20）において等号が成り立つとき，接点Ciにおいてすべりが生じる．なお，角β，，θ，，

δiはいずれも時計まわりを正とする．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　粒子間力の作用方向と発揮さ

　　　　　　　　　　　　　　　　　れている摩擦角

　図4．26は，粒子接点角βを20°毎の区間に分け，各区間に属する接点において発揮されてい

る摩擦角δの分布を調べてみたものである．βの各区間においてδはおよそ一・20°～＋20°の範

囲に広く分布している．β＝－10～－70°においてδは正の側にやや偏って分布しているよう

であるが，すべり条件を満足する接点はφμのばらつきを考慮に入れても非常に少なく，また

特定のβに集中する傾向は見出せなかった．
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　．l　　l

1　　．

1

1

1

1
1

1

　β

一70～－90

一50～－70

一30～－SO

一10～－30

一10N◆10

◆10　ny・30

◆ぷ）～◆50

◆50～←70

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◆70　rw◆90　　　　　　　　　　　－20　　　　－10　　　　　0　　　　　10　　　　　20

　　　　　　　　　　　　　　　　　δ・θ一β　　　　　　β

　　　　　　　　　　図4．26粒子接点角βの接点で発揮されている

　　　　　　　　　　　　　　摩擦角の分布

測定接点全部に関するδの分布は図4．27のようになり，平均値＋0．75°，標準偏差7．75°の
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正規分布とみなせるようである．この図よりすべり条件1δ、1＝φ。を満足する接点が非常に

少いことを再度確めることができる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ＝

BCIIH－2
475　contacts
　δ＝＋0．750

　σ＝7．750

1σ＝

7．75

一30　　－20　　－10　　0　　　10　　　20　　30

　　　　　　　δ（％）

図4．27接点において発揮されている

　　　摩擦角の頻度分布

4．10ひずみ硬化の機構について

　粒状体は一般にひずみ硬化材料である。したがってその塑性変形には必ず応力の増大が伴う．

応力比が増大して粒状体に塑性変形が生じる場合には，増大する応力比に抵抗するために粒子

の再配列が生じ，粒子構造が変化する．

　このようなひずみ硬化過程においては，次の2点が重要である．

　（1）最大主応力に対して最も有利に抵抗できる接点は，その法線Ntが最大主応力方向に一致

する接点，すなわちβ＝0°の接点であろう．このことは，4．8節図4．24で示したように，粒

子間力の平均値がβ＝0°で最大，β＝90°で最小となっいることからも，容易に予測できると

ころである．

　（2）粒子接点角の分布すなわち函数E（β）は応力比の増大に伴なって，β；0°に近いところ

で増大し，β＝90°に近いところで減少する．すなわち，Niのσ1方向への集中が生じている

（図4．8～4．12，4．18～20）．

　（1）と②より，ひずみ硬化過程においては，増大する最大主応力に抵抗するのに有利な接点が

次第に増大するように，粒子の再配列が行われていることがわかる．

　4．6．3で述べたように，粒状体内部を伝わる粒子間力は均一ではなく，大きい力を伝達し

ている接点と，小さい力を伝達している接点があり，大きい力を伝達している接点は，粒子の

鎖を形成している．接点のN、がσ1方向に次第に集中すると，粒子の鎖を形成する接点のN，も

次第にσ1方向に集中してきて，σ1に対する抵抗力，あるいは剛性が次第に大きくなってくる．
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そして，このような鎖は，周辺粒子から支えられた，σ1方向の一種の柱となり，その剛性を増

してゆく．このようなNiのσ1方向への集中に伴なう柱の形成は，一般に，体積の増大を伴な

い，間隙が大きくなってゆくから，やがて，柱に対する周辺粒子の支えが減少することになり，

Niの集中による抵抗力の増大と，間隙の増大に伴なう安定性の減少とがバランスしたところ

で，ピークという状態に到達する．

　このような考え方は，基本的には小田（1974）によってもたらされたものである．本章にお

ける粒子間力の実測値によって上述の（1）が明らかとなり，小田のひずみ硬化仮説の正当性は一

層増したと言えよう．

4．11結 論

　円柱形粒子から成る二次元粒状体の二軸圧縮試験を行ない，粒子接点角や粒子間力を測定し

た結果，次のことがわかった．

　（1）円柱形粒子の2次元集合体の応力比～軸ひずみ～ダイレイタンシー関係は，砂の挙動を

よく再現している．したがって，この模型粒状体は粒子レベルでの挙動においても砂のモデル

たり得ると考えられる．

　（2）応力比の増大に伴なって，粒子接点角の分布は変化する．すなわち，接点に立てた法線

の方向が，次第に最大主応力方向に集中してゆく傾向があり，これに伴って，粒状体の構造異

方性が増大してゆく．構造異方性は異方度Aで表わすことができる．

　㈲粒状体のダイレイタンシーは，構造異方性の発達と密接な関係にある．

　（4）粒子間接点において伝達される粒子間力は，接点によってさまざまな値をとり，ランダ

ムな量であるが，その平均値は，粒子接点角によって変わり，最大主応力方向で最大，最小主

応力方向で最小となっている．

　㈲接点において発揮されている摩擦角の分布を調べてみると，粒状体全体では，平均値が

およそ0°の正規分布となっており，すべり条件を満足するような接点は少ない．このことは，

粒状体の変形のある段階においてすべりが生じている接点はごく少数であることを意味してい

る．

　⑥以上のことより，砂のような粒状体のひずみ硬化過程は最大主応力を支えるのに有利な

接点（法線が最大主応力方向の近傍にある接点）の増加（法線方向の最大主応力方向への隼中）

によって特徴づけられることがわかった．また，増大する応力に抵抗しているのは，多くの（そ

の瞬間においては）すべっていない粒子接点であると言える．

4．A1粒子の作製方法

実験に使用した円柱形粒子はエポキシ樹脂板から特製の中空ドリルによって削り出したもの
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，

■

である．以下にその作製方法の概要を述べる．

1．エポキシ樹脂板の作製

　エポキシ樹脂はポリ付加型の樹脂で，代表的光弾性材料の1つである．（辻・西田・河田，

1965）

プレポリマーと硬化剤を加熱混合して，均一な液体として，鋳型に注入，加熱して板状とする．

　　1）原料：スイス・チバ（Ciba）社製Ar旦ldite　Bを使用した．

　　　　　・プレポリマーは淡黄色，常温でガラス状である．

　　　　　・硬化剤（HT　901）は白色，常温で紛末である．

　　2）混合比：重量比でプレポリマー10に対し硬化剤3とする．

　　3）作成方法：所要量の原量をビーカーに入れ，約140°Cに加熱して，混合かくはんし，

　均一な液体とする．次に，これを予め加熱しておいた鋳型に注入し，恒温炉内で，135～140°

　（この温度は単純せん断用粒子作製時には125°Cに変更した）で12～14時間加熱し，徐冷し

　た後，鋳型からとり出す．

　　4）鋳型：内寸が約300×300×19で，コの字型の枠と，側板2枚をボルト・ナットで組

　立てるようになっており，側板内面はクロームメッキを施してある．

　　5）離型剤：シリコンオイル，またはセロファンを使用した．

2．円柱形粒子の作製

　1の要領で作製した厚さ19mmのエポキシ樹脂板から，粒子を削り出す訳であるが，板の周

辺部3，4cm位と気泡の入った部分など，不良個所は除外し，ボール盤に特製中空ドリルを取付

けて，粒子を切り出した．

　中空ドリルは京大丹羽研究室で開発されたものを改良の上，大阪・榎並製作所において製作

されたものを用いた．ドリルの形状を写真4．A　1に示す．また粒子を写真4．A　2に示す．

，

　左より

（a）　φ10用（京大・丹羽研究室）

（b）　φ10用

（c）　φ8用

㈲　φ8用（別型）

（e）　φ6用

写真4・A1　粒子作製用中空カッター
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　左より

（a）　φ6，

（b）　φ8

（（う　φ10

（c｛）　φ6

（e）　φ8

（f）　φ10

e＝19

〃

　〃

e＝15（K。試験用）

　〃

〃

　　　　　　　　　　　　　　写真4・A2　エポキシ樹脂粒子

3．焼鈍

粒子には温度・湿度の影響でtime　edge　effectが起るので，これを除去するために焼鈍（ア

ニール）を行なわなければならない．焼鈍の標準的なサイクルを，図4．A1に示す．

150

oo

50

　　　　　　　0
　　　　　　　0　　　　　　　　　　4　　　　　　　　　8　　　　　　　　12　　　　　　　　　16　　　　　　　　20

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（hr）

　　　　　　　　　　　　　　　　　図4．A　1　焼鈍のサイクル

　本実験に使用した粒子は，厚さ（長さ）が大きいため，1回のサイクルでtime　edge　effect

が十分除去できない場合には，再度，焼鈍したり，最高温度の時間を数倍に延長した．それで

もなお，time　edge　effectが若干残ったままの粒子を，やむを得ず使用した場合もある．

4．A2粒子間力の測定原理

粒子間接点における粒子間力を，光弾性等色線縞から測定した．測定原理を以下に述べる．

円板の直径の両端に作用する線荷重Pにより，荷重点直下の点Aに生じる応力は，図4．A2



73

の記号を用いて，

　　　　　・x一語・…一一芸（1　　1　　十γ1　　r2）＋；f？i”T・・　＝・　（・・A・1）

である．ここに，tは円板の厚さである．τxッ＝0であるから，σx，σyは主応力となってい

る．そこで，これらを，それぞれ，σ1，σ2と書き直して，主応力差を求めると，

　　　　　σ1－・・一÷？（1　　1　　十ア1　　γ2）　　　　　（・・A・）

となる．一方光弾性学によれば，等色線縞次数Nは光弾性感度をαとするとき，

　　　　　N＝α（σ1一σ2）t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．A3）

と表わすことができる．したがって，これに，式（4．A2）を代入すると，

　　　　　N÷（÷＋÷）P　　　　　（・・A・）

y

P

　1’

／1

一ノ
　ート一＼＼

　　　　　　　　　　　　　　P　　　　　　　　　　　　p

　　　　　　　　　　　　　　図4．A2　円板に作用する線荷重

　　　　　・・一舌（　rlγ2rl十r2）N　　　　　（・・A・）

すなわち，線荷重Pは，荷重直下の点Aにおける縞次数と比例関係にあることがわかる．

　次に，直径上にない2点接触によって生じる縞次数は，円柱の中心からその半径の4／5点

上の最大値，すなわち，荷重P方向の縞次数をとれば，2点の位置にかかわらず，ほぼ一定と

なることが馬場によって認められている（馬場、！969）．また馬場は，数個の接触力が考えて

いる点の縞次数に及ぼす影響は，円柱中心から半径の4／5点上では，考えている点と他のかく

乱を起させる接触点のなす中心角が60°の場合に約4％であるが90°の場合にはほとんど影響

を及ぼさないことを確めている．

　そこで本論文では，円柱の中心から，その半径の4／5点上の最大縞次数とその方向を読み

とることによって粒子間力の大きさと方向を測定することにした．なお縞次数は粒径に反比例

するので，すべて直径8㎜の粒子に換算することにした．
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第5章　粒状体のせん断変形機構に

　　　　　　　　　　　　　　　　　関する微視的考察

5．1序 論
‘

t

●

　一面せん断および単純せん断型の試験機は，せん断方向がほぼ一定しており，土のせん断強

さを直接的に求めることができること，また，せん断箱やリングなどによる側方拘束により，

側方へのひずみがほとんどないことから，平面ひずみ条件下で変形するものと考えられている

実際の土の応力状態に近いことなどの特長を有する．

　Roscoeを中心とする研究者達は，平面ひずみ条件下で厳密な単純せん断条件を満たす試験

機を用いて，多くの貴重なデータを提供している（Roscoe，Bassett＆Cole，1967，　Cole

1967）．彼らが用いた試験機は，ケンブリッジ型と呼ばれるもので，その特徴は直方体供試体

の六面を剛な板で囲み，かつ，各面における垂直応力およびせん断応力およびその分布を測定

することができる点にある．この試験機によって，水平面上の応力のみならず，主応力の大き

さと方向を得ることができる．したがって，直接せん断型の試験と三軸圧縮試験との相互関係

を直接的に調べることができる．

　さて，直接せん断試験を行って，せん断応力を増大させてゆくと，砂のような粒状体の粒子

配列特性（粒子構造）は増大する応力に抵抗するのに都合のよいように，徐々に変化していく

ことが知られている．第4章において主応力方向の回転がない二軸（三軸）圧縮の場合のひず

み硬化過程の機構を明らかにしたが，本章においては主応力方向が回転するせん断試験における

ひずみ硬化の機構を明らかにすることにする．

　二軸圧縮試験においては，ひずみ硬化過程において最大主応力を支えるのに有利な接点が不可

逆的に増加したが，せん断の場合はどうであろうか．

　松岡は，一面せん断試験時に生じる粒子構造の変化を，アルミ丸棒やエポキシ樹脂丸棒を用

いた二次元模型実験より推定した（村山・松岡，1970，松岡，1973）．彼は，せん断面（よ

り一般的にはモービライズド面）上の粒子接点角の分布を調べ，せん断前には，0°を中心に

一90°～90°の範囲で左右対称の台形ないしは三角形状の分布が，せん断が進むにつれて，ピー

クが片方に偏った非対称三角形分布になることを見出した．松岡は，せん断面を最初から仮定

しており，せん断面と最大主応力面とのなす角は45°＋φm。／2（φm。は現在の最大傾斜角，

max・obliquity）であるとしている．したがって，主応力方向は，圧密時の鉛直方向から，せ

ん断力が作用するや45°以上の角に急変することになってやや不自然である．また，粒子接点

角分布のピークの偏り角にっいては不明確である．
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　そこで，本章においては，せん断における粒子構造の変化と主応力との関係を調べ，主応力

軸は徐eに回転してゆくこと，粒子構造の変化は二軸圧縮の場合と同様に，法線Nの最大主応

力方向への集中によるものであり，主応力軸の回転に伴って，法線の集中方向も回転してゆく

ことなどを明らかにする．この目的のために，第4章と同じ二次元粒状体を用い，供試体全体

がせん断領域となる単純せん断試験を行なった．また小田による砂の一面せん断時に生じる粒

子構造観察結果との比較を行なった．

5．2　実験方法

　5．2．1粒子
　モデル粒子は，前章で用いたものと同様である．すなわち，光弾性材料であるエポキシ樹脂

製で長さ19mm，直径6，8および10　mmの3種の円柱形粒子を混合したものを用いた．

　砂の粒度に相当する，3種の径の混合比は6，8，10mmの順に，およそ20：15：8個とした．

　粒子表面の物理摩擦角φμの値はかなりばらつくが，D2，　L2ではφμ＝・20°，　DB3，DB8

ではφμ＝28°であったf）ここでφ、＝　28°の粒子は粒子表面に乾燥したベントナイト粉をまぶして

付着させたものである．

　φ。の値を求めるため，一面せん断試験機を用いて，粒子を十文字状にこすり合せる摩擦試

験を行なった結果を図5．1に示す．太線で結んだ各点は，それぞれ，初回の試験結果であり，

他は初回に使用した粒子について，さらに、垂直荷重を増加させて、数回繰返して試験した結

果である．φ、の値はかなりばらついており，生地のままで12～24°，ベントナイト付着で26

　　た　　㎝　h所　剖巨ー

　　

　輌

口

／　　！

　　

@　
@　
@、

15

o
　　　　　　　　　　tOO　　　　　　5　　　　　　　　　　　　　　　15　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　20
　　　　　　　　normol　force（kg）

図5．1　粒子間摩擦角の測定（実線：生地のまま，破線1ベン

　　　　トナイトをまぶしたもの）

＊）従来，それぞれ，φμ＝22°，33°として発表しているが，実験データを再検討の上，このように訂正

　する．
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～41°の範囲の値をとる．物理摩擦というのは本来ばらつくものであるというのが定説であり，

φμをどの値で代表させるかはむずかしい問題であるが，ここでは一応上記の値で代表させるこ

とにした．

　なお，平板の表面は布やすり仕上であり，粒子表面は中空ドリルによる切削面であって，こ

れらの間の摩擦は粒子同志のものと異なっている可能性もあるが，一応そのままにしておく．

　5．2．2　二次元単純せん断試験機

　使用した試験機は，写真5．1に示すようなものである．せん断枠は十分な剛度を有する鋼製

　　　　　　　　a：粒状体，b：側部材（左，右），　c：底部材，　d：E部材，

　　　　　　　　e：取付板（左，右）f：ガイド、9：荷重計，h：てこ

　　　　　　　　　　　　　写真5．1　二次元単純せん断試験機

で，寸法は内寸で，幅156mm，高さ156　mm±20　mmである．側部材bの上端は取付板eに，

また下端は底部材cにそれぞれヒンジ結合されており，底部材cを水平方向に押すことによっ

てせん断変形を2次元粒状体に与える．上部材dはガイドfによって上下方向にのみ変位する

ことができるようになっており，てこhによる垂直荷重を粒状体に伝達する．

　垂直荷重は，てこに載せた重錘の重量と，てこのレバー比から求められる．上部材の垂直変位

は1／100目盛のダイヤルゲージにより測定する．またせん断変位は水平方向のねじによって

与え，せん断荷重は荷重計により検出し，せん断変位はダイヤルゲージによって読みとる．

　なお，試験機の機構上せん断変位に伴って，底部材の鉛直方向変位が生じるので，供試体の

高さの変化を求める場合に補正を要する．また荷重計gで測定されるせん断荷重には底部材に

かかる鉛直荷重を持ち上げるための余分な仕事および関節部における摩擦などに費される仕事

などを行うための余分の荷重を含んでいるので，その検定を行なって，補正を施した．
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　このような試験機を光弾性実験装置の載荷枠に取付けて，偏光場内で試験を実施した．

　光弾性実験装置は前章のものと同じである．

　5．2．3　実験手順

　3種の径の粒子を混合してボウルに入れ，粒子を1つずつ手でランダムに抽出し，ランダム

にせん断枠内に積み上げて所定の高さとした。なお，初期間隙比は，θo＝0．22および0．26

の2種類とした（表5．1参照）．

　　　　　　　　　　　　　表5．1　二次元粒状体の供試体一覧

記　　　号 L2 D2 DB3 DB8

粒子配合（個）

6mm
Wmm
P0mm
v

208

P55

V7

S40

267

P32

W4

S83

207

P51

V6

S34

207

P51

V6

S34

初期間隙比　ε。 0．26 0．22 0．22 0．23

物理摩擦角　φμ 20° 28°

内部摩擦角　　φ 23° 28° 35° 34°

最大応力比tanφ 0，425 0，525 0，700 0，685

　せん断は，ひずみ制御方式で行ない，所定のひずみ段階ごとに変位を中断して，変位ならび

に光弾性縞が落ち着くのを待って，光弾性等色線写真の撮影，および，諸計器による測定を行

なった後，さらにせん断変位を与えて，次の段階に移る．このような手順を繰返しながら，破

壊に至るまで試験を続けた．

5．3実験結果

　5．3．1　せん断力・せん断ひずみ・垂直ひずみ関係

　せん断ひずみ（shear　distortion）r，垂直ひずみ（normal　strain）εNは次のように定

義される：

　　　　　r＝（底部材の水平変位）／（側部材のヒンジ間長さ）

　　　　　εN＝（供試体の高さ変化）／（供試体の初期高さ）

　図5．2には，φ。＝・20°の場合の，せん断力S，垂直ひずみεNとせん断ひずみrの関係を示

す．黒丸印が密な場合（初期間隙比eo＝0．22）を示し，白丸印がゆるい場合（e。＝0．26）

を示している．

　この図から次のことがわかる．

　（1）粒状体は，初めに体積減少を生じた後，せん断ひずみ約5％付近から体積膨張に移る．
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　　　関係（φμ　＝　20°）

体積膨張はピークを過ぎるまで続く．密な粒状体は，ゆるいものよりも，体積膨張量が大きく

いわゆるダイレイタンシーが著しいことを示している．

　（2）せん断力8（垂直力Pで割ると，そのまません断・垂直応力比τ／σNとなる）曲線，垂直

ひずみεN曲線とも，砂の単純せん断試験結果によく似ている．なおゆるい粒状体のせん断力曲

線が，初期に急に立ち上った後，r＝2％付近で極大値となり，　r＝4％付近から再び上昇し

はじめる特異な形状を示しているが，この部分は偶然的な挙動であって，ゆるい粒状体が常に

このように振舞う訳ではない．これは，ゆるい粒状体の構造が，はじめに異常に剛度の大きい

ものとなっていたものが，r＝2％付近で崩壊し，通常の構造に変化したためと思われる．

　図5．3は，φμ＝・28°の場合の密な粒状体の，せん断力・垂直ひずみ・せん断ひずみ関係であ

る．傾向的にはφ。＝　20°の場合と同じであるが，せん断力はこちらの方が大きくなっている．

垂直ひずみεN曲線のこう配にあまり差が見られない（D2，φ、＝20°とDB3，φμ＝28°と

ではほとんど一致）ので，この差は粒子間摩擦角φμの違いによるものと考えてよかろう．

　DB8では，　r＝6．5％付近で構造崩壊が生じ，せん断力，垂直ひずみとも一時的に増加が

止っているのが見られる．
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　この図においては，せん断力と垂直ひずみとが密接な関係にあることが，両曲線の変化の仕

方にはっきりと現れている．

　以上のように巨視的な応力・ひずみ関係が砂の場合とよく似たものであることから，せん断

の場合においても，本研究で用いた二次元粒状体は，砂のモデルとして一応適当なものである

と言える．
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　　　　28°，DB　series）

　5．3．2　光弾性等色線縞写真

　写真5．2，5．3に，試験の各段階で撮影した光弾性等色線縞写真の例を示す．写真5．　2はφμ

＝20°の密な場合（Dシリーズ），写真5．3はゆるい場合（Lシリーズ）であって，撮影した

変形段階は，図5．2中に同じ記号で示してある．

　写真を観察すると，二軸圧縮のときと同様，大きい粒子間力を伝達している粒子（接点）と

そうでない粒子（接点）があり，大きい粒子間力を伝達する粒子の鎖が何本も走っているのが

わかる．そして，このような鎖の卓越方向は，せん断力を加える前のD－2，L－2において

は鉛直方向であるが，せん断力を大きくしてゆくにつれて，卓越方向が回転してゆくのがわか

る．
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（a）　D2 （b）　D5

， （c）　1）10　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（出　D16

　写真5．2　単純せん断供試体の光弾性等色線写真（D2）
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（a）　L2 （b）　L3

（c）　L10　　　　　　　　　　　　　　　　（d）　L　16

　写真5．3　単純せん断供試体の光弾性等色性写真（L2）
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5．4　粒子接点角の分布

　粒状体の構造を表わす最も基本的な性質の一つが，粒子間の接点における接平面の方向の分

布であることはすでに述べた．この性質は，接平面に立てた法線の空間方位角の分布を明らか

にすることによって記述できる．前章において導入した，法線方向の確率密度函数E（egβ）

またはE（β）がそれである．

　5．4．1　粒子接点角の定義（二次元の場合）

　いま，直交座標軸X，Y，　Zを図5．4のようにとることにする．すなわち，　Z軸をせん断応力

τに平行，かつ反対向きに正の軸をとり，X軸は垂直方向，上向きを正にとる．これは，垂直

応力σNの作用方向の反対である．Y軸はZ，　X両軸に直角にとる．

－蒔下　　→

　　　　　　　　　　　図5．4　粒子接点角・粒子間力の方向角の定義

　任意の接点○における接線に立てた法線としては，方向等しく向きが反対の2つの法線Nil

とNi　2とがあるが，以後の議論においては，これらのうち上向きの法線1V，2で代表させ，これ

を単に1V，と書くことにする．この1V、の方向は，　X軸からの傾き角β，（一　90°≦β，≦90°）で

表わされる．

　5．4．2　粒子接点角の分布

　粒子接点角ぽの分布は，前章4．7．2において述べたのと全く同様にして，確率密度函数

E（β）によって表わされる．

　粒子接点角β，は，大きく引伸した光弾性等色線写真上で測定される．測定対象とした接点は，

せん断枠に接している粒子，および，それらに接している粒子を除く，全粒子の間に生じてい

る接点である．すなわち，境界の影響が著しい境界の2層を除いた，内部の全接点を対象とし

てある．なお，粒子間力がほとんど生じておらず，等色線縞が認められない接点も，測定対象

に含めてある．

　せん断渦程の各段階において測定した，粒子接点角βrの分布，すなわち，1V，の確率密度函

数E（β）を，図5．5～5．8に示した．図5．5はDシリーズ（e。＝022，　φ、＝20°），Pa　5．6
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はLシリーズ（e。＝O．　26，φμ・r20°），図5．7はDB3シリーズ（e。＝0．22，φμ＝　28°），

図5．8はDB8シリーズ（e・＝0．23，φμ＝28°）の各場合である．
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｝50一
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　図5．5　粒子接点角分布の変化（D2，φμ　　　　図5．6　粒子接点角分布の変化（L2，φμ

　　　　＝20°，　eo＝0．22　）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝20°，　eo＝0，26　）

　これらの各図においては，上半分にNi　2の頻度を極図表示し，下半分には上半分の頻度を点対

称的に移してNi　1の頻度分布を表示している．したがって，全体として，　Ni　1とN、2の両方を測

定したことになっている．

　さて，ここでφμ＝　20°の密な粒状体の場合のN，の分布の変化を調べておこう．図5．5のD2

は，せん断前の垂直荷重のみを載荷した状態でのE（β）を示している．β＝0°に関して対称と

ならず，－20°～－50°付近の値がやや大きくなっているが，異方性はあまり強くない．

　次に，せん断力を作用させると，D2→D5→D8→D12→D16のように変化する．極図表

示したE（β）は，およそ楕円形となっているが，このE（β）の楕円の長軸方向が，せん断力の増

大につれて次第に回転しており，また，楕円が次第に長いものに変化していることがわかる．

言いかえると，せん断力の増大に伴なって，Niの集中方向は次第に回転してゆき，しかも，　Ni

の集中は強くなってゆく傾向が見られる．

　ゆるづめの場合（Lシリーズ）においては，せん断前の分布が密な場合とかなり異なって，

＋20°～＋50°，一　20°～一　50°のところにかなり集中が見られる．しかし，せん断過程における

変化は基本的には密な場合と同様のことが言える（図5．6）．
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　図5．7　粒子接点角分布の変化（DB3，φμ　　　図5．8

　　　　二28°，　eo＝0，22）

　さらに，φ。＝28°の場合のDB3，　DB8（図5．7，

＝20°の場合と同様の傾向を示している．

X

Z

粒子接点角分布の変化（DB8，φμ

＝28°，　eo＝0．23　）

5．8）においても，傾向的には，φμ

Z

Z

　5．4．3　Niの集中方向および集中度

上述の傾向を数値的に示すためにCurray（1956）によるvector　mean　directionおよび

vector　magnitudeを用いて，　N，の集中方向および集中度を求めよう．

Niの集中方向ψ’，および集中度M（％）を次のように定義する：

　　　　　　　　　　　　18

　　　　　、・一†誌η戊sin2烏　　　　　（5．．1）
　　　　　　　　　　　　Σnjcos2β）
　　　　　　　　　　　　ノ＝：1

M－V°°・（18」｛1、njsin2βj）・＋（㌻，c・叫）・
（5．2）
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　ここにnノはβ（上向き法線のみを考え一90°～＋90°の範囲）を10°ごとに18区間に分けた

とき，ゴ番目の区間に入る接点の頻度，β」は元番目の区間の中央値，Mは全接点数で　ハ4＝
18

芦lnj（上向き法線のみ数える）である．

　集中度Mは，接点角分布が完全にランダムで，等方的ならばO％，ある方向に完全に配向し

ていれば100％となる．

図5．5～5．8の各場合について，ψ〃およびMを計算し，rに対してプロットしたのが図5．9

であり，τ／σNに対してプロットしたのが図5．10である．
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　　　　　　　　　図5．10　Niの集中方向および集中度と応力比との関係

　これらの図より，せん断に伴って，凡の集中方向の回転が生じていること，その場合，τ／σN

とtanψ〃の間には，ほぼ比例関係が成り立っていることがわかる．

　また，応力比τ／σNの増大とともに，集中度Mも直線的に増大している．

　これに対して，せん断ひずみrとtanψ’，Mの関係は直線とならず，応力比のピーク以降，

せん断ひずみは増大するにもかかわらず，tanψ’，Mは増大しない．したがって，せん断ひず

みとtanψ’，Mの関係は一義的になっていない．せん断ひずみに対するtanψノおよびMの変

化はτ／σNの変化にかなりよく似ている．

　したがって，粒状体の構造の変化は，ひずみに対してではなく，応力に対して生じるもので

あると言えよう．

5．5　粒状体の応力状態

　本節では，粒状体の平均的な応力状態を，粒子間力の測定値を用いて計算した数個の応力値

によってモール円に表示し，主応力の方向を求める．

　5．5．1　粒子間力から応力への変換

　粒状体の巨視的平均応力と粒子間力の関係については，第7章において考察するが，ここで
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は，円柱粒子から成る2次元粒状体に関して，次のようにして平均応力を求めた．

　応力状態を定めるには，最小限，相異なる方向の2面における応力を知る必要がある．

　いま，粒状体内部に，水平（Z軸）からa傾いた任意の直線abを考えよう（図5．11a）．

この線分の長さを」とし，線分αbを介して粒子間力ft（i＝1，2，……，　n）が作用してい

る．これらの粒子間力は，線分abの一方に重心を有する粒子と他方に重心を有する粒子との

接点C，（i＝1，2，……，n）に作用しているものとする．
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Parallel　Stralght　Lines　at　a

Constant　Space　on　which
Contact　Points　are　selected．

x

　　　　　　（a）　Contact　Poirlts　on　a－plane（証）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）　A　Set　of　a－p］ane

　　　　　　　　　　　　　図5．11粒子間力から応力への変換

　傾角αの線分αb上の，平均直応力，平均せん断応力をそれぞれσ。，τ、と書くことにする

と，σ．，τaは，粒子間力fiの線分ab｝と垂直な成分ft　cos　Oitおよび平行な成分fi　sin　ei，を

用いて次のように表わされる．

　　　　　・・一÷・f、　c・・θi・　　　　　　　　（・．・）

　　　　　・。一÷・fi・叫　　　　　　　　　（・．・）

　ここに0㌧は粒子間力fiと線分abの法線1V．のなす角であり

　　　　　θ〆＝　θ，一α　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　5．5　）

で計算される．

　最小限2種のαについて，σ。，ταを求めれば，モールの応力図上で2つの応力点が定まり

応力円が作図できて，応力状態が明らかになる．

　σ。，τ。を求めるに当っては，接点数ができるだけ多いことが望ましく，また平均的な応力

状態を求める意味で，広い領域における粒子間力を考慮することが望ましい．そこで，図5．11
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，

■

bに示すように，供試体内に円形領域を設定し，その内部に傾きaで，等間隔の平行線を想定

し，これらの線上の応力の平均値をもって，粒状体の平均応力と考えることにした．

　粒子間力の測定法は前章4．8．1に述べた．

　粒子間力が小さく，縞次数がおよそ0、5次以下の場合には，測定が困難な場合が生じる．せ

ん断応力の増大に伴って，最大主応力が増大し，粒子間力の平均値も増大してゆき，測定困難

な接点数も変化する．そのため，粒子間力から求めた応力の値は，測定段階によって，真の値

との誤差が異なってくる．そこで，ここでは水平面（α＝0°）上の垂直応力σα．。。＝＝　aNが試

験中に一定であることを利用して，変形の各段階における水平面上の平均応力σα．。・が一定値

になるように，得られた応力値に補正を加えた．

　5．5．2　モールの応力円

　図5．12に，L2（ゆるづめ，φμ＝20°）の場合と，　DB3（密づめ，φ。＝28°）の場合

の，せん断に伴なう平均的応力状態の推移をモール円によって示した．粒子間力から計算した

2～4点の応力値を○印で示し，これらを用いてモール円を描いてある．Horiz．pl．と記し
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図5．12　粒状体の平均応力状態のせん断に伴なう変化（○印が粒子間力から求めた応力点，Horiz．

　　　　pl．とあるのは水平面の方向，ψは最大主応力面と水平面のなす角，破線は荷重値から求

　　　　めた応力比を示す．）　（a）L2の場合，（b）DB3の場合
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たのが，水平面の方向を示している．また原点から引いた破線は，加えた荷重値より求めた応

力比を表わしている．

　これらの図より次のことが言える．

　（1）粒子間力から計算した水平面上の応力値は，加えた荷重値より求めた応力比とよく合っ

ており，本節で用いた考え方が妥当であることを示している．

　（2）せん断応力の増大に伴なって，モール円は最小主応力はあまり変らず，最大主応力が増

大していくような変化をするようである．

　（3）主応力軸は，せん断応力の増大に伴なって，次第に回転してゆく．主応力軸の回転角

は，各モール円上の水平面上の応力点と，最大主応力点のなす中心角の半分から求められる．

　（4）単純せん断や一面せん断において通常仮定される2つの考え方，すなわち，せん断力を

加える面（水平面）は最大傾角（maximum　obliquity）面すなわちτ／σN最大面であるとい

う考え方，および，水平面が最大せん断応力面であるという考え方のいずれもが必ずしも正し

くない．

5．6　最大主応力の方向とN；の集中方向の関係

　図5．12から求めた主応力軸の回転角ψと，式（5．1）によって計算したNiの集中方向ψノと

を比べてみたのが表5．2である．ピークを過ぎたL16を別にし，また初期状熊のL2は集中度

が小さいことを考慮すると，DB4を除いて，ψとψ’は高々5°程度の差しかない．粒子接点

角分布は10°毎の区間で調べているので，両者はほぼ一致していると考えてよいように思われる．

っまり，1V，の集中方向と最大主応力方向とは，ひずみ硬化過程においては一致している．言い

かえると，ひずみ硬化過程においては，せん断の場合にもNiの最大主応力方向への集中が生

じると考えてよい．このことは，二軸（三軸）圧縮の場合のひずみ硬化の微視的機構が，主応

力軸の回転を伴うせん断の場合にも成り立っており，両者の違いは，主に主応力軸が回転する

か否かによるものであると言える．

　　　　　　　　　　　　表5．2　主応力軸の方向ψと1V，の集中方向ψノ

Series No τ／σN ψ ψ〃

L2 L2
kg
k12
k16

00，283

O，410

O，342

2．5°

R6°

S3°

S1．5°

一14°

@37°

@45°

@48°

DB3 DB2
cB4
cB12

00．280．67 0°

R6．5°

T3．5°

5°

Q3°

T2°
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　ただし，このことは，ひずみ硬化過程のみに成り立つのであって，ピークを過ぎてすべり領

域を生じる段階や，除荷を含む過程には当てはまらない．

5．7砂の一面せん断試験

　ここで，小田が行なった砂の一面せん断試験時に生じる粒子構造変化の研究をやや詳しく述

べ，二次元モデル実験の結果と比較することにしよう（小田・小西，1974a，　c）

　5．7．1　用いた砂

　用いた砂は次のようなものである：粒径：0．84－・　O．95mm，鉱物組成1石英90％，長石10

％，粒子形状はやや丸っこいものからやや角ばっているものまで含んでいる．

　最大・最小間隙比は0．96と0．67，粒子間摩擦角φμ＝　26°である．

　5．7．2　試験方法

　通常の下部可動式一面せん断試験機を用い，次の2シリーズの実験を行なった．

　（1）Pシリーズ：直径6cm，高さ4．3cmのせん断箱に，炉乾燥した砂をそそぎ，突固め棒

を用いて締固めた．この方法によって締固めた砂の初期間隙比はO．　67－・　O．71であった．

　（2）Lシリーズ：高さ2cmのせん断箱に，炉乾燥した砂をスプーンでそそぐ．その際，でき

るだけゆるく詰まるようにする．初期間隙比はO．　79～0．84となった．

　垂直応力を0．6，1．1，2．1または3、1kg／cm2をせん断面にかけ，…変位速度0．3mm／min

でせん断を行う．
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図5．13　砂の一面せん断試験における応力比，せん断変位高さ変化の関係（密な砂，突固め

　　　　法による．P3　－UND，　P3－1，　P3－2，……とあるのは顕微鏡観察を行なった位

　　　　置を示す．所定のひずみまでせん断しておいてせん断応力をτ／σN＝0．2まで除荷

　　　　し，供試体を固結させる．小田・小西，1974による）
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　せん断変位および供試体の厚さ変化AHをダイヤルゲージにて測定する．各試験は，所定の

せん断変位段階において中断する．このようにして求めたせん断・垂直応力比・せん断変位曲

線を図5．13と5．14に示す．所定のせん断変位までせん断し，破線で示すように，せん断応力

を下げた後，ポリエステル樹脂を注入して，粒子構造を乱すことなく固結させる．固結させた

試料を，ダイヤモンドカッターで長さ方向垂直面，横断方向垂直面および水平面において切断

（図5、15）したのち，これらの面に平行な薄片（厚さおよそ0、09mm）を作成する．

　　　　1．0

τ

0．5

L3－1

L3－UND

L・－21

口二

disptacement

05

AH

｛mm｝

0

10
●

■

図5．14砂の一面せん断における応力比，せん断変位，高さ変化の関係（できるだけゆ

　　　　るくつめた砂．記号を付した各曲線の意味は前図に同じ・小田・小西，1974に

　　　　よる）
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　　6N　　　　　　　　LONGITUD！NAL
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Y
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　　　SECTION

　　　　　　　　　　　図5．15固結させた供試体の切断方向（3方向）

　5．7．3　粒子構造の解析

　粒子接点における接平面に立てた法線Niの方向角αiおよびβ‘（図5．16）を，ユニバーサ

ルステージ付き偏光顕微鏡を用いて測定する．測定対象とするのは，せん断方向鉛直断面の一

様にせん断されたとみなせる領域の約160接点である．真のNi分布を求めるためには，少く

とも，互に直交する3枚の薄片上で接点をランダムに選んでa，βを測定する必要がある．
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X

，

●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　grain　1　V
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z

　　　　　　　　　　　　　　　！
　　　　　　　　　　　　　　7’一”－
　　　　　　　　　　　　Y　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lrr・　　　　　　　　　　　　　　　grain　2
　　　　　　　　　　　　　N！　　　　　　　　　　　　tangential　plane

　　　　　　　　　　　　　図5．16接点におけるN，の方向

　しかし，ここでは，Y軸方向には変形が許されないことからY軸に近いNiの分布には変化

が少ないと考えて，せん断方向鉛直断面のみについて測定を行った．

　1Viの方向の3次元分布を調べるために，測定結果を等面積シュミット網上にプロットし，等

頻度線を描いたのが図5．17，5．18である．これらの等頻度線は，網の1％面積内の頻度が3

％，2％，1％である点を結んで描いてある．
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図5．17　せん断に伴なうN，の分布の変化（突固め法による供試

　　　　体，等高線は1％面積当り，3％，2％，1％を表わ

　　　　す．小田・小西，1974による）
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　　　　　　　　図5．18　せん断に伴なうN、の分布の変化（できるだけゆるくつ

　　　　　　　　　　　　めた供試体，等高線は1％面積当り，3％，2％，1

　　　　　　　　　　　　％を表わす．小田・小西，1974による）

　5．7．4　試験結果の考察

　Pシリーズ供試体を一次元的に圧密した状態（せん断前）（図5．17（1））では，N，の集中は

ほとんど見られず，圧密前のP供試体のNi分布とあまり変らない．したがって，粒子配列の変

化はほとんど生じておらず，間隙比のみ減少していると言える．

　この圧密状熊の図（図5．17（1））と，各せん断変位まで変形させた供試体の／Vi分布図（図5．

17（2）～（4））を比較することによって次のことがわかる．

　接点における接平面に立てた法線1Viは，図中に破線で示した領域に次第に集中してゆく傾

向がある．しかし，さらに残留強度状態までせん断するとその傾向は弱まる（同図（4））．した

がって，N，の集中の程度はせん断変位には関係なく，応力比と関係を有していることがわか

る．

　一方，ゆるい砂（L）の場合（図5．18）では，一次元圧密時に，1Viは垂直方向にかなり集

中をみせているのが，Pシリーズとは異なっている．しかし，せん断を受けたときのNiの分布

の変化，すなわちピークに至るまでは，狭い領域へNiが集中する傾向をみせ，残留状態では集

中が弱まるという変化は，Pシリーズと全く同様といってよい．

　5．7．5　二次元モデル実験との比較
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　上に述べた結果を，2次元モデル実験の結果と比較しよう．

　まず，一次元圧密時，すなわち垂直荷重のみ加えられた状態を比べると，砂の場合Pシリー

ズではNiの局所的集中が見られず，　Lシリーズでは垂直方向へのかなりの集中が観察された．

すなわち間隙比の大きい，ゆるい砂では，圧密により集中傾向が著しく，間隙比の小さい，密

な砂では，その傾向があまり現れないと言えよう．この傾向は，2次元モデル実験においても

観察された．すなわち，図5．5のD2（密な場合）および図5．6のL2（ゆるい場合）を比較

すれば明らかである．

　また，せん断応力の増大に従って集中方向が変化してゆくが，この傾向も砂と二次元モデル

とでほぼ類似しており，Niの集中方向が，ほぼ最大主応力方向に一致することは5．6節に述

べたとおりである．

，

t

‘

5．8粒子間接点において発揮されている摩擦角

　5．8．1　定　義

　接点Ciを通して粒子間力fiが伝達される（図5．4）．fiの方向はX軸から測ってθ，（時

計まわりを正）とする．

　前章と同様に，接点Ciにおいて発揮されている摩擦角δiは

　　　　　　δi≡θi一β‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　5．6）

で定義され，摩擦力の作用方向によって正負いずれかの値をとる．また粒子表面の物理摩擦角

をφμとすれば，

　　　　　　1δil≦φμ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　5．7　）

であり，等号が成り立つとき，この接点において，すべりが生じ得る状態にあることを意味し

ている．

　5．8．2　測定結果

　いくつかの測定結果を示そう．図5．19はLシリーズのピーク付近におけるδiの分布を示し

ている．この分布に含まれる接点は，縞次数約1．0次以上の全接点である．分布はおよそ0°を

中心にした対称形になっていて，正規分布で近似できる（実線で表示）ようである．二軸圧縮

の場合と同様に，φμのばらつきを考慮に入れたとしても，δi＝φμとなっているすべり接点

は少ないことがわかる．また図5．20には，Z軸からピ傾いた面上における測定例を示してい

る．ヒ゜一ク時（L12）のa＝0°面上でも主応力軸に近いa＝37°面上でもまたせん断前（L

2）の状態でも，分布形状はあまり変らないことが注目される．

　せん断前でも，ピーク時でも，すべり接点があり，その数は少いことが特に注目される．

　図5．21はφμ　＝　28°の場合である．分布の幅がφμの増大に応じて広くなっている他は，図5．

19と同様の傾向を示している．
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　以上より，供試体全体がせん断領域となる単純せん断においても，全過程を通じて，δi＝φμ

となるすべり接点は少いこと，δ，は一φμ～＋φμの間にほぼ正規分布をしていること，など

が明らかとなった．

　　　　　　　　　　　　　L12

一30　　－20　　　－10

L16

312　contacts

0　　　10
δ1’1

20　　30

　　　一30　　－20　　－10　　0　　「0　　20　　30　　40
　　　　　　　　　　　　　δ（’〕

図5．19接点において発揮されている摩擦角の分布（φμ　＝　20°）
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図5・20接点において発揮されている摩擦角の分布（φμ　＝20°，傾角aの面上接点で測定）
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図5．21接点において発揮されている摩擦角の分布（φμ＝28°の場合）

5．9　粒子間摩擦角が粒状体の変形・強度に及ぼす影響について

　粒子間摩擦角φμが強度に及ぼす影響に関してはCaquot（1934）やBishoP（1954）の有名

な関係式が知られている（第2章2．2．1）．

　これらの式でφの値を計算してみると表5．3のようになる．

　　　　　　　　　　　　表5．3　内部摩擦角の計算値と実測値

φμ＝20° φμ＝28°

C・q・・tt・nφ一 噤E・nφ・

@　　　　　　　　　　　　　15tanφμBishop　sinφ＝

30° 40°

S3°
　　　　　　　　　　　　　10＋3tanφμ

ﾀ験値

　　29°

iD2）

iL2）

28°

Q2°

（DB3）

iDB8）

35°

R4°

　φμによるφの大小関係は実験値と同じであるが，いずれの場合も，計算値は実験値を上まわ

っている．これは，円形粒子から成る二次元粒状体と，実際の砂との違いを反映しているとも

考えられるが，粒子間摩擦角がかなりちらばった値をとっていることに関係があるのではない
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だろうか．つまり計算に用いたφ。よりも小さなφμの接点が存在しており，そのような接点が

粒状体の変形を支配している可能性があるように思われる．というのは，粒子間のすべりは，

同じ条件下ならば，φ。の小さい接点でまず生じるであろうからである．

　実験で得られたφを使って，Caquotの式でφμを逆算してみると，　L　2の場合φ。＝14°，

DB　3の場合φ。＝・24°となり，ほぼ，それぞれの場合の実測値の最小値に相当している．

　図5・10（a）（1i＞は，τ／σNとtanψノおよびMとが直線関係にあることを示している．数式表示

すれば

　　　　　　τ／σN＝κGtanψ’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　5．8　）

　　　　　　τ／σ～v＝λ　」M　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　5．9　）

となる．ここにXG，λは実験定数である．

　図5．10（a）によれば，φμ二20°の場合とφμ＝28°の場合とで，直線の勾配が異なっており，

φμ＝20°（D2，　L2）ではκG＝0．365，φμ＝28°（DB3，8）ではκG＝0．504となってい

る．これに対し，Mの方には差異が見出せない．これによれば，同じ応力比に達するのに，

φμ＝　20°の方が，集中方向ψ’をより大きく回転させなければならないことがわかる．したが

って，より大きなひずみを生じる必要があり，変形係数は小さくなることになる．図5．2，5．

3を比べればL2の初期を除いてそのようになっている．

5．10結 論

　円柱形粒子から成る二次元粒状体の単純せん断試験を行ない，粒子接点角および粒子間力を

測定し，砂の一面せん断試験との比較も行なった結果，次のような結論を得た．

　（1）粒状体の平均的応力状態は，粒子間力によって定義できる．

　（2）主応力軸は，せん断応力の増大とともに次第に回転する．

　（3）いわゆるせん断面（水平面）は，必ずしもτ／σN最大面でも，最大せん断応力面でもな

い．

　（4）接点における法線1V，は，せん断の場合も，二軸圧縮の場合と同様，次第に，最大主応力

方向に集中してゆく．主応力軸が廿ん断中に徐々に回転するので，Niの集中方向も次第に回

転する．

　㈲　単純せん断におけるひずみ硬化の機構は，基本的には二軸（三軸）圧縮におけるそれと

同じと考えてよい．違いは主応力軸が回転するか否かにある．

　（6）すべり条件を満足している接点は，せん断力を加える前にも存在しているが，ピーク時

においてもその数は少ない．
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第6章　粒状体の繰返しせん断過程に
　　　　　　　　　　　　　　　　　　関する微視的考察

6．1序 論
，

　6．1．1　まえがき

　繰返し荷重を受ける砂の力学的性質は，地震や交通荷重を受けた場合の挙動，あるいは静的

・動的締固めの問題に関連が深く，重要であるとともに，砂の変形機構を追求する上でも興味

深い．

　繰返し荷重を受ける砂の著しい特徴は，次の2点にあると思われる．

　1．応カーひずみ関係がヒステリシスループを描くこと．

　2．塑性変形が逐次残留累積すること．

　本章においては，このような特徴を有する繰返し荷重を受ける砂の強度・変形機構を，微視

的観点から明らかにするため，前章において用いたのと同じ，模型粒状体および実験装置を用

いて，一方向および両方向繰返しせん断試験を行ない，考察を加えることにする．

　6．1．2　繰返し荷重を受ける砂の挙動に関する従来の研究

　この分野の研究は，ひずみあるいは応力振幅の大きさと，載荷周期によって，いくつかの範

疇に分けられよう．

　　a）ひずみ振幅がおよそ10－3以下の場合．現象は定常的であって，繰返しの進行に伴う土

　の性質の変化はほとんどない．土の性質は弾塑性的．試験法としては，土にねじり振動を与

　える共振法が用いられる．

　　b）ひずみ振幅が10　3以上で，動的繰返し載荷を行う．

　　c）ひずみ振幅が10－3以上で，静的繰返し載荷を行う．

　b），c）においては，土の変形は塑性的色彩を増し，繰返しの進行に伴って土の性質が変化す

　る．体積変化あるいは間隙水圧が生じるので，その発生過程が問題となってくる．地震応

　答解析や液状化の問題に関連してよく用いられているのはb）の動的繰返し載荷試験であっ

　て，1～5秒程度の周期で実施される．これに対してc）は，通常の静的試験と同じ速度で，

　載荷，除荷を繰返すものであって，繰返しに伴う土の変形特性をより詳細に把握したい場合

　に用いられる．

　本章の対象としたいのは，b）あるいはc）の範疇に入る，ひずみが10－2～10－iオーダーの

場合であるから，a）については省略しよう．

　Silver＆Seed（1971　a，　b）は単純せん断試験機を用い，せん断ひずみ振幅を一定にした
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繰返しせん断試険を行なった．ひずみ振幅，垂直応力，砂の相対密度などを種々に変化させて

これらの各要因がせん断変形係数，履歴減衰定数および体積変化に及ぼす影響を調べた．

　村山（1969）は，一方向繰返しせん断（応力振幅一定）の場合の残留せん断ひずみrRと繰

返し回数1Vとの関係を理論的に導いた．結果の式は次のようである．

　　　　　　　　　　　　N
　　　　　　rR＝＝　Ap　a＋bN　　　　　　　　　　　　　　　’　　（6・1）

ここにAp，a，bは定数であって実験によって決定できる．

（6．1）式によれば，」V／rRとNとの関係は直線となる．

　八木（1971，1974）は，繰返し荷重を受ける砂の力学特性を三軸試験機および単純せん断

試験機（NGI型）を用いて研究している．彼は，せん断応力振幅一定の一方向繰返しせん断と

両方向繰返しせん断，および，ひずみ振幅一定の両方向繰返しせん断の各試験を行なった．こ

れらの試験で得られたせん断応力～せん断ひずみ～体積変化関係に基いて，両方向繰返しせん

断における残留体積変化は，繰返しの進行に伴ない，圧縮方向に進み，残留圧縮量と繰返し回

数との関係も（6．1）式と同様双曲線型の式で表示できることを示した．また，残留体積圧縮

量が応力比の3乗に比例することを見出した．

　龍岡・石原（1974b）は，応力振幅一定およびひずみ振幅一定の排水繰返し三軸試験を行な

い，圧縮・伸張を交互に繰返す両方向繰返しの場合には，応力振幅がある限界内にある限りに

おいて，砂の降伏は反対側における応力履歴に対して独立であることを示した．この事実を用

いて，繰返しの進行に伴うダイレイタンシーおよびせん断ひずみの推移を予測する方法を提案

し，実験によって検証した．さらに，石原・龍岡・安田（1975）は，非排水繰返し三軸試験

における間隙水圧，せん断ひずみの推移および液状化の可能性を予測する方法を示した．

　Biarez，Wiendieckらは，二次元粒状体の二軸圧縮を行なっているが，その場合に，伸張

と圧縮を連続して行ない，粒子接点角の分布の変化およびそれから得られる幾何学的異方性を

調べた（Biarez　et　Wiendieck，1963，　Wiendieck　1967）．

　松岡らは，アルミ棒積層体（2次元）に対して繰返し一面せん断を行なって，せん断面上の

粒子接点角分布の変化を調べた（村山・松岡1970，村山・松岡・坂東1970，松岡1973）．

　一方向繰返しせん断においては，第1回目ピークにおける粒子接点角分布が，第5回目のピ

ークにおいても応力比≒0の点でも保存されていることを示し，繰返し時の変形係数が，第1

回目のそれより大きいのは，粒子構造を変えるための変形がほとんど不要になるためであるこ

とを推論している．両方向せん断における各点の変形係数の差異についても，粒子接点角分布

の変化から説明を加えている．

●
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6．2　一方向繰返しせん断

　6．2．1　実験の概要

　使用した粒子，および2次元単純せん断試験機は，前章のものと同じである．

　鋼製のせん断枠内に，3種の径のエポキシ樹脂円柱形粒子をランダムに積み上げてある．粒

子数は，φ10：75個，φ8：149個，φ6：204個で，初期間隙比e。＝0．25でゆるづめであ

る．供試体寸法は，幅156㎜，初期高さ152．4㎜であ・た．

　垂直荷重P＝40kgをかけた後，応力振幅τ／σN＝S／1）＝0．34（S：せん断力）を目標と

して，繰返しせん断変形を与えた．繰返し回数N＝8回まで行なったが，まだ弾性状態には達

していない．

　せん断の各段階で，光弾性等色線写真を撮影し，後の解析に用いた．

　6．2．2　実験結果

　応力比（τ／σN＝S／P），せん断ひずみ（r＝D／L，D：せん断変位，L：せん断枠上下ヒ

ンジ間距離）および垂直ひずみ（ε・．v＝△H／HoH。：初期高さ　△H：高さの変化）の関係

を，図6．1に示す．応力比τ／σN＝O．・34に達するまでに，第1回載荷では，大きなせん断ひず

みおよび垂直ひずみを生じているが，第2回目以降では，第1回目に比べて，せん断ひずみお

よび垂直ひずみとも小さく，両者とも第1回目のおよそ1／4以下となっている．そして，

＼
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図6．1　一方向繰返しせん断試験の応力比・垂直ひずみ一せん

　　　断ひずみ関係（R－11）
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τ／σN～r関係は，ヒステリシスループを描き，残留ひずみを累積している．

　砂の一方向繰返しせん断の例として，八木（1974）による豊浦標準砂の試験結果を示せば，

図6．2のようである．光弾性模型の結果は，定性的には砂によく類似していることがわかる．

苫1．5

ξ

lo

O．5

4

室x）←z

●

㊦z

N！r，

　N／ら

　　　　　　　゜123459，．，　・　5　1。

　　　　　　　　図6．2　砂の一方向繰返し単純せん断試験結果（豊浦標準砂，

　　　　　　　　　　　　八木（1974）による）

村山は，残留せん断ひずみrRと繰返し回数1Vとの間に

　　　　　　…・晶N・たは÷・’＋b・N

ここにaノ，b’は定数

（6．1a）

の関係があることを導き（村山，1969），八木は砂の単純せん断試験により，式（6．1a）の

妥当性を検証した（八木，1971，1974）．
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図6．3　繰返しによる残留ひずみと弾性係数の変化（R11）
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　いま，光弾性模型せん断試験結果についてN／rRと1Vの間の関係をプロットしてみると，図

6．3のようになり，概ね式（6．1）を満足する．また，ピーク時のせん断ひずみをrp，τ／σN

＝0の点とτ／σN＝O．・34（ピーク）の点を結ぶ直線の傾きで定義される割線変形係数をGと

して，」V／rpおよびN／Gと1Vとの関係をプロットすれば，これらもまた直線となる（図6．3）．

これらの結果は八木が砂について確めた結果と同じであって，本研究で用いた2次元光弾性模

型粒状体が，砂のモデルとして妥当であることを示すものと言えよう．

　6．2．3　粒子構造の変化

　図6．1において，番号（イタリック）を付した各点において，粒子接点角β（前章図5．4参

照）の頻度分布を調べた．

　せん断枠に接する粒子，およびそれらと接する（2層目の）粒子を除く，全接点についてβ

を測定し，10°ごとの区間に分けて頻度を求め，ロセットダイヤグラム表示したのが図6．4で

ある．2は，垂直荷重σNのみ加えた状態で，法線方向Ntの集中はあまり著しくない．せん断

力を加えてゆくと，法線方向の集中および集中方向の回転が観察される（3，4）．除荷した状

熊が5である．最初の状態には戻らず，4における構造，とくに，ピーク付近のβを保存して

いるのが観察される．再びせん断力を増すと，集中方向はほとんど変らないまま，法線の集中

が生じるが，この変化は第1回目のせん断に比べて，かなり小さいせん断ひずみによって生じ
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図6．4　一方向繰返しせん断時の粒子接点角分布の変化（R11）
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ている．8は残留状態である．13は第7回目の残留状態，14，15は第8回目のせん断，16

は第8回目の残留状態におけるN，の分布を示している．

　図6．4で観察された傾向を定量的に示すため，各段階における1V，の集中方向ψ’および集中

度M（第5章5．4．3参照）を求めて，τ／σNとの関係を示したのが図6．5であ6f）
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　　　　図6．5　一方向繰返しせん断時のN，の集中方向および集中度と応力比の関係（Rll）

　本図より，処女せん断過程（2→3→4）と，第2回以降の繰返しせん断過程（5以降）と

では，ψ’およびMの変化の仕方が大きく異なっていることがわかる．つまり，処女せん断過程

では，第5章で調べたせん断と全く同様で，ひずみ硬化を行うため，tanψ’，Mともτ／σNに

比例して増大してゆく．一方繰返しせん断過程においては，第1回せん断ピーク時の粒子構造

をかなり保存するため，tanψ’の変化はわずかで，　Mも少ししか変化しない．もっと多数回せ

ん断を繰返せば，完全な弾性状態に達して，tanψ1，　Mとも同一線上を往復するようになるで

あろう．

　このような粒子配列構造の変化を，模式図によって示したのが図6．6である．

　等方的な粒状体に垂直荷重を加えて圧縮すると，粒状体はK。状態に対応した異方性となり，

Mが増加するが，sP，’は変化しない（0→1）．次にせん断力を加えて，τ／σNを増大させると，

主応力軸の回転に伴って，N，の集中方向も回転し，ψ’は増大する．それとともに最大主応力の

増大に伴って，最大主応力方向へのN，の集中が生じるので，Mも増大する（1→2→3，処女

せん断過程）．せん断力を除くと，sP”，　Mともに少し回復する（3→4）．

　この第1回目のサイクルで，大部分のせん断ひずみおよび垂直ひずみが残留ひずみとなって

残るが，粒子配列構造も，ピーク時の構造をかなりの程度保存している．この粒子構造は，第

1回目と同方向のせん断に対しては有利なものとなっているので，第1回目のピーク値までの

＊）本図は，10°ごとに区分した頻度図をもとにしているので，ψノの値には5°程度の誤差を含みうること

と・Mが小さい場合にはψノの計算値は不安定になりゃすいことの2点を考慮しつつ，本図を見る必要が

ある．
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　　　　　　　　　　　0　　 1　　　M　　　　47　10，12

　　　　　　　　　　図6．6　一方向繰返しせん断時の構造変化の模式図

せん断応力に対しては，わずかのせん断ひずみによって抵抗し得る（ひずみ硬化）．したがっ

て，第2回目以隆は，同じ応力比に達するまでに，わずかのせん断ひずみしか必要としない．

完全に硬化して，弾性状態に達するまで，tanψ’，Mの経路も少しずつ変化し，完全に弾性状

熊に達すれば，同一経路上を往復することになるであろう．

　なお，体積ひずみの変化も，第1回目にその大部分が生じ，繰返しせん断過程では少く，最

終的には，同一経路上を往復するようになる．

6．3　両方向繰返しせん断

6．3．1　実験の概要

試験装置および粒子は，一方向せん断の場合と同じものを用いた．

試験方法としては，せん断枠を載荷ねじにより，左右から交互に押して，せん断変形を与え
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ることとした．まず，一方向から，所定のせん断応力あるいはせん断ひずみに達するまで，せ

ん断枠を押し，次にせん断応力が零となるまで，載荷ねじを戻す．せん断枠が残留変形状態で

静止したら，反対方向の載荷ねじにより，前回と逆の方向にせん断変形を与え，所定のせん断

応力またはせん断ひずみに達したら除荷する．以下，この操作を交互に繰返す．

　せん断応力振幅一定の＋τp～一τp間の試験，および，せん断ひずみ振幅一定の＋rp～－

rp間の試験を行なったが，ここでは後者，すなわち，せん断ひずみ振幅一定の両方向繰返し

せん断試験結果のみについて述べる．

　6．3．2　応力比・垂直ひずみとせん断ひずみの関係

　図6．7に，二次元粒状体の両方向繰返しせん断におけるr～τ／σN関係およびr・・一εN関係を

示す．

　比較のために，八木による豊浦標準砂の繰返し単純せん断試験結果を図6．8に掲げる（八木

1971，　1974）
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6．8　砂の両方向繰返しせん断試験のせん　

@　　断応力　体稽恋イk　せλ断ひずみ関�　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　断応力，体積変化，せん断ひずみ関
図6・7　両方向繰返しせん断試験の応力比・垂直ひ　　　　　　係（豊浦標準砂，八木（1971）によ

　　　ずみ一せん断ひずみ関係（R23）　　　　　　　　る）

これらの図を比較して，次のことが言える．

（1）二次元粒状体のτ／σN～r関係は，砂のそれとほとんど同じ傾向を示している．εN、・－r

係は，砂の方が正のダイレイタンシーが著しく，二次元粒状体では，rの正の側で体積減少
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負の側で体積膨張を示している．二次元粒状体の方がゆるづめの傾向を示しているが，いずれ

も，一定ひずみ（たとえばr＝0）におけるεNの増分は，繰返しとともに減少する傾向を見

せている．

　したがって，両方向繰返しせん断の場合も，二次元粒状体は，砂の挙動をよくシミュレート

していると言えよう．

　（2）　τ／σN～r関係は，ある程度のばらつきを許容すれば，八木が述べているように，繰返

し回数にかかわらず，ほぼ同じループを描くようである（八木1974）．

　εNは，繰返し数とともに，体積減少の方向に向い，次第に一定曲線に収束してゆく傾向がみ

られる．

　（3）　τ／σNの絶対値は，正の側より負の側が大きく，τ／σN～r関係のループは，全体的に

負の側にずれた形となっている．

　これに対応して，ε，v　Nr関係は正の側で収縮傾向，負の側で膨張傾向を示している．

　このように，τやε．vに関して対称性を示さないのは，初期構造が，　X軸（垂直軸）に関して

対称となっておらず，βの負の側にN，がやや集中しているためと考えられる．

　6．3．3　粒子構造の変化

　図6．7に数字で示した各段階において粒子接点角βの頻度分布を調べた結果を図6．9に示す．

R23－2 R23－3 R23－4

L

5 5

‘ ‘

3 3

1 1

0 1　　　3　4　　　　　　0 1　　　3　‘
｛％［ 1％ ゜12 oも

　　R23－7　　　　　　　　　R23－8　　　　　　R23－9　　　　　　　R23－10　　　　　　　R23－27

　　　　　　　図6．9　両方向繰返しせん断時の粒子接点角分布の変化（R23）

R23－2（以下においては実験番号のR23を省く）は，垂直応力σNのみを加えて一次元圧縮し

た状態である．分布の対称軸がX軸方向（σN方向）ではなく，一β側に傾いているのが観察さ
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れる．この分布は，一τ方向のせん断に対して有利に抵抗できる形となっている．前節に述べ

たτやεNの非対称性は，この初期構造が，両方向繰返しせん断によっても消えずに，何らかの

形で保存されるためであると考えられる．

　正の側にせん断すると，2→3→4のように変化し，法線方向は正の側に集中する．4から

せん断力を減じ，残留ひずみ状態となったのが5である．4における構造を残しているのがわ

かる．5より負のせん断応力を加えてゆくと，6→7のように，負の側に集中した分布となる．

5→6の変化は，集中方向が正負反転するので，かなり大きな変形を要する．したがって，こ

の区間の変形係数は小さい．負の側のピーク7（rp＝－5、71％）からせん断力を減じて，8

の残留ひずみ状態に至る．8では，7における構造をかなり保存している．ここから，再び正

のせん断応力を加えると，大規模な粒子の再配列が起り，集中方向は負から正へ転換する．こ

の転換には，大きなせん断ひずみを要する．（8→9→10）．’以下，同様に繰返しを行なって

8回目の繰返しにおける，負側のピーク時の分布を示したのが27である．

0．3

R．23

o倒tonψ㌧τ1σN 　　／
@／^

　　／
@／^

80．2
~ト

9　　／　∠ニフ

夕／｝｝．，。　　　　　1

一10　　　，一・－05°

　　　　　　0．1　　　　　，　　’8，一一’　！／

@　　　／／
●　　　　　　　　　／

Q　　　　　／　　　　／　　／　／／　　　　　　　一一

　　　　一@　　一　　一
@1一

O　　tonψ’　　　0．5一一’　　・　　　1．〇　　　　　　－　　　　　　　　　5

　　1　　　／／

@　1　　／
Q7　　’・6

∠レー一
0．1

　／^

　／　　●

^　　7

0．2

03

R．23　　－

ob）M一τ／σ村

0．3

4［］

80．2
a

9

4　，〆　’

10　扁1％）　5

0．1

　　　　　　／@　　　　／@　　　！@　　／@　！@／≠

／　　　　　　　／
W　　　　　　　　／

@　　　　　　1

’

　　　　　　≠　！
T　　　　ン／
@　！　〆
^　！

0　　　5扁｛％｝・10

6　　1　！

＝Y

　　　／@　！@　’@！Y

27
7 占口

一〇．1

|0．2

|03

　　　図6．10　両方向繰返しせん断時のN，の集中方向および集中度と応力比の関係（R23）

　図6．9の各分布より，法線方向1V，の集中方向tanψ’および集中度Mを求めて，τ／σNとの

関係を示したのが，図6．10である．番号を付した黒丸印が測定値で，破線は変化の経路を示し

「
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ているが，多少の推測を含んでいる．

　tanψ’およびMの変化を，模式図を使って説明しよう．図6．11に，ひずみ振幅一定の両方

向繰返しせん断における，（a）応力・ひずみ関係と旧応力比～主応力方向，（c）応力比～集中方

向，（cD応力比～集中度の各関係を模式的に示した．

　まず，主応力方向であるが，第5章で述べたように，また第8章で述べるように，主応力の

（a）

（b）

（c）

（d）
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d，」

d，j

d，j

e

d，j

両方向繰返しせん断時の構造変化の模式図
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回転角をψとすれば，tanψは応力比τ／aNと比例関係にある．この関係を図示すれば，㊤のよ

うな原点を通る直線となり，，繰返し載荷時には同じ直線上を往復することになる．

　N，の集中方向（（c）図）は，ひずみ硬化過程においては，最大主応力方向にほぼ一致する（a，

b→c→d）が，除荷過程においては，ピークにおける構造をほとんど変えないので，Niの集

中方向は保存されるであろう（d→e）．反対方向へのせん断が始まると，負のτ／σNに耐え

るように，粒状体の構造は大きく変化する（e→f）．今回の実験ではこの過程を把握するこ

とができなかったが，このe→fあるいはh→iの付近で大幅な再配列がなされるのは，実験

時の観察からも間違いない．この区間では，応力・ひずみ関係のこう配が小さくなっているの

も大幅な再配列の故であろう．e→fで大幅な再配列により，負のτ／σNに抵抗できる構造に

変化すると，負の側でのひずみ硬化が始まり，原点を通る直線に沿って，f→9のように変化

するものと考えられる．除荷過程g→hは弾性的で，構造は保存され，再び正のτ／σNが加え

られると，大幅な粒子再配列が生じ，iに至り，　iから再び原点を通る直線上を進んでjに至

るものと考えられる．

　集中度M（（cD図）もtanψ’と大体同様の経路をたどると考えられる．　a→bは鉛直方向に

圧縮する段階で，等方圧縮ではなく，K。圧縮となっているため，2V、は鉛直方向に集中する．

せん断応力の負荷によって，さらに集中度は大きくなるが，ある程度せん断が進んでからのM

の変化は原点を通る直線に沿って起り，ピークに達する．除荷の過程は弾性的であるから，ピ

ークにおける構造がほぼ保存されるが，少し集中度は小さくなるであろう（d→e）．

　反対方向のせん断に移ると，負のτ／aNに抵抗するための大幅な粒子再酔列が生じるため，

Mは一旦小さくなり（e→f），fから新たな集中が始まるであろう．以下，同様の過程の繰

返しとなる．

　図6．10a，bに示した測定値は，測定点が少いことと，比較的τ／σNが小さいこともあって，

Mも小さく，誤差がやや大きいこと，などの理由から，模式図に示した傾向を，十分に実証し

得ていない部分もあるが，両方向繰返しせん断における構造変化について，次のように言える

であろう．

　両方向繰返しせん断では，せん断応力の向きが反転する度に，第1回目と同様の構造の変化

（集中方向の変化と集中度の変化）を繰返すようである．すなわち，せん断応力の向きが反転

する度に，前の硬化を解消して，新たなひずみ硬化を繰返しているように思われる．ひずみ硬

化とその解消を繰返しっつ定常状態に至り，応力比・せん断ひずみ関係もループを描きつづけ

る．このことはせん断ひずみに対して言える．一方体積ひずみに注目すると，図6．7を見てわ

かるように，体積ひずみ・せん断ひずみ関係は，定常状態に至ると同一曲線上を往復するよう

になって，ループを描かず，弾性的な挙動を示す．ゆえに，体積ひずみについては，ひずみ硬

化が認められるが，粒子配列構造の上での，tanψ’やMの変化に，その影響を見出すのは困難

4

’
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であった．

6．4結 論

）

L

　（1）二次元粒状体の一方向繰返しおよび両方向繰返し試験における応力比～せん断ひずみ関

係および垂直ひずみ～せん断ひずみ関係から得られる巨視的な諸性質は砂の場合と定性的にき

わめてよく一致する．したがって二次元粒状体は微視的にも砂の性質をよく表現し得ることが

期待できる．

　（2）一方向繰返しせん断においては，第1回目のせん断におけるひずみ硬化によって生じた

粒子構造（ピーク時のτ／σNに応じた集中方向と集中度をもつ）が，除荷によっても，かなり

保存されるので，第2回目以降の載荷に対して，わずかのひずみで直ちに抵抗し得る．第2回

目以降の集中方向・集中度の変化の幅は小さく，最終的には，同一経路を往復するようになり

弾性状態に至る．

　（3）両方向繰返しせん断においては，せん断の向きが変わるごとに，最大主応力方向が正負

反転するから，接点の集中方向ψ’も正負反転する．したがって，大幅な粒子再配列を要し，所

要ひずみも第1回載荷時より大きくなる．降伏は正方向と負方向とで独立に生じる．両方向繰

返しせん断においては，定常的な状態においても，塑性的な粒子再配列が繰返され，その都度

摩擦エネルギーが消費される．両方向繰返しせん断時の体積ひずみ増分は次第に小さくなって，

やがて同一経路上を往復する弾性状熊に達するようであり，せん断ひずみとは別の傾向がみら

れる．

　（4）繰返しせん断過程では，最大主応力の方向と」V，の集中方向とは必ずしも一致していな

い．すなわちピーク付近では両者はほぼ一致すると考えてよいが，τ／ONの小さいところでは

一致しない．

　（5）繰返しせん断の応力・ひずみ曲線の特徴は，粒子構造の変化の仕方によって生じるもの

である．

b
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第7章粒状体におけるひずみ硬化の機構
　　　　　　および構造異方性に関する二，三の考察

7．1　はじめに

，

　前章まで，二次元粒状体の二軸圧縮試験，単純せん断試験，繰返しせん断試験に基づいて，

粒状体の変形機構を微視的観点から，実証的に調べてきた．

　本章においては，これらの観察結果に基づいて，粒状体のひずみ硬化の機構について，理論

的な考察を行なって，応力比一構造式を導くとともに，粒子間力の推定式を提案する．また，

粒状体の構造異方性に関する，二・三の考察を行なうことにする．

7．2　粒状体における応力の概念

，

　7．2．1　巨視的応力と粒子間力の関係（小西，1977a，　b）

　粒状体は一般にばらばらの固体粒子の集合体であって，かなりの間隙を有し，粒状体に作用

した荷重は間隙流体と粒子によって支えられる．粒子に伝えられた力は小さな接触面を通じて

伝達されるが，この力のことを粒子間力interparticle　forceと呼んでいる．

　粒子間力を伝達している粒子の内部には，応力が生じている．この応力は，われわれが連続

体において定義している応力と同じ意味の応力であるが，供試体に生じる応力とか，地盤内応

力という場合の応力とは等しくない．後者は，無数の粒子から成る粒状体を，連続体的に取扱

う場合の巨視的平均応力である．

　粒状体は連続体ではないからといって，粒子間力や粒子の変位などを用いて，いろいろな計

算をするのは実用的ではなく，やはり，応力・ひずみの概念を使うのが便利である．

　そこで本節では，粒状体における応力を粒子間力によって定義することにしよう．また，定

義された応力と粒子構造との関係についても考察することにする．なお，本節における定義は，

すでに第5章において使用し，一応の成果を得ている．

　粒状体内に任意の直方体を考えよう（図7．1）．直方体の各稜はそれぞれX，Y，　Z軸に平

行で，長さがそれぞれdx，　dy，　dzである．したがってX，　Y，　Z軸のそれぞれに直交する

各面の面積はd　Sx；dy・dz，　A　SY＝＝　dz・dx，　A　Sz＝dx・dyである．この直方体は粒

子の大きさに比べて十分大きいものと考える．また，直方体内部は統計的に一様であると考え

る．

　さて，この直方体における平均応力テンソルは，直方体各面における計9個の平均応力成分

を知ることによって定められる．ここで「平均」を付したのは，以下に述べるように，一般に
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X

△Sx　＝　dy・dz

△Sy　＝　dz・dx

△Sz　＝　dx・dy

1△Sx

Z

　　　　　　　　　　　　　　　　dz

　　　　　　　Y

　　　　　　　　　　　　　図7．1　一様な粒状体内部の直方体

一様でない粒子間力の平均によって応力を定義するからである．

　いま，X軸に垂直な，　X面上の応力成分について考えることにしよう．X面付近の粒子を，

簡単のため2次元的に描いたのが図7．2である．直方体面付近の粒子を，直方体に属する粒子

と直方体に属さない粒子とに分けて考えよう．直方体に属する粒子とはこの直方体の内部に重

心を有する粒子であって，粒子の一部は直方体の外に突出ていてもかまわない．図7．2で斜影

を施した粒子がこれである．直方体に属する粒子と属さない粒子との接点において，X面を介

‘

4

｝f

■

　　　　　　　　　　　　　図7・2　X面上の接点と粒子間力の定義

して（ベクトルがX面を横切って）伝達される粒子間力をX面上の粒子間力と略称し，それが

作用している接点をX面上の接点と呼ぶことにする．このような接点が面稽4SxのX面上に

nx個あり，粒子間力f，（i＝1，2，……，　i，……nx）が作用している．このnx個の粒子間

力のベクトル和をfxと書くと
　　　　　　　　nx　　　　　　fx＝Σ　ft　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．1）
　　　　　　　　i＝1



　　　　　　・・≡芸一▲。言1万。

　　　　　　TXY≡」∫叢一∠旨，竃九・

　　　　　　Txz・差琴i楡三ち・

ここにσxはX面上の平均垂直応力成分，τXY，
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である．これをX，Y，　Z方向の成分で表わせば次のようになる．

　　　　　　　　nx　　　　　　　　　　　　れx　　　　　　　　　　　　　nx

　　　　　　fxx＝三1ゐ・・f・・；≧1万わf・z＝、三1∫・z　　　　（…）

ここにfxx，fx　｝．，fxzはベクトル和fxのそれぞれX，　Y，　Z方向成分，　fiX，fiγ，∫iZ

（i＝1，2，……，ち……，nx）は個々の粒子間力呪のそれぞれX，　Y，　Z方向成分を表

わす．

　X面上の平均応力成分を，X面上の粒子間力を用いて，次のように定義することにしよう．

（7．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τxzはそれぞれY，　Z方向の平均せん断応力

成分である．Y面，　Z面に関しても全く同様にして，次式によって平均応力成分を定義できる．

・・≡ |，一去，話

・…］警，一、1ヨ㍑，・

・Y・≡
|，、1、，㌢・

…亮一、1。，竃1∫・z

・・x≡
|ξ。一ス歳芝1∫、。

・z・・
|一、1≦1∫、Y

（7．4）

（7．5）

ここで，式中の各変数の意味は，X面で用いたものと同じであって，添字を読みかえればよい

　式（7．3）～（7．5）が粒状体の平均応力成分と，粒子間力の関係を与える基本式であって，

これら全部を定めることによって粒状体の平均応力テンソルが記述される．偶応力（couple

stress）は，多数の粒子を考えているので，一般に無視し得て，応力テンソルは対称となるか

ら，次式が成り立っ．

　　　　　　τXY＝　τyx・　　τyz＝　τZY・　　τzx＝　τxz　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　7．6　）

このことは第5章5．5における測定値で，ほぼ満足されているようである．

　ここでX，Y，　Z軸をそれぞれ主応力σ1，σ2，σ3の方向に一致させるよう選んで，　X→1，

Y→2，Z→3と書きかえると次のようになる．
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　　　　　　σ1－、誌∫・1・a・－th，ξ1∫・2，…☆壽1∫・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．7）

他のせん断応力項はすべて零になるはずである．すなわち

　　　　　　nJ　　　　　　　　nl　　　　　　　　　れ2　　　　　　　n2　　　　　　　nll　　　　　　　nl

　　　　　　ξ1∫・2＝i1　fi3＝言1∫・1＝言1∫・3＝t7．，∫・，＝≧1∫克・ニ゜　（7・8）

　以上述べたような方法を用いて，粒子間力を応力に変換し，粒状体の応力状態を調べたのが，

第5章図5．12であって，加えた荷重比との対応もよく，本法の妥当性を示すものである、

　7．2．2　粒子間力と粒子接点角の関係

　粒子間接点に作用する粒子間力の作用方向は一般にランダムであるが，接点における接平面

に立てた法線の方向との間には次のような条件が成立していなければならない．すなわち，接

点においてクーロンの摩擦法則が成り立つとすれば，粒子間力ベクトルfは接点における法線

ベクトル」Vを中心とし，粒子間摩擦角の2倍（2φμ）を頂角とする摩擦円錐の外部に出ること

はできない（図7．3a）．すなわち次式が成立していなければならない．

　　　　　　「子「・N・…φ・　　　　　　　（…）

ただしφ。≦90°を考える．2次元の場合には，粒子接点角をβ，粒子間力の方向をOとすれば

（図7．3b）

　　　　　　1θ一β1≦φμ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7．10）

が成立しなければならない．

　　　　　　　　　　　　X　　　　　　　　　　　　　　　　　X

FRICTION　CONE
Z

　　　　　　　CONTACT　POINT

　　　　　　　　　（a）　Three－dimensional　　　　　　　　　（b）　Two－dimensiona1

　　　　　　　　　　　　　　　　　図7．3　摩擦円錐

　不等号の成り立っている間は，接点は安定であるが，等号の場合は，この接点において，ま

さにすべりが生じようとする状態であって，限界つり合い状態といわれる．式（7．9）または

（7．10）なる条件の範囲内では，ベクトルfとベクトルNのなす角，すなわち，第4章におい

‘

4



b

■

■

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　117

て定義した接点において発揮されている摩擦角，’mobilized　angle　of　friction　at　contact∫

は0とφμの間の任意の角をとり得る．すでに第4章4．9，第5章5．8において述べたように，δ・

はほぼ一φμから＋φμの範囲に正規分布していることがわかっている．

　各接点において上述のような制約があるから粒状体の応力あるいは粒子間力は粒状体の構造

と密接な関連があることは明らかである．次にこれについて考察しよう．

7．3粒状体におけるひずみ硬化の機構

　7．3．1　基本式

　粒状体の変形は粒子相互のすべりところがりによって生じる．ころがりが生じている接点に

おいては，この接点のまわりにころがりモーメントが存在する．したがって粒子に作用してい

る力の合力はこの接点を通らない．しかしころがり摩擦はすべり摩擦にくらべて非常に小さく

（1／100程度のオーダーである（曾田，1954）），合力の接点からの偏心量もごく小さいと考え

られるので，ここでは合力の着力点は近似的に接点にあると仮定する．この場合には，粒子間

力f、の主応力方向成分∫ii，f，2およびfi3は接点Ciに集中する（図7．　4）・

・κ

＼fi

3

　　　　　　　　　　図7．4　接点C，に作用する粒子間力fiとその成分

　粒子間力の大きさおよび方向は，一般にランダムであり，その成分の大きさもランダムなも

のとなる．しかし，第4章で明らかにしたように，二次元粒状体の粒子間力の平均値は，最大

主応力方向，すなわちβ＝o°において最大，最小主応力方向β＝go°において最小となってい

る．また最小主応力を一定に保って，最大主応力を増大させると，粒子間力の平均値は，最小

主応力方向の値はあまり変らず，最大主応力方向の値が増大してゆくような変化を示す（第4

章4．8．3参照）．このことは，粒子間力の各主応力方向の成分と平均応力テンソルの主値，
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すなわち，各主応力との間に比例的な関係があることを示唆しているように思われる．

　また，粒子間力と粒子接点角の関係を考えてみると，たとえば最大主応力方向の荷重を支持

するのに最も有効な接点は，その法線方向が最大主応力方向と一致する接点つまりβ＝0°の接

点であり，最も不利なのはβ＝90°の接点であることは容易に想像されるところである．した

がって，粒子間力の最大主応力方向成分の平均値fiはβ＝0°において最大値をとり，βが大

きくなるに従って小さくなり，β＝90°において零となるようなβの函数，最も単純な形とし

てはたとえばCOSβに比例するようなものを考えてやればよいであろう．

　また粒状体を構成する粒子は他の粒子と接触して，一つの構造体を形成しているのであるか

ら，各粒子・各接点は他の粒子・他の接点と独立ではあり得ず，常に構造体の構成要素として

ふるまうことになる．したがって，ある法線方向を有する接点における粒子間力の平均値も粒

子構造と無関係ではあり得ない．

　そこで，主値がσ1，σ2，σ3である平均応力テンソル場における粒子間力の平均値の各主

応力方向成分fi，f2，f3，を次のような函数で表わすことにしよう．

　　　　　　fl＝F1｛σ1，β，　E（α，β）｝

　　　　　　f2＝F2｛σ2，　α，　β，　E（α，　β）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．11）

　　　　　　f3＝F3｛σ3，　α，　β，　E（α，　β）｝

ここにE（α，β）は接点における法線方向の確率密度函数である．F，，F2，F，の最も単純

な形として，小田（1972c）と同様に次のように仮定してみることにする．

　　　　　　fi＝k，・σ，“COSβ1

　　　　　　∫2＝k2・σ2・lcosα・sinβ1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．12）

　　　　　　f3＝た3・σ3・lsina・sinβ1

右辺の三角函数の項は，考えている接点の法線方向の各主応力軸への方向余弦を意味している．

また，飢，k2，k3は粒子構造を表わす比例係数であって，次のようにして決定される．

　粒状体の平均応力と粒子間力の関係は，式（7．3）～（7．5），式（7．7）によって定義さ

れたが，ここでは主応力にっいて考えるので式（7．7）を用いることにしよう．

σ1－
A51竃∫11

・・－
?C，美：f・2

・・一
A≒，竃∫・3

（　7．7　）　bis

　σ1式の右辺中fiiはAS，面上の粒子間力のσ1方向成分であってその平均値fiiは（7．11），

（7．12）両式で考えている粒状体全体における平均値fiとは一般に異なる．その理由は，一
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つの面を想定して，その面上の接点を選ぶ場合に，ある接点が選ばれる確率が接点法線の面の

法線方向への射影に比例するからである．たとえばσ、面上の接点を選ぶときの確率はCOSβi

に比例する．一方（7．12）によって，粒状体全体での粒子間力のσ，方向の平均値もcosβに

比例すると仮定しており，平均値の大きい方向において選択の確率も高いことになるから，5、

＞fiとなる．　fiiの代りにf1を用いるためには∫1を選択確率COSβで割って

　　　　　∫ii＝fi／COSβ

とすればよいであろう．他の成分についても同様にして

　　　　　f22＝f2／（COSαsinβ）

　　　　　f33＝f3／（sinαsinβ）

（7．7）式に（7．12）と（7．13）を代入すると

　　　　　　σ1－、鰭・1・σ1

　　　　　　　　　1　　n2
　　　　　　σ・＝Tt、ξ、　h・’σ・

　　　　　　・・一六，芝1・・…

（7．13）

（a）

　右辺の総和は各主応力面上のそれぞれn、，n2，n3個の接点について行なうが，　k，・σけ々，

・σ2，ね・σ3はこれらの総和の外に出せるから総和は単に接点数に等しくなる．よって式（a）は

　　　　　　nlkl＝∠S1，n2k2＝∠1S2，　n3克3＝AS3　　　　　　　　　　　（b）

となり，これより

　　　　　　h，－4fii・k・－4£2…一讐　　　　（・）

が得られる．これを（7．12）に代入すると

　　　　　　了i＝－1σ，・iCOSβl

　　　　　　　　　nl

　　　　　　万一二L・，・1…α・・i・β1　　　　　　　　（7．14）
　　　　　　　　　n2

　　　　　　万一一L。，・1、i。。．、i。βl

　　　　　　　　　n3

となる．ここに　n1＝nl／∠S，，　n2＝n2／zl　S2，万3＝n3／dS3で単位面積当りの接

点数を表わす．

　7．3．2　各主応力面上の接点数について

　次に式（7．14）中の万1，万2，万3はどのような値をとるか考えよう．
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　粒状体の単位体積当りの接点数は，粒度，粒径，密度などによって変化する．粒状体内に任

意の面を考えたとき，この面上の接点数は上記要因の他に粒子配列構造によって左右されるで

あろう．

　粒子数の絶対値を求めることは実験による以外，当面非常に困難と思われるので，ここでは

異方的な粒状体の各主応力面（σ1面，σ2面，σ3面）上の接点数（それぞれnI，n2，n3）相

互の比について考察することにしよう．

　一様な粒状体の中に図7．5（a）に示すような単位立方体を考えよう．立方体の各稜は，主応力

方向に平行にとった各座標軸に平行とする．この粒状体の粒子接点角の確率密度函数をE（α，

β）とし，かつ，粒状体が半径γの等しい球から成っていると仮定しよう．

　いま，図7．5⑥に示すように，任意の粒子Aから出発して，隣接接点をランダムに選びつつ

次eに結びながら，σ2軸（2軸）方向に進んで，粒子Bに至るものとすると，Horne（1965）

が提案したmean　projected　solid　path（以下m．P．s．P．と略記する）が計算できる．これは，

ある方向への，1粒子当りの平均進行距離であって，その逆数をとると，単位長さ進行する間

に通過する粒子数を意味する．そこで，各主応力方向のm．p．s．p．をそれぞれMl，M2，M3

とし，各主応力方向に単位長さ進む間に通過する粒子数を1，，1，，1，（それぞれ，1，2，3

方向）とすると，

　　　　　　ll＝1／MI，　t2＝1／M2，　13＝1／M3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．15）

である．ここに

　　　　　　ml　－4・f，㌃k（・，β）…β…β…β

a
L、

⑧

（q）Unit cube　　　　　　　　（b）m．P．s．P．　on

　　図7．5　単位立方体およびσ1面上のm．　p．　s．　p．

σ1－plone
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　　　　　　1：1：霊：：：：：：∵ll∴　／（7”6）

であって，7は粒子の平均粒径，E（α，β）は接点における法線方向の確率密度函数であって

・∬〃∫1π・（・・β）…β・・dβ一1であ・（図…参照）・

　したがって平均的には，σ1面の一辺abに沿って12＝1／M2個の粒子が，また，一辺da

に沿って1，＝1／M3個の粒子が存在するであろう．粒子数が多くなれば，それに比例して，接

点数も多くなろうであろうから，σ1面上の接点数は，これらの積1，・1，に比例すると考え

ることにしよう．σ2面，σ3面についても同様に考えて，各面上の接点数を次のように仮定し

よう．

　　　　　　緬上の接願竺叫／3＝1／（M2’　M3）　　1

　　　　　　1：㌶驚：；：：；：：にll：：：：：：：　1（7’17）

　各面上の接点数の比をとると

万1　／，・／，　ητ，・Ml　Ml

万，　1，・1，　m，覗3m，

㌃、　1，・1，　M1・M2　M2

㌃，　1，・1，　M3・mlM3

㌃3　1，・t2　m2の3　M3
㌃l　l2・／，　Ml・？η，　Ml

（7．18）

となり，各面上の接点数の比は，各面の法線方向のm．p．s．p．の比に等しくなる．ゆえに，C。を

比例定数として

　　　　　　n1＝Cn・M1，　　n2＝CパM2，　　n3＝Cn・M3　　　　　　　　　　（7．19）

となる．

　なお，小田は，異なる大きさの球から成る粒状体に対して，Horneのm，p．s．p．を拡張し

て，式（7．16）と類似の関係式を導いている（小田，1974）．

　ここでは，式（7．16）～（7．18）の関係が，種々の大きさの球でない粒子にも近似的に適用

できるものと考えることにする．

　7．3．3　粒子間力と主応力・粒子構造の関係

　式（7．19），（7．16）を式（7．14）に代入すると，粒子間力は主応力と構造との函数として，

次のように表わすことができる．
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T，＝
σ11COSβ1

五＝

　　　　・司ヨ 2π

　E（α，β）sinβcosβdαdβ

σ2［COSasinβ1

　　　　　万＝
　　　　　　　　・C・・ぱ・（・，β）・・・・・…β・・dβ

ここに，C。は定数，アは平均粒径である．

　式（7．20）の関係は，小田の提案式：

　　　　　∫1＝々1・σ1・ICOSβ　l

　　　　　f2＝k2・σ2・lCOSa　sinβ　l

　　　　　f8＝k，・σ3・lsinα　・sinβ　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　k，＝

　　　　　ガ・C砿工Z・（・，β）・・・・・…β・・dβ

　　　　　　　　　　　σ31sinαsinβ1

　　　　　・・…ほ2㌃（・，β）…β…β・・dβ

　　　　　　　　　1

（7．20）

）12
．

7

ー

k2＝
…ス寸工揚（・・β）…α…2B・・dβ

　　　　　　　　　1

（7．22）

　　　　　　た3＝
　　　　　　　　　・n・云F£・（・，β）・・・・・…β・・dβ

と基本的に同形となっている．ここにnは各面上の接点数，万言は平均接触面積を表わす．小

田の原式の誘導においては，粒状体全体の接点の法線の確率密度函数E（α，β）をそのまま，

主応力面上の接点の法線の確率密度函数としていること，各主応力面上の接点数を等しいとし

ていること，粒子間力の平均値を考える場合に，粒状体全体の平均値の各主応力方向成分が，

各主応力面上での粒子間力の平均値に等しいとしていることなどの誤りを含んでいるが，結果

的には誤りが相互に打消し合って，正しいものとなっている．式（7．20）は，小田の提案式の

より厳密な解釈を行なったものとみることもできよう．

　7．3．4　軸対称の場合と平面応力の場合

　（a）軸対称の場合

　普通の三軸圧縮試験のような軸対称応力条件の場合には粒子構造も軸対称と考えられること

が多く，E（α，β）はαに無関係となる．この場合には式（7．14）の代りに

　　　　　　ii＝k，・σ11COSβ1＝4一σ11COSβl

　　　　　　　　　　　　　　　　nl　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．23）

　　　　　　元一k…，1・i・β14・，1，i。βl

　　　　　　　　　　　　　　　　n3
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としてよい．

＝÷∈
丘

π

ここでk，，k3は式（7．16），（7．19）の代りに

　　　1　　　　　　　　　　1

　　　　　・・C寸・（β）…β…β・β
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k，＝4＿＿　　　　1
　　n34・C。・∬・（β）・…βdβ

ただしE（β）は次の条件を満足しなければならない．

　　　　　　・・F・（β）…β・β一・

（D　平面応力の場合

　式（7．14）の代りに式（7．23）を用いる．ただし万1，示は次のようになる．

　　　　　　1　　　　　　　　　1

　　　　　　E’・C磁（β）…β・β

　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　・C正π・（β）…β・β

ただしE（β）は次式を満足しなければならない．

　　　　　　　　　π／2　　　　　　　　f－
　　　　　　　　　　E（β）dβ＝　1
　　　　　　　　　π／2

　7．3．5　応力比一構造関係式

（7．24）

⊥＝
万3

　　　　　了二；tan（プφ・一β）

式（7．28）の左辺に，式（7．23），（7．24）を代入して整理すると，

　　　　　　　　　　　　　ガ　　　　　　　　　・・C・亦・（β）…β…β・β

　　　　　☆；、。c。7f，・　E（β）＿β⌒丁＋　β）

　この式はHorneによるrn．p．s．p．の比Ml／M3を用いると，

　　　　　☆≒腸・・nβ・・n（f＋・・一β）

となって簡単となる．

　この式の右辺をβに関して微分し，応力比が最小となるようなβを求めると

（7．25）

（7．26）

（7．27）

　7．2．2において述べたように，粒子間力のベクトルは，その接点の法線を軸とする摩擦円

錐の外に出ることはできない．

　粒子間力ベクトルが摩擦円錐に接すると，その接点において，粒子間のすべりが生じる．

　このすべりの条件を，粒子間力の成分を用いて表わすと，軸対称あるいは平面応力の場合，

図7．　6を参照して

　　　　　∫、1　　　π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．28）

（7．29）

（7．30）
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　　　　　　　　　　　　　図7．6　すべり接点における粒子間力

　　　　　　　　　β一f＋与　　　　　　　　（・・31）

となる．これを（7．30）式に代入すると

　　　　　　÷顎・・n・（工＋±42）　　　　　（・・32）

となる．Ml／M3は異方性の程度を表わす指数であって，小田の構造指数（fabric　index）

Si／S3と同一のものである．また平面応力の場合には，異方度Aが同じ意味をもっている．す

なわち

軸対称の場合

　　　　　　　　　・・n・π£〃乞（β）…β…β・β

　　　　　　Si

　　　　　　S32…可・（β）・…β・β

平面応力の場合
　　　　　　　　　π／2　　　　　　　　∫　　　　　　　　　E（β）cosβdβ
　　　　　　　　　π／2
　　　　　　Aニ
　　　　　　　　f，”　E（β）、・・β・β

　これらを，それぞれ，式（7．24），（7．26）と比べると

　　　　　二竺＝＿どL＝A
　　　　　　M3　　S3

であることがわかる．したがって，Ml／M3の代りにこれらを使えば次式となる．

　　　　　号÷・・n・（L十φμ4　　2） （7．33）

‘

1
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　　　　　　号一A・・n・（L十φμ4　　2）　　　　　　（・・34）

Ml／M3，Sl／s3，　Aはいずれも主応力方向を軸とする構造異方性を表わす指数であって，式

（7．32）～（7．34）は粒状体の応力比が異方性の強さに比例していることを示すものであり，

ひずみ硬化時の変形機構を表わすものである．

　砂の場合に，（7．33）式の関係がほぼ満足されることは第4章図4．20で示されるが，二次元

粒状体の場合には図4．12に見られるように，変形がある程度進んだ段階において，はじめて，

式（7．34）の直線に乗ってくるようである．

　7．3．6　粒子間力の推定値と測定値との比較

　粒子間力の平均値は，これまで述べてきたところにより，応力や粒子構造と密接な関係にあ

り，その値は7．3．3，7，3．4において導いた諸式によって推定できる．

　粒子間力は，微視的観点から粒状体の変形・強度を考察する場合に，不可欠の要素であるば

かりでなく，ロックフィル材などにおける粒子破砕を考える場合にも重要である．

　粒子間力の絶対値は，次式を用いて計算される．

　　　　　　lf「＝　　 fi2　十f22　－｛一　∫32　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．35）

　軸対称σ2＝σ3の場合には，

　　　　　　lfl　＝　　　fi2　十2f32　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．36）

　平面応力の場合には，

　　　　　　Ifl＝　　　fl2　十　f32　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．37）

となる．右辺中の各応力成分に，7，3．3，7．3．4で導いた諸式を代入してやれば，具体的

に計算ができる．

　ここでは，実験値との対応を調べるため，平面応力の場合について考えよう．

　式（7．37）の右辺に（7．23）を代入すると

　　　　　　　fl－7・・…β＋（景獅S岬　　　（…8）

　ただし，∫。＝σ1／n1で，β＝o°における粒子間力の平均値を表わす．また，　nl／n3は異

方度Aに等しい．そこで（7．34）を用いると

　　　　　　1・1－コ・・…β…t“（π　　φμ一十4　　2）s…　B　　　（・・39）

を得る．この式は，粒子間力の期待値を，接点の法線方向の主応力軸からの傾きβの函数とし

て与えるものである．

　図7．7に，第4章4．8で得た二軸圧縮試験における粒子間力の平均値と，式（7．39）による
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推定値とを示した．破線が推定値であって，実測値に比べてやや大き目の値を与えるが，傾向

的には一致していると言えよう．

　Calculat●d
　by　eq．（7．39）

　　　　一90　　－60　－30　　　0　　　30　　60　　90　－9（）　－60　－3◎　　　0　　　30　　　60　　90

　　　　　　　　　　　　自｛●｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（円

　　　　　　　　　　　図7．7　粒子間力の平均値の推定値と測定値の比較

　また，単純せん断試験においては，せん断応力の増大につれて，主応力方向が回転するので，

（7．38），（7．39）は，そのままでは適用できないが，主応力軸の回転角ψを考慮することに

よって，（7．39）と同じ形の推定式を導くことができ，推定値は実験値にほぼ一致する（次章

8．5　参照）．

　ここに述べた粒子間力の推定値が実験値に傾向的に一致することから，その基本となった粒

子間力の配分則式（7．12）の考え方がほぼ妥当であると言えよう．

　7．3．7　まとめ

　粒状体のひずみ硬化過程は，軸対称圧縮においても，主応力軸の回転が生じる単純せん断に

おいても，最大主応力軸方向への，粒子接点の法線の集中によって特徴づけられる．このよう

な集中によって，粒状体の粒子構造の異方性は増大するが，異方性の主軸は，ほぼ，主応力の

主軸に一致していることは，第4章～第6章ですでに明らかにした．

　本節では，粒子間力の配分則を式（7．12）のように仮定して，粒子間力の平均値を，粒子構

造異方性と主応力の函数として求め，実験値と比較して，傾向的な一致をみた．さらに，粒子

同志のすべり条件の考えを入れて，応力比と異方度とが，一次比例関係となることを示した．

　なお，ここで扱った理論は，基本的に小田（1972c）のものと同じであるが，式（7．12）の

係数k，，k，，ねに関して，より厳密な正しい解釈を与えたものである．

7．4　粒状体の構造異方性について

　7．4．1　はじめに

粒状体の構造異方性としては（a）粒子自体の配向性と⑥粒子相互の関係つまり粒子間接点数と

¶

’
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接点における法線方向の分布の異方性の2つが主要なものである．これらのうち，とくに，接

点における法線方向の分布が，粒状体のひずみ硬化の機構に関連が深く，ダイレイタンシーや

強度にも関係が深い．法線方向の分布は，確率密度函数E（α，β）によってうまく表わすことが

できる．前節式（7．14）では，接点数の異方性が使われているが，これもHorneのm．　p．s．p．

の考えを入れると結局E（α，β）で表わすことができるのである，ゆえに本節では，函数E

（α，β）に関して二，三の考察を行なうことにする．

　函数E（α．β）は普通粒状体全体あるいは代表とみなされた領域に関して定義される、とこ

ろが粒状体の異方性の表現法として松岡（1973）などによってなされているように，ある面（た

とえば，いわゆるせん断面）上の粒子接点角の分布の偏りが問題とされることがある．また，

ある特定の面上の応力と粒子間力を考える場合にその面上での粒子接点角分布が必要となってくる．

　そこで，E（α，β）と特定の面上における接点の法線方向の確率密度函数との関係について

考察しておこう．そのあと異方性を表わす一種のテンソル量にっいて考えてみることにする．

　7．4．2　E（a，β）と主応力面上の接点の法線方向の確率密度函数の関係

　次に，各主応力面上の接点の確率密度函数El，E2，E3が，粒状体全体の接点の確率密度函数

Eといかなる関係にあるかについて考察しよう．

　単位体積内にn個の粒子接点があるものとする．これらの接点における法線の方向は粒子接

点角α，，β，（i＝1，2，3，……，n）で表わされ，　n→。。とするとその確率密度函数はE（α，

β）なる連続函数で表わし得る．

　この粒状体内部に任意の平面P（法線方向の方位角αp，βp）を仮想したとき，この平面上

の接点に関する法線方向の確率密度Ep（a，β）を求めることにする．粒状体内に1つの平面を

想定すると，この平面上の接点が定まる（7．2．1参照）．これはE（a，β）なる確率分布を

している全接点の中から，ある選択を行なって，特定の接点を抽出していることになる．接点

の選択が全くのランダムなものならば，選ばれた接点の法線方向の分布Ep（α，β）はもとの

E（α，β）に等しくなるはずであるが，方向を有する一つの平面に沿って選択が行われる場合

には接点の性質によって選択される確率が異なるのでEp（a，β）とE（α，β）とは一般に等し

くならない．

　これを2次元の例で示そう．ほぼ円形に近い形の粒子1と2とが接点iにおいて接触してい

る．接点iの粒子接点角をβ，とする．また粒子1，2の重心Gl，G2と接点iを結ぶ径の長

さをそれぞれrli，γ2，とする．粒子が完全な円形であればG1，G2と接点iとは一直線上に

ならび，線分GIG2＝rl，＋r2，となるが，ここでは近似的にG，（72＝rl，＋r2，であるも

のとしよう．
　　　　　　　その法線が

　さてこの接点iが，∧x軸と角βpをなす直線Pによって選択される確率を考えよう．

　図7．8に接点iと直線Pの関係を示す．直線Pを仮想したときにPが線分GlG2と交われ
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　　　　　　　　　　図7・8　直線Pによってある接点が選択される確率

ば，接点iは直線P上の接点に属する訳であるから，接点iが選択される確率は，P線がGIG2

と交わる確率に等価である．P線がG，G2と交わる確率は，図に示すような無数の平行・等間

隔なP線群を考えたとき，このP線群とGIG2との交点の数に比例するであろう．この交点の

数はr1，r2が変らないときには，　G，G2とPのなす角が大きいほど多く（（a）と⑥を比較され

たい），GlG2とPとのなす角が同じ場合には，　GlG2の長さが大きいほど多い（（a）と（c））．

すなわち，接点iが直線Pによって選択される確率は，接点iを構成する2粒子重心間の距離

GIG2のP線に立てた法線方向（Np方向）への射影，すなわち，

　　　　　　（r1、＋r2i）×COS（β、一βP）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（a）

に比例するものと考えられる．ここで，GlG2＝r1，＋r2，と仮定している．

　Ep（β）を考える場合に，粒径に関係する（rli＋r2，）を考慮に入れることは困難である

が，β，と（rl，＋r2，）との関係が全くランダムなものであれば，ある（rl，＋r2，）が現れ

る確率はβ、に無関係となるであろうから，全体の分布を考える場合にはこの項を考えなくて

よいと思われる．

　そこで，法線方向の確率密度函数がE（β）である粒状体にP線を仮想したとき，この面上の

接点に関する確率密度函数E　（β）を次のように表せると仮定する．m’を係数として

　　　　　　Ep（β）＝m’E（β）cos（β一βp）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．40）

　三次元の場合にも同様な考えを適用できる．すなわち，P面の法線方向（方位角αp，βp）と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ接点iの法線方向（方位角αt，βi）とのなす角をβ、とすると，

　　　　　　Ep（α，β）＝mE（α，β）cos（βt）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．41）

と考えることにする．ここにmは係数である．

ここで，β’とα，β，αp，βpとの間には，球面三角法の公式によって，次の関係がある．

　　　　　　cosβノ＝cosβpcosβ＋sinβp　sinβcos（　α一αp）　　　　　　　　　　　　　　（7．42）

各主応面上のEp（α，β）を，それぞれ，　E，（α，β），　E2（α，β），E，（α，β）で表わし，　COSβ’

1
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を計算して整理すると，次式が得られる．

i㌧㌫竃きi：：二　　｝（　・…　）

ここに，mは係数である．次にmの値を決めよう．

　微小な角度範囲α～α＋dα，β～β＋dβに入る接点数は，σ1面上で，ni　Ei（α，β）sin

βdαdβである．これを全角度範囲（半球）について集めると，nlに等しくならなければな

らない．他の面についても同様のことが言えるから

　　　　　　　ガ　　　　　　∫7∫2π・1（・・β）…β・・dβ一・

　　　　　　∫：£元，・・（・・β）…β・・dβ一・

　　　　　　ぱ・・（・・β）…β・・dβ一1

E（α，β）については

　　　　　　・∬／2∫1πE（・・β）…β・・dβ一1

が成立しなければならない．

　　　　　　　　　X

Z

X

（7．44）

（7．45）

sinβdβ

二：二：：：
　／dβ
P

β
ll
l　l

∋ l　l

　　l　l
сﾀ1‘

l　I

l　l

l　l

l　l

＼＼
Z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oosβdβ

　　　　　　　　　　図7．9　Niの確率密度函数を定義するための単位球

　いま，粒状体が統計的に等方体である場合を考えると，E（α，β）はα，βに無関係な一定

値となる．すなわち，

　　　　　　・∬〃∫1π・（・，β）…β・・dβ一f・（・，β）｝i，。、，。p、。　f。2　rr　・　・∫。n…β・β一1

　　　　　　・｛・（・・β）｝・s・…Pl・－41π　　　　　　（・．46）

　これを，式（7．43）に代入すると，粒状体が等方的である場合のE，，E2，E3はそれぞれ次

のようになる．
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｛El（α・β）｝ls・…P・・＝＝m｛E（・・β）｝・・・…P・・×…β一芸…β

｛E・（・・β）｝・・・…p・・一芸・・・・…β

｛・・（・・β）｝・…r・pi・一芸・・・・…β

（7．47）

　これらは一定値とはならず，α，βの函数となっていることに注意する必要がある．これら

を（7．44）式に代入すると，係数mは

　　　　　m＝4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）
となる．

　ゆえに，式（7．43）は

　　　　　iiii；竃i；i㌧ll　　｝⑭・）

となる．また式（7．47）は

　　　　｛E，（α，β）｝isotr。pic＝（1／π）cosβ

　　　　｛E2（a，β）｝isot，opic＝（1／π）cosαsinβ

　　　　｛E3（α，β）｝iso，，opic＝（1／π）sinαsinβ

軸対称の場合には，Eはαに無関係となりE，＝E3となる．この場合には

　　　　　El（β）ニ4E（β）cosβ

　　　　　E，（β）＝4E（β）sinβ

ただし

・n
?B”／2・（β）…β・β一1

・・
d・1（β）…β・β一1

・・
v，π　E・（β）…β・β一1

なお，構造が等方的ならば，式（7．47a）より

　　　　　　｛E，（β）｝lsot，opic＝（1／π）cosβ

　　　　　　｛E3（β）｝iso，ropicニ（1／π）sinβ

となる．

　次に，二次元の場合には，式（7．40）を用いて

　　　　　E，（β）＝m’E（β）COSβ

　　　　　E2（β）＝m／E（β）sinβ

ここに，E，　E，，E2は次式を満足しなければならない．

　　　　　　　L
　　　　　　・皇E（β）dβ・－1

　　　　　　　2

／　（　・・47・）

｝（・・48）

（7．49）

／（・…）

｝（・・51）

｜

t

4
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　　　　　　　｛　　　　　　∫。・1（β）dβ　＝＝　1

　　　　　　　2
　　　　　　∫：・・（β）dβ　・1

粒状体が等方的であれば，式（7．48）第1式の条件より

　　　　　　｛E（β）｝iso，ropic＝1／2π

である．そうすると，式（7．47）と式（7．48）の第2，3式を用いて

　　　　　　mノ＝二π

となる．

　ゆえに，式（7．51）は

　　　　　　E1（β）＝rr　E（β）COSβ

　　　　　　E3（β）＝πE（β）sinβ

となり，等方体の場合には

　　　　　　｛・，（β）｝ls・…，・・一丁…β

　　　　　　｛E・（β）｝…t・・Pl・一丁…β

／（7・52・）

（7．53）

（c）

｝（7・51・）

｝（7・54・）

　以上，主応力面上の粒子接点角分布を考えてきたが，任意の傾きをもつ面上の分布について

も，式（7．40）または（7．41）にm’，mの値を代入した次式によって変換することができる．

　　　　　　Ep（β）＝＝πE（β）cos（β一β．）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．40　a）

　　　　　　Ep（α，β）＝4E（α，β）cosβ’　　　　　　　　　　　　　　　　（7．41　a）

ここにβpは二次元の場合の任意面の法線方向角でありβ，は任意面の法線方向と考えている接

点の法線方向とのなす角である．

　ある面上での粒子接点角の分布は，粒状体の構造が等方的であっても，一定値をとらず，余

弦函数の形をとっていることに注意すべきである．

　粒状体の粒子構造を接点の法線方向の分布で表わす場合には，その確率密度函数E（α，β）

によって記述される．一方，ある特定の面上における接点の法線方向の分布で粒状体の「構造」

を表現する例（たとえば松岡，1973など）があるが，ある面を定めることによってある特定の

方向の接点は選ばれる確率が小さくなり，分布にほとんど現われないことになる．一般にある

一つの面上の接点の確率密度だけでは構造を完全に記述することができず，二次元の場合には

相異なる傾きをもつ2つの面，三次元の場合には相異なる傾きを有する3つの面に関する確率

密度函数を知る必要がある．

　このように考えると，一つの面上での粒子接点角分布およびその変化と粒状体の応力・ひず

みとの関係を論じた応カー構造式は構造の記述が十分でないため，一般性に欠けるきらいがあ
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るように思われる．

　さて最後に本節で導いたE（α，β）とEp（α，β）との関係式の妥当性を調べるために，二次

元粒状体の単純せん断試験結果について，E（β）からEp（β）への変換を行なった例を示すこ

とにしよう．

　図7．10は第5章で述べたゆるづめ粒状体のヒ゜一ク付近（L－12）において，βp＝0°面およ

びβp＝86°面上で測定した接点の分布（実線）と，全体のE（β）より，式（7．51a）によって

推測した値（点線）を示す．細かな凹凸はあるが全般的に両者はよく合っているといえる．し

たがって，本節における考え方は基本的に正しいと言えよう．

L2－12

［　measured　on
　†he　8P－Plone

「－1　predic↑●d　by

ii㌫7認

　Bps　O°

由野
一90　－6◎　－30　　　0　　　3◎　　60　　90　　　－90　－60　　－30　　　0　　　30　　60　　90

　　　　　　　　B（・）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8｛り

30　　60　　90　－60　　－30　　　0
　　　　3’．θ一6P｛・）

　　　　　　　　図7．10　β，一面上の粒子接点角分布の計算値と測定値の比較

　7．4．3　構造異方性を表わすテンソル量について

　いま，粒状体内部に単位立方体を考えよう．立方体の各稜は直交座標X，Y，　Zの各軸に平

行とする．X軸に直交するX面上にはnx個の接点があり，その法線方向の確率密度函数はEx

（α，β）である．Y面，　Z面についても同様にして，　nY，　EY（α，β）；nz，　Ez（α，β）

とする．

　X面上のnx個の接点における単位法線ベクトルN，のベクトル和をNXとする．すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nx
　　　　　　NX・IV，＋」V，＋……＋Ni＋一・…＋N。x＝ΣNi　　　　　（a）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
　ベクトルNXは，　X面上の接点の平均的な法線ベクトルの方向を指している．1vxのX，　Y，

Z方向成分をNxx，　Nxy，1Vxzとし，　NiのX，　Y，Z方向成分をNiX，　Ni　Y，Nizとすると，

　　　　　　　　　nx　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　P　

　　　　　　Nxx　＝ΣNiX，Nxy＝ΣNiy，Nxz＝．E　NiZ　　　　　　　　（b）
　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　i＝l　　　　　　　　　t＝1

である．Y面，　Z面についても同様にして，

‘



b

r

となる．

であることに留意し，

ようになる．

　　　　　　　　　　　　　nx
　　　　　　　　Nxx＝ΣNiX＝
　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　n　
　　　　　　　　NXY＝ΣNiY＝
　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　n　
　　　　　　　　八lxz＝ΣNiZ＝
　　　　　　　　　　　　　i＝l

　　　　　　　　　　　　　nア
　　　　　　　　Nyx＝Σ∧Jl・x＝
　　　　　　　　　　　　　ブ＝l

　　　　　　　　　　　　　nY
　　　　　　　　Nyy＝ΣNゴY＝
　　　　　　　　　　　　　ゴ＝l

　　　　　　　　　　　　　ny
　　　　　　　　Nyz＝ΣNJ・z＝
　　　　　　　　　　　　　∫・l

　　　　　　　　　　　　　nz
　　　　　　　　∧「zx＝ΣNkX＝
　　　　　　　　　　　　　k＝1

　　　　　　　　　　　　　nz
　　　　　　　　Nzy＝ΣノVky＝
　　　　　　　　　　　　　ん＝1

　　　　　　　　　　　　　nz
　　　　　　　　Nzz＝ΣNkZ＝
　　　　　　　　　　　　　た；1

これらを用いると，式（a），

　　　　　　　　NX＝

　　　　　　　　Ny＝

　　　　　　　　NZ＝

ここに，ex，　ey，

したがって，

　　　　　　　nY　　　　　　　　　　　　　nz

　　N＝斉1N・・NZ＝≧1凡

　　　　　　　nY　　　　　　　　　　　　　nγ　　　　　　　　　　　　　nY

　　NYX＝ΣNゴ・・N・γ＝ΣNiy・Ny，＝ΣNゴ・
　　　　　　　1＝1　　　　　　　　　フ＝1　　　　　　　　　フ

　　　　　　　nz　　　　　　　　　　　　　nz　　　　　　　　　　　　　nz

　　∧Jzx＝ΣNkX，Nzy＝ΣNky，Nzz＝ΣNkZ
　　　　　　　々＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1　　　　　　　　fl・＝1

ここで

　　Nix＝eosβi，　NiY＝cosαisinβi　，　Niz＝sinαisinβi

　　Nix＝cosβ」，　NjY＝cosαjsinβi　，　Nゴz＝sinajsinβj

　　NkX＝cosβ々　，　NkY＝coSαksinβk　，　NkZ＝sinαksinβk

　　　　　　　　nx，　ny，　nzが十分大きいものとすると，
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（a’）

（b’）

（c）

総和は積分に変換でき，次の

　　　　　　（aりは，

Nxx　ex＋Nxyey＋Nxz　ez

Nyx　ex＋NYy　ey＋Nyz　ez

NZX　ex＋Nzy　eγ＋Nzz　ez

ezはそれぞれX，　Y，　Z方向の単位ベクトルである．

・£li∬・・（・，β）…β…β・・dβ

・・
c：・・（・・β）・・・・・…β・・dβ

可：lifgE・（・・β）・・・・・…β・・dβ

・・kπ∫二22E・（・・β）・i・β…βd・dβ

・・茶ﾎ隠E・（・・β）・・・…n2β・・dβ

・・
轤P㍑・・（・・β）・・・・・…β・・dβ

・・　f。π　f。π・・（・・β）…β…β・・dβ

・・
轣Bπ∫：Ez（・・β）・・・・・…β・・dβ

・・ 轤P∫：・・（・・β）・・・…n2β・・dβ

　　　次のように書くことができる．

（7．55）

（7．56）
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　　　　　1謬三馴　　　（…57）

なる9個の量は，一つのテンソル量である．

　テンソルの対称性を仮定すると，

　　　　　Nxy＝Nyx　　，　Nyz＝Nz　y　　，　Nzx＝ハ1xz　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．58）

とならなければならない．nx，　nv，　nzもEx，　Ey，　EzもE（α，β）の函数となっているか

ら，函数E（α，β）の形が適当であれば，（7．57）式は対称テンソルとなるであろう．

　式（7．57）が対称テンソルであるとすれば，座標軸を適当に選ぶことによって，その主値が

求められる．応力やひずみの場合と同様にして，次の行列式を満足するようなNを求めればよ

い．

　　　　　　Nxx－N　Nxy　　Nxz
　　　　　　Nyx　　　　　　　　NYY－N　　　　IVyz　　　　　　　　＝O

　　　　　　Nzx　　　　　　　　　IVZY　　　　　　　　Nzz　一ノV

得られた3つの根N，，1V2，1V3が主値である．この場合には，（7．57）は，

　　　　　［㍉］
（7．59）

となる．座標軸1，2，3を主軸の方向にとると，式（7．55）で，X→1，　Y→2，　Z→3と変

えて，

　　　　　N，－Nll－・鵬：F・1（・・β）…β…β・・dβ

　　　　　N2－N・2－・£工1；：・・（・・β）・・・…n・B・d・dβ　　（・…）

　　　　　N・・　N・一・・ぱ恥・β）・・・・・…β・・dβ

　　　　　N12＝N21＝N，3＝∧132　＝　Nsi＝Nl3＝0

となる．

　佐武（1978）は，二次元粒状体の異方性テンソル（anisotropy　tensor）として，次の形の

ものを提案している．

　　　　　・一・∫。2r「　E（β）NN・β・　　　　　　（・．61）

ここに・Jは異方性テンソル，Nは法線ベクトルである．このテンソルは式（7．55）において

nx＝ny　＝・nz＝n，Ex＝Ey＝Ez＝Eと置いたものと等しく，その主値は，小田のSi，S2

S3〔式（4・15）〕，　Horneのm．P．s．P．，m1，m2，m3〔式（7．16）〕にほぼ等しい．

句

1
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　しかし異方性粒状体においては，一般にnxキnyキnzであり，ExキEyキEzキEである

ことは，すでに述べてきたところであり，式（7．61）は，この点において疑問が残る．

　一方Gudehus（1968）は応力テンソルσ．ilが作用する土の状態を表現するために，Affinitat

と呼ばれる構造テンソル（Strukturtensor）A，ノを導入している，　Aりはやはり接点法線の

確率密度分布により定義されるが，（7．55）の形のものか（7．61）の形のものかは，参照でき

た論文からはわからなかった．

　構造異方性を表わすテンソル式（7．55）〔あるいは（7．61）〕が対称であるとすると，応力テ

ンソルと同じように，楕円体を形成しなければならない．

　実測された砂あるいは二次元粒状体の構造に即しての検証および応力テンソル・ひずみテン

ソルなどとの関係については，今後の検討課題とし，ここでは構造異方性のテンソル表示の可

能性を指摘するに留めたい．

7．5結 論

　（1）粒状体における応力は一種の平均応力であって，粒状体内に仮想した単位立方体各面上

の応力成分は各面を通して伝達される粒子間力の和によって定義できる．その場合に，粒子間

力は，普通，一様でないから，立方体内の平均応力状熊を知るために立方体全域に各面に平行

な多数の面を仮想して，それらの面上の応力の平均値を求めるべきである．

　（2）粒子間力は一般にランダムであるが，その平均値は応力，粒子構造および粒子接点角の

函数であって，式（7．14）で表わすことができる．

　（3）粒状体の変形がある瞬間（時間の代りにひずみを老える）において，ごく少数の接点に

おいて生じるすべりによって支配されると仮定すれば，ひずみ硬化過程における応力比と粒子

構造の関係が，式（7．32）のように求められる．この式は応力比の増大がN，の隼中による異

方性の増大によるものであることを理論的に示したものと言える．

　なおこの式は小田によるものと同じであるが，粒状体の応力や粒子間力に関してより厳密な

定義により再構成したものである．

　（4）粒状体の構造異方性はNiの確率密度函数E（α，β）によって表わすことができる．この

E（a，β）とある面上の接点に関するNtの確率密度函数Ep（α，β）とは一般に異なる．

　（5）構造異方性を表わすテンソル量を考え得ることがわかったが，実測値を用いての検証，

応力テンソル・ひずみテンソルなどとの関係については今後の課題である．
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第8章単純せん断における主応力軸の

　　　　　　　　　　　　　　　　回転に関する理論的考察

8．1序　　　論

　土の単純せん断あるいは一面せん断試験において，せん断応力を増加させてゆくと，主応力

の方向が変わることはよく知られている．しかし，せん断中の主応力軸方向は，通常の試験機

を用いた試験においては求めることができない．したがって，せん断型試験機による結果を，

三軸圧縮試験結果と比較する場合や，応力不変量で土の降伏に関する問題を論ずる場合には，

主応力軸方向について何らかの仮定が必要となる．

　第5章において，二次元粒状体の単純せん断試験における粒子間力を測定し，これを巨視的

応力に変換することによって，せん断に伴なう応力状態の推移を調べた．その場合に，主応力

軸がせん断中に次第に回転してゆく過程を，回転角の推移として定量的に求めるとともに，粒

子間接点における接平面に立てた法線Niの集中方向が最大主応力方向とほぼ等しくなること

を確めた．

　Roscoe，　Bassett　and　Cole（1967）は，（初期に）直方体の供試体の各面において，垂

直力およびその作用点とせん断応力を測定可能とした単純せん断試験機（Cambridge　SSA

MK．5，MK．6）を開発し，これを用いて，砂のせん断時に生ずる主応力の大きさ及び方向，

ひずみの主軸などを測定した．彼らは，主応力軸の回転は応力比τ／σNの増大とともに生じ，

ピークに達した後は，主応力軸の回転角se，がある一定の値に漸近していくことを確めた・また，

主応力軸と主ひずみ増分軸とは，ピークに近づくにつれて，一致してくることを確めている．

　主応力軸の方向に関して，従来用いられてきた仮定は2っある（Gibson，1953，Hansen，

1961，Morgenstern　and　Tchalenko，1967）、最も普通に用いられている仮説は，土のせん

断強度が見掛けのせん断応力（加えたせん断応力）の方向に発揮されるとするものである．

（図8．1a）．すなわち，水平面において，応力比τ／σNが最大になると考えるから，応力の

最大傾角φmは

　　　　　　　tanφm＝τ／σN　　　　　　　　　　　　　　　　（8．1）

となる．すべり面は，水平面と水平面と90°一φmの角をなす面の2っであり，最大主応力の

方向は，鉛直軸（X軸）に対して，q＝90°＋φm／2傾くことになる．

　一方，Hill（1950）は，見掛けのせん断応力の方向が，最大せん断ひずみ増分の方向にな

ることを指摘し，もし主応力軸と主ひずみ増分軸の方向が一致するならば，見掛けの（加えた）

せん断応力は最大せん断応力であると述べている．この場合，

　　　　　　　sinφm＝　τ／σN　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　8．2　）
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τ
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Z

＼／Ut

τ

τ

X

φm／2

90一φm／2

　　　Z

　　　　　　　　Ut
　　　　　　∠、，．、、

　　　　／　　　σN’τ　　Pole

　　　　／　　　＼
　　　／
　　／　　　2tl－90’

　／
／

／　　　　　　　　 90一φnt／2

　　　　　　　　　σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ

　　　　　　　　　　（a）　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑥

　　　　図8．1　主応力の方向に関する従来の仮説（a）水平面が最大傾角面（b）水平面が最大

　　　　　　　　せん断応力面

であって，すべり面は水平面とφm／2及び90°一φm／2傾いていることになり，又，最大

主応力の方向は，tP’＝45°の方向となる（図8．1，　b）。

　なお，de　Josselin　de　Jong（1959）は，主応力軸と主ひずみ増分軸とは角φ／2をなすと考

え，水平面がτ／σN　最大面であり，かつ，最大せん断ひずみ増分の面であると仮定している．

　これらの仮説においては，いずれも，すべり面を考えたモールの考え方に従っている．した

がって，破壊時の主応力方向のみが考慮の対象となっている．

　いま，せん断前の圧縮段階を考えると，一般にせん断箱や補強メンブラン等は，側方変位を

ほとんど許さないから，壁面摩擦がないものとすれば，応力状態はいわゆるK。状態に近いも

φ

●
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のとなっている．この場合には，近似的に水平面上の垂直応力σNは最大主応力，鉛直面上の

垂直応力は最小主応力で，KoσNと考えられる．すなわち，最大主応力の方向は，せん断前に

は，水平面から測って90°，鉛直軸から測ってψ＝0°となっている．

　上述の2つの仮説を採用するならば，最大主応力の方向gはせん断応力が加えられるや否や，

0°から45°に不連続的に変化し，その後のせん断応力の増大に伴って，図8．1aでは，45°か

ら45°＋φ／2まで変化することになり，bでは45°のまま一定ということになる．いずれの場

合も，圧縮過程とせん断過程がうまくつながらず，不自然である．これは，予めすべり面を想

定した考え方に問題があるように思われる．Rowe（1962）が述べているように，すべり面

というものは破壊の結果生じるものであって原因ではないのである．

　したがって単純せん断あるいは一面せん断試験下における砂の変形挙動の解明のためには，

主応力軸方向及び主ひずみ増分方向を，より合理的に見出す必要があるt

　本章においては，第5章において述べた，二次元粒状体模型の単純せん断試験及び砂の一面

せん断試験の結果に基づいて，小田・小西（1974a，　c）が行なった理論的研究を一部修正

して述べることにする．

8．2　粒子間力，粒子構造と応力の関係

議論を簡単にするため，2次元粒状体を用いて，考察を進めることにする．

供試体のせん断領域内に，一辺の長さが1の単位正方形要素を考える（図8．2のabcd）・

　　TZX

叫

G～
Gと Gち

q C4

　1

f1

C2

f2
3G3

　　／Cmx

X

X

｝

Z

d
C

　　　　　　　　　　　　　　　図8．2　粒状体内の単位正方形

重心が一辺abの下，言いかえると正方形の中にある粒子G1，G2，G3などは，接点C，，
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C2，　C3，……，　C．，において，重心をabの上方に有する粒子G・’，　G2’，　G3’などと接触している．

n・は，一辺ab（X面）を介して接触している接点数である．同様に辺bc（Z面）に関しては接

点数はnzである．　X面上の接点，及び，　Z面上の接点における接平面に立てた法線1Viの確率

密度函数を，それぞれE・（α，β），Er（α，β），で表わす．

　接点C，，C2，　C3，・・一，　C。、において粒子G｛，　G≦，……から，粒子G，，G2，・・…・

に伝達される粒子間力をf］，f2，£3，……，　fnxとしそのX，　Z方向成分を后，∫∫2，

∫ち，……，∫㌫、；万1，亙，∫三……，∫∴xと書くと線分ab（X面）上の粒子間力のx及

　　　　　　　　　　　　　　　nx　　　　　　　　　　　nx
ぴz方向成分の総和はそれぞれΣ∫三及びΣ冗∫となる．
　　　　　　　　　　　　　　i－1　　　　　　t＝1
　ここにfに付した上付添字はこれらがX面上の力に関するものであることを示し，下付添字

は第1のものが成分の方向を，第2のものが接点の番号を意味している．

　粒子数が十分に多いならば，線分ab上の垂直応力及びせん断応力は，線分，abの長さは1で

あるから，

　　　　　nx　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nx

σ・≡σ i三万t・・＝τ＝、　T，　f：， （8．・3）

となる．応力σ，τに付した添字は，第1のものが考えている面を，第2のものが作用方向を

示している．同様にして線分bc上では

　　　　　　　　　　nz　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nz

　　　　・・≡・《一、三1∫○・・x一ど1∫：，　　　　　（・・）

である．要素はつり合い状態にあることから

　　　　　　　τxz＝：τzx　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8．5）

でなければならない．

　なお，応力の符号は，垂直応力は圧縮を正ととり，せん断応力は，要素を反時計まわりに回

転させようとするとき正とする．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X’

o

図8．3　粒子間力の主応力方向成分

　　　X’：最大主応力方向

　　　Z’：最小主応力方向

b

φ

喝
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　次に，主応力の作用方向，すなわち，主応力軸の方向をX’，Z’とし，主応力軸X’のX

からの傾きをSP，（0≦se，≦π／2）で表わそう（ψは時計まわりを正とする）．

　接点C・に作用している粒子間力のX’，Z’方向成分を考えよう（図8．3）．これらをf．r’t，

∫・’，と記す．又，この接点の法線1V，の方向はX’からβ’傾いているものとする．すると，

次の関係が成り立つ．

　　　　　β、＝β∫＋9

　　　　　fx1　＝－fzrt　sinψ十∫x，、　COSψ

　　　　　f。i＝・f。’、　C・sg＋∫。’，　sinψ

（8．6）

微視的変形は，粒子相互のすべりによって生じるものと考える．すると・接点C，における垂

直応力とせん断応力の比は，tanφμの値を越えることはできないから，粒子間のすべりは，

次式が満足されたときに生じる．

　　　　0≦βi≦π／2　又は　　π≦β≦3π／2のとき，

÷一　（9＋・・一βり

π／2≦β，≦π　又は　3π／2≦β≦2π　のとき

昔一（丁一・・一β：）

（8．・7）

（8．8）

ただしこの場合のすべりは，上側粒子が下側粒子の上を右側又は左側にすべり降りるような場

合に限定している・

　ここに，上付添字のsはすべり接点を表わす．又，φμは粒子間（物理）摩擦角である．

　さて，粒子間力の主応力方向成分f。，、，f，，i，は，一般に，ランダムな値をとるが，その平

均値∫。，，f，，，に着目すると，ある法則が成り立っていることは，第4章，第7章で述べた．

　すなわち，次のような力の配分則が成立している．

　　　1を’・i＝た，’σ・’C°Sβ’　　　　　　　　（。，）
　　　1仁1＝k．・・…sinβ’

　ここにσ1，σ3はそれぞれXノ，Z’方向の主応力であり，　k，及びle　3は粒状体の構造に

よって決まる値である．

　式（8．9）を，式（8．7）及び（8．8）に代入すると，平均的な粒子間力が生じている接点

において，すべりを生じさせる応力比が次のように表わされる．

0≦β〈π／2あるいは　π≦β≦3π／2のとき

（た，．σlk，・σ3）。＿＿－t・nB’・t・n（9・・o・一の
（8．10）
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π／2≦β≦πあるいは　3π／2≦β≦2πのとき

　　　　（た1・σIh，・σ3）＿＿－t・n・Pt・an（丁一砺一り　　　（・11）

第4章，第5章において示したように，すべりが生じている接点は，ある任意の時点において，

ごく少数であると考えられる・したがって・式（8・10），（8．11）を満足するような，少数の

限界状態にある接点におけるすべりによって，粒状体全体の変形が進行し，加えられる応力に

対して，より安定な粒子構造へ変化してゆくものと考えられる．

　ある粒子構造の下で，最もすべり易い方向の接点はいかなる接点であろうか．最もすべり易

いということは，最小の応力比σ1／σ3で，すべり条件式（8．10）又は（8．11）を満足する

ことであるから，最もすべり易い方向の接点は，式（8．10）又は↓8．11）を最小にするよ

うなβ’をもつ接点と考えてよいであろう．これを計算してみると，式（8．10），（8．11）

の右辺を最小にするβ’の値は，それぞれ，β’＝π／4＋φ，／2及びβ’＝一（π／4＋φ。／2）

となり，これらを式（8．10）及び（8．11）に代入すると，同一の式

　　　　ピi）＿＿－t・n・（πφμ一十42）　　　（・12）

が得られる．
　　　　　　　　　　　　10

　　　　　　　　　　至

　　　　　　　　　　㌫5

　　　　　　　　　　ξ

　　　　　　　　　　§一一一一⊥一一一一一

　　　　　　　　　　一H　tan2（n・⊥φ）　1（a・iQ、）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／

　　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　　　0　　　　　　φμ　30　　　　　　　　60　　　　　　　　90

　　　　　　　　　　　　　　　　　　β　　（in　degree）

　　　　　　　　図8．4　tanβ’・tan（π／2±φ。一β）とβ’の関係（小田，1975）

　小田（1975）によれば，式（8、10X（8．11）の右辺はβ’に対して図8．4のような変化

をする．ここで注目すべきことは，極値を与えるようなβ’，すなわち，β’＝π／4＋φμ／2

付近では，β’が少し位変化しても，式（8．10）（8．11）の右辺の値はあまり変化しない点

である．このことは，粒子間のすべりが極値を与えるβ’＝±（π／4＋φ。／2）の接点のみな
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らず，その近傍のβ’の接点においても生じている場合にも，式（8．12）が近似的に成立し，

粒子構造を表わす指数丘1／島と応力比σ｜／σ3との関係を論ずるのに使えることを意味してい

る．

　以上は，粒子間力の主応力軸方向への分力を用いて，議論を進めてきたが，ここで，粒子間

力の鉛直（X）方向及び水平（Z）方向への分力，それぞれfxi，∫。iに直しておこう．式（8．6）

に式（8．9）を代入すれば，β’＝β一ψであることを考えて次式が得られる．

　　　　万一（kl　61　c・…＋h・…s・…）…β＋；・・…（・・　a・一・・σ・）…β

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8、13）
　　　　izi　＝（・・σ1s・…＋・・　・・　c・…）…β＋；・…s・，（・1　・1．－1・・…）…μ

　　　　　　　　　　　　　　n：　　　　　　　　　　　　　　　　　　nx
　式（8．4）によれば，o、V・＝Σf。1，τ＝Σ　五：　である．　n・個の接点C，，C2，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＝l　　　　　　　　　　　　　t＝l
C3，……，　Cn、のうち，法線が角βと角β＋dβの間に入る接点の数は，2n」Ex（β）dβで

ある．ここに，E・（β）はX面を介して力を伝達する接点の法線方向の確率密度函数である．

これらの接点において伝達される粒子間力の平的値のX，Z方向成分を万，∫：　とすると，

fx，，∫。tとの間には，前章式（7．13）と同様の関係が成り立つものとする．すなわち

　　　　∫：　＝　fxi／COSβ
　　　　＿　　　　　 ＿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　8．14　）

　　　　f：＝f。、／C・Sβ

を仮定する．同様にしてZ面上の粒子間力については

　　　　∫：＝f。i／sinβ
　　　　＿　　　　　　＿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （　8．15　）

　　　　∫：　＝　　fzt／sinβ

を仮定する．

　すると，式（8．4），（8．13），（8．14）から

　　　　aS－，ぽ一一㍊吻・n・・E・（β）芸β・β

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π／2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Ex（β）dβ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一πノ2

一・・
o（・1σ1C・…＋・・㊥・・…）∫

　　＋｝（・1σ一・・σ・）si…∫∴・瓦（β）…β・β｝

Tx・一
A誤一．』・⊇（β）ξ1β・β

一n・
o（1・・　al　s・n2・＋』・・s2・）∫ン＆（β）ぬβ・β

＋；（・1σ一・・σ・）・・…∫：：…（⇒

（8．16）

（8．17）
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同様にして，Z面（bc，図8．2）における応力は

　　・；一、ぽ一。≦斎。。2・・E2（β）£；β・β

　　　一n・！（・・　・・　s・n2・＋・・…　c・s2　・　）fJ・E・（β）・β

　　　　・〉（・1σ1－・・σ・・）・…ヅ・E・（β）…β・β｝

・・
辯`一。≦テ．。2・・－Ez（β）缶・β

　　　一・・／（k・　・・　c・s2・＋k・　a・s・n2ヅ・Ez（β）…β・β

　　　　・5（h・　aT－・・σ・）・・…陥…（β）・β｝

さらに，前章式（7．40a）の関係

　　　Ex（β）＝πE（β）COSβ

　　　Ez（β）＝πE（β）sinβ

および，前章式（7．26）で，1→X，3→Zとして，

　　　　　・x－・C・ず：・（β）…β・β

　　　　　n・一・C・二∫IE（β）・i・βdβ

を仮定すれば，式（8．　16）～（8．19）は

　　ん一∫三，・（β）…β・β・A・一∫：li，・（β）…β・β

　　A・一∫1・（β）・i・β・βA・一∫IE（β）…βdβ

と置くと次のようになる．

　　・；一・・C・7ん｛（・・1　・1　c・…＋・・…　s・…）A，

　　　　・；（1・1　・・　一・・σ・）・・・…A・｝

　　T。、一・・C・二A1｛（・1　・・　・i…＋1・・σ・c・…）ん

　　　　＋；（・1　・1－・・σ・）・・…　A・1

（8．18）

（8．19）

（8．　20）

（8．・21）

（8．22）

（8．　16・a）

（8．17a）

’

■

司
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　　・；・・C・7A・｛（・・　a・　s・…＋k・σ・c・…）A，

　　　　　＋〉（k・　ai－・・σ・）・・…A・1　　　　　（・18・）

　　T。．一・・C・⇒・1σ1c・…＋1・，σ，　si・・，）A4

　　　　　＋；（・・　・・　一・・　a・）…2・A・｝　　　　　（・19・）

　これらの各式と小田・小西（1974a，　c）における諸式との差異は，　X面とZ面における

接点数を一般には異なったものとしている点にある．

8．3主応力軸の回転角

　単位正方形はつり合い状態にあるので，偶応力はないと考えると，τ。．＝τ。．とならなけれ

ばならない．

　そこで，式（8．　17　a）と（8．　19　a）とを等置して，tanψについて整理し，（8．12）式を

考慮すると，次のtanψに関する二次式が得られる．

　　　　（A，A，　K－A，　A、）t・n・e＋（Ai　－Al）（K－1）t。nψ

　　　＋（A，A・－A・A・K）＝0　　　　　　　　　　　（8．23）
ここ…K≡・・n・（ヱ十φ・

S2）
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　　　　　　　　　　SHEAR　DISTORTION　γ　 （「70

図8．5　主応力軸の回転角ψ，Niの集中方向ψ’，主ひずみ増分軸の回転角

　　　　ξ，せん断力Sとせん断ひずみrの関係（ゆるづめの二次元粒状

　　　体，L2）
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接点の法線N，の確率密度函数E（β）の値は，第5章に述べたようにして決めることがで

きるので，（8．23）式をtanψについて解き，　tan　e≧0の値をとれば，主応力軸の回転角

ψを求めることができ，主応力軸の方向が定められる．

　図8．5に，このようにして求めた主応力の回転角qの計算値と・第5章で粒子間力を基にし

たモールの応力円（図5．12a）より求めたψの実測値を示し，あわせて・主ひずみ増分軸の回

転角ξとN，の集中方向e’をも示してある（L2供試体）・

　式（8．・20）による計算値は，L3，L9，L12の各点では，実測値ともほぼ一致する妥当な

値を示しているが，L5ではかなり過大，　L16ではかなり過小の値を与えている・この原因と

して考えられることは，式（8．20）におけるA，～A4およびKで計算される各項の係数値が，

N，の頻度分布の凹凸によって敏感に左右される点である・また，各係数値の大小関係によっ

ては，式（8．20）の根が求まらない場合も生じる．これは使用したデータの精度の問題でもあ

ろうが，式（8．20）そのものの問題点でもある．

　この図を，Cole（1967）による砂での実測値（図8．6）と比較対照しながら見ると，主応力

軸の方向は，応力比τ／σNの増大とともに徐々に生じていることがわかる．従来の仮説に従う

と，せん断が始まるや否やsP，＝45°にならなければならないが，これらの図はそうならないこ

とを示している．

△e
潤D08

　　　　　　　　●E1柏ﾎ． ・～@　　　　　●＼

眠80°O．

@O°

　　　　●

一ロー－〇一一ロー

黶E一一→一一 ﾅ一一’一

：二ニヲ：
6（アO．

S0°O．4

Q0●O．

．ノ
Leighe㎝BUZZdrd　so

хp⑨esompl●
@　　　8。・O・529

oCOLE，1967。

．06

D04

D02

r ／°

O
゜、～・一・／r融RDIST。RTI。N°2

　　oO．3

　　　　　　図8．6　砂の単純せん断における主応力軸の回転ψと主ひずみ増分軸の

　　　　　　　　　回転角ξ（Cole，1967による．密な砂の例）

　また，粒子間接点の法線方向1V，の集中方向の回転角sp，’が，ほぼse，に一致することはすで

に第5章5．　6で述べた．

　さらにψと主ひずみ増分軸の回転角ξの関係を調べてみると，せん断初期では，ξ〉ψであっ

て両者は一致しないようであるが，ピーク近くになって両者は接近していることがわかる．塑

」

4
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性理論の展開に当っては，普通，主応力軸と主ひずみ増分軸との一致（主軸の一致）が仮定さ

れるが，少くともピーク近くまでは，この仮定は正しくないと言えよう．Roscoe　etα1．（

（1967），Cole（1967）も砂の単純せん断試験において同様の結果を得ている．

　主応力軸と主ひずみ増分軸の不一致に関しては，de　Josselin　de　Jong（1971）の理論的研

究や，Drescher（1976），八木・de　Josselin　de　Jong（1978）による実験があり，ピー

ク以後の状態においても，粒子間摩擦角の半分程度の差が生じ得ることを示している．

8．4　応力比τ／σ、vと主応力軸の回転角ψの関係

　式（8．16a），（8．17　a）と式（8．12）を用いると，応力比τ／σNと主応力軸方向sP，との関

係は次式で与えられる．

　　　　　　τ　B，Ktan2ψ＋（K－1）tanψ＋B4
　　　　　iN＝，。n・e＋B、（K－1）、。n，＋κ　　　　　　（8・24）

ただし，
　　　　　　　　A，ぴ・（β）…β・β
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，K－・・n・（π　　φμ一十一4　　2）

　　　　　B4＝一＝
　　　　　　　　A’∫二i・（β）…β・β

（8．・25）

F

本式は，Cole（1967）が実験によって密接な関係を確認した，9とτ／σNの関係を理論的に

導いたものである．しかし，式（8．25）中のtanψは式（8．23）で明らかなように，粒子間摩

擦角φ、を与えると，粒子構造を表わすパラメーターE（β）のみの函数であり，B4もやは

りE（β）のみの函数であるから，tan　eとB、の間に何らかの函数関係が存在しているはず

である・そこで二次元模型粒状体の単純せん断試験結果およびCole（1967）による実験結果

を用いて，応力比τ／σ，vとtanψとの関係を，直接調べてみると，両者の関係はほぼ原点を，

通る直線となる・図8．　7は，Cole（1967）によるLeighton　Buzzard　Sandの排水・非排

水試験結果を用いて，τ／σNとtanψとの関係を調べたものである．この関係のこう配をxで

表わすと，xは粒子間摩擦角φ，のみに依存し，初期間隙比，初期構造，などには依存しない

一種の材料定数であって，τ／σNとtanψの間には次式が成り立つ．

　　　　　三。－x・・n・　　　　　　　　　　（＆26）
この式は，小田・小西の式と呼ばれる．

図8．7の例では，落合によればx＝0．574であって，これはsinφ。。に一致する（落合，1977）．

式（7．21）と実験結果とは非常に良い一致を示している．

　なお・式（8・24）が式（8．26）の形になるものとすれば，tanψとB，の間には

　　　　　　　　　xtan3ψ＋｛（x－1）K＋1｝tan・9
　　　　　B4＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．27）
　　　　　　　　｛x－（x－1）K］tan・e＋1
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1．2

0．8

0．6

τ／σN

O．4

0．2

　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　0　　　　　　 0．4　　　　　　0．8　　　　　　1．2　　　　　　1．6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tanψ
　　　　　　　　　図8．7　応力比τ／σNと主応力軸の回転角ψの関係（Cole，

　　　　　　　　　　　　1967に基づく落合，1977のプロット）

のような関係があるはずであるが，式（8．27）の意味は必ずしも明瞭ではない．

　xについては，落合（1975）および小田（1975）によって

　　　　　　xニsinφcz’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　8．28）

のように与えられている．ここにφ・’vは，限界間隙比における内部摩擦角である．

　なお，落合（1975）は，単純せん断における主応力の大きさを小田・小西の式（8．26）に

基づいて，次のように与えた．

　　　　　　　　τ＋x　・k・　　　　　　　　　　．

　　　　　σ1＝　xσ　　　　　　　　　　　　　　　（8．・29）

　　　　　σ・；（1－x）σN

これによれば，最小主応力σ，はせん断応力τに無関係で，垂直応力によって一義的に決まる．

したがって，垂直荷重が一定のせん断試験では，最小主応力も一定ということになる．

Leighton　Buzzard　Sand　　：　Cole（1967）

盾crained　Tests

怩tndra］ned　Tests

o

7・°

▽●

　φ
潤怐@　●
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。！一

п`τ！σ

◆

8．5主応力軸が回転する場合の粒子間力の推定式

前章7、3．6．において，主応力軸が回転しない場合の粒子間力の推定式を示した．すなわち

　　　　1・1一万・…β＋・・t“（ど十φμ42）sm・β　　　（7・・39）

‘
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ここに，∫。は粒子間力の最大値で，σ1＞σ3の場合にはβ＝0°に現れる．

　単純せん断のように，主応力軸の回転が生じる場合でも，粒子間力の配分則（8．9）式が成

り立つとすれば，主応力軸の回転角ψを考慮すれば，（7．39）式と類似の次式が得られる．

，

　　　　lf’1＝fo’　　cos2（β一e）＋Cot4（π／4＋φP／2）sin2（β一sP，）　　（8．30）

ここに∫∫は粒子間力の平均値の最大値で，最大主応力方向に現れる．またsP，は主応力軸の回転

角で鉛直軸から測り，（8．26）より

　　　　　　・－t・n－1（1　τx　　σN）・・一…φ。V　　　　（・31）

で与えられる．

　　　　　　　　　一90　　　　－60　　　　　－30　　　　　0　　　　　30　　　　　60　　　　　90

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β（°）

　　　　　　　　　図8．　8　単純せん断における平均粒子間力の推定値（破線）と

　　　　　　　　　　　　実験値（ゆるづめの二次元粒状体，L16）

　図8．8に（8．30）式による推定値と，実測値の比較を行なった．両者の一致はよく，（8．

30）式の妥当性を示している．主応力の回転を考慮すれば，二（三）軸圧縮と単純せん断にお

ける粒子間力発揮の機構はほぼ同じものと考えられる．また，Ntの集中方向は，単純せん断

の場合にも，最大主応力方向であることから，粒状体のひずみ硬化の機構も基本的には同じも

のと言えよう．

し

8．6結 論

本章で得られた結論は次のとおりである．

（1）主応力軸が回転しない場合の，粒子間力の配分則は，単純せん断の場合にも，主応力方

向を考慮することによって，同じように考えることができる．

　　　粒子間力の推定値と実験値とはよく一致する．

②　粒子構造と粒子間摩擦角から，主応力軸の方向を求める式（＆20）を導いた．主応力

軸は，せん断応力の増大とともに徐々に回転してゆくことがわかる．

（3）主応力軸と主ひずみ増分軸とは，最大強度付近までは一般に一致しないようである．

（4）最大主応力軸の回転角eと応力比τ／σNとの間には，
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　　　　三＝x・t・nψ
　　　　　　N
なる関係がある．比例係数Xは，粒子間摩擦角に依存する一種の材料定数である．なお本式

は，小田・小西の式と呼ばれている．

‘

口
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第9章　粒状体の静止土圧状態に

　　　　　　　　　　　　　　　　関する微視的考察

9．1序 論
，

　一般に，自然状態で堆積した沖積地盤は，側方変位を拘束された状態で，自重による圧密を

を受けた状態となっている．この状態は，いわゆる，静止土圧状態と呼ばれており，普通，有

効土被り圧と側方の拘束応力の値は異なる．

　一般に，水平方向の有効垂直応力σ㌦と，鉛直方向垂直応力σ’vの比をK。で表わし，これ

を「静止土圧係数」と称する．すなわち

L

K。一与
　　　σ　v

（9．1）

　K。は，普通地盤における応力状態を表わすものとして重要であるばかりでなく，地下壁や

地中埋設物に対する土圧の評価，あるいは深い基礎の支持力算定に際しても不可欠のものとさ

れている．

　また，擁壁の設計は現在，主働土圧を基準として，主働土圧に耐える擁壁を作るという考え

方に基いて行われている．周知のごとく，主働土圧は，

　　　　　　壁体が主働側に移動したときの土圧である．しかし，壁体の移働が止まると，土

圧は次第に大きくなってゆくこと（土圧の回復）が知られており，擁壁の再変位が生じる可能

性が大きい．したがって，『もし主働土圧を用いて設計した擁壁が静止土圧に耐えることができ

ない場合には，主働側への壁体の変位→土圧の減少→土圧の回復→壁体の再変位，という繰返

しが起ることになる．換言すると，静止土圧に耐えることができない擁壁が一旦変位すれば，

それは結局，系としての擁壁の破壊につながることを示唆する．一般に，主働状態のままで，

短時間だけ機能すればよいというような擁壁は考えられない．したがって，基本的には，「擁壁

の設計は静止土圧を基準にして，静止土圧に耐える擁壁を作る」ことを目的とする必要がある』

（松尾・富永，1975）．松尾・富永は，現行の設計法で設計した擁壁が役目を果し得ている

のは，主働土圧にある安全率を乗じて，結果的に静止土圧に耐えるようになっているためであ

るとして，設計思想の転換の必要性を指摘し，静止状態における土圧諸特性の研究の重要性を

説いている．

　このように，静止土圧係数1（。は，土質工学的に非常に重要でありかつ従来考えられてきた

以上に普遍的なものである・

　近年，静止土圧係数K。への関心が高まって，これに関する理論的あるいは実測的な研究が
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比較的多くなってきた．しかし，この静止土圧状態は，従来より，弾性定数の1つであるポァ

ソン比と結びつけられる一方，破壊状態において定義される内部摩擦角との関係が論じられて

いる．このことからも察せられるように，K。状態は，弾性状態とも塑性状態ともつかぬ中間的

な状態と考えられており，この状態の物性論的な機構には，今だ不明の点が少くない．

　そこで本章においては，2次元粒状体模型を用いて，粒子構造，粒子間力などの微視的要因

を調べることにより，静止土圧状態とはいかなる状態であるかを明らかにしょうとするもので

ある．

9．2静止土圧状態に関する従来の研究

　静止土圧状態（K。状態），あるいは静止土圧係数κ。に関する研究は，次の範疇に分けて考

えることができよう．

　　1）Koの実測値に関する研究

　　　　　a）実験室における試験

　　　　　b）現地試験

　　2）Koに関する理論的研究

　1）において重要なのは，試験技術である．a）においては，　K。状態の再現・制御および測

定技術が，b）においては，測定機器の開発および機器挿入に伴う土の乱れの影響の評価が特に

問題となろう．

　また，2）においては，土の性質を支配する諸因子や土の性質を表わす他の諸係数との関係

を適確に表現することが課題となっている．

　表9．1a～cに，著者が参照できたK。に関する従来の研究をまとめて示した。

　　　　　　　　　表9．1aKo値に関する研究　（a）室内実険による直接測定

研　究　者 方　　　法 対象土・測定値

1 Terzaghi　　1920 圧密装置 砂：海岸砂・川砂・石粉とも0．42

鋼薄片の引抜抵抗 （安息角34～5°）

2 聡chelx）tarioff　ard ／ατθγα1θαγ肪♪γε5皿γε 粘土

Welch　　　　1948 η↓θ’ε7

3 Bi　shop　and　Henkel 側方変位を零に制御した三軸 締固め土：Moτα仇e　O．36，Bω／乏γ

1957 圧縮試験 c／αッ0．43．乱さない砂質粘土0．43

乱した粘土0，70，ゆるい砂0，46，密

な砂α37

t

θ



■
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研　究　者 方　　　法 対象土・測定値
4 赤井・足立　　1965 側方変位を零に制御した三軸

ｳ縮試験，ただしペーパード

激Cンによる水平排水を併用

粘土

O．40～0．45，　0．48

5 Moore　　　　1971 供試体側面円周方向ひずみを

?ﾉ制御した三軸圧縮試験

砂およびシルトに雲母を混入

6 Singh，　Henkel　and

rangrey　　　　　　1973

側圧を測定できる圧密容器 過圧密粘土

7 Abdelhamid，Salah
≠獅п@Kn　zek　　　　1976

側壁に土圧計および間隙水圧

vを組込む．

カオリン粘土（分散構造と綿毛化構造とする）

ｪ散構造：初載荷0．69　再載荷0．68
ﾈ毛化構造：　〃　0，75　　〃　0．66

表9．　1bKD値に関する研究　φ）現地における直接・間接測定

研　究　者 測　定　方　法 対　　象　　土

8 Sowers　et　al．，

@　　　　　　1957

擁壁に取付けた土圧計 締固めた砂質粘土・砂

9 Kenney　　　　1967 鋼管に取付けた土圧・水圧計 qμゴC々（ぱ（η　（ノルウェー）

10 Massarsch　et　al．

@　　　　　　1975

土中土圧計

繝ﾁα砲c∫γ㏄ωγゴ㎎

軟弱粘土層（スウェーデン）

11 Tavenas　et　al．

@　　　　　　1975

土中土圧計

I∂γα砲c∫ταcτμ励9

鋭敏な軟弱粘土層（カナダ）

12 Bjerr㎜and

`ndersen　　　1972

んツ∂γα妬c∫rαcε仇η9 軟弱粘土

13 Wi　lkes　　　1974 んツ∂γα娠c∫γα鋤γ仇9 シルト質粘土

14 Wrothand　Huges

@　　　　　　1973

Selμx）γiηg　oヒuτcθ

iCamkometer）

シルト質粘土

15 Baguelinet　al．

@　　　　　　1974

8θ〃－b（カη9・ぬcε　　　　　、（Pressioη・ietreαUt　oforeur）
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研　究　者 測　定　方　法 対 象 土

16 Chang　et　al．1977 三軸圧縮

17 Poulos　and　Davis

@　　1972
三軸圧縮

表9．1cKo値に関する研究　（c）理論式

研　究　者 提　　案　　式 備　　　　　　考

18 ’Jaky　　　　1944
ぷ一（1－・i・φ）（3＋2・i・φ）

　　　　3（1＋sinφ）

@≒0．9（1－sinφ）

ﾈo＝1－slnφ

原理論式

ｴ近似式

ﾀ験による修正式，いわゆる」姥yの

ｮφ：砂の内部摩擦角

19 Rowe　　　　1957 ぷ一r号一φ；m） φ乙m：圧密平衡時に動員される有効

@　内部摩擦角

20 Skempton　　1961 　　（Pk／P）－A・κ⑪＝　　　1－A5 P　：有効鉛直上載圧力

o‘：毛管圧力

E4・：サンプリング時の間隙圧係数

21 山口　　　　　1972 私一｝鴇蹴

@　1－0．404tanφノ
jo＝
@　　1十tanφ！

φμ：粒子間摩擦角

ﾓ’：有効内部摩擦角

bαqμo’の式tanφ’＝（π／2）tanφμ

�K用．（原論文では分母が1＋sinφノ

ﾆなっているが誤りであろう）

盟 Schofield　and

翌窒盾狽?@　　　1968

Ko＝1（M≦（3／2）A）

@　6－2ル1十3Aκ（，＝　　6十4M－6A

@　（M＞（3／2）A）

M：限界状態における応力比

`＝1一κ／λ

ﾈ：θ一logρ曲線の除荷・再載荷部

@　のこう配

ﾉ：θ一logρ曲線の処女圧縮部のこ

@　う配

ﾅ：応力比

23 Roscoe　and

aurland　　　1968

　　　3一ηκo＝

@　　3十2η

ﾅ2＋3Aη一M2＝0

24 山内・安原　　1974 μらm：圧密平衡時に動員される有効

●

J
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研　究　者 提　　案　　式

24 　　∀㌻一μ・・m一κmκo＝　　∀τ十2με、m十2　κm 内部摩擦係数

ﾈm：圧密平衡時に動員される有効粘

?ﾍ係数

bαqμ碗の式を適用
～／7十（4／π）tanφノ十2κm

25 落合　　　　　1976 Ko＝1一κ

@＝1－sinφ，。
@　1－sinφμ　＝

@　1十sinφμ

@　　（n／2）2十tan2φノ十tanφノ
jo＝

κ＝sinφ，。

ﾓ岬：体積一定時の内部摩擦角

bα7μo孟の式を適用
（π／2）2十tan2φノ十tanφノ

注）　Caquotの有名な式
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tanφ〃＝－2“t・nφ・

　　は体積一定時の関係とみなすのが妥当であるから左辺のφノはφノcvと考えた方がよい．したがっ

　　て山口，山内・安原，落合の式におけるφ！はφ㍑と読みかえた方がよい．

　9．2．1　実験室におけるK。値の測定（表9．1a）

　（a）Terzaghiの実験

　Ts　chebot　ari　of　fによれば，静止土圧係数K。を実験によって求めたのはTerzaghiが最初であ

る（Tschebot　arioff，1951，Terzaghi　1920，1925）．

　Terzaghiは，側方変位を許さない剛な圧密容器（砂の場合は正方形断面，粘土の場合は円形

断面）の中に，各種の土を入れて，圧密を行なった．そして，土中の水平応力・鉛直応ガを求

めるために，土中に挿入された鋼の帯片の引抜抵抗を測定している。すなわち，砂の場合には，

壁面の1つに帖りつけるようにして，3枚の帯片を水平に挿入しておく．これらの帯片の両面

は紙で覆われ，砂とは直接接触しない。

　3枚のうち上下の2枚は壁面に固定されており，砂に鉛直荷重を加えた状態で，中央の1枚

を引抜く．そのときの引抜抵抗と，帯片と紙との摩擦係数から，水平応力を求める．一方，粘

土の場合には，供試体中央に，1枚の鉛直に立てた帯片を挿入した試験と，水平に寝かせた帯

片を挿入した試験を行ない，圧密平衡時における両試験での引抜抵抗値の比から，K。値を求

めている。Terzaghiの値は，次のようであった。

1騰il覧；：：覧ヨ・K・　・＝　…42
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　米占土　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：K。＝＝　0．70

　粘土　W　　　　　　　　　　　　　　　：K。＝0．75

　TschobOtarioffは，これらのK。値について，砂については，ある場合に過小になり，粘土

に対しては過大になると指摘している。粘土に対する値が過大になる理由について，鉛直方向

の圧力を測定するために，水平に置いた鋼薄片の下の粘土は，鋼薄片のたわみのため，圧密容

器の側壁付近が十分に圧密されず，そのため，鉛直方向の力の値を減少させ，真の値より大き

なK。値が得られたのであろうと述べている．

　⑤　TschebOtarioffとWelchの実験

　TschebOtarioffは，、tαterαl　eart　h　pre∬ure　Meter　t（石井による訳は「土圧計」）と称

する試験装置を用いて，いろいろな深さの点で，圧密時の側圧の変化を測定した．そして，最

も浅い位置での測定値から，水平・鉛直応力比Knを推定し，、砂の場合に，　Kn　＝O．50となっ

た．また，練り返した，先行圧密を受けない，飽和したbt　ue吻においては，鉛直圧を加えた

直後において，Knニ1であるが，圧密の進行とともに，　Kn値は減少し，　「圧密平衡状態」

（cons　otiduted　eqan’　li　briu　m　state）において，　Kn＝0．5となることを示した．

（Tschebc）tarioff＆Welch，1948，　Tschebot　arioff，1951）

　◎　三軸圧縮試験機による実験

　BishopとHenkel（1957）は，普通の三軸圧縮試験機に，側方変位計を併用して，供試体中

央部の側方ひずみを常に零に制御するK。試験を行なった．排水および非排水条件下で各種の

土のK。値を得ている。例を挙げると次のような値である。

　乱さない砂質粘土　：K・＝0。43

　乱した粘土　　　　：K・＝0．70

　ゆるい砂　　　　　K・＝0．46

　密な砂　　　　　　：Ko＝0．37

　Bishop（1958）にも報告がある．

　赤井と足立（1965）も，側方ひずみ計を併用して，三軸試験機による排水K。試験を行なった．

その場合に，側方変位の均一性を得るため，ペーパードレーンによる水平方向への排水方式を

採用して好結果を得ている．彼らのK。値に関する結論をまとめると次のようである。

　1）一次元圧密中の，全応力で表わした水平一鉛直応力比K＝σ3／σ1は，圧密開始時のK＝

　1．0から，終局には，K＝O．45まで減少する・

　2）一方，有効応力で表わした静止土圧係数K。＝σ3’／　al　tは，圧密過程を通じてほぼ一定と

　なる．

　3）J5　kyの理論式

　　　　Ko＝1－sinφノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　9．2）

1
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　によってφ’からK。を推定することは，一応可能であるが，破壊時のせん断抵抗角φ’と，

　非塑性状態におけるK。値の関係がどのような意味をもつのかについて疑問の点が多い．

　三軸圧縮試験機を用いたK。試験においては，側方ひずみ計の読みの変化がわずかに現れた

ところで，側圧を制御して，側方ひずみを零に戻すという操作方法がとられる．したがって，

側方ひずみは非常に小振幅ではあるが，圧縮・膨張を交互に繰返すことになる．

　このひずみの反転が何らかの形で測定値に影響を与えていると考えられており，この点を改

良に努力が払われ，高感度の側方ひずみ計の動きに応じて，自動的に側圧を調整する機構が工

夫されている（たとえばMoore　1971やMenzies　et　aL　1977など）．

　Poulos　and　Davis（1972）は，通常の圧密試験において先行圧密荷重を求めるのと類似の方

法で，現地における有効水平応力を推定し，現地K。値を間接的に推定している．すなわち，

乱さない試料を三軸室に入れて，異方的な再圧密を行なう．その場合に，鉛直有効応力は現地

におけるそれに等しくとり，水平応力の方は現地で生じていると思われる応力より小さい値か

ら，段階的に増大させてゆき，最終段では，等方圧密とする。このような試験結果より，水平

有効応力と体積変化との関係を図示する．土が正規圧密であれば，現地で生じていた水平応力

付近で，曲線の勾配が変化することを利用するのである．

　Cha㎎他（1977）も，三軸試験により，現地K。値を推定する方法を提案している．

　9．2．2　現地におけるK。値の測定（表9。1b）

　現地の地盤におけるK。値を求める方法としては，直接測定による方法と，間接的推定法とが

提案されている・

　直接測定による方法としては，

　（a）構造物に取付けた土圧計による方法（Sowers　et　al．，1957，　Kemey，1967など），

　（b）土中土圧計による方法（Massarsch　et　al．，1975，　Tavenas　et　alり1975など）

　（（］）Self－　bori　ug　deviceによる方法（B　oguelinet　al．，1974，　Wr　ot　h　and　Huges，1W3な

　　ど）などがある．また，間接的方法としては，

　＠　hydraulic∫racturingによる方法（Bj　errum　and　Andersen，1972；Wi　lkes，1974；

　　Tavenas　et　atり1975；Massarsch　et　al．，1975など）がある．

　9．2．3　K・値に関する理論的研究（表9．1c）

　J‘ky以来，静止土圧係数K。と，各種の摩擦角との理論的な関係式が提案されている。

　有名なJ6　kyの式は，土の内部摩擦角φ’とK。とを関係づけており，その誘導過程はユニー

クなものであるが，問題が多いとされている．内部摩擦角というのは，土の破壊状態において

定義される量であり，静止土圧状態との直接的な関係はないといってよい．しかし，J6　kyの式

は，多くの研究者によって実験値によく合致することが確められており，理論式というより，

経験式として確固たる地位を築いている　このように・直接的な函数関係にないと思われる
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K。とφ’の間に対応関係が認められるのは，この両者が共通の因子によって規定される量であ

るからであろう．両者を支配する諸因子としては，粒子間摩擦角φμ，初期堆積構造，間隙比e，

過圧密比などが考えられる．

　したがってこれらの諸因子と，K。の関係を見出すことの方がより本質的と思われる．

　なお，土を等方等質の弾性体とみなした場合には，Koとボアソン比レとの間に

　　　　　　　レ　　　Ko＝　　　　　　1－　v　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　9．3　）

　という関係のあることは周知のことである．しかし，土のポァソン比を実際に求めることは

かなりむずかしく，現在用いられているいくつかの方法はそれぞれかなり異なった見かけのレ

値を与えるようである．（今井，1976），したがって，式（9．3）は実用的とは言えない、

　以下にいくつかの研究について紹介する．

　　　ノ　（a）Jakyの式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　K。と内部摩擦角φとの関係を表わすJakyの式は，式の簡単さと，実験値によく適合するこ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノとから，よく用いられているが，今日われわれが用いている式は，Jakyが理論的に求めた式

を，実験によって修正した半経験式とも言うべきものである．

　ノ　Jakyは，両斜面が水平と角φをなす，図9．1に示すような土くさびを考え，くさび内の応力

状態の考察から，静止土圧係数K。を導いている．

X
rojectories　of

垂窒奄獅モ奄垂盾戟@　　　　　　　　　IstreSS

@　　　　　　　　　・鍵

`　　　　B

liding
垂b獅?

Z
lC晋，φ　D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　図9．1　土くさび内の主応力およびすべり線（Jaky）

　くさび斜面の付近では，すなわち，図9．1のAOBおよびDOCの範囲では，ランキンの塑

性状態になっていると仮定する．OBおよびOCは，水平と（π／4＋φ／2）の角をなしてい

る．この領域を第1領域と呼ぶ．この領域では，2つのすべり線群が生じている．1つは斜面

に平行，もう1っは鉛直方向である．また，この領域における最大主応力は，水平面と（π／4

＋φ／2）の角をなしている．第1領域における塑性応力は，すべり面上のせん断応力が

　　　τ＝Z　rsinφCOSφ一Xγsin2φ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（d）

　であるから（rは土の単位体積重量）

　　　1十sin2φ
σz；　τ
　　　sinφCOSφ

σx　＝τcotφ

τ工z＝　τ

（b）

t

句
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となる。

　ランキン塑性領域に囲まれた，第皿領域BOCにおいては，破壊条件は満足されず，塑性状態

とならない．しかし，くさびの形成時にある運動が生じて，せん断強度の一部が発揮され，応

力状態は塑性と弾性の過渡的状態であると考えられる．そこで，このせん断応力の水平方向分

布を，次のように仮定する．

　　　　　　　　x2
　　　τ・y＝τ1一㌃ス　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（c）
　　　　　　　　1

　ここにエ1およびτ1はOBまたはOC上の点のx座標およびその点におけるせん断応力であ

って，τ1＝Xlγsinφである。

　っり合い条件により，他の応力成分を計算すると，最終的に次のようになる．

　　　az＝z　「一　2x「sin¢　tan　（Lfl＋8）1・1，al（訂・sln　（笥（di

　　　…碧・・・…n（f＋9）　　　　　　　（・）

　対称軸OZ上の応力を，σ。。，σx。と書くと

　　　σz・＝2r　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if）
　　　　　　　　　　　　　1＋号…φ

　　　…－2r（1－・inφ）　　　　　　　　　　　　　　　ig）
　　　　　　　　　　　　　ユ十sinφ

　以上の応力は，いずれも，静止状態で生じているのであるから，静止土圧係数K。は

　　　K。÷1－sln・・隠1；φ．（1＋9、、。、）、an2（鵠，9．、）

・な…れが・J‘kyが理≧導・・た関係式であ・・ここでLi’K　ii2s／i3n）；inφがφ一・・－

45°の範囲でおよそ0．9であることから，（9．4）は，近似的に

　　　κ・＝0・9（1－・i・φ）　　　　　　　　　　　　（9．・5）
　となる．

　この関係式はその後，実験による検証の結果

　　　κ・＝1－・i・φ　　　　　　　　　　　　　　（9．6）
　と修正された・また，Brooker　and　Ireland（1965）は，粘性土にっいては

　　　K・＝0・95・一・i・φ’　　　　　　　　　　　　　（9．7）
　の方がよく合うとしている（φ’有効内部摩擦角）

　ノJakyの原式・式（9・4）の誘導は，このように，独特のものである．こう配φの斜面でか

こまれる土くさび内中心線上の応力を考えていること，および，くさび表面近くの半分の領域
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がランキン塑性領域で，その内側は弾一塑性の過渡領域であるとして，せん断応力の分布を仮

定していることの2点の普遍性に問題があるように思われる．すなわち，くさび中心線上の応

力と，表面が水平の半無限体内の応力との対応関係に疑問がある．

　しかし，実験によって修正された，半経験式とも言うべき式（9．6）は，非塑性状態のK。

と破壊状態におけるφを結びつけている点で批判もあるが，式の簡単さ，および実験値との対

応もよいことから，実用的に価値が高いとされている。

　（b）Roscoeらの研究

　Roscoeを中心とするケンブリッジの研究者たちは，土の塑性力学を展開し，土のいろいろな

力学的諸性質を統一的に説明し得る土の力学モデルを提案した．彼らの考え方は，Schof　i　el　d

andWr　ot　hの著書“Critical　State　Soil　Mechanics”（1968）にまとめられている．その

中で，2つの力学モデル“Granta－Gravel”および“Cam－Clay”が提案され，種々の場合に

ついて検証されている．

　静止土圧係数K。についても検討されており，Cam－Cl　ayに対するK。の推定式は次に示すよ

うである．

　　　K・一吾一｛櫟。　　　　　　　・9…

　　　・・。－M－9・　　　　　　　　　　　（…）
　（9．8）に（9．9）を代入すると

　　　M・9・のときK・－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9．10）

　　　M・号・の・きκ・÷鑑圭ぽ

　ここに，σフ　　　　　：軸対称応力状態における半径方向有効直応力

　　　　　σlt　　　　：　　　〃　　　軸方向　 〃

　　　　　ηK。＝（q／p）K。：半径方向ひずみが零の状態における応力比

　　　　M＝（q／p）c，it　：限界状態における応力比

　　　　　A＝（1－x／λ）

　　　　　X　　　　　　：e－10gP曲線の除荷・両載荷部のこう配

　　　　　λ　　　　　　：e－logP曲線の処女圧縮部のこう配

　式（9．10）による推定値は，測定値より大きい値を与える．その後，Cam－Clayの修正モ

デルが提案されているが，修正モデルによれば式（9．9）のηK。値は，次の2次方程式によって

て推定される。

　　　η2Ko十3AηKo－・M2＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9．11）

舎

鳴

，

句
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しかし，式（9．8）および（9．11）によるK。の推定値も，カオリンに対してやや過大となる

と述べられている（Roscoe　and　B　urland　．1968）

　（C）　落合の研究

　落合（1976）は砂の直接せん断試験における主応力の表示式に基づいて砂の静止土圧係数を

求めた．

　彼はまず主応力軸の回転に関する小田・小西の式（第8章（8．23）式）

　　　・／σN＝xtanψ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　④

　から，直接せん断試験における主応力σ1，σ3が，次式で与えられることを示した．

　　　　　　τ2十xσN2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）　　　σ1＝
　　　　　　　XσN

　　　・3＝（1－x）aN　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（c）
　また，定数xは，Critical　voidratio　stateにおける摩擦角φ。。および粒子間摩擦角伽

と次のような関係にあることを示した．

　　　・一・…cv－1漂；、　　　　　　　　②

　直接せん断試験において，水平方向の試料境界面に垂直応力aNのみを作用したせん断前の状

態（e＝o）は，側方変位が拘束された静止土圧状態であることに着目すると，式（b），（c）より，

σ1＝σN，σ3＝（1－x）σNとなる．それゆえ，静止土圧係数K。は次式で与えられる．

　　　Ko＝σ3／σ1＝1－x　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　9．12）

　xに式（ゆを用いると，K。はφ。vまたはφμの函数として

　　　Ko＝1－sinφcv　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　9．13　）

　あるいは

　　　K・一旨i器・・n2（45－÷）　　　　　　・9・・14・

　で与えられる．式（9．12）～（9．14）が，落合の理論式である．

　落合は，さらに，Ca　quo　tの式

　　　　　　　ff
　　　tanφ’＝－2’tanφ・　　　　　　　　　　　　　　（e）

　を用いて，

　　　　　V／（π／2）2十tan2φ！－tanφノ
　　　Ko＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　9．15　）

　　　　　　（π／2）2十tan2φ1十tanφノ

　を提案しているが，これは，一種の実験式とみなすべきであるとしている．
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　＠　実験値との対応

　図9．2に，砂のK。値と，φtとの関係に関する，諸研究者による実験値と提案式を示した

（実験値はLadd　et　al，1977より読みとったものである）．実験値は非常に多種の砂に対する

値である．Al　Hussaini　and　Townsendによる値は，大体，提案式に沿うような分布をなして

いるが，Sherif　et　al．，　Mooreによる値は，φtの変化に対して，　K。変化が小さい。図5．2か

らは，諸提案式が実験値にかなり合っているとも言い得るが，実験値の散らばりが大きく，なお

検討の余地があるように思われる．一方，本図に掲げた諸提案式は，粘土に対するBrooker

and　Irelandの式を除くと，実験値の散らばりの大きさに比べれば，ほとんど差がないと言っ

て差しっかえない．したがって，これらの諸式を経験式として取扱うのならば，いずれを用い

てもよいといえよう．

　　　　　　　　O．8

。X

0．7

0．6
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゜・i。　　　30　　　4。
　　　　　　　　　　　　Φ’｛°）

　　　　図9，2　砂の静止土圧係数と内部摩擦角の関係
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9．3実験方法 ■

　9．3・1　モデル粒子

　本章で用いた粒子は，基本的には，前章までのものと同じであるが，材料のエポキシ樹脂板

が異なるため，粒子の長さおよび材料の性質がやや異なっている．

　モデル粒子は，長さ15mm，直径6，8および10　mmの円柱形である．これらの粒子は厚さ15

mmのエポキン樹脂板より，特殊中空ドリルを用いて削り出し，中性洗剤で十分に清浄にした

上，焼なましを行なったものである．

　9．3．2　粒子間摩擦角
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図9．　3　粒子間摩擦角測定装置
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　図9．4　粒子間摩擦角の測定値
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a：粒子；b，c：粒子取付板；d：重錘；e：糸

f：ばねばかり；9：糸；h：巻上ハンドル

i：支柱

　図9．3に示すような装置を用いて，粒子間摩擦角を測定した．この装置は，十文字状に接触

させた3組の粒子の平均的な摩擦角を測定するものである．各粒子は，粒子取付板bおよびc

に瞬間接着剤を用いて，所定位置に固定される．粒子が十文字状に接触するよう，cの位置を

調整し，重錘dを載せる（重錘の位置は，3接点に均等に垂直力を加え得るように決めてあ

る）．eの右端からおりた腕の，接点の高さのところに糸をとりつけ，ばねばかりfを介して，

この糸を巻き上げることにより，粒子に相対変位を与える．

　粒子接点にかかる垂直荷重Pは，重錘d，取付板cおよび上側粒子の自重を加え合せたもの

であり，せん断荷重∫は，ばねばかりの読みから中間プリーの摩擦を差引いたものである．

　中間プリーの摩擦を差引いたものである．

　粒子間摩擦角φ，は，次式によって計算される．

　　　　　　　＿1S
　　　φμ＝tan　－
　　　　　　　　P

　約50回の測定結果を図9．・4に示す．20°～　30°の間に値が分布しており，平均値は24°で

あった．このばらつきの原因の主なものは，粒子作製時に生じる粒子表面の凹凸であると考え

られる．また，大きな垂直力の下で一度すべった接点においては，摩擦角が5～10°低下する

のが観察された．

　9．3．3　実験装置

　実験装置は，写真9．1および図9．5に示すものを用いた．

　供試体＝2次元粒状体aは，鋼製の載荷枠によって囲まれている．供試体寸法は，高さ18～

20cm，幅20　cmである．

　載荷枠を構成する部材のうち，底部材bは固定されているが，上部材cは鉛直方向に，側部
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写具9．l　K，，　J，E縮用’次元：軸圧縮試験機
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図9．　5　Ko圧縮用二次元二軸圧縮試験機

材d，eは左右とも水平方向に可動となっている．各部材の変位は，ダイヤルゲージfおよび差

動トランス（9，h）により検出する．また，各部材に加えられる垂直荷重は，荷重変換器（i，

●

q

ψ

句
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j，k）によって検出する．

　各部材の変位制御は，上部材についてはねじ（1）によって直接に，また側部材については，て

こ（m，n）を介してねじo，Pにより行われる．

　この装置を，光弾性実験装置の円偏光場に設置する．

　9．　3．4　実験手順

（1）φ6，8および10㎜各粒子を，3：2：1個の割合で齢しておく，

　②　粒子の初期応力を除去する．粒子をガラス板の上に立ててならべた状態で炉に入れ，

125℃で約1時間加熱の後，徐冷して焼なましを行なう．

　（3）供試体の形成．3種の粒径の粒子をボウルに入れ，よくかきまぜておく．載荷枠の側部

材を動かないよう固定してから，粒子をつめる．

　　a）中位の密度につめるときはボウルからランダムに粒子をとり出し，載荷枠内にランダ

　ダムに静かに積み上げてゆく．大体所定の高さになったら，上面をならし，静かに上部材を

　降して接触させる．

　　b）密づめの場合は，載荷枠をたたいたり，手でかく乱したりして，密になるようにする．

　　c）ゆるづめの場合は，粒子をランダムに積み上げた後，ランダムに粒子を抜きとって，

　間隙を多くしてから，上部材を置く．

　（4）各荷重変換器，変位計およびてこ，ねじ類の位置を調整し，供試体寸法をノギスで測る．

　（5）側部材と荷重変換器と水平載荷てこが正しく接触した状態で，水平載荷てこをシャコ万

力を用いて固定する．

　（6）ねじの操作により，上部材を下降させ，供試体に段階的に荷重をかけてゆく．各段階に

おいて，荷重計の読みが落ちつくのを待って（3～10分），鉛直荷重，水平荷重（左，右），

鉛直変位，水平変位（左右）を記録する．

　途中，いくつかの段階で，光弾性等色線写真を撮影する．

　（7）鉛直荷重が約100kgに達したら，段階的に除荷する．

　9．3．5　側方変位について

　試験機は，側方変位を常に零にするよう調節できる機構になっているが，実際には垂直荷重

の載荷ねじの操作を手で行うため，側方変位の連続的な制御を行うのがむずかしく，5／100mm

程度の変位が生じたら，ねじの操作によって，側部材を元の位置に押し込んでやる形になって

しまう．すると粒状体は押されることによって受働状態に若干移行するので，．K。値としては，

やや過大の値が得られる．そこで，今回の試験では，水平荷重用荷重計を万力で枠組に固定し，

調整をしないことにした．したがって，荷重計および装置のひずみに起因する最大0．07　－0．2

mm程度（ひずみに直すと0．03～O．　1％程度）の側方変位を許している．このひずみを二次元

二軸圧縮試験（第2章）におけるひずみ量に比べると最大荷重付近で1／40程度であって，は
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るかに小さいが，試験は真のK。状態ではなく，擬似K。状態で行なわれたことになる．

9．4　実験結果と考察

　測定値より，平均鉛直応力σv，平均水平応力ah，鉛直ひずみεvを，次のようにして算出し

た．

　平均鉛直応力σv＝（鉛直荷重）÷（供試体の幅×奥行1cm）（kg／c㎡）

　平均水平応力σh＝（水平荷重（左右の平均値））÷（供試体の高さ×奥行1cm）（㎏／c㎡）

　鉛直ひずみεv＝（供試体高さの変化量）÷（供試体の初期高さ）

　9．4．1　鉛直ひずみ・鉛直応力の関係

　図9．6は，鉛直応力σv（対数表示）に対して鉛直ひずみεvを図示したものである．K。状態

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ae　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の関係にあるから，これらの図は，圧での圧縮であるから縦軸のevは，間隙比と　εv＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十eo

密試験におけるe　・一　IogP曲線と同等である．

　載荷過程で，Ov＝1～2kg／cm2以上になると，ε，～lo9σ・関係はほぼ直線とみなし得る。

　また，除荷過程も別の傾きをもつ直線上に載ってくる．これらの傾向は，粘土や砂の圧密試

験で観察されるものに類似しており，直線の傾きは圧縮指数に対応している．
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　9，4．2　水平応力σh，K。値と鉛直応力σvの関係

　鉛直応力σvと水平応力σhおよびK。の関係を図9．7（a）に示す．載荷時におけるσ。とahの

関係は，いずれの場合にも，初期部分を除いて，直線に近いものが得られているが，除荷時に

は，同じ線上を戻らず，・hが載荷時よりも大きくなるようなループを描いている．

　次にσh，avの値より

　　　K。＝⊥　　　　　　　　　　　　　　　　　（9．24）
　　　　　　σv

　によってK。値を求め，σvに対してプロットしたのが図9．7（b）である．
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L

　K・値は，最初，大きな値を示すが，圧縮の進行とともに急速に一定値に近づいてゆく．今

回の実験では，K。01（試験番号を表わす，以下同じ）のように，比較的速やかにほぼ一定値

となる場合と，K。08のように実験を行なったσvの範囲では，一定値に落着かず，わずかずつ，

減少を続ける場合とが生じたが，大局的に見れば，σv＝1～2kg／cm2あたりで，ほぼ，一定値

に落ち着くとみなしてよいと思われる．除荷過程では，載荷時と同じ経路を通らず，Kc値は

avの減少に伴なって増大し，・v～1（。関係はループを描く．

　以上述べたような，σh～Ov関係およびK。～σ。関係は，傾向的に，粘土あるいは砂のK。

圧縮挙動と傾向的に全く同じであり（たとえばAIXie1　ha　mi　d　etα1．，1976，　Si　ngh　et　al．，1973

などと比較して），本章に用いた円柱から成る2次元粒状体の挙動は，巨視的には，実際の土

の挙動に非常によく似ており，少くとも定性的には粒状体のモデルたり得ることを示唆してい

ると言えよう．

　9．4．3　1（。値と間隙比の関係

　間隙比がK。値に及ぼす影響については，現在2通りの考え方がなされている．第1は，初期

間隙比e。が大きいほどK。値も大きいとする考え方であり，第2はK。は初期間隙比e。によら

ないとする考え方である．

　K。と内部摩擦角φノを関係づけるたとえばJ‘kyの式K，、＝1－sinφノを用いれば，φtはe。

と密接な関係にあるから，K。はe。に依存することになる．
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　一方落合の提案式K。＝1－sinφ・vを用いることにすると，φ・vは初期間隙比によらない

一種の材料定数であると考えられているから，K。もθ。によらないことになる．

　Col　e（1967）その他の研究者による砂のK。実測値を検討した落合（1976）によれば，砂のK。

値がφ’したがってe。に依存することは実験的事実であるが，測定値にかなり大きなばらっ

きがあり，ある一つの土については（粘性土を除外して考えて），e。によりそれほど大きく変

化するものではないようである．Moore（1971）の実測値にっいても同様のことが言える．

　図9．　8は，二次元粒状体についてのK。値と最終間隙比の関係を示している．eが大きいほど

K。が大きいという関係があるようにも見えるが，データ数が少いこと，ばらつきが大きいこと

のために断定は困難である（小西，1978）
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図9．8　静止土圧係数と間隙比の関係
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　9．4．4　K。値と粒子構造異方性の関係

　粒子構造とK。値の関係を調べた例は少ない．Abdelhamid，Salah　and　Kri　zek（1976）は，

カオリン粘土の分散構造スラリーと，綿毛構造スラリーとで，圧密平衡状態におけるK。値に

差を見出すことができなかったと報告している．粒状土の粒子構造とK。値に関する報告は今

のところ見あたらないようである。しかし，他の諸性質，たとえば，強度や変形特性が，構造

に左右されることは周知の事実であり，K。値も構造によって左右されるであろう．そこで，粒

子構造異方性とK。の関係を調べてみた．

μ
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　（a）異方度A　　2次元粒状体の構造異方性を定量的に表わすため，第4章で導入した異方

度（degree　of　anisotropy）Aを用いることにする．　Aは，粒子接点角β（図9．　9）の確率密

度関数E（β）を用いて，次のように定義されている．

A＝

　晋
いβ）…β・β

∫：・（β）…β・β

　粒状体が統計的等方性であると，A＝1となる．

　粒子接点角βは，試験の各段階で撮影しておいた写真上で測定する．境界の影響などを考慮

して，供試体中央部の1／2面積内に重心を有する粒子を対象とした．

　粒子接点角の頻度分布の例を，図9，10に示す．これらの分布より，異方度Aを求め，K。と

の関係を示したのが図9．11である．

‘ X

　　←
↓田↑

Z

図9．9　粒子接点角と粒子間力の方向角
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　図9．10　Ko圧縮の初期および最終状態における粒子接点角の分布

　　　　　　　　　（左）初期状態（右）最終状態
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　図9．10においては，鉛直荷重を加える前の初期粒子接点角分布と，鉛直荷重を上限まで加

えた状態における粒子接点角分布を示してある．載荷の初期において，若干の粒子のすべりが

生じるので，粒子接点角分布は多少変化するが，第4－一　6章に示した塑性的な変形が卓越する

場合に比べると，変化の程度はごく小さいことがわかる．これは，二軸圧縮やせん断の場合に

比べて，変形の自由度が少ないことによるが，粒子形状が円であって，方向性を有しないもの

であることも関係がある．実際の砂においては，粒子形状は不規則で，程度の差こそあれ，粒

子に方向性があるから，圧密過程で粒子の配向が生じる．この粒子の配向は粒子接点角分布の

変化をもたらすであろう．したがって，実際の砂においては，初期粒子接点角分布とある程度

K，、圧縮を受けたときの粒子接点角分布とでは，ある程度の差異が生じるものと考えられる．

　図9．11は，鉛直荷重最大時におけるK。と，異方度Aの関係を示している．異方度Aが大

きいほど，K。が小さくなる傾向がはっきり現れている．図9．8で見たように，間隙比とK。の

間にはっきりした相関が現われなかったのに対して，AとKoの間には負の相関があることが

わかる．

一90－60－30　　　30
　　　　　　　e（り

　　　　　その1

一90　－60　－30　　0　　30　　60　　90

　　　　　　　B｛’｝

　　　　　　その2

一90－60－30　0　30　60　90
　　　　　　　8（’）

　　　　　その3
　図9．12　粒子間の平均値
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　9．4．5　粒子間力

　σv最大時に，各接点において生じている粒子間力を，光弾性等色線写真上で測定し，粒子接

点角の各区間ごとの平均値を求めてみたのが図9．12である．これらの図よりわかることは，粒

子間力の期待値は，σ。方向（ほぼ最大主応力σ1方向に等しい）に法線を有する接点で最も大

きく，ah方向（ほぼ最小主応力σ3方向に等しい）に法線を有する接点で最も小さいという

事実である．これは，せん断において観察された事実と傾向的に同じである．

　なお，粒子間力は，粒子内の中心より半径の4／5の点の縞次数の最大値で表わし，φ6，φ

10　mm粒子の縞次数はφ8mmの粒子のそれに換算，統一してある．また，0，5次未満の縞

次数の接点はほとんど測定対象からはずしてある．

　9．4．6　接点において発揮されている摩擦角

　粒子間力の方向を，等色線縞の形状（概ね粒子間力の方向に長くなる）から推定し，σv方向

から測ってθiとする．このθ・と粒子接点角βiとの差をδ・とすると（図9．　9参照）

　　　δi＝θt一βi

　は，接点C，において発揮（動員，mobilize）されている摩擦角であって，そのとり得る

一30－20－－10　0　　102030－40≒30－20－－10　0　10　203040

　　　　　6｛．）　　　　　　　　　　　　δ（．）

一40－30－20－10　0　　10　20　30ム〇三∋O－rO－10　0　10　20　30　40

　　　　　　6（．｝　　　　　　　　　　　　6（°）

　図9．13　接点において発揮されている摩擦角の分布
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範囲は，粒子間（物理）摩擦角をφ、とすれば，

　　　1δil≦φ，

　であり，等号が成り立つとき，その接点C，はまさにすべろうとする状態にあることになる．

　供試体全体について，このδ・の分布を調べてみたのが図9．13である．この図に現れた分布

は，二軸圧縮やせん断時のものと基本的に同傾向を示しており，0°を中心に±φ。付近まで正

規分布的な分布をしている．そしてδにφ、の条件を満足する接点がK。状態においても存在

することを示している．

　9．4．7　考　察

　落合の式（5，14）によって本実験に用いた粒子の粒子間摩擦角φ，ニ20～30°（平均24°）

に対応するK。値を計算するとK。＝O．　490　一・O．　333（平均値に対してはO．　422）となる．

　一方，K。の実験値は，　K。＝O．　345　一　O．556（平均0．473）となっており，同じ粒子で構成

されているにもかかわらず，前述のように粒子構造や間隙比の違いによって，かなりの幅に散

らばっていることがわかる．

　前項で観察したように，K。状態においてもすべり接点が存在するので，第7章で導いた，す

べり接点に支配される強度式（7．　34）

　　　号一A・・n・（二こ十φい4　　　2　・）　　　　　　　・7・・34）

　を適用してみると，図9．14の実線のようになる．A＝1．0におけるK。値が，落合による値

に相当している．
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　実験値は，Aに対して，式（7．34）以上に大きく変化しており・式（7．　34）によっては完

全には説明がっかないようである．式（7．34）は，ひずみ硬化時の応力比が異方度Aに比例

することを示しており，ごく少数のすべり接点での挙動が全体を支配すると考えたものであっ

た．側方変位を拘束したK。圧縮においては，ごく少数の接点ですべりが生じ，粒子群と粒子

群との間に相対変位を生じようとしても，二軸圧縮に比べて，拘束が大きく，二軸圧縮の場合

と同じようなひずみ硬化はできない．むしろ，初期構造によって規定された粒子間力の伝達の

仕方によって，鉛直応力と水平応力の大きさの比が決まってくるように思われる．

　したがって，静止土圧状態は完全塑性の状態とは言い難く，かといって，弾性状態でもない．

9

9．5結 論

　本章においては，二次元粒状体のK。圧縮を試みた．試験機各部や荷重計のひずみの相乗効

果により，完全な静止土圧状態を再現することはできず，擬似的な静止土圧状態での試験とな

った．粒子接点角と粒子間力の測定をも行なって，静止土圧状態を微視的観点から考察し，次

のことがわかった．

　（1）二次元粒状体の鉛直応力～鉛直ひずみ関係，鉛直応力～水平応力関係，鉛直応力～静止

土圧係数関係はいずれも実際の土の挙動と傾向的に同じであって，K。圧縮の特徴をよく表わ

す．

　②　静止土圧係数K。は，しばしば，内部摩擦角φ’との関係を議論されるが，諸研究者によ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノって測定された値は，かなりの範囲に散らばっている．有名なJakyの式以来，いくつかのK。

～φ欄係が提案されているが，いずれも大きな差はなく，散らばったデータの中ほどを横切

っている．

　（3）二次元粒状体について間隙比とK。との関係を調べたがはっきりした相関は見出せなか

った．

　（4）粒子接点角の分布を，圧縮の各段階において調べてみると，初期状態と圧密平衡状態と

を比べてみても顕著な差異は見出せなかった．したがって，K。圧縮時に粒子構造はあまり変

化していないと言える．

　これは粒子が円柱状で，圧密による粒子配向が生じにくいことと，圧密による間隙比変化が

小さいことによるものであろう．

　（5）粒子接点角分布より求めた異方度Aと，K。値との関係を調べてみると，　Aが大きいほ

ど・っまり・接点の法線方向が鉛直応力方向に集中しているほど，K。値は小さくなることが

わかった・この傾向は，第7章で述べたひずみ硬化機構だけでは説明できない．

　（6）粒子間力の平均値は粒子接点角βによって変化し，鉛直応力方向において最大，水平応

力方向において最小となる．

令
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●

　⑦接点において発揮されている摩擦角の分布を調べてみると，二軸圧縮やせん断のときと

同じく，正規分布状に散らばり，すべり条件を満足する接点も，二軸圧縮やせん断の場合と同

程度に存在している．

　（8）以上の微視的観察の結果は，側方変位を許している二軸圧縮の場合や，単純せん断の場

合と共通する性質も多いが，ひずみ硬化の機構は完全に同じでないようで，初期構造によって

規定される粒子間力の伝達の仕方を考慮に入れなければならないだろう．静止土圧状態はかく

して，完全な塑性状態ではないが，かと言って，弾性状態とも言い難い，独特の状態であると

考えられる．

’
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第10章　結 －A
日冊

　本論文は粒状体の変形・強度の機構を解明することを目的として，光弾性材料を用いた二次

元模型粒状体の各種試験結果を述べ，ひずみ硬化の機構や主応力の回転に関する理論的考察

を加えたものである．

　各章において得られた結論をまとめると次のようになる．

　第1章においては，粒状体力学についてその目的・範囲・方法などを述べ，本論文の目的を

述べた．

　第2章においては，粒状体の力学的性質を支配する諸要因について，従来の研究を引用しな

がら，物性論的に述べた．すなわち，粒状体の力学的性質は，粒子そのものの性質と粒子の集

まりとしての性質に支配され，さらに現実的には試験条件によっても左右されることを述べ，

各項について詳しく調べた．

　第3章においては，粒状体の変形・強度に関するいくつかの研究について，ダイレイタンシー

に関する初期の研究，微視的考察に基づく研究，塑性論的研究，統計論的研究の各々について，

概観した．

　第4章以降においては，光弾性材料で作られた円柱形粒子から成る二次元模型粒状体を用い

て，各種試験を行なった．いずれの試験においても，いわゆる応力・ひずみ関係などの巨視的

挙動は砂のそれらと傾向的によく一致しており，粒子レベルでの微視的観察を行うための砂の

モデルとしては適当であると判断できる．なお，＝二次元粒状体で観察された結果は，できる限

り，小田の行なった砂での観察結果と比較対照して，その妥当性を確めた．

　第4章においては，二次元模型粒状体の二軸圧縮試験結果に基いて，粒状体におけるひずみ

硬化過程の微視的考察を行なった．

　粒状体のひずみ硬化過程においては，粒子間接点における接平面に立てた法線方向Niが，

応力比の増大とともに，最大主応力σ1の方向へ集中してゆく．ダイレイタンシーも又構造異

方性の発達と密接な関係があることがわかった．

　粒子間接点において伝達される粒子間力は，各接点において，区々の値をとるが，その平均

値は粒子接点角βの函数となっている．すなわち，最大主応力方向で最大値，最小主応力方向

で最小値となるような平均値をもつことがわかった．

　粒子間接点において発揮されている摩擦角δ1の分布を調べてみると，粒状体全体では，およ

そ0°を平均値とする正規分布となっており，すべり条件を満足する接点はごく少数であった．

このことは，Horneが述べているように，粒状体の変形は，ある瞬間には剛である粒子群と
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粒子群の間の少数の接点でのすべりによって生じていることを意味するものであろう．

　第5章においては，二次元粒状体の単純せん断試験結果を述べた．

　粒子間力から応力への変換を行ない，応力状態の変化を調べると，主応力軸は，せん断応力

の増大に伴って，徐々に回転してゆくことがわかった。またせん断応力の負荷面（水平面）は，

必ずしも最大傾角面ではなく，最大せん断応力面でもないことがわかった．

　粒子接点の法線方向N’は，せん断の場合にも，せん断応力の増大に伴い，最大主応力の方

向に集中する傾向があることがわかった．主応力軸が回転するので，集中方向も回転してゆく．

単純せん断におけるひずみ硬化の機構は，主応力方向に着目すれば，軸差応力系の下でのひず

み硬化と，ほぼ同じと考えてよいようである．

　第6章においては，二次元粒状体の繰返し単純せん断試験結果を述べた．一方向繰返しせん

断においては，第1回目のせん断における，ひずみ硬化によって生じた粒子構造が，除荷時に

かなり保存されるので，第2回目以降の載荷に対しては，わずかのひずみで直ちに抵抗し得る

ようになっている．第1回目のせん断を除き，主応力軸の方向とNiの集中方向とは，ピーク

以外一致しない．第2回目以降の載荷に対しては構造変化の幅は小さく，最終的には，同一経

路を往復するようになり，弾性状態に至る．

　両方向繰返しせん断においては，せん断応力の向きが変わるごとに最大主応力方向も正負反

転するから，1V・の集中方向も正負反転しなければならない．したがって，反転することに，

大幅な粒子再配列を要する．また反転ごとにそれ以前のひずみ硬化の影響が（せん断ひずみに

関しては）解消され，新たなひずみ硬化を繰返すことがわかった．定常状態においても変形は

塑性的である．弾性的な変形は除荷時のみに観察された．これらの結果を基に，構造変化のモ

デルを考えてみた．

　第7章においては，軸差応力下でのひずみ硬化機構を，理論的に考察し，応力比・構造式を

導いた．また粒子間力の推定式を導いて，実測値と一致することを確めた．

　粒状体全体でのNrの確率密度函数と，ある面上での確率密度函数の関係を理論的に考察し

た．

　第8章においては，単純せん断における主応力軸の回転に関して，理論的考察を行なった．

粒子構造から主応力軸の回転角を求める式を導くとともに，主応力軸の回転角se’と応力比τ／σN

の間に　τ／σN＝xtanψ　なる関係があることを見出した．　xは一種の材料定数である．

　第9章においては，粒状体の静止土圧状態の微視的考察を行なった．粒状体の静止土圧状態

は，完全な塑性状態でも弾性状態でもない独特の状態であることを認めた．

　粒子接点において発揮されている摩擦角を調べると，二軸圧縮の場合と同様，少数のすべり

接点が存在する．すべりが生じ，一次元圧密が起るのであるから塑性的な変形であるが，側方

の変位が許されないので変形の自由度が小さく，ひずみ硬化は完全には生じることができない

■
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ので，第7章で求めた応力比・構造式では完全には説明できない．

　なお静止土圧係数値は初期構造異方性と密接な関係のあることがわかった．

■

　本論文における研究は，土質力学の底辺の一角を占める粒状体力学に属し，土の性質の本質

を解明するために，ささやかな貢献をしようとするものである。

　このような基礎的研究は，土質工学的諸問題の解決に，直接寄与し得るものではない．しか

し，土の性質の本質を把えることが，将来，土質力学および土質工学の真の発展を支える基盤

となるであろうことを信じて疑わない．
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主な記号

　　　　　　　　　A：異方度（平面応力・二軸圧縮における），式（4．11）

　　　　　　　　Ap：定数，式（6．1）

A，，A・，A・，A4，B4：粒子構造を表わす係数，式（8．22），（8．25）

　　　　　　　B，B・：供試体の幅，供試体の初期の幅

　　　　　　　　　CI：i番目の粒子間接点

　　　　　　　　　C。：定数，式（7．19）

　　　　　Cl，C，，G：実験定数（小田），式（4．16）～（418）

　　　　　　　　　D＝1－v／ε1；ダイレイタンシー係数

　　　　　　　　　D：せん断変位

　　　　　E（α，β）：粒子間接点C，における接平面の法線方向の確率密度函数，式（4．2）

　　　　　　　E（β）：同上，ただし軸対称あるいは平面応力の場合，式（4．4），（4．5）

　　　　　Eρ（α，β）：任意の傾きをもつ面P上の粒子間接点に関する確率密度函数，7．42

　　Ex，Ey，Ez：X面，　Y面，　Z面上の粒子間接点に関する確率密度函数，7．4．3

　　　E1，E，，E　．・：各主応力面上の粒子間接点に関する確率密度函数，7．4．2

　F，F・，F2，…：函数を表わす

　　　　　　H，H。：供試体高さ，供試体初期高さ

　　　　　　　　　K＝tan2（π／4＋φμ／2），式（4、1），式（8．23）

　　　　　　　　K。：静止土圧係数，第9章

　　　　　　　　　M：全粒子数，式（’4．6）

　　　M，，M2，……：βの各区間に入る粒子数，式（4．6）

　　　　　　　　　M：集中度，式（5．2）

　　　　　　　　　Nり：粒子iで測定した，粒子jとの接点における縞次数，式（4．19）

Nxx，　NXY，NXz…：粒子構造を表わすテンソルの成分，7．4．3

　　　N，，1vi，Ni：粒子間接点C，における接平面の法線方向

　　　　　　N，Ni：粒子間接における接平面の単位法線ベクトル

　　　NX，」VY，NZ：X，　Y，　Z面上の接点の法線ベクトルの和，7．4．3

　　　　　　　　　P：垂直力

　　　　　　　　　R＝σ1／σ3；　主応力比（軸対称，平面応力における）

　　　　　　　　　　S：せん断力

　　　　　　　　∠S：粒子間接点における平均接触面積（小田），式（4．15）

∠Sx，∠SY，ASz：X・Y，　Z面の面積
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ASbdS2，AS3：各主応力面の面積
　　　　　　　Si／、∫3：fabric　index（ノ1・田）；構造異方性を表わす指数，式（4．15），

　　　　　　　　　　　　（4．16）

　　　　　　X，Y，　Z：直交座標軸，第4章，第7章，第9章ではそれぞれ最大，中間，最

　　　　　　　　　　　　小主応力方向に一致させる．第5章，第6章，第8章ではXは鉛直

　　　　　　　　　　　方向，Zはせん断方向に一致させる

　　　X’，Y’，Z’：直交座標軸，最大，中間，最小主応力方向に一致させる，第8章

a，b，　c，　d，　e，∫：実験定数，式（4．12）（4．14）

　　　　　　　　α，b：定数，式（6．　1）

　　　　　　　e，e。：間隙比，初期間隙比

　　　　　ex，ey，ez：X，　Y，　Z方向の単位ベクトル

　　　　　　　∫，f　：粒子間力，粒子間力ベクトル

　　　　　　　∫‘，f、：同上（接点C，における）

∫・、 ，∫y，　，∫。，　：粒子間力のX，Y，　Z方向成分の平均値

　∫i，∫2，∫3：粒子間力の各主応力方向成分の平均値

万、，∫：，，∫：、：X面上の粒子間力のX，Y，　Z方向成分（上付添字が考えている面

　　　　　　　　　を表わす）

∫多　∫；　∫：：X面上の粒子間力のX，Y，　Z方向成分の平均値

∫11，∫22，∫33：各主応力面上の粒子間力の各主応力方向成分の平均値，式（7．13）

　　　　　　　i：個々の粒子あるいは個々の接点を表わす添字

　　　i，ゴ，k：同上，ただし区別する必要のあるとき

　　k，，k2，　k3：構造を表わす係数

　　　　　　　1：線分の長さ

　　1，，12，1，：solid　path　を各主応力方向に単位距離進む間に通過する接点数；

　　　　　　　　Ml，M2，M3の逆数；式（7．15）

　Mb　M2，　M3：mean　projected　solid　path（Horne），式（7．16）

　　　　　　　n：接点数

　　　　　　　n：単位面積当り接点数

　nl，　n2，　n3：各主応力面上の接点数

　nx，nv）nz：X，　Y，　Z面上の接点数

　　　r，ri，　r：粒子半径，粒子iの半径，平均粒子半径

　　　　　　　V：体積ひずみ

　　　　　　　V：体積ひずみ増分

‘

D

－亀

●、

ψ‘

』



，よ

〆・

　X，y，2：直交座標軸

　　　　　　α：光弾性感度，式（4．19）

　　　　　　α：任意面の傾角（二次元）

　　　　α，β：粒子接点角を表わす角度，　4．7．2

　　αi，β，：接点iにおける粒子接点角，　4．7．2

　　　　　β：粒子接点角，（二次元）　4．7．　2

　　　　　βp：任意面Pの傾角

　　　　　β’：任意面の法線方向から測った粒子接点の法線方向の傾き

　　　　　　r：せん断ひずみ（shear　distortion），　5．3．1

　　rR，　rp：残留せん断ひずみ，せん断ひずみ振幅，第6章

　　　　　δi：接点iにおいて発揮されている摩擦角，4、9

ε‥ε2，ε3：主ひずみ

　　　　　ε・：垂直ひずみ（単純せん断），5．3．1

　　eh，εv：水平，鉛直ひずみ，第9章

　　　　　θi：接点iにおける粒子間力の傾斜角（二次元）

　　　　　x：定数，式（8．　23）

　　　　　κG：定数，式（5．8）

　　　　　λ：定数，式（5．9）

　　　　　μ：統計量の平均値を表わす

　　　　　μ：粒子間摩擦を示す添字

　　　　　レ：ボアソン比，式（9．3）

　　　　　ξ：主ひずみ増分軸の方向

　　　　　πi：粒子間接点C，における接平面

　　　　　σ：統計量の標準偏差

σ，，σ2，σ3：主応力

　　σh，σv：水平，鉛直応力，第9章

　　　　　σN：垂直応力（単純せん断）

　σ《，σ6：X面，Z面上の垂直応力

　　　　　τ：せん断応力

τx・2，τ。。：X面上のZ方向せん断応力，Z面上のX方向せん断応力

　　　　τp：せん断応力振幅

　　　　　φ：内部摩擦角

　　　　　φ：直径を表す記号
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φ’：有効内部摩擦角

φμ：粒子間摩擦角

φ・V：限界間隙比における内部摩擦角

φr：ダイレイタンシー補正を施した内部摩擦角，（Newland　and

　　　Allely，　Rowe）

φPt・：現在の最大傾斜角（松岡）5．1節

　e：最大主応力軸の方向，第8章

　ψ・：N、の集中方向，式（5．　1）
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