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Chapter　1

！

INTRODUCTION

1．1．　General　Remarks

　　　　　This…kp・esent・a・y・thesi・ed・u・・ff。。d。・。f，urface　f、。w

and　subsu「face　fl・・f・・hiユ1・1・p・・y・tem，　and。n　th。　b。。i，。f　i七a

P°we「ful　apP「・a・h　f・…a・－time・p・rati・n・f・eserv。i。，y。tem，　iS

proposed．

　　　　　In「ecen七P・・t　d・・ades・・ith・h・i・d・・・・…i・a七i・n・。ve・。p・。g

°ve「七he　w°「ld・th…ci・・envi・・nment・hav・g・・at・y。h。。g。d。。　th。t

the「eq・irem・nt・f・r　th・・upP・y・f・・ter　re，。。rce，　hav。　i。。。eased

sha「pユy・and・w・ter　p・…ti・n　h・・b…m・q・it・・eri・u・．　C・n，。q。。nt・y、he

sh°「tage・f　f・e・h　water　h・・bec・me　a　g・eat　p・・b・em．　F。。　examp・。，　in

Chi・a・acc・rdi・g　t・ap・・li・ina・y・・timati・n　th。　t。t。l　am。unt。f。。ter

「es°u「ces　will　be　27°°billi・n・ubic　met…，b・t　th…t・r　q・anti七y

pe「capit・i・・nly　2700・ubi・me七…，whi・h　i，　f。。　less　than　th。

ave「age°f　1093°cubi・met…p…apit・th・・ugh　th・w…d．　M・r。。v。rt

the　di・t・ib・ti・n・f・・t・・res・urce・i・un・v・n；。。t。r　r。，。urces　a。。
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Liaoning　provinces　as　well　as　in　the　industrial　bases．　It　is　clear

that　water　deficiency　in　the　not－so－distant　future　will　become　even

more　acute　and　will　be　a　major　factor　constraining　the　development　of

loca1　θconomy　in　Nor七h　China．

　　　　In　order　to　guarantee　an　adeqrate　supply　for　both　na七ional

economic　development　and　people‘s　need8，　water　resources　are　to　be

developed　in　a　comprehensive　manner　through　overall　planning　and　with

good　management，　so　that　optimum　results　of　di8as七er　control　and

consequential　benefits　may　be　achieved　at　the　least　possible　cost．

This　thesis　will　deal　with　the　七echnical　problem　concerned．　When

formulating　a　development　plan　of　water　resources　or　a　management

program　for　existing　projects，　one　of　the　mos七　important　needs　is　a

method　to　accurately　estimate　the　runoff　from　hillslope　system．　In

thi日　七hesis　the　runoff　processes　will　be　explained　from　both　physical

and　hydrological　points　of　view，　and　one　approach　for　real－time

control　of　water　resources　systems　will　be　presented・
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1．2．　Development　of　Runoff　Model

　　　　　Modern　hydrology　dates　from　the　1930s　with　the　work　of

Horton（1933）　and　Sherman（1932）．　Horton　first　outlined　in　full　the

classical　model　of　hillslope　hydrology　in　terms　of　his　infil七ration

七heory　of　runoff．　Central　to　his　analysis　of　runoff　was　the　view　that

七he　soil　surface　acts　as　a　sieve　capable　of　separating　rainfall　into

two　basic　components，　surface　runoff　and　subsurface　runoff．　Horton’s

two　assumption8　that　七he　excess　of　rainfall　intensi七y　over

infiltration　capacity　is　the　801e　source　of　runoff　quick　enough　七〇

produce　the　stream　hydrograph　peak　and　that　all　infil七ration　would

pass　into　groundwater　and　was　the　sole　source　of　the　baseflow　part　of

the　hydrograph　fitted　very　well　with　Shermants　unit　hydrograph　theory

of　basin　runoff．

　　　　　Although　the　hydrological　models　of　Horton　and　Sherman　proved　to

be　so　historically　comple皿entary　，　they　were　fundamentally　differen七　in

character．　Sherman　employed　sweeping　assumptions　to　develop　a　　ll

black－box　t「apProach　to　the　prediction　of　storm　runoff　outpu七　from　a

watershed　as　the　result　of　storm　input．　Horton　belonged　to　the

traditional　l，　white－box　”　school　of　hydrology．

　　　　For　making　the　runoff　process　clear，　white－－box　models　are

indispensable．　In　the　following　pages　a　summary　of　white－box　hills1（ヰ）e

runoff　models　will　be　presented．

　　　　　Figure　1．1　shows　the　physical　8e七ting　of　a　hillslope　feeding　a

stream　channel．　There　may　be　surface　flow（　including　overland　flow　）

across　the　land　surface　and　interflow（　or　subsurface　flow　）　in　七he

soil　layers　including　saturated　flow　and　unsaturated　flow．　A　so－called

white－box　model　is　a　mathematical　model　which　use8　the　time－　and

space－dependent　rainfall　as　inputs，　and　then　outputs　（a）　the　ou七flow
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hydrograph，　（b）　the　time－　and　8pace－configurations　of　such　internal

variables　as　the　pressure　head，　water－table　heigh七，　soil　mois七ure

content，　seepage－face　height，　depth　and　velocity　of　s七reamflow　and

overland　flow，　and　infiltration（　or　return　flow　）　intensity．

　　　　What　can　be　immediately　recognized　is　that　a　mathema七ical　runoff

model　in　the　general　form　is　made　up　of　a　set　of　three　component

models，　one　for　overland　flow，　one　for　subsurface　flow　and　one　for

channel　flow・　The　near－surface　satura七ed　日tormflow　and　unsa七urated

stormflow　are　generally　classified　as　subsurface　flow．　The　groundwater

flow　forms　the　baseflow　of　hydrograph，　and　has　fewer　contributions　for

the　short－time　runoff　than　the　near－surface　saturated　flow．　Moreover，

the　groundwater　flow　generally　does　not　fluctuate　very　widely

according　to　rainfall　intensity・　For　these　reasons，　it　is　usually

neglected　from　the　shor七一七ime　runoff　models．　The　七hree　component

mathematical　models　of　hillslope　hydrology　can　be　summarized　as

follows：

　　　　（1）　Transient，　saturated－unsaturated，　subsurface　flow　in　a　two－

　　　　　　　　dimensional　cross－section　with　heterogeneous，　anisotropic

　　　　　　　　media；　boundary　conditions　tha七　allow　time－　and　space－

　　　　　　　　dependent　arrival　of　rainfall　on　七he　upper　日urface　and

　　　　　　　　outflow　to　七he　s七ream　and　overlandsystem　through　a　transient

　　　　　　　　seepage　face．

　　　　（2）One－dimensiona1，　transien七，　channel　flow　with　boundary

　　　　　　　　conditions　that　allow　七ime－　and　space－dependent　arrival　of

　　　　　　　　lateral　inflOW．

　　　　（3）One－dimensi・nal　treatment・f　the　sheetfl・w　represen七a七i・n・f

　　　　　　　　transient　overland　flow；　boundary　conditions　that　allow　time－

　　　　　　　　and　space－dependent　arrival　of　rainfall，　infiltration　七〇　the
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　　　　　　　　subsurface　system　or　inflow　from　the　subsurface　system，　and

　　　　　　　　outflow　to　the　stream．

　　　　　Solutions　are　available　for　each　of　these　componen七　systems．

Sa七urated　flow　is　a　classical　field　of　geohydrology　and　hydrogeology．

The　equation　of　motion　of　saturated　flow　is　expressed　as　Darcy1s　law．

The　main　solutions　were　analytical　methods　until　the　1950s．　However，

in　recent　decades，　七he　development　of　computers　has　made　complex

problems　which　cannot　be　solved　with　analytical　methods　capable　of

being　日01ved　with　numerical　techniques．　The　biggest　remaining　problem

is　that　there　is　seldom　enough　data　of　the　hydrogeological　parame七ers

available　at　field　sites　to　provide　the　necessary　input　to　七he

physically－based　models．

　　　　　Since　Darcy　l　s　law　for　saturated　flow　was　　extended　to　unsaturated

flow　by　Richards（1933），　unsa七urated　flow　can　be　七reated　with　七he　same

model　and　same　solving　technique　as　saturated　flow．　But，　the

infi1七ra七ion　of　rainfall　is　a　pending　problem．　Hydrologists　have　tried

七〇　explicate　what　role　the　infiltration　plays，　and　scien七is七s　of

agricul七ure　and　soil　mechanics　to　explain　the　mechanism　of　motion　of

water　in　the　unsa七ura七ed　zone．　Much　of　this　research　was　based　on　the

work　of　Horton　and　Philip・　Satisfactory　results　have　not　yet　been

found．

　　　　　Flow　in　stream　channels　can　be　analyzed　with　the　classical

methodology　of　open－channel　hydraulics．　The　standard　text　is

Chow（1959）．　Regan（1966），　Strelkoff（1969），　and　Freeze（1972a）　made　great

contributions　to　the　development　of　the　equations　of　flow　and

numerical　techniques．

　　　　　Sueishi（1955）　assumed　that　overland　flow　can　be　trea七ed　as

sheetflow，　and　firs七　made　use　of　a　form　of　the　kinematic　approximation

of　the　shallow　water　equations．　工shihara　and　Takasao（1959）　solved
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analytically　the　kinematic　wave　model　of　overland　flow　with　the

boundary　conditions　that　allow　time－dependent　arrival　of　lateral

inflow．　Based　on　the　result，　they　explained　the　primary

charac七eristics　of　七he　overland　runoff　of　rainfall．

　　　　However，　as　shown　later　by　Ishihara　and　Takasao（1963）　themselves，

in　七he　hillslope　soil　near　land　surface　usually　七here　is　a　high－

conductivity　layer（　七ermed　the　A－layer　by　Takasao　），　where　so－called

interflow　exists．　Thi日　interflow　sometimes　returns　to　the　overland

flow　system・　With　Ishihara　and　Takasao，s　interflow　theory，　it　has　been

proven　tha七　the　in七eraction　of　overland　flow　and　interflow　has　strong

influence　on　七he　runoff　process　of　hillslope．　Furthermore，　Takasao，

Ikebuchi　and　Shiiba（1977）　proposed　a　coupled　model　of　overland　flow

and　interflow．　Recently，　Takasao　and　Shiiba（1981）　have　extended　七he

kinema七ic　wave　model　七〇　consider　the　effect　of　hillslope　geometry．

　　　　In　fact，　recent　research　has　led　one　step　further．　Models　of　each

of　these　components　have　been　presented　which　have　boundary　conditions

tha七　are　compa七ible　wi七h　the　adjoining　component　model．　工n　this　way，

two　or　more　of七hese　models　can　be　coupled　even　七hough　they　have　not

been　fully　integrated．　A　decision　has　thus　been　forced　on　us　by　the

state　of　the　ar七．　We　will　have　to　be　satisfied　with　couple（l　component

boundary　problems　rather　than　a　single　fully－integrated　analysis．

Takasao　et　al・’s　model　mentioned　previously　is，　in　fact，　a　coupled

model　of　overland　flow　and　interflow．　Regre七七ably，　unsaturated　flow　is

not　included　in　七he　model．　According　to　Sloan　and　Moore　（1984）

unsaturated　flow　generally　has　powerful　influence　on　the　runoff

process　of　hillslope．　Many　of　hydrogeologis七s　have　tried　to　couple　the

saturated　and　unsaturated　flows．　Freeze（1971），　Neuman（1973）　and　Akai，

Ohnishi　and　Nishizaki（1977）　coupled　the　models　of　saturated　and

unsaturated　flows　to　form　a　synthesized　subsurface　model．　The
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七reatment　of　the　water　table　is　sati日factory　but　the　treatment　of

seepage　face　is　not，　because　the　effect　of　overland　flow　is　not　taken

into　consideration．

　　　　Smith　and　Woolhiser（1971a，　1971b）　coupled　an　overland　flow　model

in　the　form　of　a　kinematic　cascade　to　a　subsurface　flow　model　in　the

sense　that　they　determine　infiltration　from　the　plane　a七any　point

wi七h　a　one－dimensional，　vertical，　saturated－unsaturated　flow

calculation．　The　mathematical　model　consisted　of　the　simultaneous

solution　of　the　kinematic　equa七ion　of　overland　flow　and　the　one－

dimensional　form　of　the　subsurface　flow　　equation．　Similarly　to　Neuman

e七　al．1s　mode1，　in　Smith　and　Woolhiserls　model　infiltration　was

calcula七ed　on　the　basis　of　Darcy’s　law；　七he　hydraulic　effect　of

overland　flow（　which　was　described　by　the　kinematic　wave　model　）　on

the　subsurface　sysもem　was　completely　neglected．

　　　　　Ishihara　and　Takasao（1959），Wooding（1965a，1965b，1966），　Harbaugh

and　Chow（1967），　Chen　and　Chow（1968）　and　Kibler　and　Woolhiser（1970）

have　crea七ed　watershed　models　for　upstream　ca七chment　areas　tha七　couple

models　of　overland　flow　七〇　models　of　channel　flow・　With　this　apProach

the　shallow　water　equations，　or　their　kinematic　approximation，　are

first　applied　to　the　overland　flow　phase　with　rainfall　as　the　lateral

inflow，　and　then　to　the　channel　flow　phase　with　overland　flow　as　the

lateral　flow．　In　all　these　watershed　models，　coupling　exists　only

between　七he　surface　flow　components．　Subsurface　flow　is　either　ignored

or　specified　as　a　日imple　external　function　representing　loss　by

infiltra七ion．

　　　　　Freeze（1972b）　has　coupled　the　saturated－unsaturated　subsurface

flow　model　with　the　channel　flow　model．　In　the　coupled　model　overland

flow　is　no七　included．

8



　　　　　For　the　purpose　of　analyzing　comprehensively　the　hillslope

hydrological　processes　a　completely　integrated　model　of　overland　flow，

subsurface　flow　and　channel　flow　is　necessary．　工n　this　thesis　the

saturated－unsaturated　subsurface　flow　model　will　be　coupled　wi七h　the

overland　flow　model　to　form　a　synthesized　hillslope　mode1．　On　七he

basis　of　the　resulting　model　the　control　problem　of　reservoir　systems

will　be　examined．
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1．3．　The　System　Approach　to　Solving　Water　Resources　Problems

　　　　　In　recen七　decades，　in　the　area　of　wa七er　resources　management　two

new　developments　are　becoming　increasingly　more　important．　These　are

the　applica七ion　of　systems　analysis　techniques　to　improve　the　planning

and　decision－making　Processes，　and　the　need　for　interdisciplinary

teamwork　during　such　analy8es．　Systems　analysis　has　provided　a　new

dimension　to　man，s　analy七ical　capabili七ies，　and　improvements　in

computer　technologies　have　significantly　improved　man　I　s　computational

abilities◆　These　two　development，　in　combinations，　now　enable　planners

to　develop　new　and　effec七ive　management　strategies　for　a　resource　like

water．

　　　　　In　general　a　system　is　an　arbitrarily　isolated　combination　of

elements（　abstract　and　arbitrary　subdivisions　）　of　the　real　world．

Usually　the　elements　correspond　to　physical　components　of　the　real

world，　as　illustrated　in　Figure　1．2　for　a　river　basin．In　this　case　the

components　are　rivers，　dams，　sources　of　water，　users　of　water，etc．　The

mathematical　representation　of　the　system　is　termed　the　model　of　七he

system．　The　system8　approach　represents　an　a七temp七七〇find　answers七〇

questions　that　are　posed　regarding　complex　assemblies　of　physical

systems　with　interaction　between　the　subsystem合．　Systems　analysis　may

be　defined　as　an　analytical　study　tha七　helps　the　decision　maker　七〇

identify　and　select　a　preferred　course　of　action　among　several

feasible　alternatives．　It　is　a　logical　and　systematic　approach　wherein

assump七ions，　objectives，　and　criteria　are　clearly　defined　and

specified．　It　can　significantly　aid　a　decision　maker　to　arrive　at

bet七er　decisions　by　broadening　hi8　informa七ion　base，　by　providing　a

be七七er　understanding　of　the　system　and　the　in七erlinkages　of　the

various　　　subsystems，　by　　predicting　　　the　　consequences　　of　　several
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alternative　courses　of　action，　or　by　selecting　a　suitable　course　of

action　that　will　accomplish　a　prescribed　result．　Systems　analysis　has

added　a　totally　new　dimension　to　the　science　of　policy－Planning　and

decision－making．

　　　　When　we　relate　the　concepts　of　systems　analysis　to　the　problems

of　water　resources　management，　there　are　two　major　areas　of

application：　（1）　the　planning　and　（2）　the　operation　of　water　resources

systems．　Planning　for　the　unified　development　of　a　river　basin

consists　of　the　collection　of　a　data　base　followed　by　a　series　of

decisions，　e．g．，　whe七her　and　when　to　build　each　dam　and　canal，　where

to　locate　new　towns　and　industries，　how　to　opera七e　the　reservoirs　and

so　forth．　Planning　i8　concerned　wi七h　selecting　from　all　possible

alternatives　七hat　particular　set　of　actions　which　will　bes七　accomplish

the　overall　objectives　of　the　policy　planner．

　　　　Operation　of　a　water　re日ouroes　system，　on　the　other　hand，　is

concerned　wi七h　what　decision日　are　necessary　to　best　accomplish　the

objectives　of　an　existing　system．　While　the　operation　of　an　existing

water　resources　system　may　be　considered　disjointly　from　the　planning

functions，　the　planning　for　expansion　of　existing　system　definitely

must　encompass　七he　hypothesized　fu七ure　operation　of　the　system．　In

general，　operation　is　concerned　with　the　op七imization　of　an　existing

system，　whereas　planning　attempts　to　formulate　an　optimal　system　by

possible　additions　of　elements　七〇　the　existing　system．　In　this　work，

we　only　deal　with　the　operation　problem　of　an　existing　system．

　　　　Water　resources　sys七ems　are　large－scale　projects　generating　a

variety　of　influential　outputs・　Water　supPly　for　municipal，

industrial，　or　agricultural　use，flood　pro七ection，　energy　genera七ion，

navigation，　water　quality　improvement　and　recreation　are　some　of　the

many　benefi七s　these　systems　offer　to　the　societies　living　within　their
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influence　range．　To　fulfil　these　objectives，　a　water　re日ources　system

must　successfully　manage　the　water　volume日　provided　by　the　uncertain

natural　processes．This　is　where　the　element　of　risk　originates　and

often　becomes　the　cause　of　co8tly　opera七ional　fai’1ures．

　　　　　A8　defined　earliel㍉　operation　of　a　water　resources　system　is

concerned　with　the　op七imization　of　the　system．　Various　mathematical

optimization　models　of　water　resources　systems　have　been　suggested（see

Chapter　4）．　Although　some　of　these　models　perform　satisfactorily　in

the　particular　applica七ions　for　which　they　are　developed，　a

methodology　able　to　handle　七he　opera七ional　problem　of　water　resources

systems　in　it8　full　complexity　is　still　lacking．　As　a　result，　in

practise　the　majority　of　water　resources　systems　are　operated　by

heuris七ic　rules　derived　by　computer・－aided　simulation　and　engineering

intuition．

　　　　　Optimiza七ion　of　uncertain　dynamic　systems　is　the　subject　of

op七imal　stochastic　control　theory．　A　stochastic　control　study　is

generally　completed　in　two　s七eps：

　　　　　（1）　system　model　developmen七：　This　is　七he　phase　where　a　model

able　to　adequately　reproduce　the　sys七emts　behavior　is　identified．　The

identification　proeess　requires　intuitive　understanding　of　the　laws

governing　the　system　dynamics　and　can　take　advantage　of　input－output

data　records　七〇　properly　adjus七　certain　model　parameters．　A　system

model，　of　course，　incorpora七es　many　simplifying　assumptions　to　make

the　model　manageable．　One　must　be　wary　that　the　models　developed　do

no七　become　so　simple　that　they　no　longer　reflect　the　real　physical

system，　or　so　rigid　and　mechanical　that　they　cannot　include　the　social

benefits　and　costs．

　　　　　（2）　stocha日tic　controller　design：　Based　on　the　identified　model

and　specified　performance　criteria　which　must　correctly　reflect　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13



system‘s　objectives，　an　optimization　algorithm（　controller　）　is

designed　to　guide　the　system　in　successful　operation．

　　　　This　s七udy‘s　developments　will　proceed　along　these　lines．
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1．4　Framework　and　Outline

　　　　　Thi・th・・is　c・nt・ins　tw・part・・devel・pment・f　hill・1・p・・un。ff

m°d・land　r・al－time・p…ti・nal　manag・ment・f・・ltireserv・i・・yst・ms

i・th・i・g・n・・al　f・・m・Th・。・gani・a七i・n　i・i・di・at・d　by　th・f・ll・wi・g

outline．

　　　　　工n　Chapter　2　a　synthesized　hillslope　runoff　model　will　be

developed　and　applied　to　hillslope　sys七ems．　The　ma七hema七ical　model

consists　of　the　simultaneous　solution　of　七he　equation　of　two－

dimensional　saturated－unsatura七ed　subsurface　flow　and　the　sheetflow

equation　of　overland　flow．　The　intention　is　to　take　into　consideration

the　hydraulic　interaction　of　overland　flow　wi七h　subsurafce　flow　in　a

runoff　model．The　mathematical　model　is　solved　by　the　Galerkin　Finite

Elernent　Me七hod・　This　chapter　also　contains　simulation　analyses　of

influence　of　the　various　hydrological　parameters　on　runoff

characteristics　and　hillslope　hydrologic　processes．

　　　　工n　Chapter　3，　based　on　the　comprehensive　understanding　of

hillslope　runoff　processes　obtained　in　Chapter　2，　the　synthesized

runoff　nodel　is　lumped　to　form　a　lumped　parameter　runoff　model　for

practical　purposes．

　　　　Chapter　4　discusses　七he　real一七ime　control　problem　of

multireservoir　systems．　The　system　model　will　first　be　developed　in

its　general　form．　From　七he　system　model，　the　mathematically　treatable

opera七ion　problem　will　be　derived　and　then　the　development　of　a

suitable　control　algorithm　will　follow．

　　　　Chapter　5　is　a　verification　and　test　of　the　control　methodfs

reliabili七y，　computational　efficiency，　and　potential　in　rea1－time

decision　making．

15



　　　　　Chapter　6

directions．

concludes　the　study　and　identifies　further　research
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Chapter　2

　A　SYNTHESIZED　RUNOFF　M（）DEL　OF

SURFACE　FLOW　AND　S∬BSURFACE　FI、OW

2．1．　Mathematical　Model

2．1．1．　Region　of　Flow

　　　　The　two－dimensional　vertical　cross－section　ABCDEFGHA　shown　in

Figure　2．1　is　chosen　as　the　region　of　flow．　We　will　assume　this

section　七〇　be　in　a　plane　parallel　to　the　delivery　direction　of　water

七〇ward　a　s七ream．　The　stream　bounds　the　section　at　ABC　and　flows

「°ughly　p・rp・ndi・ular　t・it・The・・gi・n・f　fl・w　is　b・und・d・1・ng　AH　by

the　table　of　overland　flow，　and　along　HG　by　the　land　surface．　The

basal　boundary　is　a　geological　one　separa七ing　the　permeable　near－

surface　soils　from　the　less－permeable　underlying　soils　or　rocks．　In

some　cases　this　boundary　may　occur　where　the　developed　A－1ayer　of　soil

profile　blends　into　the　parent　material；　in　other　cases　it　may

separate　unconsolidated　geological　deposits　from　bedrock．　If　the

permeability　contrast　across　boundary　is　large　enough（　say　2　－　3

0rders　of　magnitude　or　more　），　we　are　justified　in　七aking　the　boundary

as　impermeable　and　disregarding　the　very　small　contributions　to　the

flow　sys七em　that　occur　below　it．　The　right－hand　boundary　GF　is　in　the

plane　separating　our　region　of　flow　from　the　adjacent　hillslope　that

feeds　　the　adjacent　tributary　　stream．　　The　configuration　　of　the　flow

17
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Figure　2◆1　Region　of　flow．
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system　decrees　tha七　there　is　no　flow　across　七hi日　plane　and　in　our　two－

dimensional　section　it　becomes　an　imaginary　impermeable　boundary◆

　　　　The　region　of　flow　consists　of　七hree　sub－regions：　region　of

overland　flow　ABHA，　region　of　saturated　subsurface　flow　BCDEHB，　and

region　of　unsaturated　subsurface　flow　HEFGH．　The　boundaries　may　be

highly　irregular，　and　the　region　may　harbour　a　complex　heterogeneous

and　anisotropic　configuration　of　soil　layers　and　geological

formations．

2．1．2．　Equation　of　Satura七ed－Unsatura七ed　Subsurface　Flow

　　　　The　equation　of　saturated・－unsaturated　subsurface　flow　is

developed　on　七he　basis　of　the　equation　of　con七inui七y　for　七ransient

flow　七hrough　a　satura七d－unsaturated　porous　medium，　and　is　put　in七〇　its

usual　form　with　the　aid　of　Darcy　i　s　law．

2．1．2．1　Pressure　Head

　　　　In　the　field　of　soil　physics　七he　energy　is　usually　used　a日　state

variable．　When　the　fluid　is　assumed　to　be　homogeneous，　a　potential

function　Φ　may　be　introduced　such　that；

　　　　tp・・9・・∫；。　iill，）dp・き・2　’　　（・・1）

where　g　is　gravi七ational　acceleration，　Z　elevation　above　some

・・f・rence　d・t・m・pfl・id　pressu…　pO　reference　pressure・lf　w・

・・n・id・・th…f…n・e　p・ess・・e　pO七・be　ze…七h・n　fl・id　pressu・・p

is　the　pressure　above　atmospheric．　ρ　i日　fluid　densi七y　and　a　func七ion

of　fluid　pressure　p，　v　is　fluid　velocity．　Generally　the　kine七ic　energy
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of　the　fluid　through　a　porous　medium　is　assumed　to　be　too　small　to　be

considered　by　virtue　of　the　low　velocities　encountered　in　subsurface

flow．　Between　the　fluid　pressure　p　and　pressure　head　h　the　following

relation　holds　true：

　　　　　dp＝gρ（p）dh　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）

Combination　of　（2．1）　and　（2．2）　yields

　　　　　・・gZ・∫Bgdh　・　9（・・h）　　　　　（・．3）

The　hydraulic　head　H　is　defined　as

　　　　H＝Φ／g＝Z＋h　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．4）

In　the　case　of　saturated－unsaturated　flow，　the　pressure　head　h　is

generally　selected　as　a　state　variable．　The　soil　water　in　the

saturated　zone　is　at　a　pressure　greater　七han　atmospheric，　so　i七8

pressure　head　is　positive．　The　soil　water　in　七he　unsaturated　zone　is

at　a　pressure　lower　than　atmospheric，　80　its　pressure　head　i8

negative（　a　subpressure　commonly　known　as　七ension　or　suction　）．　The

pressure　head　a七　a　free－water　surface　is　zero，　thus　the　pressure　head

is　continuous　over　the　entire　region　of　subsurface　flow．

2．1．2．2　Continuity　Equation　for　Saturated－Unsatura七ed　Flow

　　　　　The　equation　of　continuity　is　a　statement　of　the　conservation　of

mass　during　fluid　flow　through　an　elemental　volume　of　porous　media．　It

states　that　the　ne七　rate　of　fluid　mass　flow　into　any　elemental　control

volume　within　the　porous　media　must　equal　the　time　rate　of　change　of

fluid　mass　storage　within　the　element．　Referring　to　the　elemental

volume　shown　in　Figure　2．2，　the　equation　of　continuity　can　be　written

as　follows（Hillel，1971）：

　　　　量（ρVx）・吉（・・y）・器（・・、）＝一缶（・・）　　（…）

20



Z

　　　　　av

　　　　　　　Z

Vz＋
　　　　　az

　　　　　　V＋

N

∂V
　　x▽X

∂X

X
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21



For　the　two－・dimensional　flow　problem　to　be

Eq．（2．5）　becomes：

　　　　吉（ρVX）・竃（・・。ト量（・・）

where　　　　　　　ρ：

　　　　V＝（V，V　　　　　　　　　　　，v）：

　　　　　　　　　　y　z　　　　　　　X

　　　　　　　　　　　　　　ω；

　　　　　　　　　　X，y，Z：

　　　　　　　　　　　　　　t：

considered　in　this　study，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．6）

d。n。ity。f　wa七。。［M／L3］

velocity　of　fluid　flow［L／T］

moisture　content　of　soil［decimal　fraction］

coordinate　directions［L］

time［T］

2．1．2．3　Equation　of　Motion　for　Saturatd－Unsaturated　Flow

　　　　　For　saturated　flow，　the　velocity　is　given　by　a　simplified　form　of

the　momentum　balance　equation　known　as　Darcy　t　8　1aw

　　　　　　　　　　　　　　∂H

　　　　　｛1・｝＝－K｛藷｝＝－Kg・adH　　　　（・．・）

　　　　　　z　　　罷

where　　　　K：　hydraulic　conductivity　of　soil［L／T］

　　　　　　　　　H：　hydraulic　head　defined　by　Eq．（2．4）［L］

　　　　　　grad：　gradient　operator

In　this　case　K　is　constant　in　space　and　time．

　　　　For　saturated　flow　in　an　anisotropic　porous　medium，　DarcyIs　law

takes　the　following　form（see　Appendix　A）；

　　　　　｛1・｝

　　　　　　z

where

．．

mlxx　l・・］｛§｝．．K　gradH

　　　　　zx　zz寵

K；　hydraulic　conductivity　tensor

K．R。。。2。．K。i。2α
　　　　　　ζ　　　　　　n　XX

K．k。i。2。，K。。。2。
zz　　ζ　　　　　　n

（2．8）
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　　　　　　　　　　K　＝K　＝（K　－K　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）sinα　CO8α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ　　n　　　　　　　　　　　XZ　　　　　　　　　　　　　　　　　ZX

　　　　　　　　　　Kζ・Kn：hydraulic　c・nd・・ti・iti・・i・th・p・i・・ip・1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　direc七ions【L／T］

　　　　　　　　　　　　　　　α：angle　of七he　principal　direc七ions　relative　to　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　coordinate　axes

　　　　　For　saturated　flow　in　a　heterogeneous　and　anisotropic　medium，

Ki」（i・j＝x・・）bec・me・afun・七i・n・f・pace　d・・t・th・・P・七i・・

hete「°geneity・七hat　is・Ki」＝Kij（F）＝Kij（…）・・h・・e　F　den・t・・a

specific　geologic　formation　or　soil　type．

　　　　　Darcy　t　s　law，　though　originally　conceived　for　saturated　flow　only，

was　extended　by　Richards（1933）　to　unsaturated　flow　with　the　provision

that　the　conductivity　is　a　func七ion　of　the　pressure　head　h（　see　Figure

2．3　）．　Since　七he　pressure　head　changes　wi七h七ime，　k　is　also　a　function

of　time．　For　unsaturated　flow　in　a　heterogeneous，　anisotropic　medium，

Darcy　t　s　law　can　then　be　written　a日

　　　　　　V

　　　　　｛vx｝・－K（・，・，h）gradH　　　　　　　（2．9）
　　　　　　　z

Inserting　Eq．（2．9）　in七〇Eq．（2．6）　yields

、il」il　l・、（ρK・j－IG／．）・M。器　　（・・1・）

・here　（・1・・2）一（…）

　　　　　　　　　　（K11・K12・K21・K22）・（Kxx・K。。・K。x・Kzz）・

　　　　　　　　　　・。・f…d・a・scap・・i七y［肌4］

The　fluid　mass　capacity　is　defined　as　follows

　　　　　・。・器（・・）－i、（・・S。）　　　　　　（・．11）

where　　　　n：　porosity　of　soil［decimal　fraction】
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Figure　2．3 Functional　relationships　between
hydraulic　conductivity，　moisture
constent　and　pressure　head．
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　　　　　S。＝・D／・lsaturati・・［deci・al　fra・ti・n］

The　right－hand　side　of　Eq．（2．11）　can　be　expanded　to　produce　three

terms

　　　　・。・P・il「・ρS。器・nS。器　　　　　（・．12）

The　three　terms　in　Eq．（2．12）　have　very　specific　and　important

meanings．　They　refer　respectively　to　changes　in　the　mass　storage

within　the　elemental　volume　due　to　（1）　changes　in　the　degree　of

saturation，　（2）　changes　in　七he　porosi七y，　and　（3）　changes　in　七he　fluid

density．　The　first　of　七hese　effec七s　is　limited　to　七he　unsaturated

zone，　and　the　second　to　the　sa七urated　zone．　The　changes　in　the

porosity　are　related　to　the　compressibility　of　七he　porous　medium，　and

the　changes　in　七he　fluid　density　to　the　compressibility　of　the　fluid．

If　water　and　soil　can　be　considered　to　be　elas七ic　materials．　The

compressibilities　of　water　and　soil　can　be　expressed　approximately　as

follows：

　　　　dn

　　　　盃＝ρ9α　　　　　　　　　　　　（2・13）

　　　　器・ρ29β　　　　　、　（・・14）

where　　　　　α：　compressibility　of　soi1

　　　　　　　　　β：　compressibility　of　water

　　　　On　the　other　hand，　the　moisture　contentωis　a　characteris七ic

function　of　the　pressure　head．　Soil　physicists　have　denoted　七he　slope

of　七his　curve，　which　is　al日o　a　function　of　pressure　head，　as　the

specific　moisture　capacity：

　　　　C＝d（・S。）／dh　　　　　　　　　　（2・15）

F・rah・七…g・n。。u，。edium，　c・c（F，h）．

　　　　　Inserting　Eqs．（2．12），　（2．13），　（2．14），　and　（2．15）　into　　Eq．（2．10）

yields

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　25



、ilji1｛・1．、（・・j；≒）・；≒K・，；昊j｝・ρ（・・S。S。）器

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一一一一一一一一一一一p－一一一一一一一一（2．16）

whe「e　S。d・n・tes　specific　st・・ag・and　i・d・fi・・d・・

　　　　　Ss＝ρ9（α＋nβ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・17）

　　　　　The　second　term　in　the　left－hand　side　of　Eq．（2．16）　is　far　smaller

than　the　first　term．Thus，　it　is　usually　neglected．　This　approximation

reduces　Eq．（2．16）　七〇

、iljil　l．、｛・・j　g．」（・…）｝・（・・：・，）荒　（・・18）

This　i8　the　final　form　of　the　governing　equation　for　saturated－

unsaturated　subsurface　flow．

2．1．2・4　Soil　Parameters

　　　　　In　the　unsaturated　domain，　七he　hydraulic　conductivity　K　and

mois七ure　conten七are　bo七h　functions　of　the　pressure　head　h　for　any

soil　type　F．　The　func七ional　relationships　are　hysteretic　in　that　the

curves　differ　depending　on　whether　the　80il　is　wetting　or　drying．　To

illustrate，　Figure　2．3　shows　the　characteristic　curves　for　a

naturally－occurring　soil　known　as　Del　Monte　sand（Liakopoulos，1965）．

The　scanning　curves　between　the　main　wetting　and　drying　curves　provide

the　necessary　data　for　cases　where　the　soil　changes　from　wetting　to

drying　or　vece　versa　at　some　intermediate　condition　of　saturaもion．

　　　　　The　specific　moisture　capacity　C　that　appears　in　Eq．（2．18）　is

simply　the　slope　of　the　curveω＝ω（h）．　For　saturated　flow（h＞0），七he

・・il　paramet・r・are　c…tant，　and　K・Ks i・at・・at・d　hydrauli。

conductivity），ω＝ns　and　C＝0．
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　　　　　As　pointed　out　by　Freeze（1971），　while　hysteresis　can　be　important

ln　some　applications，　it　seems　likely　that　the　uncertainties　a8　to　the

exact　f・rm。f　th・basic　c・・v・・f・・fi・ld・。ils　will・・re七han・utw・igh

the　sec・ndary　i・flu・nces・f　hysteresi・i・hill・1・p・hyd・・1・gy

simulations．1七is七herefore　common　to　utilize　single　K（h）andω（h）

curves　to　represen七　the　unsaturated　hydrologic　properties　of　a　soil．

　　　　　The　K（h）andω（h）curves　are　strongly　dependent　on　80il　texture．

Figure　2・4・h・ws　cu・ves　f・r　three　hyp・th・ti・al・・il　typ・s（Freeze，

1971）・（・）aunif・・m・and，（b）・・ilty・and，　and（・）・・ilty・1・y．　Th。

uniform　sand　show日　high　saturated　hydraulic　conductivity，　a　low

porosity，　a　high　capacity　over　a　narrow　range　of　pressure　heads，　and

low　moisture　conten七　at　high　tension　needs．　Such　a　80il　would　show　a

sharp　gradient　in　mois七ure　content　and　permeability　across　the　water

table．　As　a　soil　becomes　lθss　uniform　and　less　permeable（　curves　b　and

・）・th・p・r・・i七y　i・・rease・，　and　the　specific　s七・・age　cap・・ity　bec。。es

more　uniform・　Moisture　contents　and　permeabilities　would　七end　to　show

more　gradual　changes　in　the　vicinity　of　the　water　table　in　such　80ils．

　　　　　Th・ha　val・e　sh・w・i・Fig・・e　2・5・・p・esent・七h・air－ent・y

P「essu「e　head・Ove「the　rang・0～h。…nditi・n・・emai・・aturat・d　even

though　the　pressure　heads　are　less　than　atmospheric．　This　gives　rise

to　the　tension－saturated　zone　above　the　water　table，　better　known　as

the　capillary　fringe．

　　　　　The　characteristic　curves　can　be　determined　in　the　laboratory

using　teehniques　七hat　are　well　developed　in　七he　soil　physics　field．

Data　on　naturally－occurring　soils　abound　in　the　soil　physics

literature．　But　the　reliability　of　the　data　comes　in　七〇　question・

　　　　Clearly，　the　grea七er　are　the　changes　in　hydraulic　conductivity

（K）and・。i・ture…t・nt（ω）d・・t・th・・hangθs　i・p・ess・r・h・ad。f
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Figure　2．4　Single－valued　functional　relationships
between　hydraulic　conductivity，　moisture　conten七
and　pressure　head　for　three　hypothetical　soils　（a）
Uniform　sand，　（b）　silty　sand，　（c）　silty　clay．
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unsaturat・d・・n・・the　st・・ng・・i・th・n・n－li・・arity・f　th・g・verni・g

・quati・n（2・18）・S。metime8　its　8・luti・n　may　b・v・・y　diffi・ult．1。

these　cases　it　is　common　for　one　to　rewrite　the　pressure　head　（h）

based　Eq・（2・18）i・七・the　m・i・七ure　c・nt・nt（ω）b・・ed　f・rm．　The　specifi，

storage　is　generally　con日idered　to　be　constan七．

　　　　　Neuman（1973）　assumed　that　七he　hydraulic　conduetivi七y　can　be

apProximately　expressed　as

　　　　K・K。・KS　　　　　　　　　（2．19）

・h・・eKs@i・th・・at・・at・d　hyd・au・ic　c・nd・・ti・ity　ten。。r　and　i。。n・y。

function　of　geological　formations　（F）．　K　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　denotes　relative　hydraulic
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

c°nductivity　and　is　a　m・n・七・n・fun・ti・n・f・・i・t・r・　c・nt・nt（・）；K。・

1　in　the　satura七ed　zone　s　K　　≦　1　in　the　unsatura七ed　zone．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

2．1．2．5　1ni七ial　Conditions

　　　　　The　initial　conditions　for　the　governing　equation　（2．18）　are　the

dis七ribu七ions　of　pressure　head　over　七he　region　of　subsurface　flow　and

can　be　stated　as

　　　　　h（・1・・2・t）lt．。・h。（・1・・2）　　　　　　（2・2・）

whe・e　hO（・1・・2）i・ap・e・crib・d　f…ti・n　and・ill・・t　b・gi…

arbitrarily．　There　are　七wo　sets　of　initial　conditions　tha七　are

hydrologically　meaningful　and　ma七hematically　treatable：　（1）　sta七ic

conditions，　and　（2）　s七eady　s七a七e　flow．　The　first　one　can　be　considered

a　special　case　of　the　second　one．

　　　　Under　s七atic　initial　conditions，　it　is　assumed　that　there　is　no

fl°w　th「°ugh七he・y・t・m・Th・hyd・a・1i・h・ad　H（・1・・2・・）is　c…tant　f・r
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・11（・1’・2）・and　th・w・七・r　t・bl・（h・O）i・h・・i・・nt・1　and・t　an

・1・vati・n　iev・1・ith　th・stream・u・f・・e．　Ab・v・th・w。t。。　t。bl。，　th。。e

will　be　an　equilibrium　configuration　of　pressure　heads　and　moisture

content．

　　　　　For　steady　日tate　flow，　the　time－dependent　term　is　removed　from

the　right－hand　side　of　Eq．（2．18）；　the　steady　state　equation　of　flow

becomes

、i，，1，　g・、｛・・，9。」（・・x・）｝・・　　（・・21）

The　initial　flow　regime　is　determined　by　solving　this　reduced　flow

・q・ati・n　f・・h（・1・・2）・give・K（F・h）f・r　ea・h・・il七yp・and　a　set・f

steady　sta七e　boundary　conditions　around　the　region　of　flow．

2．1．2．6　Boundary　Conditions

　　　　　The　boundary　conditions　can　be　divided　into　three　types：　（1）

Dirichle七　type（　or　first一七ype　），　（2）　Neumann　type（　or　second－type　），

and　（3）　mixed　type（　or　七hird－type　）．　Dirichlet　boundary　conditions　are

the　value　of　function　h，　Neumann　boundary　conditions　the　normal

derivative　of　h，　and　the　mixed　boundary　condi七ions　the　combination　of

the　function　and　the　normal　derivative　on　the　region　of　definition．

The　mixed　boundary　conditions　do　not　commonly　appear　in　subsurface

flow　problems．

（1）　Neumann　Boundary　Conditions

　　　　Referring　to　Figure　2．1，　along　the　basal　impermeable　boundary

CDEF　and　the　imaginary　vertical　impermeable　boundary　FG

　　　　器（・…）（。1，。、）、GDEFG・・　　　（・・22）
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where　n　is　the　outward　unit　normal　direction　of　the　boundaries．

　　　　　On　the　land　surface　BHG

　　　　　　2　2
　　　　　、三，j三，K・」i・j（・・x2）一・（・…）（・、，・j）・BHG　・　Q（・1・・2・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿＿＿＿＿＿．一一＿＿＿＿＿＿＿＿＿一一・一一一（2・23）

where　Q（x1・x2・t）　is　the　prescribed　flux　distribution　along　the

boundary　BHG．　On　the　boundary　HG　we　allow　a　time－and　space－dependent

「ai・f・ll（・r・vap・rati・n）・at・R（・1・・2・t）（・ith　dimen・i・n・【L／T］），

where　R　positive　is　a　rainfall　rate　and　R　negative　is　an　evaporation

rate．　If　we　restrict　ourselves　to　rainfall　rate　less　than　the

saturated　hydraulic　conductivity　of　七he　surface　soils，　then　ponding

will　not　occur　on　七he　surface　　where　h　＜　0，　and　七here　is　no

possibility　of　overland　flow．　Under　these　circumstances，　all

precipitation　R　becomes　infiltration．　This　fact　can　be　stated　as

　　　　　Q（x1，x・・t）（・1，・2）・HG＝R（x1・x・・t）…θ・h〈°（2・24）

where　θ　is　the　angle　of　land　surface　from　the　horizontal　level　and　is

・fun・ti・n。f（・1・・2）・

　　　　Along　the　saturated　land　surface　BH

　　　　Q（x1・x・・t）（・1，・、）・BH＝1（x1・x・’t）…θ・h≧°（2・2・）

where　I　positive　i8　an　infiltration　rate　and　I　negative　is　a　seepage

rat・（・r　ret・rn　fl・w　fl・x），　l　will　b・tr・at・d・・an・th・・i・d・pendent

variable　in　addition　to　the　pressure　head　h．　I　and　h　are　the　solution

of　　simultaneous　equations　consisting　of　the　subsurface　flow　equation

（2．18）　subjec七　to　the　initial　and　boundary　conditions　and　the　overland

flow　equation　to　be　derived　in　the　next　section．

（2）　Dirichlet　Boundary　Conditions
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Along　the　boundary　BC，

h（・1・・2・t）

　　　　　　　　　　　the　hydraulic　heads　are　specified

（・1，・、）・BC＝HD（x1・x2・t）・－x2＝hD（x1・x2・t）

一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一
i2．26）

・h・re　HD（・1・・2・t） is　a　prescribed　function．

＼
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2．1．3　Equation　of　Overland　Flow

　　　　　Overland　flow　is　assumed　七〇　be　one－dimensional　flow　in　the　S－

direction（Figure　2．5）　parallel　to　the　X－Z　plane　of　the　subsurface

cro日s－section　in　Figure　2．1．　We　will　also　make　use　of　the　sheetflow

representation　of　overland　flow　and　f◎rm　of　shallow　water　equations．

The　governing　equations　are　derived　on　the　basis　of　an　equation　of

continuity　and　the　Navier－Stokes　equations，　and　simplified　by　using

the　kinematic　approximation　and　the　Manning　equation．

2．1．3．1　Equation　of　Continuity

　　　　　Referring　to　Figure　2．5，　if　the　fluid　is　assumed　to　be

homogeneous，　incompでessible　Newtonian　fluid，　the　equation　of

con七inuity　can　be　written　as

　　　　　∂u　　aw
　　　　百言　＋茄＝　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．27）

where　S　and　T　are　the　tangen七　direction　and　the　normal　direction　of

the　land　surface，　respectively，　and　U　and　W　are　the　velocity

components　in　S　and　T　direc七ions，　respectively．　The　kinematic　boundary

conditions　at　七he　free－water　surface　and　at　the　land　surface，

respectively，　can　be　expressed　as　follows：

　　　　　　　∂h　　　∂h

　　　　　（∂ts＋U∂Ss－・），．h・R（・1・・、・・）…θ　　（・・28）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S

　　　　　　　　　　　　　　　　　－WT。0＝1（・1・・2・七）…θ　　　（2・29）

whe「e　h。　den・t・・d・pth・f。ve・land　f1・w　i・th・T－directi・n　and　i・・

function　of　S．　Eq．（2．27）　is　integrated　with　respect　to　T　from　O　to　h
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S

using　　the　boundary　　conditions　　Eqs．（2．28）　and　（2．29）　and　　evaluating
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Figure　2・5　Th・　c…di・ate　sy、t。m　f。。

　　　　　　　　　　　　　　　overland　flow．
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ea・h七…by　th・L・ib・it・r・1・・f　diff・r・nti・ti・n・・d・・th・i・t・gral

sign，　to　yield

　　　　器（・・，）・｝／・・（・一・）。。。θ　　　（、．，。）

wh…　U　is　av・rag・vel・city・f・v・rland　fl・w　in　T－dire・ti・n，　and

defined　as

　　　　U・f　・9・UdT　　　　　（、．31）
　　　　　　　　　S

2．1．3．2　Equation　of　Motion

　　　　　0・ly　S－di・ecti・n・・mp・n・・t・f　th・Navi・・－St・k・・equati・n　is

neeessary　due　to　the　assumption　that　overland　flow　is　one－dimensional

flow　along　the　land　surface：

　　　　　器・U器・W晋・9・i・θ一謡　　　　（・．・・）

whereρi・th・d・n・ity・f　w・t・・，99・avi七・ti・・al　accel・・ati・n，・・d　p

pressure．　The　kinema七ic　boundary　condi七ions　at　the　free－water　surface

and　at　the　land　surface，　respectively，　are　given　by　Eq．（2．28）　and

Eq・（2・29）・Th・dynamic　c・nditi・・at　th・free－wat…u・face，・・glecti。g

the　insignificant　surface　tension，　can　be　written　as

　　　　　P（S・T・t）T．h・O　　　　　　　　　（2．33）
　　　　　　　　　　　　　　　　S

The　dynamic　condition　at　the　land　surface　is　expressed　as

　　　　P（S・T・七）T．0・　PT（S・t）　　　　　　　（2．34）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O

whe「e　pT　i・th・pressu・e　al・ng　th・1・・d・u・face，・hi・h　d・p・nd・・n　th・
　　　　　　　O

fl・w・・nditi・n・・Because　a・i・pl・・elati・n　b・tween　th・fl・id・・1・city

and　七he　changes　in　pressure　has　no七yet　been　found’　the　treatment　of
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pT　bec・mes　a　p・。bl・m・1・・rd・r　t・av・id　thi・p・・blem，　Shiib・（1983）
　　O

has　assumed　that　the　velocity　of　overland　flow　can　be　expressed　as　a

summation　of　the　velocity　of　subsurface　flow　at　the　land　surface　and

the　velocity　of　overland　flow　in　the　case　where　there　is　no

infiltration　or　seepage．　We　shall　also　make　use　of　this　approximation

七〇　derive　the　average　velocity　of　overland　flow　in　七he　S－direction．

　　　　　Following　the　above　assumption，　even　though　七he　continuity

equati・n（2・3°）・ill　b・u・ed・th・pres・ure　at　th・…d・urface　pT
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O

depends　only　on　the　velocity　of　overland　flow　in　七he　case　where　there

is　no　infiltration　or　seepage．　Under　this　assumption，　we　integrate

Eq・（2・32）・ith・・specp　t・Tf・・m・七・h，・U・i・g七h・L・ib・i七・ru…f

differentiation　under　the　integral　sign　and　the　corresponding　boundary

conditions　at　the　free－water　and　land　surfaces　yields　the　following

equation：

　　　　計（…，）・計（・’・。）－RV…θ・ghssi・・－gh，k／s－・θ一≒

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿一（2●35）

where　V　is　the　mean　七erminal　velocity　of　rainfall　which　is　assumed

ve「tical・τ。　b・und・・y・h・a・i・S－di・e・ti・n・N・t・th・t　U‘represent・

the　average　velocity　of　overland　flow　in　the　case　where　there　is　no

infiltration　or　seepage．

　　　　　The　mathematical　treatment　of　Eq．（2．35）　is　very　difficul七，　but

many　of　the　problems　can　be　removed　if　we　make　use　of　a　simplified

analysis　based　on　the　kinematic　flow　model．　Kinematic　flow　occurs　on　a

plane　whenever　a　balance　between　gravitational　and　frictional　forces

is　achieved．　Under　such　circumstancest　the　left－hand　side　of　Eq．（2◆35）

is　too　small　to　be　neglected　and　the　equation　of　mo七ion　reduces　to
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　　　　　τ　　　　　　　　　　∂h

　　　　言・hssi・θ一h、aSsc・・θ　　　　　（・・36）

Woolhiser　and　I、iggett（1967）　have　given　the　conditions　under　which　the

kinematic　approximation　is　valid，　and　shown　that　the　kinematic

approximation　is　best　for　a　rough，　steep　slope　with　low　rates　of

lateral　inflow．　This　apProximation　is　valid　on　almost　all　overland

flow　planes．

　　　　The　b・undary・h・a・τs　can　b・d・fi・・d　by・d・pth－v・1・city

relation8hip　such　as　the　empirical　Manning　equation．　For　8heetflow，

the　Manning　equation　can　be　writ七en　as：

　　　　τs・ρ9・；・；1／31・・1・・　　　　　（・．37）

i・・hi・h・O　i・ar・・i・t・・ce　p・・am・t・・k・・wn　a・Manni・gl・f・a・ti・・

fac七〇r（or　roughness）　and　a　dimensionless　number．　The　relation　（2．37）

was　originally　proposed　for　channel　flow，　but　Takasao　and

Gishimoto（1961）　have　shown　that　it　is　also　valid　for　overland　flow．

Th・Manni・g・quati・n　i・n…id・ly・sed　f・r。v・。land　f・。w　analy。e。，

th。ugh・O　vari・・wid・ly　wi七h　th・land・u・face　c。・diti・n・・Many　w・rk・r・

haven・tedth・t・Oi・n・t・t・ue　c・n・tant　b・七i・afun・ti・n・f　th・

depth・f　fl・w・1・七hi・a・aly・i・・h・w・v・…Oi・t・k・n　as　c。・・tant　f・r

all　flow　depths　and　at　all　times　for　any　point　on　the　hillslope．　The

value・f・O　i・all。w・d　t・va・y・1・・g　th・1・ngth・f　th・hill・1・p・・

　　　　Inserting　Eq・（2・37）　into　Eq．（2．36）yields

　　　　・‘・％嘔百一：－5fi；75S一三δ三・↑・i／3　　（・・3・）

wher・α＝1if（・i・θ一∂h。／aS…θ）…　α＝－1　if（・i・θ一ah。／aS

cosθ）　＜　0．　Then　following　the　Shiiba’s　assumption，　the　av6rage
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velocity　of　overland　flow　can　be　expressed　as（　for　convenience‘　sake，

U　is　written　as　U　below　）

　　　　　・・告蹄百一：－5fi；75s一δδ§θ↑・1／3・Vg　’（…9）

whe「e　V〟@is　the　vel°city°f　sub・urface　fl・w。・th・1and・urface・Based

°nDa「・y1・law　it・an　be　exp・essed・・（ApP・ndi・A）・

　　　　　Vg・9，器・9丁器・9。　　　　　（・・4・）

where

　　　　　・。・－K11…2θ・2K12・i・・…θ・K22・i・2θ］

　　　　　gT・ili［（K22－K11）・i・・…θ・K12（…2θ一・i・2θ）］

　　　　　・。・k［K12・・sθ・K22・i・・］

　　　　　K　　＝K
　　　　　　12　　　　　　　　　　　　21

2・1・3・3　Boundary　Conditions　and　Initial　Conditions　for　Overland　Flow

　　　　　In　order　to　rela七e　ovθrland　flow　with　subsurface　flow，　we　re－

write　the　depth－based　equations　（2．30）　and　（2◆39）　into　the　　pressure～

based　f°「m・The「elati・n　b・tween　th・fl・・d・pth　h，　and　pressu・・head　h

can　be　expressed　as

　　　　　・・hsc・・2θ　　　　　　　（・．41）

　　　　　Substitutions　of　this　equation　into　Eqs．（2．30）　and　（2．39）　reduce

the　equation　of　continuity　and　the　equation　of　motion，　　respectively，

七〇

　　　　　吉（Uh／…2θ）・豊／…2θ一（R－・）…θ　　　（・・4・）
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　　　　　・・F（∂h蔀）h2／3・Vg　　　　　（・…）

where

　　　　　・（∂h∂S）吉r櫛一：一蹄て〒7；；；eTT（一・θ）一（4／3）

　　　　Now　we　can　write　the　initial　and　boundary　conditions　for　overland

flow　as　follows：

　　　　Refferring　to　Figure　2．2，　at　the　outlet　of　overland　flow

　　　　h（S・t）・・p・…B＝hD（xl・x・・t）（・1，・、）・（・，・）　（2・44）

・h…hD（・1・・2・t）i・d・fi・・d　by　Eq・（2・26）・

At　the　seepage　point　H，　we　have

　　　　h（S・t）S．0・0．　　　　　　　　　（2・45）

　　　　The　initial　conditions　can　be　stated　as

　　　　h（S・t）…＝h・（x1，x・）（・1，・2）・BH　　　（2・46）

2．1．3．4　Linearization　of　the　Equations　of　Overland　Flow

　　　　Since　Eqs・（2・42）　and　（2・43）　are　strongly　non－linear　with　respect

・・hand器，・h・・r　nume・i・a・t・・・…n・・a・e　v・・y・・ffi…tand

sometimes　the　solution　may　diverge．　For　this　reason　we　shall　make　use

of　もheir　quasi－linearized　forms　for　analyses．

　　　　Uh・anbe　c・n・id…d・・…ti・n・f　h　and器．・f・・・…id…

nominal　function　h　＝　h（S）　for　h，　Uh　can　be　approximated　as3

Uh・Uh－・Q9（1？｝：h）一”（h－fi）・ii藷i．“（器一器）

　　　　　　　・［・・（・）器・B1（・）・・C（・）］・gTh器　　（・・4・）
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whe「e　f（’）．＝f（’）h．五，∂h／as．∂五／∂S

and

　　　　　・’（・）・五5／3・・（器）・，fi

　　　　　・・（・）・〉・（器）E2／3

　　　　　Cl（・）一一＞55／3・（藷

When　F（∂Hﾟ）・・，　Fl（器）

number　will　be　chosen

apProximate　it．　Then　we

following　final　form；・

　　　　　吉（・器・Bh・C・9，h器／・・s2θ）・

where ＝＝＝

AB（U
Ai（S）／。。，2θ

Bt（S）／。。，2θ

Cl（S）／。。。2θ

　　　　　a五

＋9S5§＋90

）一置5／3Fl（∂h黶j藷一9S五藷

becomes　infinite．　In　this　case，　a　enough　large

　by　considering　the　admissible　error　to

can　put　the　equation　of　overland　flow　into　the

麗／・・s2e　＝（R一
1）COSθ

　　　（2．48）
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2．2　Solution　of　the　Ma七hematical　Model　as　a　Simultaneous　Sy日tem

　　　　　工n　this　日ection　we　shall　solve　the　hillslope　hydrologic　model

described　in　the　preceding　日ec七ion　by　the　Galerkin　Finite　Element

Method．　The　steady　state　flow　problem　will　be　first　considered　to

examine　the　possibility　of　approximating　七he　land　surface　curve　by　a

series　of　straight－line　ele囮en七sp　七hen　the　transient　flow　problem　is

to　be　solved．

2．2．1　Galerkin　Finite　Element　Method

2．2．1．1　Finite　Element　Me七hod

　　　　The　finite　element　method　is　a　numerical　method　for　solving

differential　equa七ions　by　means　of　ll　piecewise　approximation　tt．　A8

distinct　from　the　finite　difference　me七hod，　which　regards　the　solution

region　as　an　array　of　grid　points，　七he　finite　element　method　envisions

the　region　as　being　made　up　of　many　small　intereonnec七ed　subregions

called　tt　finite　elements　‘1．　Such　elements，　which　generally　take　simple

shapes（　e．g．　triangular，　quadrilateral，　and　rectangular　），　are　then

assembled　in　various　ways　七〇　represent　a　solution　domain　of　arbitrary

geometry◆

　　　　The　finite　element　analysis　of　a　physical　problem　can　be

described　as　follows；

　　　　　（1）　The　physical　system　is　subdivided　into　a　series　of　finite

elements　that　are　connected　at　a　discrete　number　of　nodal　points，　this

process　is　often　called　tt　di8cretization　lt．　Each　element　is　identified

by　its　element　number　and　the　lines　connecting　the　nodal　points

situated　on　the　element　boundary．　These　nodal　points　serve　the　purpose
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of　locating　the　unknown　function，　this　is，　they　are　the　points　within

the　problem　domain　at　which　七he　values　of　the　unknown　function　are

computed．　Furthermore，　the　unknown　function　within　each　element　is

defined　in　terms　of　the　nodal　values　by　basis　or　interpolation

functions．　The　unknown　func七ion　is　defined　throughout　the　problem

domain　in　a　piecewi日e　fashion　over　the　individual　elements．

　　　　　（2）　A　matrix　expression　is　developed　to　relate　the　nodal

variables　of　each　element．　The　resulting　matrix　is　commonly　referred

to　as　an　tl　element　matrix　“．　For　a　discrete　problem，　the　element

matrix　relation　can　often　be　established　via　direct　physical

reasoning・　For　a　continuous　problem，　七he　element　matrix　expression

must　be　obtained　via．　a　more　general　mathema七ical　formulation　七hat

normally　makes　use　of　either　a　variational　or　weighted　residual

me七hod．

　　　　（3）　The　element　matrices　are　combined　or　assembled　to　form　a　set

of　algebraic　equa七ions　that　describe　七he　entire　global　system．　The

coefficient　matrix　of　the　final　set　of　equations　i8　called　the　tt

global　matrix　‘1．　The　assembly　procedure　is　performed　in　such　a　way

七hat　certain　compatibility　condi七ions　are　satisfied　at　each　node

shared　by　different　elements．

　　　　　（4）　Prescribed　boundary　conditions　are　incorporated　into　the

assembled　or　global　matrix　equation．

　　　　　（5）　The　resulting　set　of　simultaneous　algebraic　equations　is

solved．　Here，　many　differen七　solu七ion　algorithms　can　be　employed．

Among　the　widely　used　algorithms　are　the　Gauss　diminution　and　Choleski

decomposition　a：Lgorithms　七hat　take　into　account　七he　banded　and

symmetric　feature　of　the　coefficient　ma七rix．

　　　　The　fifth　step　is　七he　final　s七ep　if　we　only　want　to　obtain　the

nodal　values　of　the　unknown　function．　Additional　computation　must　be
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made　if　other　quantities　involving　deriva七ives　of　the　function　are　to

be　derived　from　the　nodal　values．

2．2．1．2　Galerkints　Method

　　　　Among　七he　widely　used　methods　for　deriving　the　elemen七　ma七rix

equation　are　the　variational　method　and　the　weighted　residual　method．

The　Galerkin　method　is　a　special　case　of　the　weighted　residual　method．

The　Galerkin　method　is　combined　with　the　finite　element　technique　so

frequently　that　the　七wo　have　become　prac七ically　synonymous．

　　　　The　philosophy　behind　a　varia七ional　principle　is　that　a　physical

quantity，　such　as　the　rate　of　energy　dis8ipation，　may　be　minimized

over　the　problem　domain．　This　rate　can　be　expressed　in　terms　of　the

potential（　head　）　throughout　the　domain．　If　the　po七ential　is　expressed

in　terms　of　i七s　nodal　values，　the　varia七ional　principle　leads　七〇

algebraic　equa七ions．　Although　the　variational　me七hod　provides　a

convenient　approach　f6r　deriving　the　elemen七　ma七rix　equation，　it　is

not　the　only　approach　available．　Frequently　we　encoun七er　practical

problems　for　which　the　classical　functionals　cannot　be　derived　or　have

not　been　found（　e・9．　for　non－linear　problem　）．　In　other　wordss　七he

variational　principle　does　no七　exi＄t．　For　七hese　cases　we　have　七〇

employ　a　more　general　approach　for　formula七ing　the　element　matrix

equations．　The　weighted　residual　method　is　one　such　approach　and　has

been　widely　used．

　　　　Aweighted　residual　principle　is　expressed　directly　in　terms　of

七he　governing　partial　differential　equation　without　need　to　resort　七〇

a　physical　quantity．　The　residual　at　each　point　in　the　problem　domain

is　a　measure　of　the　degree　to　which　the　head　does　not　sa七isfy七he

governing　equation．　If　a　particular　weighted　average　　of　七he　residua1

43



is　forced　to　vanish，　the　nodal　heads　are　obtained　as　the　solution　of　a

system　of　algebraic　equations．

　　　　　Consider　a　continuum　problem　governed　by　the　differential

equation

　　　　　L（h）－f＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．49）

in　the　region　D　enclosed　by　Ω，　where　operator　L　ac七s　on　七he　unknown

function　h七〇generate　the　known　function　f．　To　ob七ain　an　approxima七e

solu七ion，　the　method　is　applied　in　three　日teps．　the　first　step　is　to

apProximate　the　unknown　funetion　h　by　a　trial　function　of　the　form

　　　　　　　　　N

　　　　　五＝K三1αKφ・　　　　　　　（2・5°）

・hereφK…li・・arly　i・d・p・nd・nt　b・・i・f・n・七i…（・1・・k・・w・a・

coordina七e　functions　and　bases　）　defined　over　the　en七ire　solution

d°mai・…dαK　th・unk・・wn　p・・am・t・r・t・b・d・termi・・d・W・eq・・ntly・

It　is　a　common　practice　to　select　the　N　basis　func七ions　in　such　a　way

that　all　essentia1（br　Dirichlet　type）　boundary　conditions　are

sa七isfied．

　　　　　Because　七he　trial　function　h　is　only　an　approximation，　it　is　not

likely　to　satisfy　Eq・（2・49）　exactly．　Substitution　of　E　in　Eq．（2．49）

thus　results　in　an　error　or　residual：

　　　　　ε＝L（fi）－f≠0　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．51）

　　　　　The　method　of　weighted　residuals　seeks　to　determine　the　unknowns

αKi・・u・haw・yth・tthee…ri・mi・imal　i…　m・・pecifi・d　sen・e・

This　is　accomplished　by　forming　a　weighted　integral　ofε　over　七he

entire　solution　domain　and　then　setting　this　integral（　weigh七ed

residual　）　七〇　zero．　The　8econd　step　of　the　procedure　thus　consists　of
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selecting　N　linearly　independent「1　weighting　1，　functions　W　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

requiring　that

　　　　∫DW。εdD・・…　1・2・…・N　　　　　（2・52）

Once　we　specify　thθ　functional　form　of　the　weighting　functions，　we　can

employ　Eq．（2．50）　to　represent　fi　and　combine　this　information　with

Eq．（2．52）　to　provide　a　se七　〇f　simulteneous　equations　in　the　N　unknowns

αK・K＝1，2・…・N・Th・final・t・p　i・t…1・・th・・e　・quati・n・f・rαK　and

hence　obtain　an　apProximate　representation　of　the　unknown　function　h

via　the　use　of　Eq・（2・50）・　Various　classical　weighted　residual　methods

can　be　genera七ed　depending　on　the　choice　of　the　weighted　functions．

The　Galerkin　method　is　formulated　by　selecting　the　basis　func七ion　φ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K

as　the　weighting　functions．　Thus　the　weighted　residual　equations

become

　　　　　∫Dφnε　dD　＝　0　　　・　n　＝　1・2…　　．・N　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・53）

　　　　At　七hi日　stage，　七he　integral　obtained　via　the　Galerkin　criterion

con七ains　higher－order　differentials　than　the　variational　functional．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

This　is　undesirable　because　a　higher　continuity　requirement　would　have

to　be　imposed　on　the　elemen七　basis　funetions（　the　higher　the　order　of

continuity，　the　narrower　our　choice　of　functions　becomes　）．

Fortunately，　in　mo8t　cases，　we　can　overcome　this　difficulty　by

applying　Greents　七heorem（　integration　by　parts　）　to　the　higher－order

terms　in　the　integral　expression　of　Eq．（2．53）．　The　order　of　the

integrand　is　thereby　reduced，　and　this　enables　us　t」o　use　interpola七ing

functions　wi七h　a　lower・－order　inter－element　continuity　requirement．

2．2．2　Solu七ion　of　Steady　State　Flow　Problem
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　　　　In　this　section，　we　solve　the　steady　state　flow　problem．　In　order

to　examine　the　possibility　of　approximating　the　land　surface　curve　by

aseries　of　straight－line　elements，　two　cases　will　be　used　for

comparison：　the　case　where　all　elements　are　linear　triangular

elements，　and　the　case　where　the　internal　elements（　with　not　more　than

one　node　on　land　surface　）　are　linear　triangular　elements　and　all　the

other　elements（　surface　eユements　）　are　curved－sided　triangular

elements．

2．2．2．1　Finite　Element　Mesh

　　　　The　first　step　of　the　finite　element　procedure　is　to　divide　the

solution　domain　into　a　series　of　finite　elements．　there　are　many

applicable　elemen七s，　and　it　is　apparent　that　七he　type　of　element　has　a

grea七　influence　upon　the　degree　of　accuracy　of　the　solution　and　七he

cost　of　element　matrix　computation．　A　question　then　arises　as　to　which

type　of　elemen七　is　most　appropriate　for　a　particular　problem．

Unfortuna七ely，　there　is　no　clear－cut　answer　to　this　question．　The

optimal　elemen七　varies　generally　from　problem　to　problem．　The

selection　of　particular　elements　is　very　much　dependent　on　the

experience　and　judgment　of　the　analyst．　For　a　two－dimentional　problem

the．most　widely　used　element　is　a　linear　triangular　element，　but　i七

cannot　be　used　directly　for　our　problem　described　in　the　preceding

section．

　　　　The　equation　of　overland　flow，　Eq．（2．48），　contains　the　partial

differentiation　with　respect　to　the　tangential　direction　of　land

surface，　a／aS．　Because　the　S－direction　is　an　axis　of　the　curvilinear

coordinate　日ystem　on　land　surface，　its　derivative　must　be　continuous．

As　shown　in　　Figure　2．6，　　if　the　linear　triangular　elemen七s　were　used，
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Figure　2．6　The　surface　curved－sided　element
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七he　continuity　requirement　could　not　be　satisfied◆　For　example，　at　the

point　A　in　Figure　2．6，　∂／aS　　　．　and　∂／aS　　　．　would　be　七he
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e＝J

differentiations　with　respect　to　different　directions．

　　　　For　this　reason，　it　is　necessary　to　approximate　land　surface　by　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

smooth　curve　at　least　with　C　－continuity．　The　simples七　curve　which　can

・a七i。fy　th。　C1．c。。tinuity。。q。irem。nt　i，　a　quadratic　cu。v。．　Th。，　we

can　use　linear　triangular　elemen七s　for　internal　elements　and　curved－

sided　triangular　elements　with　the　same　quadra七ic－curved　side　as　the

land　surface　curve　for　surface　elements．

　　　　However，　it　is　apparen七　七hat　the　application　of　two　differen七

types　of　elements　to　a　solution　domain　must　result　in　complication　of

the　problem　and　the　requiremen七　〇f　more　input　data　and　more

compu七ation　cost．　Therefore，　we　shall　examine　the　possibility　of　using

七he　simpler　linear　triangular　elements　for　surface　elements，　by

considering　the　fact　that　if　the　error　between　七he　correc七　solution

and　the　numerical　solution　is　less　than　the　allowed　error　for　a

practical　purpose，　the　numerical　solu七ion　will　be　referred　to　as　the

approximate　solution　of　七he　problem．　In　this　section　we　shall　solve

七he　steady　state　flow　problem　by　use　of　the　two　different　type

elemen七s　for　surface　elemen七s　respec七ively　and　compare　the　solutions・．

2．2．2．2Basis　F’浮獅モ狽奄盾獅

Re　uirements　for　Basis　Functions

　　　　The　procedures　for　formulating　the　element　equations　via　both　the

variational　and　weigh七ed　residual　apProaches　rely　on　the　assumption

tha七　the　integral　over　七he　entire　solution　region　is　equal　to　the

summation　of　the　integrals　performed　over　element　subregions．　To
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ensure　that　this　assumption　is　valid　and　that　our　approximate　solu七ion

converges　七〇　the　correct　solution　as　we　refine　七he　element　mesh，　七he

interpolating（　basis　or　shape　）　functions　must　satisfy　certain

requirements・　These　requirements　are　as　follows：

　　　　　（1）　At　elemen七　in七erfaces，　the　unknown　function　h　and　any　of　i七s

derivatives　up　to　one　order　le日s　than　the　highes七　derivative　appearing

in　the　functional　or　the　weighted　residual　integral　mus七　be

continuous．　This　is　called　the　continuity　requirement　or　七he

compatibili七y　requirement．　Thus，　suppose　the　integrand　in　the　element

equation　contains　up　to　（r＋1）th　derivatives　of　function　h．　Then　a七　七he

element　interfaces　we　must　have　con七inuity　in　the　rth　derivative　of　h．

Thi・is　call・d　th・C「－c・n七inuity　req・i・emen七．

　　　　　（2）　The　trial　function　E　and　i七s　derivatives　must　be　able　to

represen七　any　constant　values　of　h　and　its　deriva七ives　apPearing　in

the　func七ional　or　the　weigh七ed　residual　integral　as，　in　七he　limit，　七he

element　size　is　reduced　to　zero．　Thus，　suppose　七he　integrand　in　the

element　equation　con七ains、up　to　（r＋1）th　derivatives　of　function　h，

then　at　any　of　the　internal　points　of　七he　element　we　must　have

continuity　in　the　（r＋1）th　derivative　of　h．　This　is　known　as　the

completeness　requirement・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　1t　is　not　difficul七　to　derive　a　C　－continuity　basis　function　for

linear　elemen七s，　bu七　the　difficulty　increases　sharply　as　the　order　of

continuity　becomes　higher．　Fortunately，　nei七her　日econd－order　nor

higher　than　second－order　derivatives　will　appear　in　our　problem　if　we

apply　Greents　theorem　七〇　reduce　the　order　of　the　integrand．　Thus，　the

linear　basis　functions　are　appropriate　for　our　problem．　In　the

following　we　shall　derive　七he　linear　ba8is　functions　for　七he　linear

and　curved－sided　triangular　elements，　respectively．
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Linear　Basis　Function　of　the　I、inear　Trian　ular　Element

　　　　　Consider　七he　typical　triangular　element　e　with　the　nodes　numbered

in　the　counterclockwise　direction，　as　shown　in　Figure　2．7．　Following

the　preceding　discussion，　the　trial　function　can　be　represented　wi七hin

this　element　by　the　linear　polynomial

　　　　　he（…）・α1・α2・・α3・　　　　　（・・54）

whe「eα1・α2・andα R　a「e　c・n・tant・th・t　need　t・b・d・七・rmi・・d（・・t・

七hat　the　symbol　e　is　being　used　to　designate　element　number）．　These

constants　can　be　determined　by　setting　up　three　equations　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e
require　七hat　the　nodal　values　h　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　are　obtained　at　the　nodal　coordinates
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

（Xn，・n）I

　　　　　　hl　1・1・1　・1

　　　　　｛h；｝・［1・2・2H・、｝　　　　（・・55）

　　　　　　・；　1・3・3　・3

S°1ving　f°「　al・α2・andα3・and・・b・tit・ti・g　these　i・t・Eq・（2・54）…

obtain

　　　　　、・（．，、）．；、・φ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．56）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　n
　　　　　　　　　　　　　　n＝1

i・・hi・h　¢li　are　the　e・eme・t　i・…p。・・ti・n・r　b・・i・fun・ti・n　and

defined　as

　　　　　φli　・　S，（an・bnx・・n・），・・1，・，3　　（・．・7）

　　　　　　　　　　　e

whe「e @a1＝x2z3－x3z2・b1＝・2－・3・・1＝x3－x2；

　　　　　　　　　a2＝x3z1”　xlz3・’b2　＝z3　－zl・c2　＝　xl　一　x3；

　　　　　　　　　a3＝　xl・z2－x2z1・b3＝z1－z2・c3＝x2－x1；
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element．triangulartypicalA　
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and

△　＝ユ

e　　2

1　xl　z1

1　x2　z2

1　x3　z3

＝　area　of　the　triangular　element

Linear　Basis　Func七ion　of　the　Curved－Sided　Trian　ular　Elemen七

　　　　　In　the　case　of　the　linear　triangular　element，　the　geometry　is

described　by　the　same　degree　polynomial　as　七ha七　used　in　the　七rial

function．　In　other　words，　thθ　element　geometry　and　the　trial　function

are　expressed　in　terms　of　the　same　basis．　Elements　using　the　same

basis　for　bo七h　purposes　are　denoted　as　isoparametric　elemen七s．　There

are　occasions，　howeverJ　when　complex　geome七ry　dictates　the　use　of

polynomials　of　higher　degree　than　is　required　in　七he　trial　function◆

Elements　that　use　higher－degree　polynomials　to　define　七he　geometry

than　the　trial　function　are　called　superparametric　elemen七s．

　　　　　As　discussed　in　the　preceding　section，　the　linear七rial　function

is　sufficien七　for　the　reqllirement　of　our　problem．　This　means　that　the

curved－sided　七riangular　elemen七s　must　be　treated　as　superparametric

element8．

　　　　　Referring　to　Figure　2．8，　by　dividing　the　region　of　subsurface

flow，　the　land　surface　becomes　a　series　of　curves　defined　over　the

discrete　intervals

　　　　　L2・x1＞・2＞…〉・M．1＞・M・L1　　　　　（2・58）

where　M　is　the　number　of　the　nodes　on　the　saturated　surface．　Because　S

i、a。　axi，。f　th。。urvili。。a。。。。rdinate　sy，t。m，。1．。。n七i。uity　i、

required．　Therefore　we　approximate　it　by

　　　　　z．（x）　＝z．（x．）　＋α．（x＿x．）　＋β．（x＿x．）2　　，x．≧x≧x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＋1　　　　　　ユ　　　　　　1　　1　　　　　1　　　　1　　　　　ユ　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

52



続、
l　　l

S
l　l

戟@l
I　l
l　l

G・

Ll 』　　　X

surfaceof　landdivision2．8TheFigure

53

（



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　＝　1，　2，　・．・，　M－1　　　　　　　（2．59）

where　α．　and　β．　are　constants．　These　constants　are　determined　in　such
　　　　　　l　　　　　　l

a　way　七hat　the　following　constraints　are　satisfied

　　　　　・i（・i，1）＝・i，1（・i、1）

　　　　　・1（・i．1）・・1，1（・i、1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　＝　1，　2，　…　　，M－1　　　　　　（2．60）

　　　　　Now，　we　derive　the　linear　basis　function　for　the　surface

elements．　For　convenience，　sake，　a　natural　coordinate　system　is　used．

Referring　七〇　Figure　2．9a，　the　Cartesian　coordinate　system　（x，z）　can　be

transformed　into　a　natural　coordinate　system　（ξ，n）　by

　　　　　ξ　＝　PQ／1・，　　n　＝　QS／OS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．61）

where　L　is　leng七h　of　the　curved　side　of　七he　surface　七riangular

element．　As　shown　in　Figure　2．9b，　the　eurved－sided　triangular　element

becomes　a　right－angled　triangle　in　the　na七ural　coordinate　system

（ξ，n）（　Appendix　B　）．　Thus，　the　trial　function　within　七his　element　can

be　represented　in　the　same　way　as　七he　linear　triangular　element　by　the

linear　polynomial

　　　　　he（ξ・・）・α1・α、ξ・α3・　　　　　　（・・6・）

・hereα1・α2，　andα3・・e　c・n・t・・t・・These　c°・・tants　a「e　dete「mined　by

writing

　　　　　　　h1　1ξ1　n1　・1

　　　　　｛h；｝・［1ξ2n2］｛・2｝　　　　　（2・63）

　　　　　　　・；　1ξ3・3　・3

・・七・th・t（ξ1・nl）一（…）・（ξ2・n2）・（1・°）・and（ξ3・n3）＝（°・1）・S・1・i・g　f・r

・1・・2・and・ R・and・ub・tit・ti・g　these　i・t・Eq・（2・62）・…b七・i・
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Q（X，Z）一←Q（ξ、n）

ξ

．ム「
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1ー

1 2

（b）

Figure 2・9　The　natural　coordinate　system　for
　　　sureface　curved－sided　elements．
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　　　　　、・（ξ，，）．；、・φ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．64）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　n
　　　　　　　　　　　　　　　n＝1

w・…φli　are　th・b・・i・fun・ti・・…he　cu・v・d－・id・d・・…g・・ar　e・em…

and　defined　as

　　　　　φ↑・1一ξ一n

　　　　　φ8・ξ　　　　　　　　　（、．65）

　　　　　φ；・n

　　　　　O≦ξ≦1－n，0≦n≦1

Since　the　trial　functions　within　七he　linear　and　the　curved－sided

七riangular　elements　are　bo七h　linear　polynomials，　七he　compatibility（

continui七y　）　requirement　is　satisfied　at　the　in七erface　of　the　linear

and　curved－sided　七riangular　elements．　　　　　　　　　　．

　　　　　The　rela七ionship　between　the　natural　and　Cartesian　coordinates　is

derived　in　Appendix　B　and　reproduced　below

　　　　　Lξ　＝　Si（XS）　（　1　－　n　）

　　　　　x＝（1－n）・S＋n・3

　　　　　・＝（1－n）・s＋n・3　　　　　　　（2・66）

　　　　　・S・・1・α、（・S－x1）・β、（・S－x1）2

　　　　　Jacobian　Matrix：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂x　　∂x

・・煤{［：：：1］　　　（・・67）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ξ　　an

祭・・／・1（・，）
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肱狂
L・i（・。）／Si（・S）

∂x

所＝x3－XS
＋Si（・S）／S1（・S）

az

所＝z3－ZS ＋・
堰i・，）Si（・S）／S1（・S）

S・（・）＝∫〈1　ds・
x1≦x≦x1

ri（XS） ＝dz　　　　S
／　dXS　＝αi　＋　2βi（XS　－　x1） （2．68）

The　derivatives　of　七he　basis　function　can　be　calculated　by

　　e
∂φ

　　i　　1
∂x＝ P了「

　　e
∂φ

　　i

aξ

∂φ？

　　1

∂n

Zε～

令Ua

Zn
∂へ◎

i＝1，2，3 （2．69）

∂φ11

a・「可

返㌶

返加

∂φ？

　　1

aξ

aφs

　　l

On
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2．2．2．3　Formulating　the　Matrix　Equation　for　S七eady　State　Flow

　　　　　　　Problem　by　Linear　Triangular　Elements

　　　　　The　region　of　flow　is　subdivided　into　a　finite　elemen七　network

tha七　consists　of　N　nodes　and　M　elemen七s．

　　　　　We　define　the　basis　function　in　the　region　of　flow　as

　　　　　φ，．｛th：　・’f七he　e’emen七ec°nta’ns　n°de　K’（、．，・）

　　　　　　　　　　　0　　，　　　　　　　　　　　　　　　　otherwise．

where　K＝1，　2，　…　　，　N，　and　e＝1，　2，　・・●，　M．　Note　tha七the　subscript　K

indicates　the　number　of　the　node　in　the　global　coordinate　sys七em　and

the　subscript　k　is　the　number　of　node　K　in　the　local　coordinate

system．　Thus　the　trial　function　in　the　region　of　flow　can　be　expressed

as（　cf．　Eq．（2．50），　tt－　tt　is　omitted　）

　　　　　　　　　N

　　　　　h・ΣhKφK　　　　　　　　　　（2・71）
　　　　　　　　　K＝1

　　　　　We　first　formulate　the　element　matrix　equation　for　subsurface

flow．　Applica七ion　of　GalerkinIs　criterion　to　the　governing　equa七ion

　（2．21）　yields

　　　　　∫，∫、il　ji1［・・」・≒（，！1　hKφ・・X2）】〔…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1，　2，　…　　，　N　　　　　　　　　　　　（2．72）

　ApPlying　Greents　theorem　to　Eq．（2．72）　we　ob七ain

　　　　　∫，∫、ili；1［ji1K・j・≒（、11　hKφ・）・K・2］d・ld・2－

　　　　　・一　6・¢n、i1［ji1K・j・≒（、il　hKφ・）・Ki2］…（）…　＝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1，　2，　・°・’　N　　　　　　　　　　　　（2．73）
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whereΩis　the　boundary　of　the　rθgion　of　flow，　and　n　the　outward　unit

normal　direction　of　Ω．

　　　　　L・tthe　ab。ve　t・・i・t・gral・b・エ1　and　l2・respectively・Next・we

assume　that　the　sa七urated　hydraulic　conductivity　is　constant　within

the　triangular　element　and　tha七　the　relative　hydraulic　conductivity

can　be　interpolated　in　the　same　way　as　the　pressure　head，　that　is，

・：・、i1K；φ宝　　　　（・・74）

in　which　l　stands　for　the　corners　of　the　triangular　element．　Thus，　the

i・t・grals　l1・・d　l2・an　b・p・rf・・m・d・・alyti・ally・The　p「°cedu「es　a「e

as　follows．

　　　　　Inse「ti・g　Eq・（2・7ρint°11・and　n°t’ng七hat　the　integ「al°ve「

七he　region　of　flow　is　equal　to　七he　summa七ion　of　the　integrals　over　all

七he　element　subregions，　we　ob七ain

　　　　　　　　　　　M

　　　　　I　　　　　　e
　　　　　　1

∨1　1Σ＝　e

　　1つノアO＝　　K

　（　へσX　　∂　）　el　φ　rl　K
つノΣ＝

　　・ユ　（　S・－

　K
　　1

2や乙＝

　［en・1

φX∂∂2ア】＝

　～e　　D　～

MΣ＝

　　　e　＝

　2　X　d　l　X　d
　］

el

　φ

rl

　K
　　1つノΣ＝　（　2

S・l

　K　十

　K　十　K　b　　n　C　l

Sク～

　K　十　K　C　　n　b　2

S－ー

　K　十　K　b　　n　b　l

Sll

　伍ゼ巫
eK

　h
　　1つノΣ＝　　K　　l

MΣ＝　　e　＝

）

　n　C　2

S9～

　K　十　n　b　2

S－

ぽ

亘2　十

hlt　¢lt）・

；2・n・K）・

（2．75）

where

）
r3

K十
r2

K十
r－・

K（
－一3

ニ
r一K
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　　　　Assembling　the　results

subregions　into　七he　global

locations　yields

　　　　　　　　　　N

　　　　I1＝ΣA。K　hK＋Fli
　　　　　　　　　K＝1

　of　the　integrals　over　the　elemen七

coefficient　matrix　at　the　apPropriate

（2．76）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　Note　tha七　　　　Now　consider　the　in七egral　I
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

、i1［ji，K・」・lj（，11　hKφ・）・K・2］…（・…）

is　the　flux　per　unit　length　alongΩ（　cf．　Eq（2．23）　）．　Along　the

impermeable　boundary　the　flux　is　zerot　so　this　term　vanishes．　When　a

constant　head　or　Dirichlet　boundary　is　encountered，　no　equa七ion　is

generated　and　consequently，　i七　is　unnecessary　to　evaluate　this　term．

When　a　Neumann　boundary　is　encountered　七he　flux　is　specified，　and　we

have　to　evaluate　this　term．

　　　　1・・e・ti・9　th・Eq・・（2・23）・（2・24）・and（2・25）i・t・12…bt・i・

　　　　　・2＝一∫GHφ。R…θdS－∫HBφ。1…θdS　　　　（2・77）

Because　the　seepage　ra七e　工　is　an　unknown　variable，　the　above　integral

canno七　be　evaluated．　La七er　we　shall　show七hat　it　can　be　removed　by

treating　overland　flow　and　subsurface　flow　as　a　simultaneous　system．

Here　we　first　formulate　七he　ma七rix　equation　for　overland　flow・

　　　　　As　in　the　case　of　subsurface　flow，　applying　the　Galerkin

eriterion　to　七he　governing　equa七ion　of　steady　state　overland　flow　we

obtain

　　　　　－∫HBφ。・…θdS・∫HB器（Uh／…θ）φ。dS－∫HBφ。R…θdS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．78）
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Let　七he　first　integral　in　the　right－hand　side　be　I’．　Performing　the

integration　by　parts　yields

　　　　　・t・Uh／…θφ。：一∫HB；1・（・・／一。θ）dS　　（・．79）

At　point　H・　h＝O　and　Uh／cosθφn　H　vanishes・　A七　poin七　B・　which　belongs　to

a　Dirichlet　boundary，　h　is　specified，　no　equa七ion　is　generated　and

consequently・　it　is　unnecessary　to　evaluate　Uh／cosθφn　B・　The　second

integral　in　the　right－hand　side　of　Eq．（2．79）　is　easily　evaluated　if　we

use　the　quasi－linearization　approximate　instead　of　Uh．　The　procedures

are　as　follows．

　　　　　The　七rial　func七ion　takes　the　following　simpler　form　along　七he

land　surface（　Figure　2．10　）

　　　　　　e　　　　　　e　　　e　　　　　e　　　e

　　　　　hs・φ1shls＋φ2sh2s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　　　　e　　　　　　　e　　e

　　　　　　　　・（1－S／・s）hl・S／・sh2s　　　　（・…）

whe「e七he・y・b・1　es　i・b・i・g・・ed　t・d・・igna七・・u・face　el・m・nt　numb…

Inserting　Eqs．（2．47）　and　（2．80）　into　Eq．（2．79）　yields

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　　　e

－・’・

P。f’。｛h21≡i！∫llAdS・∫：1・he・dS・∫：1・dS・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・9，／－nθ∫：i［・1；Shes＋・1；E　fie・一・1；s　5e・］dS｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．81）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e
　　　　　　　　　　　　　　　－1・φ。・φ1s

where　　　　δ　＝　｛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e
　　　　　　　　　　　　　　　　1・φ。・φ2s
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‘
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ら・己・

（c）

Figure　2．10　The　basic　function　for　land
　　　　　　　　　　　　　　surface　element．
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If　the　same　interpolation　func七ion　for　h　is　used　for　h，　all　七hese

in七egrals　can　then　be　performed　analytically．　Assembling　the　results

in七〇　the　global　matrix　at　the　appropria七e　loca七ions，　1‘　can　be　written

as

…－
j11　F。K　hK－Fl　　　（・・82）

　　　　Now　it　can　be　seen　that　the　seepage　rate　I　is　removed　by

inserting　Eq．（2．78），　（2．79），　and　（2．82）　into　Eq．（2．72）．　thus，　we

obtain

　　　　I2　＝　一　∫GH　φnRcosθdS　－　∫HB　φnRcosedS　＋　工’

　　　　　　　　　　　N

　　　　　　　＝一ΣF。K　hK－Fn　　　　　　　（2・83）
　　　　　　　　　　Kニ1

…r・・。・Fl・∫GHφ。R…θdS・∫HBφ。R…θdS

S・b・ti七・ti・n。f　ll　and　l2　i・t・Eq・（2・73）gives

　　　　　N

　　　　，三1（A・ビF・K）hK＝Fn－F；・n＝1，2・’°’・N（2・84）
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2．2．2．4　Formulating　the　Matrix　Equa七ion　for　Steady　State　Flow

　　　　　　　Problem　by　Curved－Sided　Triangular　Elements

　　　　The　formulating　procedures　are　七he　same　as　in　七he　case　of　linear

triangular　elements．　However，　since　the　in七egrals　over　the　surface

elements　herθ　cannot　be　performed　analytically，　we　have　to　use　some

numerical　technique．　In　thi8　study，　七he　Gauss　numerical　integration

method　is　used．　For　more　information　about　the　Gauss　numerical

integration　method　see　the　ApPendix　C．　For　overland　flow，　the　Gauss

numerical　integration　method　is　applied　after　transforming　七he

integrals　in　the　curvilinear　coordinate　system　in七〇　their　eounterparts

in　the　natural　coordinate　system　by七he　relationship　expression　S＝L

ξ　（see　Eq．（2．65），　a七　the　land　surface　n　＝　0　）．　Thus，　a　global　ma七rix

equa七ion　with　the　same　form　as　in　the　case　where　all　elemen七s　are

linear　triangular　elements　can　be　obtained．
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2．2．2．5　1ncorpora七ing　the　Dirichlet　Boundary　Conditions

　　　　　　　　and　Solving　the　Global　Matrix　Equation

　　　　　The　Neumann　type　boundary　conditions　have　been　considered　七hrough

the　formulation　process．　What　remains　to　be　incorporated　is　七he

Dirichlet　type　boundary　conditions．　For　convenience’　sake，　we　rewrite

Eq（2．84）　in七〇　七he　following　matrix　form

　　　　　［A］　｛h｝　＝｛F｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．85）

　　　　　N・NN°1　　N・1

　　　　　The　incorporating　procedure　is　as　follows．

　　　　　・fh。　i・・pecifi・d・・e　set　F。・h。・Fi・・Fi－Ai。h。　f・r　all　i≠

・・and　A。。・1・A。i・Ain＝°f・r　all　i≠n・This　p「°cedu「e　is

repea七ed　for　each　specified　head　h．

　　　　　Once　七he　boundary　condi七ions　have　been　incorpora七ed，　the

algebraic　equa七ions　are　solved　by　the　Gauss－Sediel　me七hod．　Because　the

problem　is　nonlinear，　an　itera七ive　process　is　necessary．　The　iteration

proeedure　is　repeated　until　the　difference　be七ween　successive

i七erations　is　within　a　specified　errorα，　i．e．

　　　　　Max川・1’）－h；’＋1）1，・・1，・，…，・｝・α　（…6）

where　the　supercript　（i）　indica七es　the　number　of　iterations・　In　this

study　we　have　setα＝0．001（m）．　During　the　iterative　cycle，　each　h　is

upda七ed　by

　　　　　h（i）．、h（i）．（1．ε）h（i－1），・＜ε・1　　（2．87）
　　　　　　n　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　n

E。。h。。mina、　head五i。　u，ed　f。。　h（°）．
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2．2．2．6　Possibili七y　of　Approximating　the　Land　Surface　by　a

　　　　　　　Series　of　Straight－Line　Elemen七s

　　　　　In　order　to　examine　the　possibility　of　approxima七ing　the　land

surface　by　a　series　of　straight－line　elements，　we　simulated　nine　case8

tha七　are　generated　from　three　types　of　land　surface　curves　and　three

kinds　of　flow　conditions．

　　　　The　three　kinds　of　flow　conditions　are　shown　in　Table　2．1　and

Figure　2．11．　The　soils　are　assumed　to　be　isotropic　and　homogeneous．

The　three　types　of　land　surface　curves　are　as　follows

　　　　　　　　。・1．6641112・10－3．2－・．031116821。・2．0，　0≦．、50．078

　　　　　S　：

　　　　　　1、・2．4792419・10－4。2・0．・1107228・。－1．5551522，50．・78≦．≦100

　　　　　　　　。・1．6185489・・1・－3。2－・．・28835152．・2．・，　0・．・68．139

　　　　　S2：　、．－1．634、3、．1。－3。・．。．41444，3、4．．13．1。2412，6、．139、。、1。。

　　　　　　　　、・1．ig60000・iO“3．2　　　・2．0，　0≦．≦68．139

　　　　　S　：

　　　　　　3、・．7．348626・IO－4。2・・．263134・・0。．6．96484・6，68．139・。・1・・

　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　It　ls

any　point．

　　　　　C（S1）

　　　　　C（S2）

　　　　　C（S3）

easy　to　show　七hat　the　three　curves　have　C　－continuity　at

The　maximum　curvatures　are，

．1．498708544　・10－3（m－1）

。2．009461473・10－3（m－1）

　　　　The　七hree

curves　are

elements　with　232　nodes．

into　57　1inear　or　curved　elements

respee七ively，

．2．392000000　・・10－3（m”1）

　　　　七ypes　of　region　of　flow　wi七h　the　different　land　surface

　shown　in　Figure　2．12．　Each　of　them　is　divided　in七〇　342

　　　　　　　　　　　　　Consequently，　each　land　surface　is　divided

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
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Table 2．1　Soil　parameters　and　Dirichlet
　　　　　　　　boundary　condition

Case

K．，H／Hr 　　　N

氏|1／3S

　　I

g／llr

HM

Case　1 0．6 0．15 0，001 2．5

Case　2 0．7 0．1

　　「

O，005 2．5

Case　3 1．5 0．1 0，OlO 2．5

KNT｛H

：Saturated　hydraulic　conductivi七y
：Roughness
：Rainfall　intensity
：Wa七er　leVel　a七　〇Utlet

h」

1－

《

一IS

弓　・10
n

6
d
工

匂

コ　　ー5
鵠

ぱ

江

’0

1．0

50

0

t40‘5τvnE　COttTENT

Figure　2．11　Moisture　characteristic Cしlrve
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X

N

2．

O

¶●－

86420

（New　D2）

0 　　　　　　　　　　　　　　　40　　　　　60

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X

Figure　2．12a　Element　partition　data
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N

20

86420 （New　D3）

100

X

Figure　2．12b　Element　partition　data
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．

　　　　　Combining七he七hree　七ypes　of　land　surface　curves　with　七he　three

kinds　of　flow　conditions，　we　generated　nine　ca日es　as　shown　in　Table

2．2．　For　the　each　case，　七wo　kinds　of　simulation　have　been　made‡　in　the

firs七　case　the　surface　elemen七s　are　treated　as　linear　triangular

elements，　and　the　second　as　curved－sided　triangular　elements．　The

results　of　simulations　are　shown　in　Figures　2．13，　2．14，　and　2．15．

Figures　2．13　and　2．14　show　that　both　pressure　heads　and　discharges

resulting　from　七he　七wo　kinds　of　simula七ion　agree　very　well　with　each

other．　The　maximum　differences　of　pressure　heads　and　discharges

between　the　七wo　kinds　of　simulation　for　each　case　are　given　in　Table

2．3，　and　七he　relations　be七ween　the　differences　and　the　maximum

curvature　of　land　surface　curve　are　shown　in　Fig．2．15．　Although　the

differences　show　a　tendency　to　increase　with　curvature，　the　difference

of　heads　is　less　七han　the　allowed　error　O．001m　of　numerical　analysis，

and　the　re：Lative　error　of　discharge（　ratio　of　七he　difference　of

discharge　to　discharge　）　is　less　七han　1％　for　all　of　七he　nine　cases．

　　　　　The　above　simula七ion　resul七s　show　that　i七is　possible　to　use　七he

linear　triangular　elements　for　surface　elements　if　land　surface　can　be

approximately　expressed　by　such　a　quadratic　curve　as　applied　for　七he

simula七ion．　In　七he　following　we　shall　formulate　the　matrix　equa七ion　by

applying　linear　triangular　elements　七〇　all　element）s　for　七he　transient

flow　problem・　　　　　　　　　　　　　　　　．
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Table　2．2　Simula七ion　case　conditions

111222333
123123123 （New　Dl）・（Case　1）

（　New　D1　）　＊　（　Case　2　）

（　New　D1　）　＊　（　Case　3　）

（　New　D2　）　＊　（　Case　1　）

（New　D2）・（Case　2）

（　New　D2　）　＊　（　Case　3　）

（　New　D3　）　＊　（　Case　1　）

（　New　D3　）　＊　（　Case　2　）

　（　New　D3　）　＊　（　Case　3　）
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Table 2．3　Pressure　head　error　and
　　　　flow　quantity　error

pressure　Head　Error　　　　　　　　　　　　　　佃｝ Flow　Ouantity　Error
@　　　　　　　　　　（H／HOUR）

1－1 0．501632690　E－03 0．150179956　E－03

1－2 0．587463379　E－03 0．174729852　E－03

1－3 0．697135925　E－03 0、187259982　E－03

2－1 0．476837158　E－03 0．174477696　E－03

2－2 0．569343567　E－03 0．256568193　E－03

2－3 0．608444214　E－03 0．319520012　E－03

3－1 0．425338745　E－03 0．372299924　E－03

3－2 0．638961792　E－03 0．540561974　E－03

3－3 0．707626343　E－03 0．721156597　E－03
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2．2．3　Solution　of　the　Transient　Flow　Problem

2．2．3．1　Formulation　of　Matrix　Equa七ion

　　　　The　difference　be七ween　the　七ransient　flow　problem　and　the　steady

state　flow　problem　arises　from　the　exis七ence　of　the　七ime　derivative　in

the　governing　equation．　Therefore，　the　matrix　equation　of　七he

七ransien七　flow　problem　can　be　obtained　by　adding　七he　term

corresponding　to　the　time　derivative　in七〇　七he　matrix　equation　of　七he

steady　state　flow　problem．　The　procedures　are　as　follows．

　　　　As　in　the　case　of　s七eady　state　flow，　applying　Galerkin‘s

cri七erion　七〇　the　governing　equation　（2．18）　of　transient　subsurface

flow，　we　obtain：

∫，∫

Ail」i1［・・」・≒（，！1　hKφ・・x・）］φ。　d・1d・2－

一∫

C∫（・・：・，）、1（，！1　hK　¢，）φ。　d・1d・、・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1，　2，　・●●，　N　　　　　　　　　　　　（2．88）

工n　zhe　preceding　sec七ion　we　have　shown　that　the　first　integral　can　be

perf’ormed　analy七ically　by　applying　Greent8　theorem．　Now　we　consider

the　sec・nd　i・t・gral・L・七thi・i・teg「al　be　l3・

　　　　　Since　the　Galerkin　me七hod　applies　only　at　a　given　instant　of

time，　the　time　derivative　，　∂h／at，　must　be　determined　independent　of

七he　orthogonalization　process．　Experience　indicates　that　for　the

numerical　method　to　converge　in　七he　case　of　unsa七urated　flow，　∂h／∂t

mu，t。。t　b・r・placedby∂he／∂t．　Amu・h…es七・bl…　1・ti・ni・

・bt・i・・d　by　d・fi・i・g　th・n・d・l　values・f　th・七ime　derivati…，∂h。／∂t・

as　weigh七ed　averages　of　∂h／∂t　over　七he　entire　flow　region：
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il・三∫，∫（C理S　ns）詩。d・1d・2／∫，∫（・愕・。）φ。d・1d・、（…9）

In　addition，　it　is　assumed　that　the　porosity（　n　），　and　七he　specific

・七・・ag・（S。）・are　c・n・tan七・i七hi・・a・h・1・m・n七・whil・th’e　specifi・

moisture　capacity（C），　and　the　moisture　content（ω），　vary　linearly

according　to

…、L，　c、φ2　　　　（・・…）

　　　　　　　　　　3

　　　　ωe・Σ・、φ；　　　　　　　　（2・9・b）
　　　　　　　　　1＝1

in　which　l　stands　for　七he　corners　of　the　triangle．

　　　　　By・・i・g　Eq・・（2・89）and（2・9°）七h・i・t・gral　l3・an　b・perf・「med

analytiCally

・3＝－

?撃P　Ki1；il告、i1・、。（・、・S：・、／・・）

　　　　　　　　・K！1R。k；iK　　　　（・・91）

・h…τ1。・2f・rl・n・・lnニ1f・・1≠・・

　　　　　　　　　　＝Oforn≠K．　　　　　　R
　　　　　　　nk

　　　　　On　the　other　hand，　applying　七he　Galerkin　criterion　to　the

governing　equation　（2．42）　of　overland　flow，　we　obtain

　　　　　－∫HBφ。1・。・θdS・　　　　　　　　　　　”

　　　　　　∫HB吉（Uh／・・sθ）φ。dS－∫HBφ。R…θdS・∫HB器（1／…θ）φ。dS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．92）
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If・・apPly　an　apP・・ximati・n・i・ilar　t・Eq・（2・89）f・r　ah。／∂t・th・

七hi・d　i・t・gral　in　the　right－hand・id・Of　Eq・（2・92）・an　be　ea・ily

evalua七ed．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂h

　　　　∫HB器（1／…θ）φ。dS・、tn∫HBφ。／…θdS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・1・。，li／・　　　（・・93）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K＝1

　　　　　　　　　＝OforK≠n．where　T
　　　　　　nK

　　　　　Combining　Eqs．（2．88），　（2．76），　（2．77），　（2．92），　and　（2．93）　we

obtain　a　set　of　quasilinear　first－order　differential　equa七ions：

　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂hK

　　　　　　Σ［（A。K－F。K）hK・（R。K－T。K）∂七］＝Fn－Fli

　　　　　K＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1，2，…　　，N　　　　　（2．94）
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2．2．3．2　1ntegration　Over　Time

　　　　For　convenience，　we　rewri七e　Eq．（2．94）　as

　　　　　　　　　［・］｛・｝・［・］｛豊｝・｛・｝　　　　（・・9・）

　　　　To　integrate　Eq．（2．95），　the　七ime　domain　is　discretized　in七〇　a

seq。。nce。f　f・。it。　i。・・rva・・，△七T，・h・r・T・・p…en・・time－・t・p

…b・r，and　th・七i・・d・・iva七ives・f　h。　ar・r・placed　by　finite

differences．　Experienee　indica七es　that　for　七his　problem　good　resul七s

can　be　ob七ained　by　employing　the　七ime－centered　scheme・

　　　　　［DT・1／・］　｛・LT＋；＋hT｝・［GT＋1／2］｛hTi5hT｝一｛ET＋1／2｝（・・96）

・here－t・七t，・・T・七，、1一七丁・…rd・r・・eva・ua・・七he　c・eff・・i・n・

ma・。ice，，。。・mu・t　k・…h・va・・…fh・t七・・T・△・T／・・At・h・

beginning　of　each　time　s七ep，　七hese　values　are　predic七ed　by　linear

ex七rapolation　from　previously　caleulated　values　according　to

　　　　　hT＋1／2．hT，△tT（hT．．hT－1）／△七T－1／2　　　　（2．97）
　　　　　　n　　　　　　　　n

　　　　　After　incorporating　the　Dirichlet　boundary　conditions，　the

resul七ing　set　of　simul七aneous　linear　algebraic　equa七ions　is　solved　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＋1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　at　all　nodes．　Due　七〇七h・Gauss－S・di・1・19・・i七h・f・r七h・val…fh。

七he　nonlinear　nature　of　Eq．（2．95）　七hese　results　must　be　improved　by　an

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＋1

i七・rati・・p・・cess．　A七each　i七・・a七i・n，　the　m・・七recent　values・f　hn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＋1／2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　from　are　used　to　obtain　improved　estimates　of　h
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　・1＋1／2（’＋1）・εhl＋1／2（’）・き（1一ε）（・1・hl＋1），・＜ε≦1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．98）
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where　supercrip七　（i）　indica七es　七he　number　of　iterations．　After

reevaluating　七he　coefficien七　matrices，　七he　equations　are　again　solved

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’T＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　The　iterative　procedure　continues　asfor　the　improved　values　of　h
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

long　as　necessary　七〇　achieve　a　日a七isfac七〇ry　degree　of　convergence．
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2．3　The　Application　to　Hillslope　Sys七ems

　　　　　In　七his　section　we　apply　the　coupled　model　of　overland　flow　and

subsurface　flow　proposed　in　the　foregoing　sections　七〇　hillslope

systems　and　simulate　the　influences　of　soil　hydraulic　proper七ies　and

rainflux　on　七he　runoff　characteristics．

2．3．1　工nput　Data　for　七he　Coupled　Model

　　　　　The　input　da七a　for　the　coupled　model　can　be　classified　as　four

kinds：

　　　　　（1）　informa七iorl　abou七　the　flow　region　subdivision，

　　　　　（2）　soil　parame七ers：　space－dependent　hydraulic　conductivity，

functional　relationships　between　rela七ive　conductivity　and　pressure

head　as　we：Ll　as　moisture　content　and　pressure　head，　specific　s七〇rage

and　space－dependen七　Manningts　fric七ion　factor（　roughness　），

　　　　　（3）　boundary　eonditions：　七ime－　and　space－dependent　dis七ribution

of　pressure　head　along　the　Dirichlet　boundaries，　七ime－　and　space－

dis七ribu七ion　of　flux　along　the　Neumann　boundaries，

　　　　　（4）　allowed　error　for　the　i七erative　procedure，

　　　　　（5）　七ime　in七ervals　for　七ransient　flow　case．

　　　　　25　cases　for　s七eady　s七ate　flow，　and　30　cases　for　transient　flow

have　been　simulated．　The　input　data　for　all　of　the　cases　are　given　in

Table　2．4～Table　2．7　and　Fig．2．16～Fig．2．21．　The　following　analyses

are　based　on　these　simulation　results．

　　　　　Before　analyzing　the　simula七ion　results，　we　define　some　key　words

for　an　unders七anding　of　hillslope　runoff　processes（　see　Figure　2．1　）：

　　　　　　　　　■

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　83
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Table　2．4 Simulation　case　condi七ions（S七eady　flow）

　N
j

3．6 11．4 36． 114． 360．

1． 1－1 2－1 3－1 4－1 5－1

3．16 1－2 2－2 3－2 4－2 5－2

10． 1－3 2－3 3－3 4－3 5－3

31．6 1－4 2－4 3－4 4－4 5－4

100． 1－5 2－5 3－5 4－5 5－5

N、R。ughness（M－1／3Sec）

K　言Sa七urated　hydraulic　conductivity（M／Hr）
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Table　2．5a　Simulation　case　condi七ions（Transient　flow）

Case

⊆　＞　　oCI品：畠㌔　　・o Time

rtep

　K

l／Hr

　N

l’1／3s

M 　S

P／M

Rainfall
垂≠狽狽?窒

1 New

@D1

Type

@TO

3． 360． Type　A 0．0001

τエ10

0 80　　1601P帳いr） 240

て

2 New

@D1

Type

@TO

3．16 114． Type　A 0．0001
ミ｜0

0 80　　　160
ﾑ1提（hr）

240

3 New

@D1

Type

@T1

1◆ 36， Type　A 0．0001
τ12

1

o
」 5　　　10

ｹ1庵（h川

15

4 New

@D1

Type

@T1

100． 36． Type　A 0．0001
Cl2

1

o

d 5　　　10

ﾑぱ（hr）

15

5 New

@D1

Type

@T1

1． 360． Type　A 0．0001
て12

｜

＼

o
d 5　　　10

ﾑ慌｛hr）

15

6 New

@D1

Type

@T1

100． 360． Type　A 0．0001

て）2

1

0

o 5　　　10

s1庵｛hr）

15

85



Table　2．5b　Simulation　case　conditions（Transient　flow）

7

8

9

10

11

12

New

　D1

New

　D1

New

　D1

New

　D1

New

　D1

New

　Dl

Type

　　T1

Type

　T1

Type

　　T1

Type

　　T1

Type

　　Tl

Type

　　T1

●

1

■

1

50．

50．

100．

50．

36．

360．

360．

360、

360．

360．

Type　B

Type　B

Type　B

Type　C

Type　A

Type　B

0．0001

0．0001

0．0001

0．0001

0．0001

0．001

12

o 5　　　10

TIHE（hr）

1ひ〉

　

‘

0 5　　　10

Tlre‘hr）

15

12

0 5　　　10

TSK｛hr，

15

0 5　　　10

1lrc（hr｝

15

セ

0 5　　　1e

rlH1（hr）

15

　

＼

0 5　　　10

TJME（hr）

15
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Table　2・5c　Simulation　case　conditions（Transien七　flow）

13

41

15

16

17

18

New

　D1

New

　D1

New

　D1

New

　D1

WleDN

New

　D1

Type

　　T1

Type

　　T1

Type

　　T1

Type

　　T1

Type

　　T1

Type

　　T1

50．

20．

50．

50．

50．

50．

360．

360．

360．

360．

360．

360．

Type　D

Type　C

Type　C

Type　C

Type　E

Type　C

0．0001

0．0001

0．0001

0．0001

0．0001

0．0001

　

5　　　10

T：HE‘hr）

15

0 5　　　10
11H疋　c　hr　）

15

ハ

li
O　　45　　16　　1S
　　　　　TrME　｛　hr　）

［

0 s　　　lo　　　　15

TlME（hr　｝

セ

0 5　　　10

TIME（hr，

15

5　　　｝o

TIME｛hr⊃

15
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Table　2．5d　Simulation　case　conditions（Transient　flow）

19

20

21

22

23

24

WleDN

New

　D1

WleDN

New

　D1

New

　Dl

WleDN

Type

　　T1

Type

　　T1

Type

　　T2

Type

　　T1

Type

　　T1

Type

　　T1

Kx

＝50．

Ky

＝1．

50．

50．

Kx

＝1．

Ky

・50．

50．

50．

360．

360．

360．

360．

360．

1．08

＊104

Type　C

Type　C

Type　E

Type　C

Type　C

Type　C

0．0001

0．0001

0．0001

0．0001

0．0001

0．OOOI

12

o 5　　　10

TlME（hr）

→15

ど

0 5　　　10

TrME⊂hr　）

15

　

0 5　　　10
TIME　t　hr　l

15

12

0 5　　　10

TIME｛hr，

15

12

0 5　　　｝O

TIME　（hr）

Is

　
（」

0 5　　　10

TlltE（h川

15
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Table　2．5e　Simulation　case　condi七ions（Transient　flow）

25

26

27

28

29

30

New
　　Dl

New

　D4

New

　D5

New

　　D1

New
　　D1

＊0．5

New
　　D’1

Type

　　T1

Type

　　Tl

Type

　　T1

Type

　　T1

Type

　　T1

Type

　　T1

50．

K，K，

＝1．

K，K，

二50．

K，K2

・50．

K，K，

＝50．

K2K3

二1．

50．

50．

360．

360．

360．

360．

360．

360．

Type　C

Type　C

Type　C

Type　C

Type　C

Type　C

0．0001

0．0001

0．OOOl

0．0001

0．0001

0．0001

＼

D 5　　　10
TI）tE｛h．｝

15

12⌒L

0 5　　　10

TIHE｛hr）

15

12⌒」

0 5　　　1e

TIME｛hr）

15

12（」

0 5　　　10
TIME　c　hr，

Is

12

0 5　　　10

丁岐（hr）

Is

8（」

秩A

0 5　　　10

TIHE｛hr）

15
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Table　2．6　Numbers　of　Nodes　and　Elements

N1
Nっ　一 N3 N4

New　D1－D3 232 342 58 4

New　D4 255 400 51 5

New　D5 304 450 76 4

NNNN

：number

：number

：number

mumber

of　nodes

of　elements

of　surface　nodes

of　outle七　nodes

Table 2．7a　Time　Step　for　transien七　flow
　　　　　（CASE3－CASE20，　CASE22－CASE30）

Time （ From ，To） Time Step（Hour）

0，000 0，100 0，050

0，100 0，500 0，100

0，500 0，750 0，125

0，750 1，000 0，250

1，000 15，000 0，500
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Table　2．7b　Time S七ep　for　七ransient　flow
　　　　（CASE21）

Time （ From ，To） Time Step（Hour）

0，000 0，100 0，050

0，100 0，500 0，100

0，500 0，750 0，125

0，750 15，000 0，250

Table　2．7c　Time Step　for　七ransien七　flow
　（CASE1，　CASE2）

Time　　　（　From　，　To　） Time　Step　（Hour）

・．…　　i・．1・・　　　　　　　　　：

0，050

・．1・・i・．5・・　　　　　　　　　；

0，100

・．5・・i・．75・　　　　　　　　　：

0，125

・．75・i1．…　　　　　　　　　；

0，250

L…　　i2．…　　　　　　　　　：

1，000

2．…　　i1・．…　　　　　　　　　；

2，000

1・．…i24・．…　　　　　　　　　：

10，000
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　　12

　　10

　　　8

N　　6

　　　4

　　　2

　　　0

N

2086421σ

（New　D1）

　20　　　　　　40　　　　　　60　　　　　　80

　　　　　　　　　　　　　　　　　　X
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　　　　Overland　flow　is　the　flow　of　water　over　the　land　surface　BH

toward　a　stream　channel　which　originates　from　rain　and　return　flow．

Return　flow　is　the　infiltrated　water　which　returns　to　the　land　surface

BH・f七er　fl・wi・g　i・the　s・il　h・・i・。・．0…1and・un・ff　discharg。

indicates　七be　ou七flow　from　AB，　and　Subsurface　runoff　discharge　the

outflow　from　BC．　Total　runoff　discharge　is　defined　as　七he　summation　of

overland　and　subsurface　runoff　discharges．

2．3．2　Saturated　Hydraulic　Conductivi七y　and　Roughness

　　　　Saturated　hydraulic　conductivity　is　one　of　the　most　important

parameters　that　are　considered　to　have　great　influence　on　subsurface

runoff，　which，　in　七urn，　has　great　influence　on　七he　total　runoff．

Roughness　is　the　parame七er　which　immediately　governs　overland　flow．

Since　we　considered　the　hydraulic　interaction　of　overユand　flow　wi七h

subsurface　flow　when　deriving　the　governing　equations，　the　runoff

charac七eristics　are　considered　to　be　determined　by　all　七he

combina七ions　of　the　parameters・工n　the　foユlowing，　by　apPlying　the

coupled　model　七〇　hillslope　sys七ems　the　influences　of　saturated

hydraulic　conductivity　and　roughness　on　runoff　are　　examined　for

steady　state　flow　and　transient　flow，　respec七ively．

　　　　Fig．2．22　shows　the　relationships　between　runoff　and　satura七ed

hydraulic　conductivity　as　well　as　roughness　of　hillslope　land　surface

in　the　case　where　rain　of　constant　in七ensity，　8mm／hour，　falls　upon　the

hillslope．　When　the　roughness　is　relatively　small，　the　ratio　of

overland　x・unoff　to　subsurface　runoff　does　not　vary　widely　as　the

sa七ura七ed　hydraulic　conductivity　changes，　and　七he　overland　runoff

accounts　for　a　very　great　part　of　the　七〇七al　runof’f．　工f　the　roughness

becomes　　larger，　　the　　subsurface　　runoff　　increases　　sharply　　as　　the
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sa七urated　hydraulic　conduetivity　increases．　this　can　be　explained　as

follows：

　　　　　The　resistance　of　soil　to　subsurface　flow　decreases　as　the

hydraulic　conductivi七y　becomes　greater．　Therefore，　if　the　roughness　is

small，　the　water　infiltra七es　into　七he　soil　of　the　upper　hillslope，

where　the　pressure　head　is　lower　than　in　the　lower　hillslope，　does　not

flow　in　七he　soil　of　七he　lower　hillslope　bu七　returns　to　the　land

surface　which　has　low　resistance　七〇　the　flow．　工n　七he　case　of　large

roughness，　the　return　flow　is　restrained　and　as　a　result　七he

subsurface　flow　increases．

　　　　Figure　2舎23　shows　七he　hydrographs　in　the　cases　where　七he

saturated　hydraulic　conductivity　ranges　from　l
m／hour（CASE3，CASE5，CASE8）　to　100　m／hour（CASE4，　CASE6，CASE9）　and　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

＿ghnes，　f。。m・．・1　m－1／3h。u。（CASE3，CASE4）t。。．1

m－1／3h。ur（CASE5，CASE6，CASE8，CASEg）．、。七he　ca，es　wh。re七h。。。t。。at。d

hydraulic　conduc七ivi七y　is　l　m／hour，　七he　subsurface　runoff　discharge　is

nearly　zero，　while　the　sa七ura七ed　hydraulic　conduc七ivi七y　becomes　100

m／hours　the　8ubsurface　runoff　discharges　increase　so　that　the　七〇七al

runoff　discharges　of　CASE4，CASE6　and　CASEg　exceed　those　of　CASE3，CASE5

and　CASE8，　respectively．　However，　七he　increase　of　CASE4　in　七he

overland　flow　is　more　considerable　than　七hose　of　CASE6　and　CASE9．　This

results　from　七he　differenee　of　roughness　between　CASE4　and　CASE6　0r

CASE9，　In　CASE6　and　CASEg　the　return　flows　are　restrained　by　七he　large

roughness・

　　　　　Now　let　us　look　a七　七he　peak－time　of　the　hydrograph．　Since

overland　flow　is　generally　fas七er　than　subsurface　flow，　七he　difference

between　the　ratios　of　overland　runoff　or　subsurface　runoff　七〇　total

runoff　　naturally　　resul七s　　in　a　　difference　　in　七he　　peak－time　of　the
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hydrograph．　The　lag－times　of　the　peak　in　CASE3，　CASE5（　with　an　initial

precipitation，　1mm／hour　）　and　CASE8（　without　any　ini七ial　precipitation

）　七〇　the　peak　of　precipitation　are　about　20　min．，　20　min．，　and　38

min．，　respectively．　Howevert　when　the　sa七urated　hydraulic　conduc七ivity

is　100　m／hour，　七he　lag一七imes　increase　to　45　min．，　45　min．，　and　58　min．

　　　　　Ishihara　and　Takasao（1963）　have　pointed　out　七hat　there　is　usually

・highly　p・rm・able　s・il　l・yer（kn・wn　as　th・A－lay・r）in七h・

hillslope．　The　most　impor七an七　hydraulic　characteris七ics　of　the　A－layer

are　its　anisotropy　and　heterogenei七y．　The　firs七　has　been　simula七ed　by

CASE10，　CASE19　and　CASE22，　and　the　resul七s　are　shown　in　Figure　2．24

and　Figure　2．25．　We　have　also　simulated　七he　heterogenei七y　by

considering　a　two－layer　region　of　flow（　Figure　2．28　），　and　the　results

are　shown　in　Figure　2．26，　Figure　2．27　and　Figure　2．29．

　　　　　Figure　2．30　shows　七he　maximum　veloci七y　of　overland　flow　for

CASE4，　CASE5，　CASE7　and　CASE8，　where　all　of　the　parameters　o七her　than

roughness　are　held　constant　for　all　cases．　The　　veloci七y　dis七ribu七ions

are　shown　in　Figure　2．31．　工七　can　be　seen　七hat　when　七he　sa七ura七ed

hydraulic　conduc七ivi七y　is　low　return　flow　is　promo七ed　and　七he

influence　of　roughness　on　七he　runoff　is　little．　This　is　also　indica七ed

by　the　change　in　wa七er　table（　Figure　2．32　）．　When　the　sa七ura七ed

hydraulic　conductivi七y　is　so　great　七ha七the　subsurface　flow　veloci七y

has　the　same　order　to　overland　flow，　re七urn　flow（　and　consequen七ially

　overland　flow　）　becomes　sensitive　七〇　the　change　in　roughness．　The

　distribution　of　the　七〇tal　runoff　among　七he　overland　runoff　and

　subsurface　runoff　for　steady　state　flow（　Figure　2．33　）　can　be

　explained　in　七he　same　way．

　　　　　　Based　on　the　above　simula七ion　results，　七he　influences　of

　satura七ed　hydraulic　conduc七ivity　and　roughness　on　七he　runoff

　charac七eris七ics　can　be　summarized　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　100
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　　　　　1）　工n　七he　case　of　s七eady　state　flow，　七he　greater　七he　saturated

hydraulic　conduc七ivity　is，　the　higher　is　七he　ratio　of　overland　runoff

to　total　runoff．

　　　　　2）　In　七he　case　of　transient　flow，　the　shor七一time　runoff

discharges　of　bo七h　overland　flow　and　subsurface　flow　increase　as　七he

sa七urated　hydraulic　conductivity　becomes　greater．

　　　　　3）　As　七he　roughness　becomes　larger，　the　subsurface　runoff

increases　and　the　overland　runoff　decreases．　As　a　result　七he　七〇七al

runoff　generally　decreases・

　　　　　4）　In　the　case　of　flow　in　an　aniso七ropic　porous　medium，　a　greater

vertical　componen七　〇f　the　saturated　hydraulic　conductivity　generally

quickens　drainage，　and　a　greater　horizon七al　component　results　in　an

increase　in　S七〇rage．

　　　　　5）　In　the　case　of　a　two・－layer　hillslope，　七he　七hinner　七he　upper

layer　wi七h　a　grea七er　satura七ed　hydraulic　conductivi七y，　the　be七ter　七he

return　flow　deve：Lops　and　the　more　the　overland　runoff　discharge．

2．3．3　Mois七ure　Charac七eristic　Curve

　　　　　The　mois七ure　charac七eris七ic　curve　is　said　七〇　produce　strong

influence　on　runoff　process　by　controlling　the　storage　capacity　of

soi1・　Figure　2・34　shows　七he　hydrographs　of　CASEg　and　CASE10，　which

have　differen七　moisture　content　a七　七he　same　pressure　head（　CASEg　is

higher　than　CASE10　）．　Although　the　ini七ial　condi七ions　are　七he　same

s七atic　flow，　CASEg　has　a　higher　storage　than　CASE10．　The　difference　in

七he　ini七ial　storage　resul七s　in　the　difference　in　the　peak　discharge（

CASE9　is　6．5　mm／hour，　while　CASE10　is　only　5．5　mm／hour　）　and　the

difference　in　七he　lag一七ime（　1　hour　and　40　min．　respectively　）．
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　　　　　Since　CASE9　has　a　higher　storage　capacity　七han　CASE10，　七he

declining　slope　of　七he　hydrogragh　of　CASEg　is　no七　so　gen七le　as　七ha七　〇f

CASE10．　As　a　result　the　ra七io　of　total　runoff　七〇　七〇tal　precipi七a七ion

in　the　七wo　cases　is　the　same　80％at　a　point　in七ime　five　hours　af七er

cessa七ion　of　the　rainfall（　Figure　2．35　）．

　　　　　Figure　2．36　shows　七he　hydrographs　of　CASEg　and　CASE13，　in　which

the　porosities　are　O．45　and　O．3，　respectively．　Since　CASEg　has　a

higher　moisture　content　than　CASE13　at　a　given　pressure　head，　the

water　table　rises　more　quickly　in　CASE9（　Figure　2．37　）．　This　also

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

causes　the　difference　in　maximum　velocity　be七ween　七he　two　cases（

Figure　2．38　）　and　the　difference　in　discharge（　five　hours　after　the

rain　has　s七〇pped，　the　ratios　of　discharge　to　precipitation　in　CASEg

and　CASE13　are　80％　and　95％，　respec七ively　）．

　　　　　The　above　simulation　resul七s　can　be　summarized　as　follows：

　　　　　1）When　all　of　the　other　condi七ions　are　the　same，　七he　lower　七he

s七〇rage　capaci七y　is，　the　gentler　are　both　the　increasing　and　七he

declining　slopes　of　the　hydrograph．

　　　　　2）　The　higher　the　porosi七y　is，　七he　slower　is　七he　drainage．

2．3．4　Specific　Storage

　　　　　Specific　s七〇rage　is　a　parameter　which　accoun七s　for　七he　elas七ic

nature　of　water　and　soil．　Figure　2．39　shows　the　simulation　resul七s　of

七wo　cases　wi七h　differen七　specific　storage・　There　is　lit七le　difference

between　七he　七wo　hydrographs．　This　may　be　because　a）　七he　soil　layer

considered　is　very　七hin，　and　b）　the　range　in　which　the　pressure　head

varies　is　narrow．　For　七hese　reasons，　when　considering　the　near－

surface，　short一七ime　runoff，　we　can　in　general　ignore　七he　influence　of

specific　storage・
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2．3．5　Rainfall　Pa七七ern

　　　　　We　have　simulated　七he　influences　of　concentration　and　dispersion

of　rainfall　in　time　on　runoff　by　considering　simple　rec七angular

rainfalls　with　different　intensi七y　and　duration．

　　　　　CASE15，　CASE16　and　CASE18　have　七he　same　七〇七al　precipita七ion，　40

mm／hour，　but　the　in七ensi七y　and　duration　are　10　mm／hour，　4　hours；　4

mm／hour，　10　hours；　and　20　mm／hour，　2　hours；　respectively．　Figure　2．40

shows　七he　hydrographs，　七he　shapes　of　which　are　all　similar．　However，

七he　rising　heights　of　seepage　poin七　are　O．034m，　0．019m　and　O．050，

respectively（　Figure　2．41　）．　These　values　show　a　七endency　七〇　increase

as　rainfall　concentrates．　This　tendency　can　also　be　seen　from　the

ra七io　of　total　discharge　七〇　precipitation（　Figure　2・42　and　Table　2・8

）．　Based　on　the　simulation　results　we　come　to　the　conclusion　that　the

drainage　becomes　quicker　as　the　rainfall　concen七ra七es．

2．3．6　An七ecedent　Precipitation

　　　　　Figure　2．43　shows　the　hydrograph　for　七he　case　in　which　七he

rainfall　has　two　peaks．　The　difference　between　the　corresponding　two

peaks　of　the　hydrograph　can　be　explained　by　the　difference　of　the

antecedent　sa七ura七ion　situa七ion．　The　second　peak　is　higher　and　gen七ler

七han　七he　first　one．　This　means　七hat　the　higher　the　degree　of

satura七ion　of　soil，　the　quicker　will　be　the　drainage．
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Table　2．8　The ratio　of　runoff　discharge
　七〇　precipita七ion

15

61

（％） （z）
（％）

A：ra七io　of　total　discharge　to
　　　七〇tal　precipi七a七ion

B　：ratio　of　to七al　surface　discharge

　　　to　to七al　precipitation
C　：ratio　of　七〇tal　subsurface　discharge

　　　七〇　七〇tal　precipitation
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

2・4Simul・ti・n　Analy・is・f　Hi11・1・p・Run。ff　P。。cesse，

　　　　　　エnth・p・ecedi・g・ecti。・，　the　sy・七hesized。u。。ff。。d。l　h。，　been

apPlied七・hill・1・pe　sy・t・m，　and　th・i・fl・・nce，。f　th。　mai。　f。。七。r。

which　g°ve「n七h・run・ff　p・。cess　hav・bee・・xami・・d　by・・n，id。。i。g七he

「un°ffp「・cessa・all　bl・ckb・x・・七ra・・f・・mi。g。。i。f。ll　i。七。

discharg・・1七i・apP・・e・七七h・七th・a・aly，i，　w。、　mad。　f。。m　a　ma。r。

P°int°f・i…1・七his　secti・n　we　sh・ll　analyze　th・run・ff　p。。cesS

f・。m　a　mi…p・i・t・f・i・w・W・will七・y　t・make　cl。a。　th。　mech。。i。m。f

七he　i・filtrati。n　and・u・・ff　p・・ce・s　by・xami・i・g　th。　i。t。ri。。

va「i・bles　su・h・・m・i・七ure　c・・七・nt，・・1・・i七y・f　fl・w，　i。t。ra。ti。n。f

°ve「1and　fl・w　with・ub・u・face　fl・w・・d・・v・m・nts。f　w。七。r　tabl。　and

seepage　point．

2．4．1　Distribution　of　Mois七ure　Conten七

2・4・1・1　Changing　Moisture　PrQfile

　　　　　Figure　2．44　shows　七he　moisture　profile　of　CASE2　in　which　the　flow

chang・・f・・m・t・七ic　st・t・七・・七・ady・t・t・d・・七。・・。・・tan七rai。f。ll，

10mm／h・u・・Thech・・a・t・・i・七ics・f七hem・i・t・・e　p・。file　can　b。

summarized　as　follows．

　　　　　1）A・th・・ai・f・…t・・t・，七h・u・・at・・at・d・。・・i・。apidly

satura七ed　by　the　infiltrated　wa七er．　This　process　continues　from　　the

1°we「・1。P・t・w・・d・th・upP…1・p・and　f…th・base。f　th…gi。n。f

fl°w　t・ward・th・land・urface・With　th・passag・・f　ti・・，　th・・i。i。g

speed°f　th・w・ter　t・bl・bec。me・g・adually・1・w・r　a七七h・1・w…　1。p。，

but・七七h・upPer・1・p・七h・ri・i・g・。・七i・ues　un七il・・七・ady。t。t。　i。

achieved（　Figure　2．45　and　Figure　2．46　）．
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　　　　　2）　At　the　lower　slope，　since　the　antecedent　moisture　con七en七　is

higher，　the　range　of　variation　of　moisture　content　is　not　so　wide　as

a七　the　upPer　slope．

　　　　　3）　At　the　lower　slope，　the　range　variation　is　wider　around　七he

water　七able　七han　nearby　the　land　surface，　while　at　七he　upper　slope，

七he　range　nearby　the　land　surface　is　wider　七han　around　七he　wa七er

table．　This　is　because　the　righ七一hand　vertical　boundary　GF（　Figure　2．1

）　is　an　impermeable　boundary　and　there　is　no　lateral　flow　across　GF

into　the　region　of　flow．

　　　　　The　changing　wa七er　七ables　and　mois七ure　profiles　of　CASE8　and

CASEg　are　shown　in　Figure　2．47　and　Figure　2．48．　Since　CASE8　has　a

grea七er　hydraulic　conductivity，　the　infiltra七ed　wa七er　does　no七　remain

in　the　unsaturated　zone，　but　returns　七〇　七he　land　surface　or　flows　down

the　slope　and　consequentlyt　the　ranges　of　both　the　changing　of

moisture　conten七　and　the　rising　of　water　七able　in　CASE8　are　no七　so

wide　as　in　CASE9．　The　influence　of　hydraulic　conductivi七y　on　七he

distribution　of　moisture　con七ent　can　also　be　seen　in　CASE26　0r　CASE28，

in　whieh　七he　soils　are　heterogeneous（　Figure　2．49　）．

　　　　　Figure　2．50　con七ains　the　moisture　profiles　for　CASE7　and　CASE8　in

which　the　roughness　assumes　different　values．　It　can　be　seen　七hat

there　is　little　difference　between　七he　七wo　cases．　This　may　be　because

the　influence　of　roughness　on　subsurface　flow　system　is　indirec七．

　　　　　Figure　2．51　shows　七he　moisture　profile　of　CASEg　and　CASEIO　which

have　differen七　moisture　charac七eristic　curves．　These　profiles　are　very

similar　excep七　that　the　distributions　of　antecedent　moisture　content

are　different．　This　similari七y　is　due　七〇　七he　high　conduc七ivi七y　in　both

cases．

2．4．1．2　Redistribution　of　Soil　Moisture
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　　　　Most　of　the　researchers　on　七he　infiltration　problem　have

primarily　focused　their　a七ten七ion　on　the　evaluation　of　basic　七heory．

By　examining　a　ver七ical　soil　coユumn，　七he　nature　of　the　response　and

the　theoretical　moisture　profile　have　been　made　clear．　However，

relatively　little　has　been　published　on　七he　redis七ribution　of　soil

moisture　on　a　natural　hillslope・

　　　　　Hewle七t　and　Hibber七（1963）　have　shown　tha七　while　the　upper　par七　〇f

七he　slope　rapidly　de－sa七ura七es　and　asymp七〇七ically　approaches　its

equilibrium　value，　七he　lower　par七　soon　develops　a　remarkably　s七able

moisture　con七en七　value　approxima七ing　sa七ura七ion．　Figure　2．52　con七ains

七he　moisture　profile　of　CASEI　in　which　the　initial　condition　is　a

s七eady　sta七e　flow　wi七h　a　rainfall　in七ensity　of　10　mm／hour．　This　case

reproduces　the　redistribution　process　of　soil　moisture　when　七he　flow

changes　from　steady　state　to　s七atic　state．　The　changing　pressure　head

wi七hin　the　process　is　shown　in　Fi．gure　2．53．　The　simula七ion　results

reveal　七he　following：

　　　　　1）　Drainage　is　quickest　a七　七he　land　surface　and　at　the　lower　par七

〇f　slope，　and　becomes　progressively　slower　七〇wards　the　water　table　and

the　upper　part　of　slope．　The　mois七ure　content　value　is　thus　stable　in

the　vicini七y　of　the　water　table　for　a　long　七ime　after　drainage．　This

is　suppor七ed　by　the　la七eral　flow　from　七he　upper　slope．

　　　　　2）　Drainage　becomes　slower　as　time　passes．　The　drainage　can　be

divided　into　七wo　processes，　七he　firs七　is　transient　and　the　second　is

near　a　steady　s七a七e・

　　　　　3）　Finally　the　slope　will　drain七〇wards　values　de七ermined　by　the

moisture　characteristic　curve　of　the　soil．
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2．4．2　Velocity　Distribu七ions　of　Overland　Flow

　　　　　　and　Subsurface　Flow

2．4．2．1　Equa七ions　of　Motion

　　　　　As　mentioned　in　Sec七ion　2．1，　Darcyts　law　is　used　for　satura七ed

and　unsatura七ed　flows　with　七he　provision　tha七　the　conduc七ivi七y　is　a

function　of　the　pressure　head．　For　overland　flow，　we　have　assumed　tha七

the　kinematic　approxima七ion　and　the　Manning　equa七ion　are　valid，　and

七hat　the　velocity　of　overland　flow　can　be　expressed　as　a　summation　of

七he　velocity　of　subsurface　flow　on　七he　land　surface　and　七he　velocity

of　overland　flow　when　there　is　no　infiltration　or　seepage．　According

七〇　Shiiba（1983），　if　we　consider　only　七he　overland　flow，　the　velocity

becomes　zero　as　the　depth　of　flow　apProaches　zero．　On　七he　o七her　hand，

if　七he　overland　flow　and　subsurface　flow　are　trea七ed　as　a　continuous　’

system，　七he　velocity　of　overland　flow　must　be　equal　to　the　veloci七y　of

subsurface　flow　on　the　land　surface．　工n　七his　s七udy　this　requiremen七

has　been　sa七isfied　by　七aking　in七〇　consideration　七he　momentum　balance

along　もhe　land　surface．

2・4・2・2　Dis七ribu七ion　of　Velocity　in　Time　and　Space

　　　　　Figure　2．54　shows　the　dis七ribu七ion　of　veloci七y　in　space　at

differen七　tirnes．　Since　the　ini七ial　condi七ion　is　s七a七ic　state　the

veloci七ies　before　七he　beginning　of　rainfall　are　zero．　The

characteris七ics　of　七he　veloci七y　distribu七ion　can　be　summarized　as

follows：

　　　　　1）　A七　七he　beginning　of　the　rainfall，　overland　flow　and

unsaturated　　　subsurface　　flow　　　occur　　rapidly　　　due　　七〇　　七he　　direct

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　137
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precipitation　onto　the　satura七ed　land　surface　and　the　infiltrated

wa七er，　respec七ively・

　　　　　2）　Since　七he　antecedent　moisture　con七en七　is　very　low　in　七he

vicini七y　of　the　land　surface，　the　unsatura七ed　hydraulic　conduc七ivity

is　low，　the　infiltra七ed　water　therefore　cannot　flow　quickly　towards

the　bas6　0f　slope，　and　a　zone　with　a　sharp　gradien七　in　moisture

con七ent（　and　hence　in　pressure　head　）　occurs．　1七　is　very　similar　to

the　so－called　tt　wet七ing　front　tT　in七he　generation　mechanism．　工f七he

conduc七ivity　is　very　low　and　the　rain　is　very　s七rong，　the　land　surface

may　be　saturated　and　Horton　overland　flow　rnay　occur・

　　　　　3）　The　vertical　component　of　七he　velocity　of　subsurface　flow　is

grea七est　at　七he　top　of　the　upper　slope　and　becomes　smaller　towards　七he

base　and　the　lower　par七　〇f　the　slope，　while　the　horizon七al　component

is　sInalles七　a七　七he　七〇p　of　七he　upper　slope　and　becomes　grea七er　七〇wards

the　base　and　the　lower　slope．　This　is　because　七he　base　boundary　and

the　right－hand　vertical　boundary　are　impermeable．　The　infil七ra七ed

water　accumula七es　on　七he　base　boundary　and　then　forms　la七eral　flow，

which　develops　increasingly　with　flow　七〇wards　七he　lower　slope．

　　　　　4）　The　maximum　veloci七y　of　subsurface　flow　occurs　at　the　seepage

face，　across　which　a　part　of　subsurface　flow　returns　to　七he　land

surface　with　a　smaller　resistance　to　flow．

　　　　　5）　Once　the　rainfall　stops，　七he　velocity　of　subsurface　flow

decreases　rapidly　from　the　top　of　slope　towards　the　base　and　from　七he

upper　part　of　slope　七〇vards　七he　lower　part．　Rela七ively　七〇　subsurface

flow，　the　velocity　of　overland　flow　decreases　gen七ly．　This　is　because

七he　re七urn　flow　accounts　for　a　far　greater　part　of　overland　flow　than

七he　direc七　precipita七ion　on　七he　saturated　land　surface．

　　　　　The　dis七ribu七ion　of　veloci七y　affec七ed　by　various　factors　and　七he

above　characteris七ics　may　no七　always　been　seen・　For　example，　in

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　140



・　CASE11，　since　there　is　an七ecedent　precipitation，　the　lateral　flow

　develops　very　well．　Therefore　the　maximum　velocity　does　no七　〇ccur　at

　the　seepage　face，　but　on　the　impermeable　base　boundary（　Figure　2．55　）．

　Another　exception　is　CASE8・　Since　the　sa七urated　hydraulic　conductivi七y

　is　extremely　low，　the　ユateral　flow　does　not　develoP（　Figure　2．56　），

　the　infiltrated　water　raises　七he　wa七er　table　so　that　the　water　七able

　shows　a　tt　domelike　tt　shape　and　wa七er　flows　locally　up　七he　slope（

　Figure　2．57　）．

　　　　　　Figure　2．58　shows　七he　maximum　veloci七ies　of　CASE12　and　Figure

　2・5g　the　corresponding　hydrograph．　The　peak　times　for　the　maximum

　veloci七ies　of　七he　overland　and　subsurface　flows　coinside．　They　lag

　abou七　1　hour　behind　七he　peak　of　precipi七a七ion　and　15　min．　behind　the

　peak　of　hydrograph．　From　these　i七　can　be　surmised　七ha七　七he　return　flow

　plays　a　very　impor七ant　part　in　runoff　processes．

　　　　　　Figure　2．60　shows　the　dis七ribution　of　velocity　in　space　in　七he

　case　of　he七erogeneous　soi：L（　CASE26　and　CASE28　）．　It　can　be　seen　that

　the　lateral　flow　is　restrained　within　the　layer　with　a　lower　hydraulic

　conductivi七y・

2．4．3　Water　Table　Level　and　Seepage　Point

2．4．3．1　Water　Table　of　Subsurface　Flow

　　　　The　water　七able　is　the　zero－pressure　surface　which　separates　the

satura七ed　zone　from　the　unsaturated　zone．　In　the　classical　approaches

the　wa七er　table　is　considered　七〇　be　a　moving　material　boundary　and　is

usually　referred　七〇　as　a　free　surface．　The　rate　of　advance　of　the　zero

pressure　　　surface　　is　　s七rongly　　　affected　　by　　anteceden七　　　mois七ure
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conditions　in　the　unsa七urated　zone　and　七herefore　this　rate　cannot

always　be　correctly　predic七ed　wi七h　the　free　surface　approach．

　　　　　Figure　2．61　shows　七he　advance　of　the　water　table　in　various　flow

conditions．　The　main　factors　which　affect　the　rate　of　advance　of　the

water　table　are　as　follows：

　　　　　1）　saturated　hydraulic　conduc七ivity

　　　　　Comparing　CASE3　with　CASE4（　the　saturated　hydraulic

conductivities　are　l　m／hour　and　100　m／hour，　respectively　），　we　find

七ha七　the　maximum　rising　of　CASE3　in　the　elevation　above　the　reference

datum　is　7．1　times　as　great　as　one　of　CASE4　and　in　the　elevation　above

七he　downslope　water　level　15　七imes．　In　addi七ion，　七he　water　table　of

CASE3　declines　far　more　gen七ly　than　七hat　of　CASE4．　The　same　七endency

exists　in　CASE5　and　CASE6．

　　　　　Figure　2．62　shows　the　time　at　which　the　water　table　reaches　the

maximum　elevation．　It　can　be　seen　七hat　in　CASEg　the　water　七able

reaches　the　maximum　elevation　at　the　same　time　at　different　dis七ances．

However，　in　CASE8，　in　which　the　hydraulic　conduc七ivity　is　only　1／50　0f

that　in　CASE9，　there　is　a　great　time－lag　at　the　lower　part　of　slopθ

and　at　the　upper　part．　This　is　because　七he　lateral　flow　is　restrained

by　the　lower　conductivity．　For　this　reason　the　water　table　shows　a　tt

domed　shape　’，（　Figure　2．61　）．

　　　　　In　the　case　of　heterogeneous　and　anisotropic　media，　the　shape　of

七he　wa七er　table　becomes　more　complex．　For　example，　in　CASE26　0r　CASE28

the　water　table　shows　a　very　TT　unnatural　Tt　shape．

　　　　　2）　moisture　characteristic　curve

　　　　　The　water　七able　in　CASEg　and　CASE10　have　similar　shapes，　although

七he　moisture　characteristic　curves　differ．　On　the　other　hand，　by

comparing　CASEg　with　CASE13，　i七　can　be　seen　that　the　lower　七he

porosity　of　the　soil　is，　the　greater　is　the　ri合e　of　the　wa七er　table．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　152



　　ミ＼N

　　？・s8

ミミ・s6

N？・＄9

　？・s？

　？・SQ

　ミ、N 　　之喝0

へ？・＄e

ミ？、

fN⊇・s4

　⊇・＄？

　？・＄O

ミ
ミ

1‘1

”・ti
？　、．

　’cゴ

：⊇、．

？・s　　べこ・ここプ：？フート

　　　’．．ごこrここき≒・r・：ア三＝N

・・
ｭ．．L・ミミミ三泣魯1．，」メ7．メ

　　　　　　ごく．ご・ざ．ti・・メ1ゐ～・£x．《箒．ノ・、／ン．ノ・ソ三

　　　　　　　　ノx　　　　　　　／　　＼s、　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　．．／’　　＼
　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　シ

　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

　　／／　　．1二A3Eξ｛　　＼＼＼
　　，　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼
　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、＼

／

ミiiil

N？・＄6

　ミ・s4

　？・＄⊇

　？・SO

Figure　2．61a　The　wa七er　七able　changes　with　time　and　distance

153



　～rm
∧♪Aノハノ～N∧ノ
ト　　　　　づ　　ゲ　　，　　タ

7夕溜〃8）溜

～

伽心’81
ρ謝四7　‘O

　　
初ρ♂〆

ρ♂鋭ω

　九θ゜

Is

154



」山〉山」

㏄旧ト寸

3．o一

2．8一

［，．6一

己，4一

〉一く、

（Case　8）

T：［［・ll三1「｛1二IL｜Fs：）

2．72

ハ
Σ
コ

92・64
山」

　　2炬山ト＜）

56一

2．48

　　　　／

　　ノ／

　〃
／ノ

’一、、　　　　　＼＼

（Case　9）

0

丁工ME（HOUR）

Figure　2．62　Th・w・ter七・ble　changes　wi七h　ti・・and　distance

155



2．4．3．2　Free　Water　Surface　of　Overland　Flow

　　　　　One　of　the　most　important　parameters　which　determine　the　shape　of

the　free　wa七er　surface　of　overland　flow　is　roughness．　Figure　2．63

shows　the　different　shapes　for　s七eady　flow．　When　roughness　is　large，

the　free　water　surface　rises　along　the　land　surface◆　As　roughness

becomes　less，　the　water　surface　approaches　the　horizontal　level．　This

is　because　the　less　the　roughness　is，　七he　quicker　is　the　overland

flow．

　　　　　The　hydraulic　conductivi七y　affects　the　shape　of　the　free　wa七er

surface　by　changing　the　amoun七　〇f　return　flow．　In　general，　the　greater

the　conductivity　is，　the　greater　is　the　rise　of　七he　free　water

surface（　Figure　2．64　and　Figure　2．65　）．

2．4．3．3　Seepage　Poin七

　　　　　The　seepage　point　is　the　intersec七ion　poin七　〇f　the　land　surface

with　the　free　water　surface　of　overland　flow（　and　hence　wa七er　七able　of

subsurface　flow　）．　The　elevation　of　the　seepage　poin七　is　a　measure　of

七he　degree　of　development　of　overland　flow．

　　　　　Figure　2．66　and　Figure　2．67　show　the　relationship　be七ween　the

rising　elevation　of　t．he　seepage　point　and　hydraulic　conductivity　as

well　as　roughness　for　steady　and　transient　flows，　respec七ively．　The

charac七eristics　can　be　simply　summarized　as　follows．

　　　　　1）　The　lower　the　hydraulic　conductivi七y　is，　七he　quicker　is　the

rlslng　rate　of　the　seepage　poin七．

　　　　　2）Th・larger七h・r・ughn…　i・，　th・・1・w・・is　th・declining　rat・

of　七he　seepage　point．
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　　　　　3）　The　time　when　the　seepage　point　reaches　its　maximum　eleva七ion

is　later　than　七he　peak　七ime　of　the　hydrograph．　This　may　be　because　of

七he　time－lag　be七ween　the　peaks　of　七he　hydrograph　and　七he　re七urn　flow．

2．4．4　1nteraction　of　Overland　Flow　with　Subsurface　Flow

　　　　　1七has　been　recognized　tha七　〇verland　flow　and　subsurface　flow

interact　with　one　another　in　hillslope　hydrologic　processes．　However，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」

in　most　runoff　models　七he　interaction　has　been　completely　neglec七ed　or

only　conceptually　taken　in七〇　consideration．　The　classical　approaches

for　simulating　the　interac七ion　may　be　classified　in七〇　two　kinds：　1）

infiltration　is　represented　by　means　of　some　simple　expressions（　e．g．，

Hor七〇nts　infiltration－capacity　equa七ion　）　and　then　七he　analyses　of

overland　flow　and　subsurface　flow　are　separately　carried　out；　2）　one

of七he　governing　equa七ions　of　overland　flow　and　subsurface　flow　is

solved　七〇　give　the　infiltration　rate　which　七hen　is　used　for　七he　inpu七

data　to　the　remained　equa七ion（Smi七h　and　Woolhiser，　1971a，　1971b）．　工n

七hese　approaches，　the　hydraulic　relationship　between　overland　flow　and

，ub。urface　f1。w（th。　b。lance。f。。m。n七um）。ann。t　b。　reflec’ 煤Bd　i。

runoff　models．　In　addition，　as　one　can　see　in　the　preceding　sections，

the　return　flow　plays　a　very　grea七　par七　in　hillslope　hydrologic

processes．　However，　in　the　classical　approaches　the　interaction　is

limited　to　infil七ration，　and　return　flow　cannot　be　satisfactorily

accounted　for．

　　　　　Figure　2．68　shows　the　ratios　of　return　flow　to　overland　and　七〇tal

discharges．　It　is　apparent　tha七　the　curves　can　be　classified　into　七wo

types　according　七〇　whether　or　not　there　is　anteceden七　precipita七ion．

工n　the　　case　with　　an　　antecedent　　precipitation（　CASE3　－　CASE6　），　the
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curve　assumes　a　downward　convex　semi－circular　shape；　and　the　lowes七

point　occurs　around　七he　peak　of　rainfall．　In　the　case　vi七hout　any

antecedent　precipita七ion，　七he　curve　is　stair－shaped．

　　　　　Figure　2．69　shows　the　distribution　of　the　in七ensity　of　re七urn

flow　along　the　saturated　land　surface　for　s七eady　s七ate　flow．　When　the

roughness　is　very　small，　七he　return　flow　accumulates　at　七he　seepage

point　and　at　the　in七ersection　point　of七he　horizontal　level　wi七h　the

land　surface．　As　the　roughness　becomes　larger，　the　accumulation　at　the

in七ersection　poin七　〇f　七he　horizontal　level　with　七he　land　surface

vanishes　and　the　distribu七ion　becomes　uniform　along　the　seepage　face．

　　　　　Figure　2．70　shows　the　dis七ribu七ion　of　the　intensity　of　return

flow　for　transient　flow．　It　agrees　wi七h七he　results　of　s七eady　state

flow．　However，　CASE5　and　CASE8　present　an　interes七ing　fea七ure　of　七he

interaction　of　overland　flow　with　subsurface　flow：　the　infi：L七ra七ion

occurs　nearby　the　seepage　point　immediately　after　the　rainfall　s七〇ps．

This　may　be　because　the　roughness　in　CASE8　0r　CASE5　is　very　large　and

the　overland　flow　drains　slower　than　the　日ubsurface　flow．

2．4．5　Hillslope　Runoff　Processes

　　　　　工nthe　preceding　sec七ions，　we　have　examined　hil1日lope　runoff

processes　from　various　angles．　In　this　sec七ion　we　shaユl　try　to

summarize　all　of　the　results．

　　　　　Ishihara　and　Takasao（1962）　described　the　texture　of　七he　near－

surface　soil　of　hillslopes　as　follows：

　　　　　・°・Though　the　characteristics　of　struc七ure　of　surface　soil　layer

　　　　　differes　in　each　basin　they　may　be　classified　into　two　regions，
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vege七able　covered　and　barren，　for　practical　hydrologic　problems．

Th・f・rm・r　is　n。rmally・hara・terized　by　the　surface　s・il　layer

which　is　several　tens　centimeters　in　depth　and　consists　of

organic　matters．　Water　in　such　a　layer　has　a　tendency　to　flow

la七erally　as　gravity　water，　for　七he　porosity　of　soils　in　the

layer　is　high．…

工shihara　and　Takasao　termed　七his　layer　七he　A－layer．　On　七he　hillslopes

where七h・A－1・y…xis七・・七h・i・filtrati・n・ap・・i七y　i・g・n・・ally　high

because　of　the　open　soil　s七ructure・　Under　七hese　conditions，　rainfall

intensities　generally　do　no七　exceed　infiltra七ion　capacities　and　Horton

overland　flow　does　not　occur．　At　七he　beginning　of　rainfall，　wa七er

infiltrates　into　soi1．　Since　the　an七ecedent　moisture　con七en七　is　very

low　near　land　surface　s　七he　unsa七urated　hydraulic　conduc七ivity　is　low．

工nfiユtra七ed　water　七herefore　canno七flow　quickly　towards　七he　base　of

・1。P・・1七may　bec・m・p・rt・f　th…il’・fi・ld・・i・t…，・・may　re・p・nd

to　gravity　and　flow　downward．　As　the　rainfall　con七inues，　infiltrated

water　begins　七〇　acculnuユa七e　on　七he　impermeable　base　boundary　and　七hen

flows　down　the　slope　responding　七〇　gravi七y．　This　flow　is　termed

lateral　flow（　sometimes　interflow　or　throughflow　）．　Lateral　flow　is

recharged　by　continuous　rainfaユl　and　develops　increasingly．　Water

travelling　as　lateral　flow　raises　七he　water　table（　and　hence　the

seepage　point　）．　Since　the　land　surface　has　a　smaller　resis七ance　to

flow　七han　do　porous　media，　a　part　of　the　lateral　flow　may　return七〇

the　land　surface　and　is　known　as　return　flow．　The　remaining　wa七er

s七ays　in　the　soil　until　i七　discharges　as　subsurface　runoff　in七〇　a

stream　channel．　Re七urn　flow　and　direc七　precipita七ion　upon　the

satura七ed　land　surface　become　overland　flow　and　discharge　as　overland

runoff　in七〇　a　stream　channel．　After　the　rain　stops，　the　upper　part　of
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slope　rapidly　de－saturates　and　asymp七〇七ically　approaches　its

equilibrium　value．　The　lower　part　日oon　develops　a　remarkably　stable

mois七ure　con七ent　value　approximating　saturation．　1七　is　suppor七ed　by

the　la七eral　flow　from　七he　upper　slope　over　a　long　time．　Finally　the

slope　will　drain　towards　the　moisture　profile　de七ermined　by　七he

moisture　charac七eristic　curve　of　soil．

　　　　The　dis七ribu七ion　of　七〇七al　runoff　among　overland　runoff　and

subsurface　runoff　is　determined　by　hydraulic　conductivi七y，　roughness，

the　moisture　characteris七ic　curve　and　an七ecedent　moisture　con七ent．
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2．5　Summary　and　Conclusions

　　　　　In　this　chapter，　we　presen七ed　a　日ynthesized　runoff　model　of

°verland　fl・w　and・ub・u・face　fl・w　f。・analy・i・g・。・preh…iv・ly

hillslope　hydrologic　processes．　The　mathematical　model　consists　of

satura七ed－unsaturated　subsurface　flow　and　sheetflow　equations．　The

equati°・・f・aturat・d－un・at・・a七・d・ub・urface　fl・w　i・d・v・1．・p・d・n七h・

basis　of　the　　equa七ion　of　con七inui七y　for　transient　flow　七hrough　a

porous　medium　and　is　pu七　in七〇　the　pressure　head　based　form　wi七h　the

aid　of　Darcy’s　law．　Overland　flow　is　assumed　to　be　one－dimensional

sheetflow．　The　governing　equa七ion　is　derived　from　七he　equa七ion　of

continuity　and　Navier－Stokes　equations，　and　is　simplified　by　using　the

ki・・mati・apP・・ximati・n　and七h・M…i・g・quati・n．　Since　the　equ・ti・n

of　overland　flow　is　strongly　non－linear，　and　sometimes　the　solution

may　diverge，　its　quasi－linearized　form　is　used．　In　the　syn七hesized

runoff　model，　not　only　the　conserva七ion　of　mass　but　also　七he　balance

of　momen七um　are　reflected．　This　implies　七hat　the　interac七ion　of

overland　flow　with　subsurface　flow　is　complete　from　a　hydraulic　point

of　view．

　　　　　The　mathematical　model　has　been　solved　by　the　Galerkin　Fini七e

Element　Method．　Because　the　overland　flow　and　subsurface　flow　have

been　七reated　as　a　simultaneous　system，　not　only　pressure　head　bu七　also

interlsity　of　return　flow　are　de七ermined　as　irldependent　variables．

Sequentially，　hydrograph，　mois七ure　profile，　saturation，　wa七er　七able

level，　elevation　of　seepage　point，　dep七h　of　overland　flow　and　velocity

distribu七ion　are　caleulated　using　pressure　head．

　　　　We　call　the　model　developed　here　Synthesized　Surface　and

Subsurface　Runoff　mode1（SSSR　model）．
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　　　　From　the　simulation　results，　we　come　to　the　following

conclusions：

　　　　　1）　The　synthesized　runoff　model　is　very　powerful　for　analyzing

hillslope　runoff　processes　and　七he　interaction　of　overland　flow　with

subsurface　flow．　It　is　also　effective　for　forecasting　runoff　by　using

七he　predicted　precipitation　as　input　da七a．

　　　　　2）　Among　all　of　七he　parameters，　saturated　hydraulic　conductivi七y

，　roughness　and　the　mois七ure　characteristic　curve　have　the　greatest

influence　on　runoff．

　　　　　3）　On　a　hillslope　where　the　A－layer　of　七he　soil　profile　develops

very　well，　rainfall　intensi七ies　generally　do　no七　exceed　infiltration

capacities　and　Horton　overland　flow　does　no七　〇ccur．

　　　　　4）　Return　flow　plays　an　important　parも　in　the　interaction　of

overland　flow　with　subsurface　flow．
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Chapter　3

LUMPING　OF　THE　SYNTHESIZED　RUNOFF　MODEL

3．1　1n七roduction

　　　　　In　Chapter　2，　we　presen七ed　a　syn七hesized　runoff　model　and　showed

七ha七it　i・v・ry　p・w・・f・l　f・r　analy・i・g　hill・1・pe　run・ff　p・・ce・se・，

especially　for　analyzing　the　interaction　of　overland　flow　wi七h

sub・u・face　fl・w・H・v・ver，・i・ce　it　i・a七ypi。al

distribu七ive（conceptual）　model（Clarke，　1973），　七〇　fully　define　the

model　we　need　七〇　know：

　　　　　1）七he　sp・ti・1　and　t・mp・ral　di・t・ib・七i…fb。・nd・・y。。。diti。n，

　　　　　　　　around　the　boundaries　of　七he　regior1，

　　　　　2）the　sp・七i・l　di・七・ib・ti…fth・i・i七i・1・。・diti。n，

　　　　　3）the　sp・七i・l　di・t・ib・ti…fth・hyd・auli…　g・。hydrauli，

　　　　　　　parame七ers　七hat　control　七he　flow．

Th・b・undary・・nditi…a・d　i・iti・1…diti・n　are　n・r・ally　presupP・sed

f「・mhi・t・・i・al　rec・rd・・1・七his　ca・e，・v・・if　th・temp。。al

dis七ribu七ion　can　be　known，　the　spatial　distribu七ion　is　very　difficul七

to　obtain．

　　　　Th・phy・i・ally－based・PPr・a・h・equi・es　c・mp1・te　sp・ti・l

specifi・ati・n・f七he　sa七urat・d・・d　un・a七u・at・d　hyd・・9・・1・gi・al

parameters　and　surface　roughness　characteris七ics．　Even　wherl　the

di・t・ib・ti・n・f七hese　paramet…　i・rel・tively・v・n　th・・ugh・pace，

ther・is　seld・m　en・ugh　d・ta　avail・bl・a七fi・ld・i七es七・p・・vid。　th。
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necessary　input　to　hillslope　hydrologic　models．　When　the　hydrologic　or

hydrogeologic　pa七terns　are　highly　heterogeneous，　as　is　usually　the

case，　the　data　problem　is　intensified　even　further．

　　　　　In　addition，　the　numerical　treatment　of　七he　dis七ribu七ive　model

has　a　great　computational　requiremen七．　Some七imes　its　applica七ion　may

be　limited　by　the　inadequacy　of　computer　capacity．

　　　　　For　七hese　reasons，　i七　is　necessary　七〇　develop　a　simpler　model　for

practical　purposes．　In　this　chap七er，　we　shall　七ry　七〇　lump　the

syn七hesized　runoff　model　without　losing　its　characteristics．　In　七he

lumped　model，　overland　flow，　sa七urated　subsurface　flow　and　unsaturated

subsurface　flow　will　be　treated　as　a　simultaneous　system，　and　七he

relationships　between　the　七hree　subsys七em　will　be　derived　from　七he

simulation　results　obtained　with　the　synthesized　model．
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3．2　Formula七ion　of　Lumped　Runoff　Model

　　　　　In　this　section，　based　on　the　unders七anding　of　hillslope

hydrologic　processes　in　Chapter　2，　we　develop　the　continui七y　equations

for　the　three　subsystems：　overland　flow，　saturated　subsurface　flow　and

unsaturated　subsurface　flow．

3．2．1　Lumped　Model

3．2．1．1　Region　of　Flow

　　　　　The　七wo－dimensional　ver七ical　cross－section　ABCDEFGA　shown　in

Figure　3．1　is　chosen　as　the　region　of　flow．　It　is　defined　by　three

parameters，　七ha七　is，　horizontal　length　of　the　hillslope，　L；　vertical

dep七h，　D；　and　angle　of　land　surface　from　horizon七al　land，　θ．　We　shall

assume　七his　sec七ion　七〇　be　in　a　plane　parallel　七〇　th6　delivery

direction　of　water　toward　a　s七ream．　For　the　same　reason　as　七he　case　of

七he　syn七hesized　runoff　model，　we　七ake　the　base　boundary　CDE　and　七he

righ七一hand　side　vertical　boundary　EF　as　impermeable．

　　　　　In　Chapter　2，　we　have　shown　七hat　when　the　saturated　hydraulic

conduc七ivi七y　is　relatively　great，　as　is　usually　七he　case，　the　free

water　surface　of　the　overland　flow　and　七he　water　七able　of　the

subsurface　flow　rise　so　uniformly　in　space　七hat　we　can　take　them　as

straigh七　lines・　Thus，　七he　region　of　flow　can　be　divided　in七〇　three

subregions：　ABGA，　BCDGB　and　DEFGD，　which　correspond　respectively　七〇

〇verland　flow，　saturated　subsurface　flow　and　unsa七urated　subsurface

flow．　These　subregions　are　defined　by　七he　foユlowing　七hree　independent

variables，　H：　七he　depth　　of　七he　　overland　flow　at　the　lowes七　point　of
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Figure　3．1　The　region　of　flow　for　the　lumped　model

178



slope；　β：　the　angle　of　the　free　water　surface　from　horizontal　level；

and　Y：　the　angle　of七he　water　table　from　horizontal　level．

3．2．1．2　Equations　of　Continuity

　　　　　Referrirlg　七〇　Figure　3．1，　for　overland　flow　the　equa七ion　of

continuity　can　be　writ七en　as

　　　　　dS

　　　　　dtS・R・・1…　QS　　　　　　（3．1）

whe「e　S。　is　s七・rag・i・七h・・egi・n・f・verland　fl・wt　R　i・t・n・ity・f

「ai”fall・11　h・・i・・nt・l　di・七ance・f・a七urat・d　land・u・face，　I

intensity　of　return　flow（　or　infil七ra七ion　），　Q　　overland　runoff
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s

discharge，　and　t　七ime．

　　　　　For　satura七ed　subsurface　flow　the　equation　of　continui七y　can　be

wri七ten　as

　　　　　dS

　　　　ポ・ξ・q－・－Qg　　　　　　（…）

whe「e　S〟@is　s七・「ag・i・the　regi。・・f・a七ura七・d・ub・u・face　f・・w・ξ

mois七ure　volume　in　the　zone　which　changes　from　unsaturated（　or

sa七urated　）　s七a七e　to　saturated（　or　unsaturated　）　state　as　water　table

ri日es（or　declines），q七〇七al　amoun七〇f　lateral　flow　from　unsa七urated

zone　into　satura七ed　zone，　and　Q　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subsurface　runoff　discharge．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

　　　　For　unsa七ura七ed　subsurface　flow　七he　equa七ion　of　continui七y　is

expressed　as

　　　　dS

　　　　、、U・R・（L－・1）－q一ξ　　　　　（3．3）

whe「e　S。　is　s七・rag・i・七h・r・gi。・・f　un・at・・at・d・ub・urface　f1・w・
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　　　　Each　of　七he　七erms　in　Eqs．（3．1）　一・一　（3．3）　must

function　of　the　independent．variables　（H，β，Y）．

derived　as　follows

be　expressed　by　a

These　functions　are

　　　　S七〇rage　in七he　region　of　overland　flow　is　equal　七〇　七he　area　of

the　region，　that　is，

　　　　・，…5H2／（・9θ一tgβ）　　　　　（3・4）

dS　／d七　thus　can　be　calcula七ed　from
　　S

i乏・H［tgθltgβ豊・2（、ge－，：，）㌔，2β麗］（…）

S七〇ra　e　in　七he　Re　ion　of　Saturated　Subsurface　Flow

　　　　S七〇rage　in　七he　region　of　saturated　subsurface　flow　is　equa1　七〇

七he　produc七　〇f　the　area　of　七he　region　with　the　porosi七y　of　soil，　七hat

is，

　　　　　S　＝nD［H／（tgθ一tgβ）＋0．5D／（tgθ一tgY）］　　　　　（3．6）
　　　　　　9

where　n　is　porosity　of　soil．　Therefore，　dS　／d七　can　be　calculated　from
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

豊・・D［・g・1・9β器・（tge－、：，）2。。，gep＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・2（七9θ．t；，）・一。2Y畿］（…）

Stora　e　in　the　Re　ion　of　Unsaturated　Subsurface　Flow

　　　　Suppose　the　moisture　charac七eristic　curve　of　soil　can　be

expressed　approxima七ely　by　the　七he　following　equation（　Tani，　1982，　see

Figure　3．2　）：
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Figure　3．2　The　moisture　charaeteristic curve
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　　　　ω＝（n一ω0）（1＋h／hO）・xp（－h／hO）＋ω0　　　　（3・8）

whe「e％i・the　l・we・t・・i・t・・e　c。・t・nt・f　the　s・i1・hpressure　h・ad・

hO　k・・wn　p・rame七er・Her・・hO　d・t・・mi…　th・・h・p・・f　th・m・i・七…

cha「ac七e「istic　cu「ve・エt　is　easy　t°P「°ve　that　hO　is　equal　t°七he

pressure　head　a七　which　the　specific　moisture　capaci七y（　＝　dω／dh　）

reaches　its　peak．　On　the　other　hand，　in　Chapter　2　we　have　shown　that

when　the　A－layer　of　the　soil　profile　develops　very　well（　Ishihara　and

Takasao（1962）　have　pointed　out　that　this　requirement　is　usually

satisfied　for　almos七　all　na七ural　hillslopes　），　七he　con七〇urs　of　the

pressure　head　are　approxima七ely　parallel　七〇　七he　wa七er　table　and　keep

much　the　same　distance　from　each　other．　Thi鱈　means　七ha七　七he　　pressure

head　is　directly　proportional　to　the　distance　from　the　　wa七er　七able，

Z，　namely，

　　　　　h＝αz　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．9）

When　the　saturated　hydraulic　conductivi七y　i8　great　and　the　hillslope

is　relatively　gen七le，　the　proportionali七y　constant　α　can　be

approximately　taken　as　－1．0．　Under　these　circumstances，　the　s七〇rage　in

the　region　of　unsa七urated　subsurface　flow　can　be　ob七ained　as　follows．

　　　　　Inserting　Eq．（3．9）　and　α＝　－1．O　into　Eq．（3．8）　yields

　　　　　ω・（n－c・b）（1＋z／・0）・xp（一・／・0）＋t・O　　　　（3・10）

whe「e　zO＝－ho・

　　　　　The　s七〇rage　in　七he　region　of　unsaturated　subsurface　flow　is　given

by　integra七ing　moisture　con七en七　〇ver　the　whole　region（　see　Figure　3．1

），

　　　　　S。＝∫DEFGDωdA　　　　　　　　　（3・11）

where　dA　is　an　elemen七al　con七rol　area　wi七hin　七he　region　of　unsaturated

flow．　Inser七ing　Eq．（3．10）　into　Eq．（3．11）　yields
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where

　　　　　12

Su＝ メB。Y［°・5・・（h1＋h2）＋（n一ω・）h・（E1＋E2＋E3）］

E1・（x－2）・xp（・）9h2

・、・
c。i，Yh1（x－2）・xp（・）謡

・，・D。i，Yh。（・2－3・・3）・xp（・）

　　　　　b
　　　　　　　＝　f（b）　－f（a）f（x）

　　　　　a

l1　＝　H／（七9θ一tgβ）

ph2
ph1

　　　　12ニD／（tgθ一tgY）

　　　　h1ニ（L－11－12）（tgθ一tgY）…Y

　　　　h2＝h1＋D…Y

　　　　phl＝　－hl／ho

　　　　ph2＝－h2／ho

C…eq…七ly・dS，／dt　i・cal・ul・七・d・・f・ll・w・・

　　　　dS・。as・．亜．∂S・．tB．∂S・．id

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂β　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂Y　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dt　　　　　　　　　　∂H　　　　　　　　　　　　　　　dt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dt　　　　d七

where

　　　　　∂S。∂S。∂h1∂11
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　∂H　　　∂h　　　∂ユ　　　aH
　　　　　　　　　　　　1　　　1

　　　　　∂S　　　　∂S　　　　∂h　　　　∂1

　　　　　　u　　　u　　　1　　　1
　　　　　　　　－　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　

　　　　　∂β　　一　ahl　　∂11　　∂β

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂s　　ah　　a1　　　　　∂S　　　∂S　　　∂S　　　∂s　　　a1
　　　　　・YU・・，￥・・Y：…；・・Y2・i・1［・・1・・，2

in　which　Y’　s七ands　for　七he　first　Y　tha七　〇ccurred

right－hand　side　of　Eq．（3．12）　and　YTt　the　second　Y・

（3．12）
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　　∂h

＋aY1］

explicitly　in　七he



”

Total　Volume　of　Mois七ure　in　the　Chan　in　　Zone

　　　　　Following　the　defini七ion　of　ξ，　it　can　be　writ七en　as

　　　　　ξ（・）・㌫撃　　　　　（・・14）

where　△t　is　a　七ime　in七erval　during　which　七he　configuration　of　the

three　subregions，　（H，β，Y），　changes　into　（H＋△H，β＋△β，Y＋△Y），　where　△H＝△t

dH／dt，　△β＝△七　dβ／d七，　and　△Y＝△t　dY／d七；　ξ1（七，△t）　is　the　七〇tal　volume　of

moisture　in　the　zone　which　changes　from　an　　unsaturated（　or　saturated

）　s七ate　to　a　sa七urated（　or　unsaturated　）　state　as　the　configuration

ehanges　from　（H，β，Y）　into　（H＋△H，β＋△β，Y＋△Y），　and　can　be　calcula七ed　by

integrating　七he　moisture　content　over　the　changing　zone．

　　　　　ξ1（・，・・）・k．1，［・…。（・，・h，）・（n－tu。）・。（F1・・、・・3）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．15）

where

　　　　　F1・（x－2）・xp（・）9hs

　　　　　F2ヤ3（x－2）・xp（・）鵠

　　　　　・3・七・・（・2－3・・3）・xp（・）鵠

　　　　　・3・…Y△・dH／…（tgθ一tgY）［、9，呈ii器dlβ／、、）一・1］／…θ

　　　　　・、・－
　　　　　h　＝h　＋h
　　　　　　5　　3　　　　　　　　　　　　　　　4

ph3＝－h3／h。

　　　　ph5＝－h5／h。

　　　　　工nser七ing　Eq．（3．15）

we　obtain

in七〇　Eq．（3．14）　and　performing　七he　limitation，
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　　　　　ξ＝HξdH／d七＋βξdβ／d七＋YξdY／dt

where

　　　　　・ξ・，・・g［…Y・＝］

　　　　　βξ・nL・＝

　　　　　Yξ＝（°・5n一ω・）Lg

　　　　　LgニD／・・SY／（tgθ一tgY）

（3．16）

　　　　　The　discharges　of　overユand　runoff　and　subsurface　runoff　and　the

intensity　of　lateral　flow　are　both　func七ions　of　（H，β，Y），　namely，

　　　　　Q。＝Q。（H・β・Y）

　　　　　Qg＝Qg（H・β・Y）　　　　　　　　（3・17）

　　　　　q　　＝q　（H，β，Y）

These　functions　will　be　derived　in　七he　nex七　section　from　the

simul・ti。n・esul七・with七he　synth・・ized・un。ff・。d・l　d・v・1・p・d　in

Chap七er　2．

　　　　　Pu七ting　the　above　results　together　reduces　七he　lumped　runoff

model　to　七he　following　form，

　　　　　［lll　11；；：］［dH／d七dβ／dt　dY／、、］・．｛1；ll｝（，．18）

　　　　　　a31　a32　a33　　　　　　　　f3

All　of　the　coefficien七s　are　given　in　Appendix　D．

185

’



　　　　　As　a　boundary　condition　the　depth　of　overland　flow　at　the　lowes七

poin七　〇f　slope　is　given，　tha七　is，

　　　　　H＝H（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．19）

where　H（t’）　is　a　prescribed　function．　Thus，　the　lumped　runoff　model　can

be　rewrit七en　as　folユows，

［a’撃撃撃Q2　a’1；；23］［・β／・・dY／・・］T・｛》｝　（・…）

whe「・f’＝f1＋f2－（・11＋・21）dH／dt

　　　　　　f；ニf3－a31dH／d七

Solving　Eq．（3．20）　for　（　dβ／d七　dY／d七　）　gives

　　　　　dβ／dt＝Fβ・dY／d七＝FY　　　　　　（3・21）

where

　　　　　Fβ＝Fβ（β・Y・t）＝［fS（・13＋・23）－f’a33］／A

　　　　　FY＝FY（β・Y・t）＝［f’a32－fS（・12・a22）］／A

　　　　　A＝a32（・13＋・23）－a33（・12＋a22）

　　　　　Eq．（2．21）　is　solved　by　the　Runge－Kutta　me七hod．
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3．3　Derivation　of　Discharge　Expressions

　　　　　In　Section　2，　we　have　formulated　the　lumped　runoff　model　on　the

basis　of　conserva七ion　of　mass．　Howevers　for　making　the　model　soluble，

it　is　necessary　to　express　overland　runoff　discharge，　subsurface

runoff　discharge，　and　intensity　of　la七eral　flow　from　unsatura七ed　zone

toward　saturated　zone　as　functions　of　（H，β，Y）．　In　七his　section，　we

shall　derive　the　function　expressions　from　the　simulation　results　with

the　synthesized　runoff　model　described　in　Chapter　2．

3．3．1　Subsurface　Runoff　Discharge　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　A　s七〇rage　func七ion　model　is　considered　for　subsurface　runoff

discharge・　Following　Kimura（1961），　the　relationship　between　storage

and　discharge　can　be　represented　by　an　exponen七ial　func七ion，　that　is，

　　　　　・・KQgP　　　　　　　（・・22）

where　S　is　water　storage，　K　and　P　Inodel　parame七ers．　Eq．（3．22）　also　can

be　wri七七en　as

　　　　　Q、・AsB　　　　　　　（・・23）

Our　purpose　is　七〇　evaluate　the　Inodel　parame七ers，　A　and　B，　by　using　the

simulation　results　with　七he　syn七hesized　runoff　model．　For　water

storage　we　consider　the　following　七wo　cases，

　　　　　S＝S　＿S
　　　　　　　　　　9　　90

and

　　　　　S＝S　－S　＋S　＿S
　　　　　　　　　　9　　　90　　u　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　uO
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whe「e　S〟Eis　wate「st°「age　i・the　regi・n・f　・at・・at・d・・b・urface　f・。w

in　sta七ic　st・t・…dS。O　wat…t・rag・i・th…gi・n・f　un・aturat・d

subsurface　flow　in　static　state．

　　　　　S°’vi”g　the　sy”thes’zed「un°ff　m°de1・…bt・i・Q，・・S。、，　Sg、，・

＝　1，2，　°°°，　T．　where　i　indicates　discrete　time．　By　means　of　the

regression　analysis　me七hod，　the　regression　lines　can　be　drawn　and　七he

c°「「elati°n　c°efficient・f　Qg・・d　S・・w・11・・th・・egressi・n

estimates　of　model　parameters　A　and　B　are　obtained．　For　some　examples（

Table　3．1　），　the　resul七s　are　shown　in　Figure　3．3　and　Figure　3．4．　工七

．can　be　seen　th・t　th・・e　i・ahigh・…el・七i。・b・tween・t・rage　and

d’scha「ge　f°「b°th　the　case　S＝Sg－Sg・and　the　ca・e　S＝Sg－Sg。・

Su　S。0・H。w・ve・・エ・七h・fi・・七・a・e・七h・p・・am・七・r・Aand　B・ary

widely　according　to　roughness　and　saturated　hydraulic　conductivity．

This　is　undesirable　for　a　runoff　model．　In　the　following　analyses，　we

shall　make　use°f　S＝S〟|S〟E＋Su－S。・・

　　　　　The　rela七ionship　be七ween　hydraulic　conduc七ivi七y　and　model

parameters　is　shown　in　Figure　3．5．

3．3．2　1ntensity　of　Lateral　Flow

　　　　　Similarly　七〇　the　subsurface　runoff　discharge，　the　intensity　of

lateral　flow　from　the　region　of　unsaturated　flow　into　七he　region　of

satura七ed　flow　also　can　be　determined　from　a　s七〇rage　func七ion　model．

For　wa七er　s七〇rage　七he　following　three　cases　have　been　七ested，

　　　　　S＝S　＿S
　　　　　　　　　　9　　90

　　　　　S＝S　－S　＋S　＿S
　　　　　　　　　　9　　90　　u　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　uO

　　　　　S＝S　＿S
　　　　　　　　　　u　　　uO
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Table　3・1　Simulation　case　condi七ions

Flxed　Condltlon

Model　Parameter
100

0．17453

2．0

0，1

Soll　Prometer

（m）

（rad）

（m）

（m）

（「11／hr）

02
LI　5

027

（ll「ワヨhr）

Inltlol　Condltlon

ρo　　　　　（rod）
　　　　　　　　　　　　　　　　（rad）

Roln「oll

C〔lse　Dot（］

Cose K（ln／hr） A（q） B（q） A（Qg） B（Qg）
1 50， 0．09965 0．60639 0．09568 0．5793q
2 100， 0．1正19911 0，51μ186 0，ユ1μ129 0．52351
3 250， 0．26739 0．62729 0．25880 0．590q7
q 500， 0．q6qユ7 0．78500 0，1咀5q 0，782q6
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parameters　and　hydraulic　conductivi七y
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The　results　of　some　examples　are　shown　in　Figure　3．6，　Figure　3．7，　and

Figure　3・8・Since　the　m・d・l　param・t・r・estima七・d…　1a・king　in

stab’1ity・the　case　S＝Sg－Sg・is　c…ider・d　t・b・u・・uit・b・・…

the　「emaini”g七w°cases・S＝　S 〟|S〟E＋Su－S。。　h・・been　se・ect・d　f・・

our　runoff　model，　since　it　has　a　grea七er　corre］ation　coefficient．

3．3．3　0verland　Runoff　Discharge

　　　　　In　the　lumped　model，　overland　flow　has　been　七rea七ed　as　an　one－

dimensional　shee七flow　along　land　surface　in　七he　same　way　as　in　七he

syn七hesized　runoff　model．　Therefore，　七he　velocity　of　overland　flow　can

be「ep「esented　by　Eq・（2・39）・and七h・・七h・averag・v・…ity・f・ver・and

flow　at　the　lowest　poin七　〇f　slope（　ou七le七　）　can　be　written　as

　　　　　・。・撒ゾT緬R75§7εδ三δTH1／3・Vg　　（…4）

whe「e　nO　l　r・・ghness・f　land・urface・

　　　　　　　S　：　tangen七　direc七ion　of　land　surface，

　　　　　　Vg＝Qg／D：av・rage　vel・・ity・f・ub・urface　f・・w・t七h・・u・・…

　　　　　　Qg：subsu「face　run・ff　disch・・g・・

　　　　　　α　＝　　1　if　sinθ一dH／dS／cone　≧　0，

　　　　　　α　＝　－1　if　sinθ一dH／dS／conθ　＜　0．

dH／dS　can　be　obtained　from　七he　geometrical　relationship，

　　　　　dH／dS＝H・・sθ／（11／・。・θ一H・i・θ）

　　　　　　　　　　　…s2θ（七9θ．七9β）／［1．，i。θ，。，θ（tgθ．tgβ）］　（3．25）

　　　　　The　overland　runoff　discharge　is　七he　produc七　〇f　the　average

velocity　of　overland　flow　in　the　tangen七　direction　of　land　surface　and

the　flow　dep七h　in　the　normal　direction，　七ha七　is，
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Q　＝HV　cosθ
　S　　　　　　S

（3．26）

3．3．4　Stability　of　Model　Parameters

　　　　　W・have　sh・w・th・p・。ced…　f。・・va1・a七i・g・・d・l　p・・a・・ter。．

H・w・v…　i七i・necessary　t・check　wh・th・r・…　七th・param。t。。。

determined　by　the　above　procedure　are　sui七able　for　a　runoff　mode1．　The

c「ite「i・n・f・・i七・bili七y・an　be　st・t・d・・f・1コ・w・・lf　th・param。t。。。

a「est・bl・・i・th・・七her　w・rds，　if　th・y　d・n・七・hang・with　rai。f。ll

intensi七y　or　patten，　they　are　considered　to　be　suitabユe　for　a　runoff

mode1．

　　　，F・r　t・iangu1・・rai・f・ll，七he　rel・ti・n　b・七ween　m・d・l　param。七。。，

and　rainfall　intensity　is　shown　in　Figure　3．9．　1七　is　apparent　七hat　the

stuitabiユity　requiremen七　is　sa七isf’ied．　By　this　result，　we　are

justified　in　considering　the　parame七ers　as　stable．　When　rainfall

i・t・n・ity　i・w・ak，七h・param・ter　values　shif七・lightly　f・・m七h。i。

stable　values．　This　may　be　due　七〇　a　greater　rela七ive　error　in　七he

nUmeriCal　SOIU七iOn．

　　　　　The　r・1・ti。・b・tween　th・parame七…and　th・rai・f・ll　p・七t・rn　h。。

been・xami・・d　by…p・・i・g　rectangular　rai・f・ll　with七・i・・g・lar

「ai”f・ll・The　regressi・・es七imates・f　the　m・d・1　P・・ameter・a・・gi・・n

in　Figure　3．10　and　Figure　3．11．　工七　can　be　seen　tha七　the　results　of　the

七wo　rainfalユ　patterns　agree　very　well．

　　　　　1・・ummary・七here　i・ahigh・・rr・1・ti。・b・tween・七・rag・and

discharg・・and　the　rel・ti…an　b・apP・・ximat・ly・・p…ent・d　by。

st・rag・fun・七i・n　m・d・1（・xp・n・n七i・l　fun・七i・n）．　Th・param・七・r，。f　th。

st°・ag・fun・七i・n・・d・l　d・termin・d　by　the　regressi・n　analy・i・m。七h。d

are　stable．
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3．4　Analyses　of　Lumped　Runoff　Model

　　　　　In　the　preceding　sections　we　have　formula七ed　the　ユumped　model　and

derived　the　discharge－storage　expressions．　This　section　is　concerned

with　examining　the　charac七eris七ics　of　the　lumped　runoff　model．

3．4．1　Approximating　Water　Surface　and　Water　Table　by　Straight　Lines

　　　　　In　七he　lumped　model，　we　have　七aken　七he　free　water　surface　of

overland　flow　and　七he　water　table　of　subsuエ・face　flow　as　straigh七

ユines．　However，　they　are　usually　curves．　Ques七ions　thus　arise　as　to

whether　or　no七　七he　approximations　are　appropriate，　and　how　much　the

approxima七ions　aff’ect　simula七ion　results．　　　　　　’

　　　　　Figure　3．12　shows　七he　changing　water　table　and　water　surface

obtained　by　the　synthesized　runoff　model　and　the　lumped　runoff　model．

Aユthough　they　differ　somewhat，　the　resul七s　are，　on　the　whole，　in　good

agreement・

　　　　　The　hydrograph　of　the　same　case　is　shown　in　Figure　3．13．　It　can

be　seen　もha七　七he　hydrograph　obtained　by　the　lumped　runoff　model　is　in

excellent　agreement　with　the　results　of　七he　synthesized　runoff　model．

　　　　　In　summary，　when　七he　land　surface　is　gentle，　and　the

distributions　of　saturated　hydraulic　conduc七ivi七y　and　roughness　are

even，　as　is　usually　the　case，　七he　agreement　between　the　lumped　runoff

model　and　the　syn七hesized　runoff　model　is　quite　sa七isfactory．　Thus，　we

can　say　七hat　the　straigh七　line　approximation　of　七he　wa七er　surface　and

the　water　table　are　suitable　and　accep七able　for　a　runoff　Inodel　for

practicaユ　purposes．

3・4・2　Comparison between　七he　SSSR　Model

　　　　　　　　　　　　　　　　201

and　the　Lumped　Runoff　Model
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Figure　3．13　The　hydrographs　ob七ained　by　the
　　　　　　　　　　　syn七hesized　runoff　model　and　七he

　　　　　　　　　　　lumped　runoff　model．
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　　　　　We　have　tested　the　lumped　runoff　model　under　various　flow

conditions，　and　the　results　ax’e　shown　in　Figure　3．14　－　3．16．　For

comparison　the　results　obtained　by　the　synthesized　runoff　model　are

shown　together．　工n　genera1，　they　are　in　agreement．　Howevers　there　are

two　problems　which　must　be　poin七ed　ou七．

　　　　　1）　The　lumped　runoff　model　tends　to　overestima七e　the　total　runoff

discharge　around　the　peak　of　the　hydrograph．　This　may　be　because　the

curved　water　surface　and　water　table　are　averaged　by　lumping．　1七　is

believed　that　further　improvement　may　be　achieved　by　using　a　more

advanced　approximating　method　for　water　surface　and　water　table．

　　　　　2）　It　can　be　seen　tha七　七he　rising　slopes　of　七he　subsurface　runoff

discharge　and　intensity　of　七he　la七eral　flow　are　in　excellent　agreement

with　the　results　of　the　syn七hesized　runoff　model，　but　the　declining

sユopes　occur　later　by　3～　15　min．．　1七　is　considered　七〇　be　due　to　the

same　reason　as　the　overestimation　of　total　runoff　discharge．

　　　　　Even　though　七he　above　concユusions　are　based　on　the　simulation

results　of　七riangular　rainfall，　七hey　are　also　true　for　rectangular

rainfall．　The　simulation　results　for　the　la七七er　case　are　shown　in

Figure　3．17．

　　　　　工n　summary，　the　lumped　runoff　model　based　on　the　comprehensive

understanding　of　hillslope　runoff’processes，　even　though　it　has　a　far

simplel’　struc七ure　than　the　synthesized　runoff　model，　can　give　results

as　good　as　the　synthesized　model．　Its　strong　point　is　tha七　for　fully

defining　the　model　the　complete　specification　of　spatial　distribu七ion

of　model　parameters　is　not　necessary．　This　makes　the　lumped　runoff

model　very　suitable　for　a　prac七ical　purpose．
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3・5　Summary

　　　　　In　this　chapter，　based　on　a　comprehensive　understanding　of

hillslope　runoff　processes　we　lumped　the　synthesized　runoff　model　七〇

construc七　a　new　runoff　model　containing　not　only　overland　flow　bu七

also　sa七urated－unsaturated　subsurface　flow．　The　ma七hema七ical　model

consists　of　con七inuity　equations　in　七hree　subregions，　and　equations　of

motion　based　on　the　kinematic　approximation　for　overland　flow　and

derived　from　the　storage　function　model　for　subsurface　flow．　The　model

parameters　have　beerl　es七imated　by　using　七he　simulation　resul七s　of　七he

synthesized　runoff　model　wi七h　七he　regression　analysis　method．　The

mathematical　model　is　solved　by　the　Runge－Kutta　method．

　　　　　The　lumped　model　treats　overland　flow，　sa七urated　subsurface　flow，

and　unsaturated　subsurface　flow　as　a　simultaneous　system．　The

intensi七y　of　return　flow　can　be　obtained　as　an　independent　variable　in

七he　same　way　as　in　the　synthesized　runoff　model．

　　　　　The　lumped　runoff　model　does　not　require　a　comple七e　specification

of　the　spatial　distribution　of　the　soil，s　hydrologic　and　geohydrologic

parameters　such　as　saturated　hydraulic　condue七ivity，　surface　roughness

charac七eristics．　As　mentioned　in　the　beginning　of　七his　chap七er，　even

when　the　distribution　of　these　parameters　is　relatively　even，　there　is

seldom　enough　data　available　a七　field　sites　to　provide　the　necessary

input　for　the　synthesized　runoff　model．　In　this　meaning，　we　can　say

that　the　lumped　runoff　model　is　far　more　useful　than　the　synthesized

runoff　model　for　a　prac七ical　purpose．
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Chapter　4

REAL－TIME　CONTROL　OF　MULTIRESERVOIR　SYSTIilNlS

4．1．　Introduction　and　Overview

　　　　　During　the　last　20　years，　the　reservoir　control　literature　has

grown　impressively（Yeh（1985）　and　Yakowi七z（1982）　have　reviewed　the

reservoir　control　studies　in　detail．）．　As　pointed　by　Georgakakos　and

Marks（1985），　this　continuing　research　effort　is　not　only　because　of

the　many　influential，　social，　and　environmental　effec七s　each　reservoir

sys七em　generates，　but　also　because　a　comprehensive　me七hodology　capable

of’ @handling　七he　problem　in　its　general　form　has　no七　yet　been

developed．　In　essence，　the　majority　of　the　reservoir　con七rol　models

published　have　been　d・v・1・p・d　f。r　a・d　p・rh・p・ad・quaも・ly　h・ndl・a

particular　reservoir　system，　or　a　par七icular　class　of　systems　wi七h

common　predominant　characteristics．　However，　if　these　characteris七ics

were　to　change，　the　methods　woしLld　no　longer　be　adequate．　The　purpose

of　this　study　is　to　present　a　new　meもhod　able　to　handユe　the　operation

problem　of　reservoir　systems　in　its　general　form．．　This　section　will

review　representative　stochastic　reservoir　control　studies　to　identify

pas七　deficiencies　and　to　benefit　from　some　successful　ideas．

　　　　　Following　Yeh（1985），　the　reservoir　con七rol　models　can　be

classified　by　the　op七imization　philosophy　adop七ed　as　follows：

　　　　　（1）　Linear　programming（LP）　models，　including　chance－cons七rained

　　　　　　　　LP，　s七〇chas七ic　LP，　and　stochastic　programming　wi七h　recourse．
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（2）

（3）

（4）

Dynamic　programming（DP）　models，　including　incremen七al

DP（IDP），　discrete　differen七ial　DP（DDDP），　incremental　DP　with

successive　approximation（IDPSA），　stochastic　DP，　reliability－

constrained　DP，　differential　DP（DDP）　and　the　progressive

optimality　algorithm．

Nonlinear　programming　models．

Simulation　models．

　　　　Linear　programming　has　been　one　of　the　mos七　widely　used

techniques　in　water　resources　managemen七．　1七　is　concerned　with　solving

a　special　type　of　problem：　one　in　which　all　relations　among　the

variables　are　linear，　both　in　cons七raints　and　in　the　objective

function　to　be　optimized．　LP　models　which　consider　uncertainty　include

Chance　Constrain七　Programming（　ReVelle　et　al．，　1969；　Joeres　e七　al．，

1971；　Eisel，　1972；　Sobel，　1975；　Sniedovich，　1980；　etc．　）　and

Reliability　Programming　models（　Colorni　and　Fronza，　1976；　Simonovic

and　Marino，　1980，1982；　Marino　and　Mohammadi，　1983　）．　In　general，　LP

models　cannot　adequa七ely　reproduce　七he　sys七emls　stochasticity（

temporal　and　spatial　correlation　of　the　uncer七ain　inputs　and　the

induced　similar　probabilistie　s七ructure　on　the　systemts　state

variables　），　and　a　global　linear　approximation　of　the　system　dynamics

is　no七　likely　七〇　give　a　accurate　resul七s．　Furthermore　the　Linear

Decision　Rules（　LDR　）　that　relate　releases　to　storage，　inflow，　and

decision　parameters　are　crucial　assumptions　in　the　application　of

chance　constraint　LP，　but，　七here　is　a　fa七al　limi七a七ion　of　the　rule：

the　solu七ion　from　an　LDR　model　is　not　guaran七eed　to　be　optimal．

Georgakakos　and　Marks（1985）　have　shown　七hat　the　assumption　of　LDR　is

op七imal　for　unconstrained　systems　wi七h　linear　dynamics　and　quadratic

performance　measures，　and　i七　performs　poorly　in　situa七ions　where　the
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above　characteristics　are　absent．　For　these　reasons，　七he　models　of

this　ca七・g・ry・・e　c・n・idered・pP・・p・i・t・f・r　p・・li・ina・y　desig・

studies　rather　than　for　operation　purposes（Loucks　and　Dorfman，　1975　）．

　　　　　Nonlinear　programming（NLP）　has　not　enjoyed　the　popularity　that　LP

and　DP　have　in　water　resources　systems　analysis．　This　is　particularly

due　to　the　fact　that　the　optimization　process　is　usually　slow　and

七akes　up　large　amounts　of　computer　storage　and　time　when　compared　wi七h

other　me七hods．　The　mathematics　involved　in　the　nonlinear　models　is

much　more　complicated　七han　in　七he　linear　case，　and　NI、P　unlike　DP

cannot　easily　accommodate　七he　stochastic　nature　of　inflows　to　七he

systems・

　　　　　Simulation　is　a　modeling　七echnique　七hat　is　used　to　approximate

the　behavior　of　a　system　on　the　computer，　represen七ing　all　the

characteristics　of　七he　system　largeユy　by　a　mathematical　or　algebraic

description（Ackoff，　1961；　Maass　et　al．，　1962；　Yeh，　1985　）．　1七　is

different　from　a　ma七hema七ical　programming　七echnique．　Mathema七ical

programming　七echniques　find　an　op七imum　decision　for　system　operation

meeting　all　system　constrain七s　while　maximizing　or　minimizing　some

objective．　On　the　othel・hand，　the　simula七ion　model　provides　the

response　of　the　system　七〇　certain　inputs，　which　include　decision

rules，　so　that　it　enables　a　decision　maker　to　examine　the　consequences

of　various　scenarios　of　an　existing　system　or　a　new　system　without

actually　building　it．　For　these　reasons，　simulation　models　are

suitable　for　performance　evaluation　ra七her　than　for　optimal　policy

identifica七ion（Yeh，　1985；　Georgakakos　and　Marks，　1985）．
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　　　　Of　the　four　categories，　the　second　model　category，　Dynamic

Programming，　is　considered　to　be　the　most　suitable　for　operation

purposes　due　七〇　the　dynamic　nature　of　a　reservoir　system．　Little（1955）

firs七　applied　DP　七〇　reservoir　optimization，　but　the　general

formula七ion　of　DP　was　compユeted　by　Bellman（1957）今　DP　is　a　procedure

for　op七imizing　a　mul七istage　decision　process．　The　populari七y　and

success　of　this　technique　can　be　a七tribu七ed　七〇　the　fact　七hat　the

nonlinear　and　stochastic　fea七ures　which　characterize　a　large　number　of

water　reservoir　systems　can　be　七ranslated　into　a　DP　formulation．

Applica七ions　of　DP　to　reservoir　optimiza七ion　have　been　repor七ed　by

Hall（1964），　Young（1967），　Takasao　and　Seno（1970）．

　　　　However，　in　七he　applica七ion　of　DP　models　七〇　a　multireservoir

sys七em，　there　are　two　basic　problems．　The　first　problem　is　七he

phenomenon　of　exponentially　increasing　computational　burden　wi七h

increase　in　state　dimension．　（This　problems　is　Popularly　known　as　the

etcurse　of　dimensionality，i．）　The　second　one　is　the　need　to　consider　七he

uncertainty　of　a　wa七er　resoUrCeS　SyStem．

　　　　The　curse　of　dimensionali七y　is　the　greatest　hindrance　to　Dynamic

Programming　solu七ion　of　large－scale　op七imal　control　problems．　To

alleviate　it　，　a　number　of　techniques　have　been　presented　such　as　IDP，

DDDP，　工DPSA，　and　DDP．

　　　　The　use　of　IDP　for　reservoir　opera七ion　studies　was　reported　by

Hall　et　al．（1969）．　The　IDP　procedure　starts　with　an　assumed　trial

sta七e　trajectory，　which　is　a　sequence　of　feasible　state　vectors

resulting　in　a　corresponding　initial　policy，　and　an　ini七ial　value　of

七he　objecもive　function．　The　DP　recursive　equation　is　then　used　to

examine　七he　neighboring　states　that　are　just　above　and　below　七he　七rial

state　trajectory．　If　any　neighboring　trajectory　is　found　to　give　a
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better　value　of　七he　objective　function，　then　this　new　trajectory

replace　七he　七rial　s七a七e　trajectory．　The　procedure　con七inues　un七il

convergence　takes　place・

　　　　　Heidari　et　al．（1971）　modified　IDP　to　obtain　a　new　state

trajectory　in　a　Tt　corridor　TT　centered　about　the　trial　trajec七〇ry，　and

referred　七〇　the　algorithm　as　DDDP．　Essentially　DDDP　is　only　the

generation　of　工DP．

　　　　　IDPSA　makes　use　of　Bellmanls　concep七　〇f　successive

approximations，　which　decomposes　an　original　multi－state　variable　DP

in七〇　a　series　of　subproblems　each　wi七h　only　one　s七ate　variable，　and

solves　the　subproblems　by　IDP．

　　　　　IDP，　DDP，　and　工DPSA　do　provide　a　considerable　reduc七ion　in　the

amount　of　computa七ion，　but　they　cannot　overcome　comple七ely　七he

dimensionali七y　problem．　Furthermore，　these　methods　are　only　sui七able

for　so・－called　llirlvertible　systemtt，　they　need　a　good　ini七ial

policy（sequence　of　s七ates），　and　the　convergence　of　the　solu七ion　七〇　the

global　optimum　cannot　be　proved．　For　these　reasons，　七he　DDP　method

proposed　by　Jacobsen　and　Mayne（1970）　is　considered　七〇　be　七he　mos七

・promising．　If　the　DP　model　is　an　I、QP（　Linear　dynamics　and　Quadratic

　Performance　criterion　function　）　problem，　and　the　objective　function

　is　separable　and　convex（　for　minimization　problems　），　then　it　can

　easily　be　shown　that　the　decision　is　a　linear　function　of　the　current

　s七ate，　the　recurrence　relation　is　a　quadratic　func七ion　of　the　sta七e

　variable　for　a　backward　solu七ion，　and　that　recursive　formulae

　providing　the　coefficients　of　the　linear　decision　can　be　derived・

　Therefore，　given　七he　ini七ial　state　of　the　sys七em，　an　analy七ical

　solution　can　be　obtained．　If　七he　objec七ive　func七ion　is　no七　quadratic，

　or　the　sys七em　dynamics　are　not　linear，　some　approximation　methods　can

　be　used　to　provide　a　quadra七ic　approxima七ion　for　the　objective
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function　and　linear　expressions　for　the　system　dynamics　around　an

ini七ial　estimate；　then　an　iterative　solution　procedure　can　be　used　for

the　non－LQP　problem．　This　process　constitutes　the　so－called　DDP．

Murray　and　Yakowitz（1979）　have　accomplished　the　extension　of　DDP　to

problems　wi七h　linear　constraints．

　　　　　From　the　above　discussion，　it　can　be　seen　that　DDP　does　overcome

七he　curse　of　dimensionality　in　the　case　of　de七erministic　problems．

However，　the　reservoir　systems　contain　uncertain七y．　The　　uncertainty

problem　has　been　七reated　wi七h　the　chance－cons七raint　七ype　of

formulation　or　stochastic　programming　七echniques．

　　　　　Young（1967）　introduced　the　Monte　Carlo　DP，　which　is　an　implicitly

stochastic　approach．　Similar　七〇　this　approach　is　the　Al七ernate

Stochas七ic　OP七imiza七ion　presen七ed　by　Croley（1974），　Takasao，　Ikebuchi

and　K・」i・i臼g76・198°）・It　i・apPar・nt　th・t　if　p・ssib・・the　apP・・a・h

七ha七　explici七ly　considers　uncertainty　is　better　七han　implicitly

stochas七ic　approaches．　The　class　of　typical　DP　models　七ha七　explici七ly

consider　uncer七ain七y　in　七he　optimization　procedure　includes　七he　models

using　Markov　chain　ipput　process　descrip七ion　and　backward　DP（Schweig

and　Cole　1968；　Butcher，　1971；　Su　and　Deininger，　1972，　1974；　Arunkumar

arld　Yeh，　1973；　Alarcon　and　Marks，　1979；　Buchanan　and　Bras　1981；　etc．）．

In　general，　the　models　of　七his　class　perform　satisfactorily　in　a　small

sys七em（of　2　－　3　reservoirs）．　However，　their　extension　七〇

mul七il・eservoir　sys七ems　is　seriously　litr，ited　due　七〇　dimensionality

problems．　The　greates七　disadvantage　of　the　Markov　chain　DP　formulation

is　i七s　inability　to　explicitly　produce　policies　sa七isfying

probabilistic　cons七raints．　Such　a　constraint　，　for　example，　could　be　a

reservoir　s七〇rage　requiremen七　not　to　exceed（or　fall　below）　a　certain

level　wi七h　probabili七y　Y（0　≦　Y　≦　1）．　Sta七ements　like　七he　above　are
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very　useful　in　evaluating　七he　performance　of　control　policies　for

stochastic　reservoir　systems．　If　it　is　rlot　possible　for　七he

optimization　program　to　meet　such　specifications，　the　practice　is　七〇

follow　a　trial－and－－error　apProach・Namely，a　certain．　policy　obtained　by

the　optimization　model　is　modified（cer七ain　cons七raints　are　七igh七ened，

penalty　terms　are　in七roduced　to　or　dropped　from　the　objective

func七ion，　etc．）with　the　hope　tha七　the　new　policies　will　give　bet七er

results．　Clearly，　the　approach　is　no七　se七up　in　a　defined　manner　and

can　be　costly．

　　　　Wasimi　and　Kitanidis（1983）　modeled　the　system　dynamics　by　a　set

of　actual　and　conceptua1（corresponding　to　七he　river　reaches）　linear

reservoirs　and　employed　a　quadratic　penalty　cos七　functional　七〇　force

the　system‘s　state　七rajectory　onto　a　prespecified　track．　The　inputs

were　assumed　七〇　be　Gaussian　random　variables　and七he　formula七ion　did

not　consider　s七ate　or　control　cons七raints．　Because　of　七he

characteris七ics　of　the　LQG（　Linear　dynamics，　Quadratic　performance　and

Gaussian　uncertainty　）　problem　as　mentioned　earlier，　the　DP　solu七ion

was　ob七ained　in　analytical　form　which　minimized　七he　computational

burden．

　　　　　The　model　developed　by　Georgakakos（1983）　and　Georgakakos　and

Marks（1985）　also　employed　the　actual－conceptual　reservoir　sys七em

configuratior1，　bu七　it　allowed　for　nonlinear　dynamics　and　general

performance　functional．　Here　七he　objective　was　to　iden七ify　the　mos七

rewarding　state　and　control　trajectories　and　the　procedure　consis七ed

of　an　i七erative　op七imiza七ion　scheme．　A七　each　i七eration　a　quadra七ic

approximation　of　the　objec七ive　function　and　a　local　linearization　of

七he　dynamics　around　the　nolninal　trajec七〇ries　provided　by　a　Taylor

series　expansion　were　performed　to　construct　a　local　I、QG　apProxima七ion

of　もhe　original　problem．　The　solu七ion　obtained　in　a　recursive
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analytical　form　gave　rise　七〇　new　state　and　control　trajectories　until

convergence．　The　method　exhibited　a　fast　convergence　rate　and　had　a

provision　for　probabilis七ic　s七ate　cons七raints．　However，　since　the

T・yl・r・eries　expan・i・n　used　i・al・caユ・pP・・xima七i・n　tech・iqu・，　th・

more　the　stochas七ic　s七a七e　variables　deviate　from　七he　nominal

trajec七〇ries，　七he　less　the　LQG　approximation　of　the　original　problem

provided　by　Taylor　series　expansion　is　representative　of　the　original

problem（we　shall　discuss　七he　na七ure　of　Taylor　series　expansion　in　the

next　section）．　The　validi七y　of　the　approxima七ion　is　further

jeopardized　by　the　presence　of　sys七em　noise　foエ㍉　if　intense，　七he　noise

causes　frequent　depar七ures　of　the　s七ate　variable　away　from　七he　nominal

trajectories・

　　　　　Both　of　the　previous　七wo　models　allowed　for　updating　of　the

current　state　estima七es　via　a　Kalman（or　an　ex七ended　Kalman）　filter

estimator．

　　　　　The　preceding　survey　of　s七〇chas七ic　reservoir　control　studies

indicated　th・t・．・・mpreh・n・ive　m・d・1・ffi・i・n七ly　acc・un七i・g　f・r　th・

peculiar　reservoir　system　charac七eris七ics　is　still　lacking．　It　also

brought　up　a　variety　of　properties　which　such　a　model　should　possess．

Based　on　the　many　po七ential　advantages　of　the　previous　approaches，

this　work　will　continue　along　these　same　lines．　The　in七ention　is　to

perfect　the　control　design　so　as　七〇　be　efficien七　in　handling　most

system　idiosyncrasies．　Summarily，　this　s七udy　will　present　a　general

reservoir　sys七em　model　including　not　only　river　segments　and

reservoirs　bu七　also　hillslope　sys七ems．　The　solution　will　be　ob七ained

by　a　method　named　Statistically　Approxima七ed　Linear　Quadra七ic

Gaussian（SAI、QG）　controller，　which　is　based　on　the　Open－Loop　Feedback

Controller（　OLFC　）．　The　s七atis七ical　second－order　approximation
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technique　will　be　applied　instead　of　七he　Taylor　series

construet　七he　I、QG　approximation　of　the　original　problem．

expansion　to
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4．2　Statis七ical　Second－Order　Approximation

　　　　　When　the　uncertainty　of　a　reservoir　system　is　considered

expli・itly・the　st・t・vect・rs　a・e　rand・m　va・i・bles，　and　the　sy・tem

dynamics，　objective　function　and　observation　equations　usually　contain

some　terms　that　are　nonlinear　wi七h　re日pect　to　the　state　vectors．　Thus，

the　problem　of　how　to　handle　these　nonlinear　七erms　arises．　The

classical　and　widely　used　technique　is　to　approximate　them　by　means　of

Taylor　series．　However，　because　the　Taylor　series　expansion　is　a　local

apP「oximation　technique，　generally　it　cannot　give　a　satisfactory

approximation　of　a　random　nonlinear　function．　In　this　study　we　shall

apply　the　theory　of　statistical　second－order　approximation　developed

below　for　handling　the　nonlinear　function　of　random　variable（for　七he

detaiユs　see　Bierman（1977），　Takasao　and　Shiiba（1984））．

4．2．1　Theory　of　Statistical　Second－Order　Approxima七ion

　　　　　Suppose　tha七an　N・1　random　vec七〇r　X～N（X，P），　戸＞0，is　given，　for

which　N（X，P）　denotes　the　Gaussian　distribution　wi七h　a　mean　vector　of

Xand　a　variance　mat・i・・f　P・1・pra・tice，・ft・n　X　i・merely　th・

estimate　of　X，　and　P　is　the　corresponding　estimation　error　variance

matrix．　Therefore，　we　cannot　be　sure　tha七　X　exactly　obeys　the　Gaussian

dis七ribution．　However，　even　for　such　cases　we　make　七he　simplifying

assumption　that　X～N（X，P）　to　obtain　the　statistical　approxima七ion．

Now，　consider　a　nonlinear　function　g（X）．　Choosing　a　scalar　B　，　a　1●N

vector　H，　and　an　N・N　symmetric　matrix　A　so　that　七hey　minimize

　　　　　・日・（・）一［B㌔H（X－X）ヨ（X－X）TA（X一又）］12｝，　　（・．1）
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we　apProximate　g（X）　by

　　　　　［・（・）］、・　B－＋H（X－X）ヨ（X－X）TA（X－－X）　　　　（4・・）

we　call　this　approximation　the　sta七istical　second－order　approximation

・fg（X）・d・n・ti・g　i七by［9（X）］2・Wh・ng（X）i・avec七・r－val・・d

三unction，　we　take　the　statis七ical　second－order　approximation　for　each

component　function・

　　　　　The　values　of　B　，　H，　and　A　can　be　calculated　from　the　following

equations，　which　are　ob七ained　by　se七七ing　the　par七ial　derivatives　of

Eq．（4．1）　wi七h　respec七　to　B　，　H，　and　A　equal　zero．

　　　　　・“・E｛・（・）｝一去・・［・戸］　　　　　　（4・3）

　　　　　PHT・E｛（X．X）9（X）｝　　　　　　　　（4．4）

　　　　　PA戸丁　・　E｛（X．叉）（X．叉）Tg（X）｝．E｛9（X）｝P　　　　（4．5）

in　which　tr［・］　denotes　七he　trace　of　the　matrix　in　the　bracke七s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T

The　solutions　of　七hese　equations　can　be　easily　obtained　if　the　　UDU

factorization　of　the　variance　ma七rix　P

　　　　　＿　　＿＿＿T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．6）　　　　　P＝UDU

is　available，　in　which　U　is　an　upper　triangular　N・N　matrix　with　uni七

diagonals　and　D　is　a　positive　diagonal　N・N　matrix．　The　random　vector　X

七hen　can　expressed　as

　　　　　X＝X＋百Z　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．7）

in　which　Z　～　N（0，　D）　is　an　N●1　random　vec七〇r．　The　expecta七ions　in

these　equations　can　be　computed　from　the　Hermite－Gauss　integra七ion

formula（　Abramowi七z　and　S七egun，　1972　）：

　　　　　∫二。xp（．、2）・（。）・、・｝。、f（、i）　　　（4．・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
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i”　which　N　is　a　P・si七i・・i・七・ger・・i　i・七h・ith　ze…fth・H・rmi七・

P°lyn°mial　HN（・）・nd　・i　i・th・w・ight・・r・e・p・・di・g七・・i・エf・e　set

　　　　　βi＝f2・i・Pi・Wi／2　　　　　　（4．9）

the　above　formula　is　rewrit七en　as

　　　　　∫．㌶元・xp（一・2／・）・（・）…i！1　P、f（β、）　（4・1・）

which　gives　th・apP・・xima七i・n・f七he　expect・七i・n・f　f（Z）f・r　Z～N（0，

1）…re　g・n・ra・・y…r・・（Z1，…，・N）T・・（・，5），・・hav・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　　E｛f（Z）｝＝i1，・…・・，・1　f（fd；βil・°”・fdNβ・，）pi1’”・・N（4・11）

i”　which　di　d…t・・th・（i・i）・lemen七・f七h・di・g・nal　mat・i・S．　F・・

example・f°「Nニ2・（βi・pi）＝（－1・°・5）・（1，・・5）…df・・N・3・（βi・pi）・（一

〆3，1／6），（0，2／3），（／う，1／6）．

　　　　　Note　七hat　the　number　of　evaユuations　of　function　values　for

・b・・・…g七he　expect・七i・…NN、七heref・re，・he　a＿・。f。。mp。、。、i。n

will　become　explosively　large　as　N　increases．　Fortuna七ely，　however，　in

many　cases　we　can　reduce　the　amoun七　〇f　compu七a七ion　considerably　due　to

the　following　Properties：

（1）Th・・t・七i・ti・al・ec・nd－。・d・・apP・・ximati。n。f。fi。，七．。rd。r

　　　　　polynomial　is　equal　to　the　original　polynomial　itself；　i．e．，　for

　　　　　c°nstan七a1・a2・a・d・3・

　　　　　［・1×2・a2X・・3］、・a1×2・a2X・・3　　　　（・．12）

（2）Th・・t・ti・ti・a1・ec・nd－・・d・r　apP・・xima七i・n　i・ali・・ar・p・・ati。n；

　　　　　i・e・，　七he　property

　　　　　［91（X）＋92（X）］2・［91（X）］2・［92（X）］2　　　　（4・13）
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（3）

Shii

（1）

that　are　not　second－order　polynomials．

describ

eliminated．

holds．

　If　the　function　g（X）　depends　only　on　a　partial　vector　V　of　X，

th・n［9（X）］2・［9（V）］2・an　b・・bt・i・・d　by・・n・id・・i・g・nly　th・

　marginal　distribution　of　V．　Thus，　denoting　七he　dimension　of　V　by

M，七h。number。f。valuati。n。。f　f。。。ti。n　val。es　i，。。duced　t。評

　　　N
〈N　．

　As　to　七he　proof　of　these　proper七ies，　we　refer　七〇　Takasao　and

ba（1984），　and　Takasao，　Shiiba　and　Tomisawa（1984）．　From　properties

and　（2），　it　is　clear　that　we　need　to　consider　only　nonlinear　七erms

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Such　terms　are　of七en　of　七ype

　　　　ed　in　（3）；　七herefore，　considerable　computation　can　be

　　　　　In　prac七ical　apPlications，　i七　is　usually　more　convenient　to

rewrite　Eq．（4．2）　as

　　　　　［9（：0］2・B＋HX＋δ　　　　　　　　　（4・14）

in　which

　　　　　・・B㌔き・・［・戸］－HX　　　　　　（4・15）

　　　　　δ・去（X一文）・（X一元）T一去・・［・P］　　　　　（4・16）

Th・・it・an　be　seen・h・tδ…amean・f　ze・・and　a　va・・ance・f　R、｛

七r［APA予］　and　is　uncorrela七ed　wi七h　X．　（Note：　工f　the　covariance　of　two

random　variables　is　equal　七〇　zero，　they　are　said　七〇　be　uncorrelated．

Even　if　two　random　variables　are　uncorrelatedt　they　can　be　dependen七．

This　is　such　a　case．）　We　can　show　tha七　when　g（X）　is　a　vector－valued

function，　七his　property　also　holds．　By　denoting　the　dimension　of　g（X）
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by　m，　if　we　take　the　approximations　Eq（4．14）　for　individual　component

functions　of　g（X）

　　　　　［91（・）］、・B1・HIX・δ1・δ1・き（X－X）A1（X－X）T－li・・［Alp］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　●　　　●　　　●　　　●　　　●

　　　　　［・。（・）］、・B。・H。X・δ。，・。・；（X－X）・。（X－X）T－；・・［・。P］

and　conca七ena七e　them　七〇　the　same　form　as　Eq．（4．14），　then　δ　is

uneorrelated　with　X　and

　　　　E｛δ｝　＝　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　（4．17）

　　　　…｛・｛・、δj｝｝・｛き・・［・、P・jP］｝　　　（4・18）

He「e七he　c°nvent’°n　that｛・・j｝den・七es　a　mat・ix　w’七h・、j・an　e・・m・nt

in　the　i－th　row　and　j一七h　column，　is　used．

　　　　　To　obtain　theoretical　insight　into　七he　nature　of　the　sta七istical

second－order　approxima七ion，　deno七e　by　ε，　the　error　in　the　stati’s七ical

second－order　approximation　of　g（X），　that　is　　　　　　　　　　　　　　　　　　L：

　　　　　g（X）　＝B＋HX＋δ＋ε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．19）

Then　ε　has　a　zero　mean　and　is　uncorrelated　with　X　and　δ．　Based　on　this

and　the　fac七　tha七　the　sum　of　the　first　two　七erins，　B＋HX，　on　七he　right－

hand　side　of　Eq（4．18）　is　obtained　by　statistical　linearization

（defined　by　omitting　the　second－order　term　from　the　formulation　of

statistical　second－order　approxima七ion）　it　turns　out　tha七　the

sta七istical　second－order　approximation　allows　us　to　evaluate　the　lower

limit　of　the　variance　of　the　error　in　七he　apProximation　by　statistical

linearization．
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4．2．2　Relationships　between　the　Expecta七ion　of　a　Stochastic　Function

　　　　　　and　the　Statistical　Second－Order　Approximation

　　　　　Suppose　that　an　N・1　random　vector　X～N（X，P），　戸＞0，is　given．　Now

consider　a　func七ion　of　the　mean　vector　X

　　　　　J（X）　＝E｛9（X）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．20）

where　g（X）　is　a　given　non－linear　function　and　七he　variance　matrix　予　is

assumed　to　be　constant．

　　　　　・・ff・・enti・・i・g　J（X）・ith　re・pect　t・七h・ith・・mp・n・n・X、・f・h・

mean　vec七〇r　X　yields

　　　　　∂il！）・19XT．∫；・？・（・）・xp｛－9（X－X）P－1（X－X）T｝／〆て；弄∫貢「P「・X

　　　　　　　　1　　　　　　ユ

　　　　　　　　　　　・（＿＿1P）、E｛（X－X）・（・）｝　　　　　（4．21）

and

　　　　　▽J（X）・（∂J（X）…∂J（文））T・戸一1E｛（・．X），（，）｝（4．22）

　　　　　　　　　　　　　　　　∂X1　　　　　∂XN

・her・（一一1P）i　i・th・i・h・・w・f・h・inver・e　ma・…，予一1，・f　th・

variance　matrix　P．

　　　　　Differenti・ti・g▽J（X）・ith・espect　t・Xi・nce　ag・in　w・・bt・i・

恕・（P－1）、E｛（X－X）（X－X）Tg（・）｝［（P－1）」］｝）、j・｛・（・）｝

　　　　　　　1　」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．23）

and

　　　　　▽2J（X）・戸一1E｛（X．X）（X．元）Tg（X）｝［P－1］T．戸一1E｛9（X）｝　（4．24）
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On　the　other　hand，　from　Eqs．（4．4）　and　（4．5）　we　can　ob七ain

　　　　　HT一戸一IE｛（X－X）、（・）｝　　　　　　　（4．、5）

　　　　　・・戸一1E｛（X－X）（X－X）Tg（・）｝［予一1］T．P－1E｛，（、）｝　（4．、6）

Comparing　Eqs・（4・22）　and　（4．24）　with　Eqs．（4．25）　and　（4．26）　we　find

that

　　　　　▽J（X）・HT　　　　　　　　　（4．27）

　　　　　▽2J（X）・A　　　　　　　　　（4．28）

This　means　tha七　if　the　variance　matrix　is　fixed　the　Gradien七vec七〇r

and　th・Hessian　ma七・ix・f　th・n・n－li・・ar　f…七i・n　with　respect　t・th・

mean　vector］ζ，　J（文）　＝E｛g（X）｝，　are　equal　to　the　coefficients　of七he

first－　and　second－order　terms　of　七he　statistical　second－order

apProximation　of　g（X）　respec七ively．

　　　　　Now　consider　the　approximation　of　g（X）　by　the　Taylor　series

expanSlon，

　　　　　・（・）・9（X）・N；（X－X）・9（X－X）TNXX（X－－X）　　（4．・9）

in　which

　　　　　Nx・（≡…≡）T
　　　　　　　　　　　　　∂X1　　　　　∂XN

　　　　　　　　　　　　　・29（X）／・XlaXl・…29（X）／・Xl・XN

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　Nxx＝［　　°　　　　　・　　］
　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　・29（X）／・X，aXi…　∂29（X）／aX，・XN

In　general，

　　　　　Nx≠HT　　　　　　　　　（4．3・）

　　　　　NXX≠A　　　　　　　　　　　　　（4．31）

and　consequently
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　　　　▽J（X）≠Nx，▽2J（X）≠・XX　　　　（4．3・）

From　the　above　discussion，　i七　can　be　seen　tha七　the　Taylor

approximation　canno七　correctly　evaluate　the　Gradient　vec七〇r　and

Hessian　ma七rix　of　J（X）　＝　E｛g（X）｝　while　the　statis七ical　second－order

approximation　can　evaluate　them　correc七1y．、　This　nature　of　七he

statistical　second－order　approxima七ion　is　expected　to　result　in　a

faster　convergence　ra七e　of　the　op七imization　procedure　in　which　the

statistical　second－order　approximation　is　used　and　make　the　procedure

more　reliable．

　　　　　Figure　4．1　is　an　example　which　shows　the　difference　between　七he

Taylor　approximation　and　the　statistical　second－order　approxima七ion，

where　the　non－linear　function　g（X）　is

　　　　　9（X）・（X．a）（X．3。）（X．4。）2，。・・．9

Comparing　孝2　0r　f3　with　ff4　we　find　that　the　Taylor　approxima七ion　is　a

local　approximation　around　the　mean．　Comparing　f2　with　ff3　it　can　be

seen　七ha七　the　global　approximation　eharacteristic　of　the　sta七istical
　　　　　　　　　　　　　　　＼

second－order　approximation　becomes　more　apparent　as　七he　variance　of

the　random　variable　X　increases．

226



100

60

02

一20

0

　　＝
0．2ど
　　　●

8000

0

0　　⌒
　　　ぱ

　　　り
0．08a

　　　　　　　　0　　　　　　3　　　　　　6　　　　　　　－4

　　　　　　　　　　　　　　　　　Sk　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sk

Figure　4．1
　　　　　　　　　　　　　　Approximadon　of　nonline1’fumction　of　stochastic　variable．

＃1：0righlal　functiOI1　’，（s・）．

＃2：second－order　approximation　fullction　by　statistical　approximation　method　while

　　　s‘～M3，1）．

鰍3：second－order　approximation　function　by　statistical　approximation　method　while
　　　s．～（3，10）．

鑑：㍑蒜，llll；°；＝1瓢i｜：y、鰍；，a汀「°ximati・n　m・th・d・t・・－3・

＃6：probability　density　functiol1♪（Si）　while　sA～∫V（3，10）．
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4．3　　Modeling　of　Mul七ireservoir　Systems

　　　　The　design　of　a　controller　is　the　second　basic　s七ep　of　a　control

s七udy．　Prior　七〇　this　step　a　credible　and　mathematically　七reatable

system　model　mus七　be　developed．　Based　on　physical　considerations，　this

section　will　show　how　to　represent　a　general　reservoir　sys七em　by　a　set

of　ordinary　differential　equations．

4．3．1　General　Charac七eristics　of　a　Reservoir　Sys七em

　　　　A　七ypical　reservoir　system　consists　of　the　following　elemen七s．

　　　　　a．　A　set　of　drainage　basins　where　七he　lateral　flows　as　七he

outputs　of　the　rainfall－runoff　processes　en七er　into　rivers．　Runoff

models　are　used　七〇　describe　this　subsys七em．

　　　　　b．　A　set　of　reservoirs　located　a七　various　river　branches．　Each

reservoir　accep七s　an　inflow　from　the　ups七ream　sys七em，　contains　s（t）

water　volume，　loses　or　gains　additional　wa七er　due　七〇　evaporation

seepage　or　rainfall　at　a　rate　e（t），　and　releases　at　the　controllable

rate　u（t）．　Each　storage　variable　s（t）　is　restricted　to　vary　within　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
P・・iti・・b・und・d・ang・，・mln i七）≦・（t）≦・max（七）．　F・・m　phy，i。al　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　min

operational　considerations，　similal・bounds　govern　each　release：　u

（t）≦。（七）≦umax（t）．

　　　　　c．　A　set　of　river　segmen七8　providing　七he　hydrologic　linkage　among

the　existing　reservoirs　as　well　as　among　the　reservoirs　and　hillslope

runoff　sys七ems．　Along　the　river　segments　and　from　the　reservoirs，　a

number　of　water　diversions　（possible　generating　return　flows）　may

supPly　water　to　municipal，　agricultural，　or　indus七rial　si七es．
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　　　　　d．　A　set　of　objec七ives　tha七the　system　is　expected　七〇　serve．　A

general　set　of　typically　established　objectives　includes　flood

protec七ion，　water　supply　for　municipal，　agricul七ura1，　and　industrial

USe，　energy　genera七iOn，　reCrea七iOn，　naVigatiOn，　Water　qUali七y

improvement，　and　wildlife　enhancement．

　　　　　e．　A　set　of　hydrologic　inpu七s　（as，　for　example，　precipitation　or

the　flows　from　adjacent　hillslopes）　which　enter　七he　system　at　various

boundary　locations・

　　　　　1、oosely　speaking，　七he　reservoir　con七rol　problem　is　七〇　iden七ify

optimal　schedules　of　the　controllable　variables　which　will　guide　the

system　to　successfully　mee七　its　objec七ives．　This　is　a　rather　difficult

task　due　to　the　following　system　idiosyncracies：　（1）uncertain七y　，　（2）

non一ユinearity，　（3）　high　dimensionality，　and（4）　multiplicity　of

conflicting　objectives　．

　　　　　In　turn，　the　reservoir　systemls　uncertainty　may　be　due　to　the

fOllOWing　SOUrCeS：

　　　　　a．Hydrological　inpu七〇r　natural　uncertain七y．　Once　七he　sys七em　is

defined，　七he　inputs　are　used　to　represent　the　real　world　lying　outside

its　boundaries・　For　examp：Le，　the　precipitation　is　a　stochastic

process．　Consequently，　the　uncertainty　of　the　omitted　processes　（e．　g．

atmospheric　randomness）　will　carry　over　七〇　the　inputs．　while　the

corresponding　dynamics　will　induce　七emporal　and　spatial　correlation

structure　in　七heir　behavior　（e．　g．　seasonalities，　e七c．　）．

　　　　　b・　Uncertainty　due　to　imperfect　knowledge　concerning　response　of

七he　reservoirs，　of　the　river　segments　and　of　the　drainage．　This　is

known　as　model　uncertainty．

　　　　　c．　Uncertainty　due　七〇　七he　objectives　（．e．　g．　random　demand

fluc七uations，　or　economic　uncertainty）．
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d．　Uncertainty　due　to　observation　errors

　　　　　N・nli・・a・ities　i・th・・y・t・m　dynamics　may　b・du。　t。　th。

「ese「v°i「・and　th・・i・…eg・・nt・as　w・ll・・th・d・ainag・b・・i。。．　Th。

「ese「v°i「n・nli・・a・i七ies　are　caused　by　the　evap・rati・n　and・eep・g・

processes　taking　place　through　the　reservoir⑪s　irregular　surfaces　and

als・by　th・．vari・・s　c・n・t・ai・t・・The　ri…seg・・n七・and　d・ai・ag・

b・・i・・a・e…li・・a・elemen七・d・・t・many・ea・。…　e．9．　f・i・ti・nal

effect・・f　b・七七・m　and　land・u・face　a・w・11　as　s・il，　fl・id・isc・・ity，

turbulence，　channel　nonuniformity，　seepage，　etc．

　　　　　Th・r・a・e　many・xa・ples・f　larg・・eserv・i・・y・tem・all。ve。　th。

world．　For　example，　the　Huang－He　river　system　in　China　consists　of　at

least　50　hydroprojects．

　　　　　Reserv。i・・y・tem・a・e　u・ually・h・・a・七eri・ed　by・・nfli・ti・g

°bjecti…；i・…　a　ce・t・i…　n七・・l　seq・nce　whi・h・uccessf・lly

achieves　one　objective　may　be　undesirable　for　another．　（Conflicts

arise，　for　example，　between　hydroenergy　generation　and　flood

protection，　or　due　to　incompatible　water　use　demand　pa七terns．　）

Fur七hermore，　if　the　system　is　capable　of　long－term　river　control　（i．

e．@if　the　existing　storage　capaci七y　gives　multiyear　managemen七

flexibility　of　the　input　process　water　volumes），　then　there　exist

mul七iple　time　scales　to　which　the　objectives　pertain．　Namely，　the

system　performs　successfully　if　it　performs　well　from　short　to

considerably　longer　七ime　periods　（e．　g．　a　few　hours　to　a　few　years）

　　　　Af七er　this　preliminary　introduction　七〇　七he　reservoir　sys七em

characteri．stics，　we　next　discuss　七he　development　of　a　representative

sys七em　model．
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4．3．2　System　Model　Development

　　　　　Following　Takasao　and　Shiiba（1984），　by　defining　llappropriately，t

the　s七ate　variables，　mos七　〇f　the　existing　runoff　models　can　be

「ewritten　into　the　s七ate－space　runoff　model　wi七h　the　following　form：

　　　　　dS．（t）

　　　　　・・j（t）ニ9・」（S・j（t））＋v、j（七）　　　　（4・34）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ij：　j七h　subbasin　of　ith　basin

　　　　　　　　　　　　　　　　　r（t）：　mean　rainfall　over　ij　subbasin

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t）：　model　noise
　　　　　　　　　　　　　　ωij

　　　　　f・」（・，・）・gij（・）ln・n－linear　fun・t…

　　　　　　　　　　　　　　　y．．（t）：observa七ion
　　　　　　　　　　　　　　　　lJ

　　　　　　　　　　　　　　・・」（t）：・b・erva七i。…ise

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　七：七ime

　　　　　For　a　reservoir，　consider　the　following　quantities　at　any　time　t：

　　　　　　　　　ij：　j七h　reservoir　of　ith　river

　　　　　S・」（t）…t・・v・lume　c・・t・i・・d・n・h・ij・e・erv・i・

　　　　　Ii」（七）・i・fl・w　ra七・t・th・r・・e・v・i・f・・m七h・up・tream・y・t・m

　　　　　U．．（t）：　rate　of　controlled　releases
　　　　　　lj

　　　　　Lij（七）・n・t・・t・r　1・ss　rat・f・・m・vap・rati・n・・eep・g・…d

　　　　　　　　　　　　　rainfall，　etc．

　　　　　・・j（t）lm・d・1・・ise　d・・t・th・i・p・rfec七k・・…dge　c・ncern・・g　th・

　　　　　　　　　　　　　response　of　七he　reservoir
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th・n　the　c・nservati・n・f　ma…aw　f・r　th。　i」th　reserv。i。。a。　be

expressed　by

　　　　　dS．．（七）

　　　　　『昔二・エi」（・）－U、j（・）－L、」（・）・ω、」（・）　（4…）

C°ns’de「the’°ss七e「m　L・」（七）・・d　d・n・七・th・f・…w・・g・（1）・ij（・）・h・

・・七［（evap・rati・n）一（rai・f・11）］rat・p・r　unit。f　the　rese。v。i。1。kels

surface　area，　（2）　A．．（S．．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t））　the　reservoir　t　s　surface　area　in　terms　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　IJ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IJ

七he　st°「ed　v°lumet（3）hij　a　seep・ge　c・effi・i・・七P・・uni七・f・・七・・

elevati°n・and（4）Eij（S・」（七））th・f…ti・・gi・i・g・・t・・e・・va七i・・i・

七erms　of　the　lake’s　volume．　Then

　　　　　L・」（七）＝・i」（七）A・j（S・j（七））＋h、jE、」（Si」（・））　（4・36）

In　reality　七he　relationship　yielding　the　seepage　losses　is　much　more

c°mplica七ed・（The　c・・ffi・i・nt　hij　varies　・p・ti…yand　th・f・rm・f七h・

seepage　七erm　depends　on　the　general　groundwater　hydrology　of　the

l・k・’sa・ea・）H・w・ver，　because・f　th・di・t・ib・七・d　parameter　nat・。。。f

th・u・d・・1yi・g　Ph・n。mena（sp・ti・1・。nunif・rmity），　it　is　m。・t　lik・ly

tha七　七hey　will　require　a　lumped　parameter　representation（　as　in

Eq．（4．36）　）　七〇　be　hypothesized　and　es七imated　from　available　input－

°utput　data・The　infl°w　lij（t）i・Eq・（4・35）i・th・・u七P・t　f・・m・h・

・y・tem・yi・g・p・t・・am・f　th・i」th　re，erv。i。（。．9．，。u七f、。w　rat。　f。。m

the　upstream　river　segment　and／or　the　drainage　basin．　The　outflow　from

the　drainage　basin　is　expressed　by　Eq．（4．34）．　Here，　七he　observa七ion

noise　can　be　considered　to　be　contained　in　the　model　noise．）　If　apar七

from　the　release　U．．（t）　there　also　exists　some　other　constant　water
　　　　　　　　　　　　　　　　　　lJ

abs七raction（say，　in　七he　form　of　a　wa七er　supply　diversion），　it　can　be
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incorporated　into　七he　inflow　I．．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t）　which　should　七hen　be　reduced　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IJ

七he　corresponding　abstraction　rate．

　　　　　Consider　now　七he　river　segment　i　shown　in　Figure　4．2．　1七　can　be

七hought　of　as　a　number　of　cascaded　conceptual（fictitious　）　reservoirs

each　of　which　stores　and　releases　water　according　to　七he　conservation

of　maSS　law：

　　　　　dS．．（七）

　　　　　→ト・・ij（・）－Q、」（・）－L、」（・）・ω、」（・）　（4・37）

where

　　　　　　　　　lJ：

　　　　　S．．（t）：

　　　　　　lJ

　　　　　I．．（t）：

　　　　　　ユコ

　　　　　　．．（t）：　　　　　Q

　　　　　　lJ

　　　　　L．．（七）：

　　　　　　1J

　　　　　ω．．（七）：

　　　　　　IJ

It　migh七　be

Ii」（七）may

reserVOIr，

diversion，

七he

reservoir　e　S

some

　　　　　　　be

　　　　　　　or

　　　　　　or

OU七flOW

　　　　　　　release，

combina七ion

jth　conceptual　reservoir　of　ith　reach

wa七er　volume　contained　in　七he　ij　conceptual　reservoir

inflow　ra七e　from　七he　upstream　sys七em

OU七flow　rate

seepage　loss　rate　from　evaporation，　seepage，　and

rainfal1，　e七c．

model　noise　due　to　七he　imperfec七　knowledge　coneerning　the

response　of　the　river　segment

that　Lij（t）i…g・ti…i・plyi・g　9・i・・f…g・・und・・t…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（七）　of　七he　previous　conceptua1　　七he　outflow　Q
　　　　　　　　　　　　　　　　ij－1

　　the　previous　outflow　minus　the　rate　of　any　existing

七he°utfl°w　plu・any・・tur・fl・w・lf　j＝1・li1（七）may　b・

　rate　from　the　upstream　drainage　basin，　or　an　ac七ual

　　　　　　　　or　the　the　final　outflow　of　arlo七her　branch，　or

　　　　of　the　above．
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segmen七

』

Conceptual　reservoir Actual　reservoir

Figure　4．2　River　segment　and　conceptual　reservoir
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　　　　　From　kinematic　wave　considera七ions　one　can　deduce　a　re：Lationship

of　the　following　form　for　the　outflow　Q．．（t）；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IJ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　m．．

　　　　　Q、」（・）一α、」・、；」（・）　　　　　　（4…）

Under　certain　uniformity　assumptions　for　七he　channel　geometry　and　flow

condi七ion，　one　can　express　the　coefficientsα．．and　m．．in七erms　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lj　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lJ

physical　parameters　such　as　bottom　longtitudinal　slope，　channel　leng七h

and　width，　roughness　coefficien七，　and　water　depth（　Georgakakos　and

Bras，　1980　）．　However，　owing　to　七he　distribu七ed　parameter　nature　of

the　physical　situation，　it　is　sugges七ed　tha七　these　coefficients　be

estima七ed　ra七her　than　ob七ained　from　七he　previous　relationships．　（　In

an　es七ima七ion　scheme　七he　coefficien七s　derived　by　physical

considerations　may　serve　as　ini七ial　guesses．　）

　　　　　The　seepage（　or　infil七ration　）　losses　can　be　represen七ed（

Burkham，　1970a，b；　Granados　and　Bras，　1983　）　by　a　similar　expression　of

the　following　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　β．．

　　　　　・、j（・）・k、」・、；」（・）　　　　　　（4・39）

・hereβ、j・…apP・・x・ma…y…h・・ang・［・・8・1・・］（・…g・k・k・・a・d

Ma「ks・1985）・・d　ki」i・th・i・filも・ati・n・・effi・i・nt・Typi・a・・y・

these　coefficients　are　assumed　cons七ant　over　七he　same　river　segment　or

constant　over　the　whole　basin．

　　　　　The　dynamics　of　七he　entire　system　can　then　be　modelled　by

combining　the　previous　representations　of　七he　individual　river

segments　with　the　ac七ual　reservoirs　and　drainage　basins．　To　facilitate

七he　no七ation　let　七he　system　dynamics　be　expressed　by　the　following

vector　differential　equa七ion
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　　　　　dilt）・F（・（・），・（・））・LU（・）・ω（・）　　　（4．・・）

・h・re　S（t）i昌・n　N。　dimen・i・nal　ve・t・・i・・1・di・g・11　drai・ag・b・・i・

state　variables　and　all　actual　and　concep七ual　reservoir　s七〇rage

va・i・bles・U（t）i・an　N。　dimen・i・nal　vect・r・f　th…nt・・ll・bl・

rel・a・e・，・（七）i・an　N。　dimen・i。nal　vec七…fth・・ai・f・11・，　F（・，・）i・

an　N，　dimensi°nal　time　va・yi・g・・n－li・・a・fun・ti…Li・an　N，’Nu

dimensional　matrix　associating　七he　control　vector　elements　with　the

appropriate　differential　equation（Obviously，　the　elements　of　this

mat・ix　are　1・・0・）ω（t）i・an　N，　di・・n・i・・al・y・tem　n・ise・it　i・used

to　accoun七　for　model　and　other　error　sources，　and　usually　assumed　to

be　a　white　Gaussian　process　with　zero　mean　and　spectral　densi七y　matrix

％（t）l

　　　　　E｛ω（t）・ω（s）T｝　＝Q
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（七）δ（t－s）　　　　　　　　　（4．41）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω

i・　whi・hδ（七一s）i・th・di・a・d・lt・fun・ti・n　whirh　is　zer・everywh・r・

exeept　at　七he　origin，　t＝s，　where　it　goes　to　infinity．

　　　　　Under　the　availability　of　inpu七一〇utpu七　data　records，　it　is　best

to　de七ermine　the　various　model　parame七ers　by　a　parameter　estima七ion

scheme．　We　shall　omit　the　system　iden七ification　since　i七　does　not

affec七　七he　controller　development　in　the　8ubsequent　sections．　For　the

de七ial　applica七ions　of　the　system　identification　七heory，　the　reader　is

refered　七〇　Kitanidis　and　Bras（1978），　Georgakakos　and　Bras（1980，　1982），

and　Restrepo　Posada　and　Bras（1982）．

　　　　　Finally，　the　ac七ual　reservoir　water　elevation　and　hillslope

runoff　discharge　as　well　as　river　discharge　measurements　will　be

grouped　in七〇　a　vector　y（t）　related　to　the　system，s　state　vector

through
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　　　　y（t）　＝H（S（t））　＋v（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．42）

where　v（七）　is　a　white　Gaussian　process　added　to　account　for

observa七ion　errors　and　has　zero　mean　and　spectral　density　ma七rix

Q（t）‡
　v

　　　　・｛・（・）・・（・）T｝　・　Q。（・）・（七一・）　　　　（4．43）
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4．3．3　　Modeling　of　the　SystemIs　Objectives

　　　　A　major　difficulty　in　the　developmen七　〇f　reservoir　con七rol　models

i・t・d・・ive　a・uit・bl・・bjec七i・・fun・ti。・．　Thi・i・p・ima・ily　d・・七。

（1）七h・st・・has七i・na七ur・・f　sev・・al　va・iables　p・ese・七in　a・y・。d・1，

（2）　the　inadequacy　of　expec七ed　or　average　performance　criteria　七〇

reflec七　the　七ypical　decision　maker’s　aversion　to　poor　ou七come　of　an

adopted　set　of　release　policies，　（3）　七he　multiobjective　nature　of

reservoir　opera七ion，　and　（4）　七he　antagonis七ic　nature　of　the

objec七ives・

　　　　　工tems　（1）　and　（2）　above　are　closely　related．　As　an　al七ernative　七〇

七he　expected　performance　criterion，　a　u七ility　func七ion　can　be　used　to

reflect　the　risk－aver’ting　atti七udes　of　decision　makers　（Dantzig，　1956，

Davis，　1975，　Da七七a　and　Burges，　1984，　0rlovski　e七　al．，　1984，　Loaiciga

a七　e1．，　1986）．　工n　this　study　，　we　shall　reflect　七he　risk　aversion　of

decision　makers　七〇　poor　performance　of　release　schedules　by　a

stringent　se七　〇f　constraints　on　the　reservoir　pool．

　　　　Typically，　a　reservoir　system　is　expec七ed　七〇　serve　several

objectives；　water　supPly　for　municipal，　agricultural，　or　industrial

use，　flood　pro七ec七ion，　hydropower　genera七ion，　navigation，　wa七er

quality　control，　recreation，　and　wildlife　enhancemen七　constitute　a　set

of　generally　accepted　reservoir　system　objectives．

　　　　　1Ilhat　complica七es　the　reservoir　control　problem　even　more　than　七he

multiplici七y　of　objec七ives　is　七heir　an七agonistic　na七ure．　Take，　for

instance，　hydropower　generation　and　flood　protection．　For　七he　purposes

of　七he　former，　it　is　profitable　to　maintain　reservoir　s七〇rages　close

to　capaci七y　so　that　the　power　turbines　are　under　七he　highes七　possible

hydraulic　heed．　At　七he　same　七ime　for　the　fear　of　severe　flooding

even七s，　one　would　prefer　to　operate　the　system　a七　lower　reservoir
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elevations　to　safely　attenuate　the　flood　wave　hydrograph．　Similar

conflic七s　also　exis七　between　wa七er　supply　and　hydropower　genera七ion，

navigation　and　wa七er　supply，　as　well　as　among　other　objec七ives．

　　　　　In　mul七iobjec七ive　optimiza七ion　one　is　interested　in　solutions

which　belong　on　七he　problem1s　Tradeoff　Surface　otherwise　known　as

Transformation　or　Pare七〇　〇ptimal　Surface．　A　Pareto　Op七imal　solution　is

noninferior　with　respect　to　any　other　feasible　solu七ion　in　the　sense

that　it　performs　stric七1y　bet七er　七〇ward　at　least　one　objective．　In

deterministic　problems，　七he　Pareto　Optimal　Surface　and　me七hods　for　its

recons七ruction．have　been　well　studied（Haimes，1977）．　Stochastic

multiobjective　problems　have　not　been　as　well　explored　and　七he　Pare七〇

〇ptimal　Surface　still　needs　七〇　be　defined．

　　　　　Reservoir　systems　are　usually　provided　by　operating　priorities

manda七ed　by　ins七itu七ional　agreemen七s．　The　agreemen七s　establish　a

specific　priori七y　ranking　on　the　system　objec七ives　and　prescribe

mandatory　performance　levels・　A　commonly　encoun七ered　ranking（Yeh，

1982）　appoints　flood　pro七ec七ion，　water　supply，　wa七er　quali七y　control

and　naviga七ion　as　七he　primary　objec七ives　and　states　that　七he　remaining

objec七ives　be　met　so　far　as　七hey　are　consis七en七　wi七h　七he　primary　ones．．

From　七he　anaユyst「s　point　of　view，　these　specifications　restrict　the

investigation　of　the　problem，s　Tradeoff　Surface　to　tha七portion　which

mee七s　the　set　requirements．　Including　recreation　and　wildlife

enhancement　in　the　set　of　primary　objectives　or　assuming　七hat　they　are

implicitly　satisfied　when　wa七er　quality　s七andards　are　met，　七he

following　approach　for　multiple　objec七ive　reservoir　operations　can　be

proposed．　Constrain　七he　operation　to　always　mee七　the　primary

objectives　and　maximize　七he　hydropower　production　as　far　as　possible．

Conceptually，　this　transforms　the　mul七iobjective　problem　in七〇　a　single

objec七ive　op七imization，　but　at　the　sarne　七ime　it．allows　reconstruction
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of　the　Tradeoff　Surface　by　varying　the　constraint　levels　or　changing

the　optimized　objective．　This　section　will　discuss　how　this　general

approach　for　treating　multiple　objectives　can　be　quantified　in

relation　to　the　system　model　developed　in　the　previous　section．　The

intention　is　七〇　present　a　modeling　framework　which　can　be　flexibly

adjusted　in　specific　applica七ions．

　　　　　Consider，　for　example，　tha七a　system‘s　manEiger　agreed　七〇　supply　a

user　with　q（t）　volume　of　wa七er　per　uni七　〇f　time　for　a　specified　time

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
・・…d［・，・］・t・e・i・b・・ity・…ess・han［1－Y器n（・）］・Assume

further　tha七　the　diversion　is　located　downstream　of　conceptual

reservoir　jk．　An　equivalenp　probabilistic　statement　can　be　wri七七en

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t）：wi七h　respec七　to　the　corresponding　reservoir　storage　variable　S
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jk

∫li：n（t），（・」、（・），・）dSj、（・）・Y；1・（・）　（4．44）

・・w…h　・；i・（・）・［，（・）／・j、］1／m」・（・．・．・，．（4．3・）），，（・，・）・・七h・

P「°babili七y　density　func七i・n（P・d・f・）・f　Sjk（t）・七七ime七・and七he

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t）10wer　limi七　〇f七he　in七egral　represents　the　value　below　which　S
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jk

cannot　lie　wi七h　probabilistic　significance．　Thus　the　requirement　to

meet　th・water・upP・y　demand・t［1－Yiln（・）］・・…b・・i・y・ev・・i・

mathematically　equivalent　to　corlstraining　the　p．d．f．　of　the　storage

va「iable　S」k（t）in　a　regi・n　ab・v・acert・i・b・und・Thi・b°und　i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　min
characterized　by　two　parameters：　（1）　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t）　which　is　specified　by　七he
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jk

・・mand・・v・・th…gh　Eq・（4・3・）・・d（・）・1：n（・）・h・・h　g・ves　th・

probabili七y　of　failing　to　satisfy　this　demand．　1七　is　noted　that　as　七he

demanded　level　becomes　greater　and　／or　the　probability　of　violation
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becomes　smaller，　constraint　Eq・（4．44）　increasingly　confines　the

p．d．f．ls　feasible　region．

　　　　　The　previous　example　was　presented　七〇　illus七rate　七he　claim　that

the　requiremen七　to　satisfy　system　objectives　a七　prespecified

・・li・bility　l・v・ls　i・pユies　p・・babilistic　c・n・七rai・t…　the　system

sta七e　variables．

　　　　　As　a　second　case，　consider　flood　protec七ion．　The　associated

probabilitic　cons七rain七s　can　be　easily　derived　af七er　specifying　two

charac七eristic　parame七ers　per　storage　variable：　Tha七　is，　the　flood

・ev・・S戟Fx（・）・…hthe　st・rag…n・t・・・…d・・exceed　and・h・

…b・b”ity・f・xceedance　Y；lx（・）・…an　a・tua・reserv・・…；：x（・）

can　be　七aken　equal　to　reservoirts　capacity（　above　which　wa七er　flows

d・w・the　sp’・…y）・・h…f・r　a・・ncep・…reserv・i・S；：x（・）・a・b・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　max
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t）　and　七he　rela七ionshipdefined　by　七he　flood　discharge　level　q

　　　　　・；1・（・）・［qmax（・）／・」、］1／m」・　　　（4．4・）

The　flood　pro七ec七ion　reliabili七y　cons七raint　can　then　be　stated　by

∫薯：・（・）P（Sj・（t）・t）dSj・（t）≦Y：ln（t）　（4・46）

This　constraint　restricts　the　statels　p．d．f．　to　lie　below　some　upper

b・u・dand　bec・mes　m・re　re・t・…i・・f…ma・・erY；lx（・）and／・r　a・・ess

severe　flood　condition　levels　es七ablished．

　　　　　The　naviga七ion　objective　calls　for　wa七er　level　fluctuations

within　a　cer七ain　range　determined　by　七he　adjus七abili七y　of　the　por七

s七ruc七ures　and　the　navigability　of　the　river　branches．　These　ranges

together　wi七h　the　reliabilities　assigned　to　navigation　by　七he　system

manager　imply　two　more　l）robability　constraints　Pe「　sto「age　va「iable°
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　　　　Water　quali七y　control　can　similarly　be　treated　by　requiring　river

flows　七〇　be　greater　than　a　critical　level　above　which　adequate

effluent　diffusion　七akes　place．

　　　　　Similar　bounds　on　the　system‘s　storage　variables　can　be　imposed

by　the　recrea七ion　objective　after　specifying　the　operating　range　of

七he　recrea七ional　facilities　along　with　the　desirable　reliability

level．

　　　　　Thus，　it　is　generally　valid　tha七　the　system　objectives　can　be

quantified　by　a　set　of　reliability　constrain七s　on　each　actual　and

conceptual　storage　variable．（　As　explained，　hydropower　production　will

not　be　七reated　by　a　constraint，　but　rather　it　will　be　maximized　given

that　all　other　system　objec七ives　are　satisfied　at　the　prespecified

levels．　）　The　constrain七s　are　ca七egorized　into　upper　and　lower　types

and　七he　mos七　severe　one　can　be　determined　from　each　group．　（Note　七ha七

both　the　storage　thresholds　and　the　probabilities　of　violation

determine　which　are　the　most　severe　constrain七s．　Figure　4．3

illus七rates　a　case　vhere　flood　protection　is　more　binding　than　water

quali七y　control．）　1七　is　evident　tha七　if　七he　p．d．f．　of　a　storage

variable　meets　七he　most　severe　constrain七s　from　the　upper　and　lower

group，　it　also　meets　all　o七hers．　Below　these　七wo　constraints　will　be

denoted　by

　　　　　　sllln（t）　　　　　　　．
　　　　　∫k　P（Si（t）・七）dSi（・）・Y：1n（・）　　　（4・47）

　　　　　∫91ax（、）・（S・（七），t）dS・（t）・Y：1n（t）　　（4・48）

　　　　　　　l

whe「e D’scans　the　s七゜「age　va「’ab’es：’＝1・2・”°・N・・（F°「n°七a七’°na’

convenience，　from　here　on七he　s七a七e　varibales　will　be　refered　to　by

one　index　i　ra七her　than　by　two　j　k．　）
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Figure　4．3　The　most　severe　probability　constraint

243



　　　　　A　Pareto　optimal　point　corresponding　to　the　previous　reliabili七y

constraints　can　now　be　obtained　by　optimizing　hydroelectric　energy

generation．　This　objective　can　be　represented　by　the　following

performance　index：

　　　　　霊）・｛∫；［G－i・j（・j（・）・・」（・））］2d・｝　　（4・49）

where　E｛・｝　denotes　expectation　with　respect　to　all　random　quan七i七ies，

U（t）i・ave・t・・i・・1・di・g・ll　Uj（t），　G　i・七h・t・t・1　P・w・・demand

assigned　七〇　hydroelectric　uni七s　or　the　system，s　installed　power

capaci七y・9」（’・’）i・七he　p°we「p「°ducti°n　functi°n　f°「「ese「v°i「j・

Performance　index　（4．49）　maximizes　energy　generation　by　quadratically

penalizing　energy　deficits　from　the　total　power　demand　of　the　maximal

possible　production・

　　　　　N・t・th・t　we　can　represent　th・i・d・x（4．49）by

　　　　　：｛ボ｛∫；・（・（・）・・（・））・・｝　　　（4…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
whe「e　9（U（七）・S（t））ニ［G－ G9」（U」（t）・Sj（七））］

　　　　　In　order　七〇　eompare　七he　statistical　second－order　approximation

with　the　Taylor　apProxima七ion　and　make　七he　explanation　easier，　in　this

s七udy　the　following　function　wi七h　a　special　form　will　be　used　for

9（・，・）：

　　　　　g（U（七），S（t））　ニ1（U（t））　＋m（S（t））　　　　　　　　　　　　　　　（4．51）

　　　　　As　discussed　in　the　beginning　of　this　section，　our　obj　ec七ive　has

been　七〇　identify　release（　con七ro1　）　七rajectories　corresponding　to

points　on　the　problem，s　Pare七〇　〇ptimal　Surfaee．　A　Pare七〇　〇ptimal

release　trajec七〇ry　U　（七）　is　defined　here　as　the　one　which　achieves　the

minimum　value　of　performance　index　Eq．（4．50）　given　七ha七　i七　produces　a

probabilistic　state　trajectory　satisfying　七he　reliability　constraints
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imposed　by　all　other　system　objectives．　Other　Pareto　Optimal

trajectories　can　be　obtained　by　varying　the　probabilistic　constraint

levels　and　the　en七ire　Pareto　Optimal　surface　can　be　generated　and

explored．　Notice　that　七he　priori七y　ranking　of　the　sys七em1s　objec七ives

ean　be　conveniently　reflec七ed　by　七he　allowable　levels　of　probabilistic

cons七rain七　violation．　Between　七wo　objectives，　the　one　of　higher

priority　should　have　smaller　Y（t）．

　　　　Having　discussed　the　modeユing　of’the　systemts　dynamics　and　i七s

objectives，　we　＄hall　next　proceed　to　formulate　and　consider　the

associated　optimization　problem．
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4．4　　0pera七ion　Problem　of　Multireservoir　Systems

　　　　　Based　on　the　discussions　of　Section　4．3，　we　constructed　七he

following　mathematical　system　model：

a・　System　Dynamics：

　　　　　dil七）・F（・（・），・（・））・LU（・）・ω（・）　　　（4．・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

b．　Objective　Function：

　　　　　・・E｛∫1［・（・（・））・m（・（・））］・・｝　　　　（4．53）

c．　Constrain七s　of　Control　Variables：

　　　　　・11n（・）・Uj（・）・Ulax（・）・j・1……・・。…［…］（4・・4）

d．　Chance　Constrain七s　of　State　Variables　　　　　　　’

　　　　　　sllln（t）　　　　　　．
　　　　　∫．9・（・j（・）・・）dS」（・）・Y；’n（・）　　　（4・55）

　　　　　∫声　P（S．（t），t）dS．（t）≦YEin（t）　　　　（4．56）
　　　　　　srlax（t）　　　J　　　　　　　　j　　　　　　　J

　　　　　　　J

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　tε［0，T］　　　　　　　　　　　　　　　j＝1，2，・・．，N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S

e．　Continuing　Opera七ions　After　T

f．　Observation　Equation：

　　　　　y（t）　＝H（S（t））　＋v（t）　，　tε［0，T］　　　　　　　　　　　　　　　（4．57）

・h・re　S（t）i・七h・N，　di・en・i・nal・七・t・vect…S（0）i・ass・m・d　t・b・a

Gaussian「and°m　vect°「　with　mean　SO　and・・va・i・nce　pSO；U（t）i・七h・Nu

dimensional　control　vec七〇r；ω（七）　is　the　N　　dimensional　random
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S

disturbance　vec七〇r　assumed　七〇　be　Gaussian　white　noise（　no七

autocorrelated　in　time　）　with　zero　mean　and　positive　semidefini七e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t），ω（t）is　also　assumed　uncorrela七ed　wi七hspec七ral　density　matrix　Q
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω
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S（°）；F（’・◆）i・th・N。　di・・n・i・・a・time　varyi・g・・n・inea・fun・七i・n・f

the　state　and　rainfall；　1（°）　is　the　nonlinear　func七ion　of　control

vect。・；・（t）i・rainf・11　vect・r；・（・）i・th・n。nlinear　fun。七i。n。f

s七ate　vect°「；Li・th・N，’N。・。・・七ant…七・・1・・effi・ient　ma七・i・；

E｛’｝d…tes　expect・ti。・with　respec七t・all　ra・d・m　quan七iti・・，　namely

｛ω（t）・tε［°・T］｝・｛“（t）・t・［°・T］｝and　S（・）1　・；　ax（・）・・；ln（・）are’

・・n七・・1th…h・ld・，　whi・h　may　reflect　phySi・al・r・perati。nal

considera七ions（e．g．，　low　flow　requirements，　etc．　）；　p（・，・）　is　七he

probabilistic　density　function　of　s七ate　variable　and　condi七ioned　on

all　available　measurements　and　all　previously　applied　con七rols；

・11n（・）・・lax（・）are・t・・ag・七h…h・・d…1’n（・）・・；ax（・）are七h・

probabilities　of　violation；y（七）　is　the　N　dimensional　measuremen七s　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

actual　reservoir　elevations　as　well　as　discharge　at　gauged　channel

sections；　H（°）　is　the　nonlinear　function　of　sta七e　vec七〇r　and　describes

the　rela七ionships　between　reservoir　elevation　and　storage　as　well　as

rel・ti・n・hip・b・tween　discharg・and・・nceptual・t・rag・；v（t）i，　th。　N
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

dimensional　random　dis七urbance　vec七〇r　assumed　to　be　Gaussian　whi七e

・・i・e（・・taut・c・r・eユ・t・d　i・time）with・e・…　an　and　p・si七i・・

semidefinite　spect「al　d・n・i七y　mat・i・Q。（t），・（七）i・al・・assumed

uncorreユated　with　S（0）andω（t）．

　　　　　The　objective　of　the　reservoir　opera七ion　problem　is　to　identify

the　r・1・a・e　t・ajec七・ry｛U（t），　tε［0，T］｝whi・h・i・i・i・es　th・・bjecti・・

function　J　subject　七〇　the　constraints　c．～e．　given　the　reservoir　system

七ransi七s　in　Eq．（4．52）　with　which　the　observation　Eq．（4．57）　is

associa七ed．　We　call　七his　problem　PBO．
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　　　　　Clearly，　it　is　necessary　to　forecas七　inpu七　rainfall　intensity　for

identifying　七he　future　releases．　We　assume　tha七　a　rainfall－forecasting

system　exists　which　provides　the　information　of　fu七ure　inpu七s　七〇us．

Thus，　if　七he　rainfall　vector　at　七ime　t＝O　is　represen七ed　in　a　discrete

time　form：

　　　　　・（・）・［・。（・），…，・M．1（・）］T　　　（4．・・）

the　rainfall－forecasting　system　provides　the　foreeast　vector　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［．

rainfal1：

　　　　X（・）・［X。（・），…，編．1（・）］［1］　　　（4．・9）

and　the　forecast　error　variance　ma七rix：

　　　　V｛X（°）－X（°）｝＝PX（。）　　　　　　（4・6・）

whe「e　M　is　the　number・f　l・ad　ti…t・p・・t。．0＝0，七。。M＝T・Tis　c・nt・・l

h・ri・・n・Xt（0）・t・［t。・七。、1］・are　c。・・tant・

　　　　Like　mos七　interes七ing　real　world　problems，　the　solu七ion　of　the

reservoir　opera七ion　problem　will　involve　a　digi七al　compu七er．

Consequently，　we　find　it　apPropria七e　to　conver七　the　previous

formula七ion　七〇　七he　discrete　七ime　represen七a七ion　and　work　with

difference　rather　than　differential　equations．　This　conversion　is　aユso

justified　because　in　a　real　application　solutions　of　the　operation

problem　are　desired　in　monthly，　weekly，　daily，　e七c．，　time　intervals．

　　　　Consider　a　deterministic，　nominal　con七rol　trajectory　which　is

・・n・tant・ithi・・a・h　i・tervaユ［tk・七k．1］・k・0・1・…・K－1・

　　　　｛Un°m（・）・Un°m（・k）…［・k・・k，1］・…，1，…，K－1｝（4・61）
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whe「e　tO＝O・tK＝T・and△tk＝tk，1－tk・Thi・f・・m・f　th・n・minal・・n七・・l

trajectory　is　due　to　the　operational　requirement．

　　　　　Under　these　circumstances，　we　now　convert　七he　previous　reservoir

model　in　con七inuous　time　into　a　discrete－time，　1inear　system　in　七he

time　step△tl＝tl．1一七1，　tl．0＝0・七1．L・T・tl　mu・t…七・i・b・th　th・

disc「ete　p・i・七・f・r　rai・f・ll　f。reca・ti・g・t。・and　th・discret・p・i・七・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

f°「n°minal・。・tr・l　traject・ry・tk・F・rth・rm・r・・i…d・・七・gua・an七ee

that　the　difference　scheme　七〇　be　used　is　convergent，　the　time　steps

△tl　hav・t・b・t・k・n　ve・y　finely・H・・e・n，・・assume・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋m＿1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

　　　　　△Yk＝tk・1一七k＝t・＋mk－t・＝、三、△ti　　　　（4・62）

The「ainfall　in　the　ti・・i・terval［七、・t、．1］，・、…w・a・be　exp・essed

by

　　　　・、・・1・（・）　　　　　　　　（4．63）

whe「e　e・is　an　M　dimen・i・・al・・lumn　vect・・and　it・mth・・ement・・、。，

can　be　calculated　from

　　　　　　　　　　　　1，tlε［t。・七。．1］

　　　　　elm＝｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．64）

　　　　　　　　　　　　0，　　0therwise

From　Eq．（4．63）　we　obtain

　　　　　F、　・E｛・、｝・　・IX（・）・≡・［f。，…，≡、．1］T　　（4．・・）

　　　　・｛r－F｝・EPX（。）・・［・。。・…，・。L．1］T　　（・・66）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T
wh・r・E＝［・o・…・・L．1］
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　　　　　We　now　show　七he　discretizing　procedure　of　the　system　dynamics

Eq・（4・52）・S・pP・・eもh・t　th・’・iti…t…vectg・S（・）～N（§。・・，。）and

that・（七・tε［七。・t、．1］）・・（・）～N（F。・P。。）・W・fi・・t・pP・・ximat・th・

vec七〇r　func七ion　F（S（0），r（t））　by　the　statistical　second－order

apProximation，

　　　　　Fi（S（°）・・（t））・Bi・H。i［S（・）－S（・）］・H。i［・（七）－F。］・δi　（4・67）

where

－一2

＝
・－

δ

n
・工

，nehT

S（0）－5（0）

「o　－「o

T

・l

A

S（0）一菖（0）

「o　－「o

P七1、1）・　　　　　　　　　　七he　interval　［t　　　　　　　　l＝0，　F（S（t），r（t））　can　be

apProximately　represented　by

　　　　Fi（S（七），・（t））＝Bi＋H、i［S（t）一　。i［・。一㌔］・δi　（4・68）

Inserting　Eq．（4．68）　into　Eq．（4．52）　reduces　the　system　dynamics　to

　　　　di（七）・F。S（・）・・U（・）・Frr。・C・・ε・（・）　（4．69）

where

　　　　　・，・［・。1，…，・，N］T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S

　　　　　・。・［・。1，…，・。N］T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s

　　　　　C1・［・1，…，・；］T－F，§（・）一・。㌔・E｛・｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S

　　　　δ・［δ1，…，δ，］T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S

　　　　　ε’（t）＝δ＋ω（t）－E｛δ｝
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N・t・th・t　U（t）is　c・n・tant・ver　th・i・t・rval［七1・七1、1］and・q・al　t・

U1・ln　additi・n　w・assume七h・七th・・and・m　di・七urb・・ceεt（t）is　equal

t・ε，（0）・ε6・lf・f・r　exa・pl・…　u・e　th・P・d・diff・r・・ce　f・rmul・・th・

t「ansi七i°nequati°n　f「°m　tO　t・t1・f　the　f・「m

　　　　　S1＝ΦOSO＋BOUO＋GO・0＋CO＋ε0　　　　　（4・70）

is　ob七ained．　where

　　　　Sl＝S（t＝tl）・△七〇・七1．1一七1．O・

　　　　　・。一［・一△・。F。／・・△・9・i／12］－1

　　　　　・。・Ψ。［・・△・。F。／・・△・；・：／12］

　　　　　Bo＝Ψ0△to　L

　　　　　Go＝Ψ0△七〇F。

　　　　　C　＝Ψ　　　　　　　　　　　　△七　　　　　　　　　　　　　　　　CT
　　　　　　O　　　O　　　　　　　　　　　　　　O

　　　　　ε　＝Ψ　　　　　　　　　　　　△七　　　　　　　　　　　　　　　　ε’

　　　　　　0　　0　　　　　　　　　　　　　　0　0

Th・m・an　and・・vari・・ce・f七he　st・t・vect・r　S1・・r・esp・・di・g　t・th・

nominal　control　trajectory　then　can　be　calculated　from

　　　　　Sn°m（t1）・Φ。S。・B。Ug°m・G♂。・C。　　　（4・71）

　　　　　・：°m（・1）・Φ1・，（・）・。・Gl・。。G。＋c・v｛・。｝　　（4・72）

　　　　　S・t・…1・and　assum・S（七、）・N（§n°m（t、）・P：°m（t、））・R・p・tit…u・e

of　the　above　procedure　to　Eq．（4．52）　results　in　七he　following　discrete

time　sys七em　dynamics：

　　　　　Sl．1＝ΦISI＋BlUl＋Gl・1＋Cl＋ε1’　　　（4・73）
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　　　　　However，　since　Eq．（4．73）　has　been　obtained　by　means　of　time　step

△tl・i七・an　n・t　b・directユy・・ed　f・r・p・rati・np・。bl・m・エti・

necessa「y七。「ec・n・tru・t　it・n　th・b・・i・・f　time　st・p△七k・Th・

following　is　七he　reconstruction　procedure．

　　　　　　　　　＝ΦS　＋BU　＋Gr　＋C　＋ε　　　　　S
　　　　　　　　　　　　l＋1　　　　　　1＋2　　　　　　　　　　　　　　　　1＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋1

　　　　　　　　　・Φ、．1Φ、S、・Φ、．1B、U、・Φ、．1G、・1・（・）・Φ、．1C、・Φ、．1・、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・B、、IU、．1・G、，1・1，1X（・）・C、、1・ε、、1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・…．………（4．74）

N・七ice　th・t　Ul＝Ul、1・tl・［七k・七k，1］・W・・bt・i・

　　　　　sl，2＝Φisl＋Biu1＋Gix（o）＋ci＋εi　　　　（4・75）

where

　　　　　Φi＝Φ1，1Φ1・Bi　＝　¢1，1B1＋Bl，1・

　　　　　・i・Φ、，1G、・｛・G、、1・1、1，

　　　　　C1＝Φ　　C　＋C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l＋1，　　　　　　ユ　　　1＋11

　　　　　E｛・i｝・Ei・Φ1．1El・El．1・0

　　　　　・・1・Φ1・1P・、Φ・・1・P・、、1

　　　　　Repeating　the　ab°ve　p「gcedu「e　mk　times　we°btain　the　f°ll°wing

discret・time・y・tem　dynami・・i・time・t・p△tk

　　　　　Sk，1・ΦkSk＋BkUk＋GkX（0）＋Ck＋εk　　　　（4・76）

　　　　　As　mentioned　in　the　beginning　of　this　section，　七he　information

abou七　the　fu七ure　rainfall，　mean　vec七〇r　and　covarianceJ　can　be　obtained

from　the　rainfall－forecasting　system．　In　order　to　ef’ficien七ly　use　this
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information，　we　incorporate　the　rainfall　vector　into　the　sta七e　vec七〇r

by　augmen七ing　七he　sta七e　vec七〇r　as　follows．

　　　　　We　fi「s七fact°「the　c・varian・e　ma七・i・PX（。）…h・t

　　　　　pX（。）…X（。）SX（。）T　　　　　　（・．77）

’nwh’ch・den°七’ng七he　「ank・f　th・mat・’・PX（。）・y　NX・・X（。）・・a・・’

NX　dimen・i。nal　mat・i・・七h・n　d・fi・・a・and・m　vec七・r　d・・

　　　　　・・（・X（。）TSX（。））－1SX（。）T（・（・）－X（・））　　（4．78）

whe「e　d　i・an　NX　dimen・i・nal・・1・・n　vect…　Because　X（0）i・th・

forecast　of　X（0），　the　mean　vector　of　d　is　zero，　and　七he　variance　of

forecast　error

　　　　　E｛ddT｝・・　　　　　　　　　（4．79）

whe「eエi・an　NX’N。　dimen・i・nal　id・ntity　mat・i・・U・i・g　d　we　can　n。・

represent　x（0）　as

　　　　　X（°）＝X（°）＋SX（。）d・d・N（・・エ）　　　（4・8・）

　　　　　At　the　s七age　of　identifying　the　future　releases，　the　七ime　is

fixed・　Therefore，　七he　random　vector　d　can　be　treated　as　time＿

inva「ian七（i・…dk．1＝dk）・Th…we　augmen七th・・t・七e　vect・r　Sk・・

　　　　　・k・｛Sk｝　　　　　　（、．81）
　　　　　　　　　　　d

the　mean　vec七・r・f　SL　and　the　e・七imate　err・・variance・at・ix　are　gi・・n

by

　　　　　§k・～・｝　　　　　　（、．82）
　　　　　　　　　　　O

　　　　　　　　　　　　P　　　O

　　　　　・↓、・［sk　］　　　　　　　（4．83）
　　　　　　　　　　　　O　　　I

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　253



The　system　dynamics　for　the

expressed　as

　　　　　　　　　；Φ’S1　＋B’U　 ＋C，　　　　　S．T

　　　　　k＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　kk　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　　　　　　　　　　　　k1（

where

・L・［ΦhGkSl（°）］

・k　・｛　lk　｝

　　　　　，，．｛Ck＋G・X（°）｝

　　　　　　k　　　　　o

・k～N（O・Q。，k）・

aug・・nt・d・t・te　vect・「Sk　then・an　be

十　ε’

　　k

　　　　　　　Q
　　　　　　　　εk
　　　　＝［Q
εtk
　　　　　　　　O

］

00

（4．84）

　　　　　In・rder　t。・i・plify七he　n・t・ti・n・we　rem・V・the　c・n・tant　ter・Cl

from　the　sys七em　dynamics　by　redefining　the　s七a七e　vector．　Consider　a

de七erministic　vector　S，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tha七　satisfies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿k

　　　　　§k＋1＝Φk§k＋Ck　・§6＝56　　　　　　　　　　　（4・85）

U・i・g§い・d・fine　a「and・m　vec七゜「

　　　　　S畏・S長一§L　　　　　　　　　　（4・86）

工nser七ing　Eqs．（4．85），　（4．86）　into　Eq．（4．84）　reduces　the　system

dynamics　to

　　　　　Skt．1・ΦLSいB正Uk＋εk　　　　　　　（4・87）

　　　　On　our　way　to　the　discre七e　time　control　problem，

discretize　the　performance　index　and　the　constraints．

　　　　　In七egral　Eq．．（4．53）　can　be　rewri七七en　as　follows：

we　now　need　to
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　　　　　　　　　　　K＿1　t
　　　　　・・E｛、…。∫・1＋1［・（・（・））・m（・（・））］d七｝　（4・88）

Approximating　七he　七erms　of　七he　above　summation　by

　　　　　　t
　　　　　∫・1＋1［・（・（・））・m（・（・））］…［・（・（・k））・m（・（・k））］（・、、1一七k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝0，1，…　　，K－1　　．…　　．・．・．…　　●・●．・（4．89）

one　obtains

　　　　　　　　　　　K＿1

　　　　　J＝E｛、1。［’（U（tk））＋m（S（tk））］（七k・1一七k）｝　　（4・9・）

　　　　　The　constrain七s　will　be　rewritten　as　follows：

　　　　・；：n・Uj、・U；lx・j・1・・・・・…。・…，1，…，K－1（4・91）

　　　　　smin

　　　　　∫ユkp（・j、・・）dS」、・Y；ln　　　　（4．・・）

　　　　　∫il・xp（・j・，・）dSj…iin　　　　（4・93）

　　　　　　jk

　　　　　　　　　　　　　　j＝1・2・…・N，・k＝0・1，’°’，K－1

whe「e　fk　den・tes　f（七k）・

　　　　The　influence　of　the　continuing　opera七ion　after　T　can　be　handled

by　introdueing　the　七erminal　cost（　a　function　of　七he　terminal　s七a七e

vect・r）i・t・th・・bjec七i・e　f…ti・n．0・七h・・th・r　hand，。i。ce　th。

initial　sta七e　vec七〇r（　its　probabilistic　dis七ribu七ion　）　is　known，

E｛・（SO）｝is　c・n・七ant・・d七h・n・an　b・r・m・ved　fr・m　th・。bj・・tive

function．
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　　　　In　summaryt　七he　discrete　time　reservoir　control　problem　which　we

shall　refer　to　as　PB1，　is　of　the　following　form：

　　　　PB1：　The　Reservoir　O　eration　Problem　in　Discrete　Time：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　K＿1

1耀ie｛J＝k三・E｛1k＋1（Sk＋1）＋mk（Uk）｝｝　（4°94）

　　　　・・…E｛・｝・・n・tes　expec・・七i・・wi七h　respec七t・S。，｛ξ、｝｛二1，

　　　K
｛・k｝k．0・

subject　to

　　　　・・Sk，1一ΦkSk＋BkUk＋ξk・k＝0・1・…・K－1　　（4・95）

　　　　　…；：n・Uj、・U；lx　，j・1，・・…・・。・・…1・°°°，K－1（4・96）

　　　　　　　　smln　　　　　　　　　　　．

　　　　　・・∫．1k　p（・」、・・）dS」、・Y；ln　　　　（4・97）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　∫∫・xp（S」・，・）dS」k≦Y㍑n　　　（4・98）

　　　　　　　　　jk

　　　　　　　　　　　　　　j＝1・2・…，N。，k＝0・1・’”・K－1

　　　　　d・yk＝H（Sk）＋vk，k…1・’”・K－1　　．　　（4・99）

　　　　　This　sec七ion　has　formulated　七he　op七imization　problem　associa七ed

wi七h　a　multireservoir　system．　We　shall　next　solve　this　problem　to

obtain　the　optimal　control　trajectories・
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4．5　Solu七ion　of

　　　　Con七roller

Optimization　Problem　by　the　Open－Loop　Feedback

4．5．1　0pen－Loop　Feedback　Controller

　　　　　In　order　七〇　〇btain　the　optimal　control　trajectories，　the

reservoir　opera七ion　problem　formulated　in　the　previous　section　should

be　solved　by　a　closed－loop　methodology．　Unfor七unately，　since　the

problem　is　bo七h　nonquadra七ic　and　cons七rained（　non一ユinear　），　七he

optimal　feedback．　laws　are　praetically　inaccessible．　Consequently，

cer七ain　suboptimal　七echniques　are　of　great　practical　interest．　Some　of

the　widely　known　subop七imal　control　techniques　are　the　Open－Loop

Con七roller　and　七he　Naive　Feedback　or　Certainty　Equivalence　Contro1ユer

as　well　as　the　Open－Loop　Feedback　Controller．　The　first　is　based　on

七he　assumption　of’no　informa七ion　gathering．　The　second　arbitrarily

assumes　七ha七　the　problem　possesses　the　Certainty　Equivalence

・。。p。r・y1），。。・ve，　th。　ass。ci。t。d　d。，ermi。、，ti。　p。。b、。m　and。pP、ieS

1）If　a　control　problem　with　imperfect　state　information　takes　on　七he

same　solution　as　the　corresponding　problem　with　perfect　sta七e

inf’ormation　and　the　deterministic　problem　resulting　when　all　random

quantities　are　replaced　by　their　expected　values，　we　say　that　the

problem　possesses　the　Cer七ainty　Equivalence（　C．E．　）　proper七y．　Thus，

t）he　C．E．　property，　if　valid，　reduces　the　s七〇chas七ic　control　problem

into　an　easier　determinis七ic　one．　However，　one　must　note　七ha七　the　more

the　charac七eris七ics　of　a　cer七ain　problem　diverge　from　the　LQG　problem，

the　less　likely　i七　is　that　七he　C．E．　property　wiU　hold．
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the　resul七ing　feedback　laws　on　the　stochastic　sys七em．　In　the　general

case，　bo七h　have　been　found　to　be　less　reliable　as　eompared　to　七he

Open－Loop　Feedback　Controller（　Ber七sekas，　1976　）．

　　　　　A七　any　time　k　of　the　con七rol　horizon，　the　Open－Loop　Feedback

Con七roller（　OI、FC　）　performs　七he　following　operations：

　　　　　a・E・ti・ates　the　c・nditi・・al　d・n・i七y　p（Sk／lk）・・i・g七h・

inf・rmati・n　set　lk＝｛y1・…・yk，UO・…・Uk．1｝・

　　　　　b．　Assuming　七hat　no　measurements　will　be　made　in　七he　future，

…d・・h・…n－…p・・aject・ry｛Uk，…，・，－1｝°LFC・…h・・…izes

　　　　　　　　　　　　　　T＿1

　　　　　Jk・’”；｛　［Σ（ユ、、1（Sl．1）・m、（Uユ））］仰

　　　　　　　　　　　　　　1＝k

　　　　　　　　　　　　T＿1

　　　　　　　　『三、（1・・1（S・・1）＋m・（U・））｝　　　（4・1°°）

・here　・｛・｝・・・・…expect・ti・－ith　re・pec・t・Sk・・d｛ξ、｝1：いh・

sec°nd　equality・ig・i・becau・e七h・p・d・f・・f　Sk　is　c・nditi・n・d・n　lK（

see　Step　a．　），

　　　　　　　　　　　　　　　　　OLFC

　　　　　c・Applies　Uk，

　　　　　d．　Redefines　the　informa七ion　set　at　time　k＋1

　　　　　　　　　　・k、1・・kl」｛・ILFC，・、．1｝，・。・｛φ｝（・mp・y・e七）　（4・1・1）

　　　　　e・　Repeats　the　previous　steps　r

　　　　　The　above　is　an　open－loop　procedure　because　at　each　decision　time

七he　entire　future　control　trajec七〇ry　is　determined　assuming　no

inf’ormation　ga七hering．　It　is　also　a　feedback　procedure　because　七he
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　OLFC

apPlied　controls　U　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　a「efun・七i。…　f・11・u…ntly　avail・b1・

i・f・・mati・n・The　advant・g・。f　th・OLFC　id・a　i・th・七the　c・mp・tati・n，

req・・red　t・・・・…UILFC　are　c・n・iderab・y・i・p・er　than・h。，e。f・h。

七rue　op七imal　controls．　The　OLFC　procedure　is　generally　suboptimal

because　in　the　specification　of　the　feedback　OLFC　con七rols　i七　is　not

七aken　into　aecoun七　that　measurement　information　will　be　ga七hered　in

the　future　and　used．

　　　　　After　this　Subsecti・nls　int・・du・ti・n　t・七h・OLFC，　we　n・xt　b・gin

to　apPly　the　OLFC　to　our　reservoir　operation　problem．　工t　will　be

completed　in　four　main　steps．　In　the　first　three　s七eps，　we　shall

eonsider　the　optimization　problem　obtained　a七　七he　step　b　of　the　OLFC

procedure．　In　the　first　s七ep，　a　procedure　capable　of　efficiently

solving　the　uncons七rained　nonquadratic　optimization　problem　will　be

developed．　In　the　second　and　third　s七eps，　the　basic　procedure　will　be

modified　to　account　respectively　for　possible　control　or　s七ate

constraint　violations・　In　七he　fourth，　七he　design　of　the　OLFC　will　be

comple七ed　f’or　七he　solu七ion　of　the　real－time　reservoir』operation

problem．　Care　is　taken　七〇　main七ain　coherency　in　the　presentation　and

for　this　reason　lengthy　mathema七ical　derivation　and　background

ma七erial　are　relegated　to　七he　appendices．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘
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4．5．2　So：Lution　of　the　Unconstrained　Reservoir　Optimization　Problem

4・5・2・1　The　Unconstrained　Reservoir　Optimiza七ion　Problem

　　　　　Neglecting　all　eontrol　and　state　constraints，　the　unconstrained

reservoir　optimization　prob：Lem　ob七ained　a七　step　b　of　the　OLFC

procedure　can　be　stated　as　follows（　c．f．，　PBI　and　Sec七ion　4．5．1　），　For

convenience，　the　current　七ime　k　is　assumed　to　be　zero．

　　　　　PB2：　The　Uncons七rained　Reservoir　Op七imization　Problem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＿1

聯iiie｛」＝E｛・1・［’k・1（Sk・1）＋mk（Uk）］｝｝　（4’1°2）

3ubject　七〇

　　　　　Sk，1＝ΦkSk＋BkUk＋ξk・k＝O・1・…，T－1　　　（4・103）

・h・・eE｛’｝d・n・七es　the　expect・ti・n　・ith・espec七七・S。　and｛ξk・

k＝0，1，…　　，T－1｝．

　　　　　The　various　quan七i七ies　in　Eq．（4．102），　（4．103）　have　been　defined

in　Section　4・4・　The　p・d・f．　of　the　initial　state　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　has　been　obtained
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O

at　step　a　of　the　OI、FC　procedure　by　using　all　available　information．　It

is　Gaussian　with

　　　　　E｛SO｝＝SO　　　　　　　　　　　（4・104）

　　　　　・｛（S＿SOO）（・。－S。）T｝・P，。　　　　　（4・1・・）

The　rand。・di・七urbance・｛ξk・k・0・1・…・T－1｝are　a1・・Gaussi・・

i”dependent・f　SO　and　hav・・er・mea・ve・t・r　and・・va・iance

　　　　　・｛ξ・ξ：｝・｛8ξ、：謬ll　　　（4・1・6）
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Qξk　has　been　defined　in　PB1・

　　　　　This　sec七i・n　will　b・…ce・ned　with　d・ve1・pi・g…mpu七・ti・nally

efficient　procedure　to　solve　PB2．　PB2　involves　linear　s七ate　dynamics，

Gaussian　sta七istics，　and　nonlinear　performance　index．　Due　to　七he

na七ure　of　七he　performance　index　the　solu七ion　cannot　be　ob七ained　in

analy七ical　form．

　　　　　・…id・r　a…・・a…n・…七raject・・y｛・：°m｝　i：二；，　th・

corresponding　nominal　state　trajectory　is　defined　as

　　　　　5漂・Φ，Sl°m・BkU：°m，　S8°m・9。　　（4・1・7）

If　we　define

　　　　　δSk・Sビ㍉゜m・k・・plp…，T　　　　　（4．1・8）

　　　　　δUk・Uk－U：°m・…slt…，T－1　　　　（4．1・9）

the　system　dy・amics　then・an　be　rew・itt・n　a・ph・f・…wi・g（δSk・δUk）

based　form

　　　　　δSk．1＝ΦkδSk＋BkδUk＋ξk・k＝O・1・…・T－1　　（4・110）

The　objective　func七ion　can　be　rewritten　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＿1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1f　　　　　　　　　　　　　苓

麟ii｛J＝E｛・三・［’・・1（δSk・1）＋mk（δUk）］｝｝（4°111）

where

　　　　　・1（・Sk）・・k（・Sk・S：°m）・・k（Sk）　　　　　　’

　　　　　・1（・Uk）・m、（・Uk・U：°m）・mk（Uk）　　　（4．112）
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　　　　Equivalently，　we　can　transform　七he　above　problem　into　a

deterministic　problem　by　taking　advan七age　of　the　assumption　of　no

future　measurements．

　　　　　Since　the　system　is　linear　and　the　uncer七ain七ies　are　Gaussian，　it

can　be　shown　七ha七　δS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　will　also　be　Gaussian　with　mean　vec七〇r　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

covariance　given　by

　　　　　δgk，1・Φkδ§k・BkδUk，δ§0・°・k＝°・1・”°，T－1　（4・113）

　　　　　・・Sk，1・pSk、1　・　¢kpSkΦ；・Qξ・，・…1・…・T－1（4・114）

if　the　n・minal・・nt・・l　t・aject・・y　i・・ptimal・δgk・0，δS己　N（°・pSk）

　　　　　Consider　now　the　reformulation　of　the　cos七　functional・　Since　ξk

・・七・r・i・the　c。・七fun・ti・・al　th・。・gh七h・・t・t・vect・rδSk．1・・d　d°es

no七　affect　the　cost　七erms　at　pl・evious　time，　we　can　wri七e

　　　　　・・T；1［・｛・1、1（・Sk．1）｝・・1（・Uk）］　（4．115）

　　　　　　　　　　　　　　δS　　　　　　　　　　kニO
　　　　　　　　　　　　　　　　k＋1

The　expecta七ion　in　Eq．（4．105）　is　taken　with　respec七　to　the　Gaussian

density．　The　equivalence　of　Eq．（4．115）　and　Eq．（4．102）　can　be　seen　by

th・f・・t　th・t七he　rand・mness・f　ea・h…tterm　lk（δSk）is　s・1・ly　d・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ft　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿

t・th・rand・mness°fδSk・S’nce　、1．｛’k（δSk）｝’s　a　funct’°n°fδSk　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

pSk・th・ref・rmu・・t・d　p・・b・・m　repre・ent・d　by　Eq・・（4・113）・（4・114）・and

　（4．115）　is　a　de七erminis七ic　problem．　In　general，　the　analytical

　specification　of

　　　　　　lξ　　　　　　　　　　　　　　　　　　斉
　　　　　工・（δ§・’PSk）＝・1、｛1k（δSk）｝
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．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　亮

’sn°t「eadily　p°ssibl・・°ne　can　expand・k（δSk）in　a　p・wer・e・ies　and

・・…na・accura・・ana・y…a・・pP・・x・mati…f　il（・，・）・・desi・・d　by

using　a　proper七y　of　Gaussian　random　variables　known　as　Gaussian　moment

factoring（　Georgakakos　and　Marks，　1985　）．　In　this　s七udy　we　shall　first

apP・。・ima七・1k（δSk）by・・ec・nd－・rd・・f…ti。n　and七h・n　t・k・七h・

expectati°n　wi七h　resp・・t　t・δSk・

　　　　　The　questi・n．・・w　i・h・w　t・・ffi・i・n七・y…ve　the　ref・・mu・・t・d

det・rmi・i・ti・p・。blem・Si・ce七hi・i・ag・n・・a1・・nlin・a・p・・grammi・g

P「・blem　where　analyti・al　s・luti・ns　a・・n・t　likely　t・exis七，。ne　must

employ　some　minimiza七ion　procedure．　The　design　of　a　suitable　such

procedure　is　taken　up　in　七he　following　section．
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4．5．2．2　Newton　l　s　Method

　　　　　There　are　two　major　concerns　about　a　mimimiza七ion　method：

reliability　and　efficiency．　A　method　is　reliable　if　it　is　guaranteed

to　eonverge　to　optimal　（in　some　sense）　points，　and　i七　is　efficien七　if

i七　exhibi七s　a　fas七　convergence　rate．　As　can　be　seen　in

Luenberger（1973），　1．asdon（1970），　Bertsekas（1976，　1982），　there　exist

many　minimization　algorthms．　Perhaps　the　most　important　class　of

minimization　algorithms　is　七he　class　of　the　Generalized　Gradient

methods．　When　minimizing　a　scalar　real　valued　func七ion　f（x）　with

respect　to　the　n　dimensional　real　vec七〇r　x，　a　me七hod　of　this　class　a七

　　　　．七h

theコーite「a七i・n”m・ves’t　f・・m　a　p・i・t・i　t・an・th・r　xi＋1　acc・「ding　t°

（Ber七sekas，　1976）

　　　　　　　　　　・i，1＝Xi＋αi　di　　　　　　　　（4・116）

where　for　all　i　we　haveα．≧　O　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　［・．・（・、）］Td、・・，・f▽。・（・、）≠・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．117）

　　　　　di＝0　　　・if▽。f（・i）・0・

▽。f（・i）d・n・tes七h・G・adi・nt　vect。・・f　f（・）・t・i・di　i・th・descen七

di「ecti・n・andαi　i・the・t・p・ize・f　th・iterati。・・The　c・nditi・n・i・

（4．117）　guarantee　that　a　reduction　of　the　objec七ive　function　value

wilユ　be　realized　as　a　result　of　the　iteration　and　that　the　method　will

s七〇p　at　a　stationary　point　of　f（．）　where　the　gradient　is　zero．　If　f（・）

is　a　convex　function，　this　point　is　七he　global　minimum；　otherwise，　may

be　a　local　minimum　or　some　o七her　stationary　point　（e．9．，　an　inflection

poin七）．
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　　　　A　method　of　this　class　is　completely　defined　once　the　ruユes　for

selecting　the　di「eti。・di・・d　th・・t・p・izeαi・・e　est・bli・h・d・these

rules　exclusiveユy　determine　whe七her　the　method　is　reliable　and

efficient．

　　　　　C・ncerni・g　th・di　selec七i・n　rul・・th・best・y・t・・t・lw・y・

possible，　choice　is　to　use　七he　New七〇nls　direc七ion：

　　　　・、＝一［・1。f（・、）］－1▽．f（・、）　　　　（4．118）

・h・・e▽；。・（・、）…h・Hessian　mat・…f・（・）・va・ua・・d・t・、・A七・a・h

iterati・n，　th・N・Wt・nt・directi・n　is　specifi・d・・i・g　fi。，t。。d、ec。。d

order　derivative　information　concerning　the　shape　of　七he　objective

function，　this　being　bo七h　its　stren七h　and　weakness．　The　addi七ional

informa七ion　can　realize　a　fas七er　convergence　rate，　yet　it　also

requires　a　heavier　computational　load．　Our　objective　is　to　design　an

implementation　of　Newton　i　s　method　which　is　compu七ationally　efficient．

Despi七e。・・p・・blemi・1・・g・dimen・i・nality（七h・vect・r　xi　i・・1・d・・n。・

・・…n・…vec七…a・…七ime・・xl・［・；，…，・；－1］）七h・・・…b・

accomplished　by　七aking　advan七age　of’i七s　special　dynamic　structure．

　　　　　In　general，　the　Newtonls　direc七ion　（4．118）　is　obtained　by

minimizing　the　second　order　Taylor　series　expansion　of　f（・）　around　x．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

0r　the　statistical　second－order　approximation　of　f（●）　in　the　case

where　f（．）　＝　E｛9（z）｝，　z～N（x，P）：

　　　　τ（・）・N．。・N；（x－x、）・9（x－x、）TNxx（x－x、）　（・．119）

if　f（・）i・th・・ec・nd・・der　T・yl。・series　expan・i…ff（・）・－d・i・

・。。・f（・、）・・。・▽。・（・、），・xx・▽1．f（・、），・fi（・）…h・・t・七i・t・・a・
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sec・・d－。・der　apP・・ximati・n・f　f（’）・N．0＝B＋t・［AP］・Nx＝▽．f（・i）＝

・，Nxx・▽；．・（・、）・A（see　Sect…4・・）・This　can　be　ea・iユy・een　by

differentiating　（4．119）　wi七h　respec七　七〇　x，　setting　七he　resul七ing

・xpressi・n　equal七・・er・，　and・。1・i・g　f・・the　mi・i・i・i・g　vect。r　xi、1・

（1七　is　assumed　tha七　七he　Hessian　is　nonsingular．）　Then　the　Newton，s

direction　is　given　by

　　　　　・、・x、．1－　x、＝一　・；INX　　　　　（4・12・）

Notice，　furthermore，　tha七　the　same　direction　would　result　if　in　place

of　f（x）　we　had　minimized　some　other　quadratic　function　q（x）　such　tha七

　　　　　・1。q（・、）・▽；．・（・、），・。q（・、）・▽．・（・、）　　（・・121）

namely，

　　　　　・（・）・q。・［・．q（・、）］T（x－x、）・き（x－x、）T▽；。q（・、）（x－x、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●・・●・．・．・●・・（4，122）

　　　　　This　observation　can　be　very　useful　in　optimal　control　problems

where　the　dimensionality　of　the　vector　x　is　ver’y　large　and　a　diree七

evalua七ion　of　the　Gradien七　and　Hessian　is　imprac七ical．

　　　　　Returning　to　our　problem，　consider　a　second－order　Taylor

・xpan・i・n・f・k（δUk）ar・und　th…mi・al・・nt・・l　t・aject・ry（i・e・・

　　　　　　　　　　　　＝　0　）　and　a　statis七ical　second－order　approximation　ofaround　δU
　　　　　　　　　　k

　　芙

・k（δSk）by　maki・g・・e・f　th・assumpti。・th・tδSk・N（°・pSk）（i・e・・δUk

＝0）：

　　　　　・1（・Uk）・沖uuk・Uk・・；、・Uk・N。。k・・：（・Uk）・・。。k

　　　　　　・1（・Sk）・タ・；Nssk・・k・N：、δSk・N。。k・・6（・Sk）・N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●・・●●・●●●●．・●・（4．123）
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whe「e　Nuuk・Nssk　are　NU’NU・NS’NS　real・ymm・t・i・mat・ices

「espectively・N。k・N，k　ar・NU・NS　dimen・i・・al・eal　vect・r・

「espectively・N。Ok・N。。k　are　c。・・tant・

　　　　　Now　consider　the　following　problem：

　　　　　　　　　　　　　　T＿1

置欝・…・［・・：1｛’lt・1（δSk・1）｝畦（δU・）－ilt’［Nssk・・pSk・i］］

　　　　　　　　　　　　　　T＿1
　　　　　　　　　　　　　・kl。［きδ51・ssk・9・・Nl・・S・・；・・1・。。k・Uk・N；、・Uk］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・●・…　　●●・・．・．・（4．124）

subject　to　the　dynamical　equa七ion　（4．113）．

　　　　　Based　on　七he　commen七　concerning　the　Newton，s　！nethod，　if　i七　were

七rue　tha七　problems　（4．115）　and　（4．124）　had　equal　Gradients　and

Hessian・a・・ng・h・n・m・na・seq…ces｛・・：°m・・｝｛二6，畔m－・｝1．。，

then　we　could　obt昇in　the　Newtonls　direc七ion　for　七he　f’ormer　by　solving

th…tt・・．・f　thi，　di。e，ti。。　i、　den。t。d　byδU“（i），。N。w七。ntS

itera七ion　could　then　be　performed　to　identify　a　more　rewarding　nominal

。。。七。。・t。a」eCt。。y．U（i＋1）：

　　　　・（’＋1）一［・；’＋1），…，・11；1）］T

　　　　　　　　　　　－［・；’），…，・lli］T・α、［・・；（’），…，・・；SI）］T（・．12・）

　　　　The　equality　of　the　七wo　problems’　Gradients　and　Hessians　Has　been

shown　by　Georgakakos　and　Marks（1985）　via　direct　evaluation　along　the

nominal　con七rol　and　state　七rajectories・　The　final　expressions　do　not

recomment　straightward　implementation　of　七he　Newton，s　method．

Comparatively，　implemen七ation　through　soユution　of　problem　（4．126）　is
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much　more　advantageous．　The　computation　of　the　Gradient

▽J（δUO＝0・°°’・δUT．1・O）and　especi・11y・f　th・Hessian

▽2J（・・。・・，…，・UT．1・・）・nd・t・i・ve・・e　i・bypassed　and　th…w・・n’・

direction：

　　　　　δゴ＝一［▽2J（δ・。・・，…，δUT．1・・）］－1▽J（δ・。・・，…，δUT．1・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．126）

is　obtained　from　the　solu七ion　of　a　deterministic　op七imal　control

problem　wi七h　linear　dynamics　and　a　general　quadratic　cos七　functiona1．

This　solution　is　derived　by　Georgakakos　and　Marks（1985）　via　Dynamic

Programming　and　is　reproduced　below．　工t　has　七he　advantage　of　being

analytical　and，　七herefore，　computa七ionally　ellficien七．

Com　uta七ion　of　the　Newton’s　Direction　for　the

Unconstrained　Reservoir　O　timization　Problem

For　k＝0，1，・・°T－1

　　　　　　芸　　　　　　　　　　　　　　書k

　　　　δUk＝－Dk［Lkδ　Sk・Ak］　　　　　　（4・127）

　　　　Dk・［・；・、．1Bk・N。uk］－1

　　　　・k・　・1　Kk．1Φk

　　　　・k－Bl　kk．1・N。k

　　　　　　　YK　　　　　　　　　　　＿砦　　　　　　　　　　芸　　　　　　　＿済

　　　　δgk．1一ΦkδSk＋Bk6　Uk・δSO＝0・k＝1・…・T－1

・・…th・p・・itive　sem・d・f・・it・ma・・ices｛・、｝1．。・…b・・…d

recursively　by　the　following　matrix　Riccati　equa七ion：

　　　　　KT＝NssT

　　　　　K、　・　Nssk・Φ；　K、1Φk－
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　　　　　　　　　一［・1㌦1Φk］T・［・；K，1Bk・Nuu、］－1・［・I　K．1Φk］

　　　　　k＝T－1，T－2，・・．，0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．128）

・・dth・vect…｛・、｝1。。　resu・t　f・・m

　　　　kT＝NsT

　　　　与・・，k・Φ婁与、1－

　　　　　　　　　一［・；㌦1Φk］T・［・IK．1Bk・Nuuk］－1・［・；吐、1・N。k］

　　　　k＝T－1，T－2，・●●，0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．129）

The　optimal　lt　cost　to　go　tt　are　given　for　k＝T，T－1，●・・，1

　　　　了、（・9、）・；・51Kk・S、・哩・S、・Ck　　　（4．13・）

where　C　　　　　　　　＝O
　　　　　　T

　　　　　・k・・k．1一去［・1与、1・N。k］T・

　　　　　　　　　　・［・；・、．1Bk・・uuk］一一1・［・；・、．1・N。k］

　　　　　　k＝T－1，T－2，・°・，O

Lastユy，　the　optimal　value　of　the　problem　is

　　　　」m’n・」。（・S。）・き・99・。・S。・k9・S。・C。　　（・・131）

　　　　Essentially，　implementation　of　七his　solution　is　completed　in　two

・t・p・1（1）the　ma・・ice・｛・、｝｛．。・・d　the　vect・r・｛・、｝1．。・・e　c・mp…d

by　a　backward　pass　of　七he　corresponding　equations　from　time　T　to　七ime

・・and（・）七he　c・nt・…｛・・1｝；：；are・・mp…dby　th・prev・…

・uan・・ties　an・・h・・eq・・nce｛・51｝1二1・bt・i・・d　…maf…ward　pass・・

the　dynamics．　The　compu七ational　requiremen七s　are　mainly　associated
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…h・he　c・mp・・・…n・f｛・、｝｛．。，｛・、｝1．。　and・・v・・…u・t・p・i・ati…

and　inv・r・i・n・・f　NS°NS・NU’NU　mat・ice・・C・mpa「ed　t°as七「aight－

forward　implementa七ion　of　Newtonts　me七hod　requiring　七he　eomputa七ion

and　inv…i・n・f・（TNU）・（TNU）Hessian・wh…T・・uld　b・・f　th・・rder

of　several　hundreds，　subs七antial　computational　savings　should　be

realized．

　　　　　The　second　fac七〇r　influencing　the　success　of　a　minimization

method　is　the．s七epsize　selection　rule．　As　can　be　seen　in

Bertsekas（1982），　there　are　many　good　choices　available：　七he

minimization　rule，　the　limited　minimization　rule，　the　Goldstein　rule，

the　Armijo　rule，　and　many　others．　Here　we　shall　presen七　七he　Armijo

s七epsize　selec七ion　rule　because　it　is　easily　implemented　and　because

it　conveniently　generalizes　for　a　problem　with　control　constraints．

For　七he　general　problem　of　minimizing　f（x）　with　respect　to　x，　七his

rule　can　be　sta七ed　as　follows：

　　　　　Letβ　and　σ　be　scalars　satisfying

　　　　　　　　　　O＜β＜1，0＜σ＜1／2　　　　　　　　　　　（4．132）

Gi・・n　a　n・n・t・ti・nary　p・i・t・i　and・di・ecti・n　di・the　stepsi・eαi　is

obtained　from

　　　　　　　　　　　　　　　　m．
　　　　　　　　　　α．＝β1

　　　　　　　　　　　1

where　m．　is　the　firs七　non＿negative　integer　m　for　which
　　　　　　　　l

　　　　　　f（．．）．f（。．，βmd．）、．σβm［▽f（。．）］Td．　　　（4．133）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　X　　　l　　　　：L　　　　　　　　l　　　　　l

If・ii・a・t・ti・na・yp・i・t・ff（・）・we　set・i＝0・
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　　　　　The　logic　behind　this　rule　is　to　guarantee　that　each　iteration

will　reduce　七he　objective　function，s　value　by　an　amount　proportional

to　the　Gradient　and　will　thus　prohibi七　convergence　to　a　nons七ationary

point・

　　　　　In　the　case　of　our　problem　Eq．（4．133）　becomes：

　　　　　・（・・。………，．1・・）－J（βm・・＆…，βmδ・i－i）・

　　　　　　　　　　　一σβm［▽J（δ・。・・，…，δUT．1・・）］Tδ・U’‘一　（4．134）

where　δUk　is　the　Newton’s　direction　obtained　from　Eq・（4・129）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＿1

　　　　　J（δ・・一・・’°’・δUT－1・・）－k三。［、，E｛・1・1（・・k・1）｝＋ml（・Uk・・）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＋1

　　　　　i・・hi・hδSk～N（0・P，k）

・（βm・・1・…・βm・・；－1）・lll［δ，1、1｛・1・1（・Sk・1）｝・ml（βm・・1）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿暑
　　　　　i・・hi・hδSk～N（δSk，P。k）

　　　　　　　　　　　　　　・㍉，1・Φk・§1・Bkβm・・1，・5；・・

The　expectations　can　be　compu七ed　with　the　Hermite－Gauss　in七egration

discussed　in　Secti・n　4・2・Th・Gradi・・t▽J（δ・0＝0・…・δUT．1・0）・an　b・

efficiently　computed　by　the　following　procedure（Geogakakos　and

Marks（1985））：

Com　uta七ion　of　七he　Gradient

・・n・id…h・・eq・・nce・・vect…｛・、｝1．。

P　＝N　T　　　　　　sT

ob七ained　recursively　by
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・、・Φ｛Pk．1・N，k，
k＝T－1，T－2，．・・，0

then

▽J（δ・0＝0・…・δUT．1・0）・

▽δuJ（δUOニ0・…・δUT－1＝O）

　　　　0
　　　　　　　　　　　　●

｛　　　　　・
　　　　　　　　　　　　●

▽・UT．1J（δU・＝°・’”・δUT－1＝°）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・。。・Bl・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝｛　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　＋BT　p

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　uT＿1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＿1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T

　　　　　Using　the　above　results　the　Amijo　s七epsize　selection　rule　can　be

stated　as　follows言　Seユec七　七he　s七epsize：

　　　　　　　　　　　m．

　　　　　α．＝β1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．135）
　　　　　　1

whe「e　mi　is　the　fi「s七・。n－negative　i・七ege「mf・r　whi・h

　　　　　・（・・。・・，…，δUT．1・・）－J（βmδ・；，…，βmδ・；．1）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　T－1

　　　　　　　　　　　一σβmΣ［・；、・pl．1Bk］・・1　　　（4・136）

　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝0

　　　　　When　the　problem　is　charac七erized　by　a　convex　s七ructure　（as，　for

・xa・p・・，・he　case・f・・nea・dynam…and・・nvex…七七・・m・｛・k（・）｝｛二1

，｛・k（・）｝1．1）th・meth・d・・・…nv・・g・七・th・g・・・・・・…mum．

Otherwise，　the　minimization　process　should　be　restarted　from　different

initial　trajec七〇ries　and　the　global　minimum　should　be　de七ermined　by

comparing　the　cost　functional　values　a七　七he　indentified　sta七ionary

points．　In　order　七〇　prohibit　movements　opposite　to　the　direction　of
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descen…ne…ユhav…en・ure　th・t七he　ma・・ices｛Kk｝1．。，｛Nuu、｝1：；

are　positive　（semi）definite．　A　procedure　that　enforces　these

properties　has　been　proposed　by　Georgakakos　and　Marks（1985）．

　　　　　工f　七he　unconstrained　global　minimum　violates　no　eontrol　or　s七a七e

constraints，　it　also　solves　七he　constrained　problem．　In　the　opposite

even七，　a　cons七rained　minimization　scheme　should　be　adop七ed．　The

development　of　a　control　constrained　minimiza七ion　algorithm　is　the

following　sectionts　topic．　Sta七e　cons七raaints　will　be　accouted　for　in

Section　4．5・4．
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4．5．3　Solution　of　the　Problem　with　Control　Constraints

4・5・3・1　The　Reservoir　OP七imization　Problem　with　Control　Cons七raints

　　　　　Towards　recons七ructing　and　solving　the　reservoir　operation

problem　PB1，　in　七his　section　we　consider　the　following　constrained

formulation：

　　　　　PB3．　The　Reservoir　O　七imization　Problem　with

　　　　　　　　　Con七rol　Constraints

　　　　　　　　　　　　　　　　　T＿1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lモ　　　　　　　　　　　　　が

寄竃i｛J＝kl・［・・1，1｛’k＋1（δSk＋1）｝＋mk（δUk）］｝（4’137）

subject　to

　　　　・・δSk．1・Φkδ§k・BkδUk・δ§。…k…1，…，T－1（4・138）

　　　　　　　　　　
　　　　…；in・U」、・U；：x・j・1……・・U・・…1，…・T－1

0r　eqUiValently：

　　　　　　　　　　シ　　　　　　　δ・；ln・δ・j、・・U；：x・j・1……・NU，・…1・…・T－1（4・139）

　　　　　　　　　　　　mln　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m：Ln　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nom
　　　　　whereδU　　　　　　　　　　　　　　　　＝u　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿u
　　　　　　　　　　　　jk　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jk　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jk

　　　　　　　　　　δUmaX　＝　UmaX　＿　UnOm
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jk　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jk　　　　　　　　　　　　jk

　　　　　We　wish　to　develop　a　procedure　accoun七ing　for　con七rol「magnitude

constrain七s　wi七hin　the　framework　of　the　Open－Loop　Feekback　Controller・

Selected　classes　of　constrained　minimiza七ion　methods　are　now　briefユy

reviewed　to　find　a　suitable　proeedure．

4．5．3．2　Consもrained　Minimization　Methods
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　　　　　Three　broad　classes　of　constrained　minimization

the　Feasible　Direction　methods，　（2）　the　Manif’01d

methods，　and　（3）　the　Projection　Newton　me七hods．

method’s　are　（1）

Suboptimization

　　　　　The　Feasible　Direc七ion　methods　are　natural　extensions　of　the

uncontrained　Generalized　Gradient　me七hods　where　the　descent　direc七ion

d．　is　such　七hat　the　iteration
　l

　　　　　Xi．1＝Xi＋αi　di　　　　　　　　（4・140）

yields　feasible　p・i・t・xi・i＝1・2・…（・i　b・i・g　the　st・pi・e　param・t・・）・

At　each　ite「ati・・th・f・a・ib1・descent　di・ecti・n　di　i・d・t・rmin・d　by

solving　a　linear　or　a　quadraatic　minimization　problem．　This

requirement　imposes　considerable　computational　overhead　and　makes

七hese　methods　unattractive　for　problems　wi七h　many　variables　（such　as

PB3）．

　　　　　The　Manif’01d　Subop七imization　me七hods　are　also　based　on　（4．140）

type　i七e「a七i°n・wh…th・descent　di・ec七i。・di　i・。b七・ined　by

minimizing　七he　objective　function　over　the　subspace　defined　by　七he

active　constrain七s・　If　feasibili七y　is　violated，　the　minimization　is

reperted　over　a　new　subspace　defined　by　the　currently　active

c°nst「ai・t　set・and　th・p・・cess　i・r・p・・t・d　until　a　p・int・atisfying

the　necessary　conditions　for　optimali七y　is　reached．　Methods　of　this

class　perform　quite　well　f’or　problems　of　relatively　small　dimension，

but　are　not　efficient　for　problems　with　many　binding　cons七raints．　The

reason　is　that　not　more　than　one　cons七rain七　can　be　added　七〇　the　active

set　at　each　itera七ion．
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　　　　　For　七he　problem　of　minimizing　f（x）　subject　七〇　x　＞　0，　a　Projected

Newton　method　will　perform　七he　following　iteration　（Bertsekas，　1982）：

　　　　　・、．1・［・、・α、d、］＋　　　　　　（4・141）

　　　　　　　　　十

where　［・］　denotes　the　projection　operator：

　　　　　［・］＋・［・1，…，・n］T＋・［max（・，・1），…，max（・，・n）］T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・…　　●●・●●●●．…　　●（4．142）

and　di　i・th・descent　directi・n　given　by

　　　　　d．　＝－D．▽f（x．）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．143）
　　　　　　1　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　×　　　1

Di　i・ap・si七i・・d・fi・ite　ma七・i・・f　th・f。ll。・i・gf・rm・

　　　　　　　　　　　　H．　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　　　　1　h　　…　　　O

　　　　　D．。［　「i＋1　　・］　　　　　　（4．144）
　　　　　　1　　　　　　　　　．　　　　・　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　0　　・　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　…　　　　h
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rl

wh・・e　Hi　i・ap・・iti・・d・fi・it・　mat・i・・｛h1・1＝ri＋！・…・・｝ar・p・・iti・・

numbers，　and　七he　set　of　indices

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂f（x．）

　　　　　A＋（・・）・｛…1，…・・｝・｛・／・・・…ε・，∂・、i・・｝（4・14・）

co三respond　to　the　binding　and　nearly　binding　constraints．　The

・pecifi・ati・n　O≦・li≦εi　i・emp1・y・d・athe「tha七xli＝0・t°ave「七

P…ible　t冒zig・aggi・gll　b・havi…fthe　meth・d・εi・a・be　ch°sen　f「°m

　　　　　・、・m・・（・，・、），・i－1・、一［・、一▽．f（・、）］＋1　（4・146）

wi七h　ε　a　small　positive　scalar・

　　　　　The　s七・p・izeαi・an　b・・bt・ined　by　an　A「mij・－like　stepsize

SeleCヒiOn　rUle　aS　fOllOWS：

　　　　　　　　　　　m．

　　　　　α．　＝βユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．147）

　　　　　　1
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whe「e　mi　is　the　fi・・t・・n－n・g・ti・・i・t・ger　m　f・・whi・h

　　　　　f（。．）．f（［．．・α．d．］＋）≧．σ［

　　　　　　　二L　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　∂f（x．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　　　　　　　∂f（x．）

　　　　　　βm」≠、1（。、）・・」ldji＋j，Ai（。、）・・1，（x」・一［xji＋βmd」・］＋）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…・………・・（4．148）

and　σ　ε　（0，1／2），　β　ε　（0，1）

（Notice　tha七　if　none　of　七he　cons七rain七s　are　binding，　the　previous

stepsize　selection　rule　becomes　identieal　七〇　七he　one　given　in　Section

4．5．2）

　　　　Under　assumptions　whieh　are　usually　valid　in　actual　　problems，　an

algorithm　of　the　above　type　is　guaranteed　to　identify　constrained

critical　points　in　a　fini七e　number　of　itera七ions，　a　constrained

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

critical　point　being　any　poin七　x　　such　tha七

　　　　　∂lillil）・・，・f・；・・，

　　　　　∂i（i）・・，・f・；・・，　j・1・・，…，・　　（4・149）

　　　　　If　inadditi・nf（・）is　c・…xa・dHi・｛hl・1－ri・1・・・…｝are

chosen　equa1　七〇

　　　　　　　　　　　　　∂2f（．．）　　a2f（。．）　　－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　・、・［2；；｛1：1・　：繍ぎii］　（・．15・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　∂・。．i∂・1i　　∂・。．i∂Xr．i

　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　1

hl＝ @［

∂2f（．．）－1

∂x8］・
　　li　　　　　li

1＝r．＋1，”・，n，
　　　　　1

（4．151）
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th・n　the　sequence｛・i｝・・nverges　t・th・gl・b・ユ・i・imum　x　f・・七er　th・t

than　superlinearly　of　an　order　a七　leas七　two．

　　　　　These　convergence　properties　make　the　Projected　Nevton，s　Method

quite　efficient　for　probユems　with　simple　cons七raints．

　　　　　The　previous　algorithm　easily　generalizes　to　the　case　where　x　is

cons七rained　by　upper　and　lower　bounds：

　　　　　b1≦・≦b2　　　　　　　　　　　（4・152）

Now，　the　iteration　takes　七he　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十十
　　　　　・i、1＝［・i＋αidi］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．153）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　bj2・if　bj2≦Z」

（［・］＋＋）・［ ﾌ謬1：ll1≦b」2　（4・154）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　j＝1，…　，n

and　the　set　of　active　constraints　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂f（x．）

　　　　　A＋＋（・・）・｛・／・・1…i≦b・1＋εi…、i・…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　af（x．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b・2一εi≦・・i≦b・2…、i＜°｝　（・・155）

With　these　definitions　replacing　七he　ones　given　above，　the　Projec七ed

Newton　method　previously　stated　is　also　valid　here．

　　　　　It　is　a　method　of　the　third　type　tha七　we　shall　employ　in　the

solution　of　Problem　PB3．　The　main　difficulty　is　again　related　to　七he

c°mp”tati°n°f七he　di「ecti。・di・
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4．5．3．3　　A　Projected　Newton　Method　in　Optimal　Control

　　　　　The　directi・n　di・f・P・。jec七・d　N・wt・n　m・th・d・・n・i・t・・f七・・

parts：　The　f’irs七　corresponds　七〇　the　nonbinding　constrain七s

j・1……・・、，j¢A＋＋（・、）and…b・・…dby・N・w・・n　it・ra・i・・

・、・［dli・…・・。ii］T・－H、［∂ G：i）・…・∂；；1÷・（4・156）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

assuming　tha七　the　remaining　variables　are　fixed　at　the　respective

bounds．　The　oth．er　is　a　scaled　version　of　a　Gradient　method

（Luenberger，　1973）　where　the　sealing　factor　is　equal　七〇　七he　inverse　of’

the　c°「「esp・ndi・g　di・g・nal・1・m・n七・f　th・Hessian　・t　P・i・七・il

　　　　　　　　　　　　∂2f（．．）－1∂f（．．）

　　　　　d・i＝－a・、i・≒i◆∂・、i・・・…1・…・・（4・157）

　　　　　The　question　is　how　七〇　efficiently　compute　these　two　direction

par七s　for　the　control　Problem　PB3．　Regarding　the　computation　of　the

first，　the　approach　employed　for　七he　uncontra七ined　control　problem　in

Section　4．5．2　is　also　applicable　here．　The　difference　is　that　now，　due

to　the　constraints，　sonle　control　vectors　cannot　be　adjusted　towards

the　uncons七rained　minimum．　Ins七ead　they　must　be　fixed　at　their

currently　nominal　values．　Georgakakos　and　Marks（1985）　have　proposed　an

analytical　procedure　for　computirlg　七he　nonbinding　direction　part　given

the　above　requiremen七・

　　　　　The　scaled　Gradien七　part　of　the　direction　can　be　convenien七1y

obtained　from　七he　procedures　derived　by　Georgakakos　and　Marks（1985）．

These　concern　七he　evalua七ion　of　the　Gradient　and　七he　diagonal

submatrices　of　the　Hessian　a七　七he　nominal　sequences．
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　　　　　Putting　all　these　resuユts　together，　we　cons七ruc七　the　following

control　constrained　minimization　algorithm：

　　　　　In　a　typical　iteration，　a　Projected　New七〇n　method　performs　the

following　sequence　of　operations：

　　　　　・・C・mp・t・七h・Gradien七vect・r・▽J（δUO・0・…・δUT．1・0）f・・m

　　　　　・、U　J（・・。・・，…，・UT．1・・）・N。、・　・il・、．1　　（・・15・）

　　　　　　　　k

where

　　　　　P　＝N
　　　　　　T　　　sT　　　’

　　　　　P　＝ΦTp　　＋N
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　k＝T－1，T－2，・°・，O
　　　　　　k　　　k　　　　　　　　　　　　　k＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sk

　　　　　b．　Calculate

　　　　　　　・、・1・（’）一［・（’）一▽J（・・。・・，…，・・，．1・・）］＋＋1（4・159）

If・i：：O・th・n・t・p；・・t・ti・na・y（・・criti・a1）・・ntr・l　t・aject・y　i・

「each：d・This　is　t「ue　because　when　wi＝0・any　c°nt「°l　element　U vk　f°「

all　jk　satifies　one　of　the　following　firs七　〇rder　necessary　conditions

for　optimality：

　　　　　　。in　max　　∂J（δUO＝0・…・δUT．1＝0）

　　　　　［」jk≦Ujk≦Ujk　and　・δ・jk　　＝°

　　　　　　　　　　　　　　　max　　∂J（δUO・0・…・δUT．1ニ0）

　　　　　　　　　　Ujk＝Ujk　and　・δ・jk　　＜°

　　　　　　。in　　　　∂J（δUO＝0・…・δUT．1＝0）

　　　　　Ujk；Ujk　and　・δ・」k　　＞°

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jニ1・2・…・Nu・k＝O・1，’”，T－1　（4・160）
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（・・d・r…v・xity　assumpti。n。　U（i）・。・hen　a　g、。b。、。、。、。u。．）

・th・・wi・e，　d・t・・m・ne　th。、et　A＋＋（U（i））。f　bi。di。g。。nt。。、。。n。t。atinS

from

A＋＋
i・（’））・｛」・／・iin・U；1）・U霊n・εi・・d∂J（δUlllii’°’δUT－1＝°）・・

　　　　　　　　　　　　　　・・UIIX一εi≦USI）・U：　：xandgitL（δUlllii’”δUT－1＝°）・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j　＝1，2，・°・，NU，　k　ニ0，1，°．・，T－1　　　　　（4．161）

・h・・eεi＝mi・｛・・Yi｝・

wiもh　ε　being　a　small　positive　scalar．

　　　　　c．　Compute　the　Newton　direction　for　the　nonbinding　control

elementS　aS　fOllOWS：

　　　　　・…u・・…he　ma七・ices｛・k｝1。。　and・he　vect・r・｛・、｝：。。　f・・m・h・

following　ma七rix　Ricca七i　equation；

　　　　KT＝NssT・

　　　　Kk－Nssk・Φ1・、，1Φビ

　　　　　　　　　ー［（・；・、，1　・k）「］T・［（・｛・、．1Bk・Nuuk）「c］－1・［（・；K．1Φ、）「］

　　　　k＝T－1，T－2，・・．，O

　　　　kT＝N。T・

　　　　k．N．ΦTk　．
　　　　　k　　　sk　　　k　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＋1

　　　　　　　　　－［（・｛K、1Φk）「］T・［（・k．1Bk・Nuu、）「c］－1・［（・k、1・N。k）「］

　　　　k＝T－1，T－2，◆・・，0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　（4．162）

wh・r・th・n・七・七i・・（・）「・r（・）「c　i・pli・・七h・t七he　r。w，。r七h。。。w。　and

the　columns　of　the　ma七rix　z　corresponding　to　all　control　elements　δU
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jk

　　　　　　　　　　　　（i）　　　　　　　　十十
　　　　　　　　　　（u　　　　　　　　　　　　　　　）　have　been　deleted．with　jkεA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　281



　　　　　Then　determine　七he　Newton　directionδU　　from

　　　　　　る　　　　　　　　　　　　　　　lモ

　　　　δUk・－Dk［Lkδ　Sk・Ak］　　　　　　（4・163）

where

　　　　　Dk・［（・k．1Bk・Nuuk）「c］－1

　　　　　Lk・（・｛　Kk、1Φk）「

　　　　　・k・（・1・、．1・N。k）「

and

　　　　　・gl，1・Φk・☆Bk・・1，・5；・・，・・1，…・T－1　（4・164）

In　Eq．（4．164）　七he　binding　control　are　set　equal　to　zero，　namely，

　　　　　・・；、・…fj・・A＋＋（・（’））　　　（4・165）

　　　　　d．　　Compu七e　七he　scaled　Gradient　direction　for　the　binding

constrain七s：　Having　computed　the　Gradien七　in　S七ep　a，　we　addi七ionally

need　七〇　calculate　the　diagonal　elements　of　the　Hessian　which　can　be

accomplished　as　follows

　　　　　・；，δUJ（・・。・・，…，・・，－1・・）・Nuuk・Bl・、，1Bk（4・166）

　　　　　　　　k　k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T
where　the　matrices｛G｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　are　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　kk＝1

　　　　　GT＝NssT・

　　　　　G．ΦTGΦ，N
　　　　　　k　　　kk＋1k　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ssk

　　　　　k＝T－1，T－2，°．°，1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．167）

Then　the　direc七in　for　the　binding　controls　is　obtained　from

　　　　　　　ee　・2J（δ・。・・，…，δUT－1・・ド1・J（・・。……δ・，－1・・）

　　　　　δUjk＝一　・δ・j、・δ・jk　’　・δ・jk

　　　　　　jk。A＋＋（U（i））　　　　　　　　（4．168）
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　　　　　Determine　a　stepsize　α．　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　m．

　　　　　・、・β1　　　　　　　　　（4．169）

whe「e　mi　i・七h・fi・・t・・n－neg・tive　i・t・g・・mf・r　whi・h

　　　　　・（δ・。……，δUT－1・・）－J（［βmδ・；］＋＋，…，［βmδ・；．1］＋＋）・一σ［

　　　　　　　㌦、1，（，（、））∂J（δU庁；1；il’δUT’1＝°）・・；・・

＋　jkE、1．（，（、））∂J（9｝’19：lllil－ii－lf21111＝ILig°°gu．k，6UT　I°）叫］＋＋］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．170）

where　βε（0，1），　σε（0，1／2）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・剖1）…u量）・βm・・；、・Ugln

　　　　　［βm・・；、］＋＋・｛βm・・；、・・fU芸n・Ull）・βmδ・；、・U：：x（4・171）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・；：x－u昆）・・fU呈）・βmδ・；、・U；：x

　　　　　f．　Perform　the　i七eration

　　　　　u（i＋1）．u（i）．［。．δu㍉＋＋　　　　　　（4．172）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　工

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i＋1）

　obtain　the　new　nominal　control　七rajectory　U　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　con七inue　the

iterations　until　a　sta七ionary　con七rol　trajectory　U　　is　found　with

respec七　七〇　Problem　PB3．

　　　　　The　above　algorithm　is　the　core　of　七he　control　design・　As　will　be

seen　in　the　next　section，　the　modification　which　is　needed　七〇　account

for　the　probabilistic　sta七e　constraints　only　involves　addi七ion　of　some

。。re　quadrati。　t。。m，　i。　th。　p。esent　perf。mance　l 堰Bd。x．　N。w　w。　n。t。七h。

following　commen七s：
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　　　　　1．　　In　Step　d，　the　computation　of　diagonal　Hessian　subma七rices

can　be　avoided　by　using　an　ordinary　Gradient　direction　where　七he

scaling　factor　is　unit　or　some　other　positive　number．　The　resulting

method　is　still　reliable，　ye七　it　may　take　more　itera七ions　to　converge◆

　　　　　2．　　工n　the　absence　of　convexity　assumptions，　one　mus七　assure　that

a　descending　direction　is　obtained．　This　can　be　accomplished　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T

enf°「cing　P°sitive　defi”iteness　P「°pe「七ies　9”　the　mat’ices｛K｝k－・・

　　　　　　T＿1

｛Nuuk｝k．0・

　　　　　3．　　If　no　c（～ntrol　constraints　are　found　binding　　（i．e．，　if　the

set　A＋＋（U（i））i，　empty），　th。n七h。　a・g。r七h。。。nv。ni。。、・y　bec。。e，七he

Newton　method　for　uncons七rained　minimization　presented　in　Sec七ion

4．5．2．2．

　　　　　4・　　Under　convexi七y　assumptions，　every　poin七　〇f　the　sequence

｛・（’）｝，。。erat。d　by・h・，　a・g。。・th。・。　a，七。ti。nary。。。・。。・t。a」ect。。y．

If　the　method　converges　to　a　local　minimum　U　，　it　identifies　the　set

of　act：：．ve　constraints　at　U　　in　a　fini七e　number　of　itera七ions．　Then　it

becomes　the　unconstrained　Newton　method．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i＋1）

　　　　　5．　　After　a　new　nominal　control　sequence　U　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　has　been

obtained，　one　can　continue　七he　i七era七ions　by　reeons七ructing　the

corresponding　Problem　PB3　from　PBO　as　has　been　presented　in　Sections

4．3，　4．4，　and　4．5．　Coneerning　the　continuous　time　nonlinear　dynamics，

七his　itel・ation　is　an　ordinary　Gradient　method　iteration．　However，　the

milder　t．ユe　nonlinearity　of　the　dynamics，　the　more　Newtonlike　七he

procedur白　becomes．　With　respeet　to　the　reservoir　system，　if　七he

releases　cannot　effect　drastic　storage　changes，　七hen　linearization　of
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the　dynamics　is　a　good　approximation　for　a　wide　release　range　and　the

procedure　wi」l　exhibi七　a　£ast　convergence　rate．

　　　　　The　above　aユgorithm　is　a　well　defined　minimization　procedure

capable　of　efficiently　handling　large　numbers　of　con七rol　cons七raints．

Nex七　we　shall　modify　it　七〇　account　for　七he　probabilis七ic　s七ate

cons七raints．
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4．5．4　Soユution　of　the　Operation　Problem　with　Both　Control

　　　　　　and　State　Constraints

4・5・4・1　The　Reservoir　Optimization　Problem　with　Both

　　　　　　　　Control　and　State　Constraints

　　　　　In　this　sec七ion，　all　state　constraints　are　restored　and　the

f’ollowing　control　problem　is　considered：

　　　　　PB4．　The　Reservoir　O　era七ion　Problem　With

Con七rol　and　Sta七e　Cons七rain七s

　　　　　minimize｛J＝

　　　　　｛δ・、｝；：；

subject　七〇

　　　　　a．δ5　　＝Φ
　　　　　　　　　k＋1　　　　　　　　　　　　　　　　k

　　　　　b．　dUrp：Ln≦δU

　　　　　　　　　　　　　　　　jk　　　　　　　　　　jk

　　　　　　　　　　min
　　　　　　　　　S
　　　　　…’　：£k　p（・jk

　　　　　　　　’f　leaxp（・j・

　　　　　　　　　　jk

Or　eqUiValently：

　　　　　　　　∫三；：np（・・」、）…、k・Y．k

　　　　　　　　∫：maxp（・・j・）dδ・j・・Y・・

　　　　　　　　　　　jk

T＿1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　祈
・三・［・・1．1｛’k・1（δSk・1）｝＋m・（δUk）］｝

δSk＋BkδUk・δSO＝0・k＝O・1・…・T－1

・δ・hlx，　j・1・・，°°°・・u・・…1・’”，T－1

）dS」k≦・lin，」・1…”°・Ns，・…1・’”・T－1

）dS」、・Yl：x・j・1…’”・NS・・…1・°”・T－1

（4．173）

（4．174）

（4．175）

Iin・j・1……，Ns…σ，1，…・T－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．176）

Iax・j・1……・Ns・・…1・・…T－1

●．…
@　●●●・．●●●・●．（4．177）
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　　　　　F・rc…i・t…ywi七h　th・OP・n　L。・p　Feedback…t・・l　phiユ…phy，

the　p・。b・bility　d…iti…　f　the　st・tes　a七・11　ti・e・k・O，…，T　ar・

c°・diti・ned・n　all　i・f・rmati・n　a・ail・bl・at　ti・・k．　Nam・ly，　th・

possibility　of　future　information　gathering　is　ignored．　Under　this

assurnption，　in　Section　4．5．2　it　was　shown　七hat　all　probability

den・ities　a・e　Gaussian　with・・an　vec七・…　b七ai・・d　by　Eq．（4，174）and

covariance　matrices　resulting　from　（c．f．，　Eq．（4．114））

　　　　　・。k．1・Φ、p，kΦ1・Qξ、，・，。・P。，…，1，…，T－1（4．178）

It　f°11°ws　tha七P（δSjk）i・gi…by

・（・・」・）・
^　i：丁評ス鷲）（・・179）

・here（・、k）」j・・n・…七h・」th　d・・g・na…emen・・f　P。k・・t　i・n・・

possible　七〇　subs七itute　the　probabilis七ic　cons七rain七s　（4．176）　（4．177）

by　equivalent　de七erministic　cons七rainsts　on　the　mean　vallle　of　七he

state．　This　is　facilita七ed　by　the　following　七wo　fac七s：　First，　the

densi七y　（4・179）is　comple七ely　charac七rized　by　its　mean　and　variance．

Second，　the　covariance　Eq・（4・178）　does　not　depend　on　the　controls　δU
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k，

k＝0，・°・，T－1・　As　a　result，　we　can　change　the　position　of　p（δS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）along
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jk

th・δS」k　ax・・b・・…ann・t・・ter・・s　sh・p・・The　eq・・va・・n・

constraints　on　七he　mean　value　can　be　easily　derived　as　follows：

Consider　七he　constrain七

　　　　　　δsmm

　　　　　∫只jk　p（・・j、）・δ・」、・Ylln　　　　（4・18・）

and七h・・tand・・d　G・・ss’…ar・・七e　z～・（・・1）・Th…v・・Z1．in・a・b・

found　（from　standard　normal　variate　tables）　for　which
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　　　　　　　min

　　　　　∫皇k／≒・xp（一・2／・）…Y；ln　　（・・181）

Then，　as　long　as

　　　　　・lln／てP；煽・δSj、・δ・；：n

　　　　　・・δ菖j、・δS；in－・；：n〆てP；E丁；；　　　（4・182）

holds　七rue，　the　probabilitic　constraint　（4．176）　is　also　satisfied　and

ViCe　VerSa．　NOW　We　Can　Call

　　　　　δ9；ln　．　6・iin－・1ftn　／てP；こ丁；：　　　　（4・183）

and　in　place　of　（4．180）　consider　the　inequality

　　　　　δ§mln≦δS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．184）

　　　　　　　jk　　　　　　　　　　　　　　　jk

…examp・…fth・・・…b・・ity　param…Y器n・・eq・a・t・…25（・・…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　min
　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　allowed　to　violate　its　lower　bound　δSif　the　state　δS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　at　most
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jk　　　　　　　　　　　　　　　jk

・・5％・・th・・ime），・h…ve・・；in・qua・・－1・96・・h…he　c・n・t・a…

（4・184）i・plies七h・七七he　mean　valueδS」k　sh°uld　be　kept　a　distance°f

1・96・tandard　dev・・ti・n・ab…　δ・；ln・

　　　　　Similarly　七he　upper　probability　constraints　can　be　transformed　to

constraints　of　the　following　type

　　　　　δ§　　　≦　δ5max　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．185）

　　　　　　　jk　　　　　　　　　　　　　　jk

・h・reδ5；養x一δS；：x－・i：x　／てP；認　　　　（4・186）

　　　　　　max
with　z　　　　　　　　　　such　that
　　　　　　jk

　　　　　∫ζax／；，・xp（一・2／・）…Y霊n・j・1・’°’・・S…1・’”・・（・・187）

　　　　　　　jk
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　　　　　Thus，　we　have　shown　how　to　convert　七he　probabilistic　constraints

（4．176）　（4．177）　into　equivalent　constraints　on　the　sta七e’s　mean：

　　　　　δ§；：n・δSj、・δ躍x・j・1・…・Ns…1・…・・　（4・188）

・・ @δ5：ユn・δ5、・δ§：ax…1，…，・　　　（4．189）

in　VeC七〇r　nOtatiOn．

　　　　　Although　these　constraints　are　similar　to　the　ones　imposed　orl　the

controls，　七hey　cannot　be　handled　by　the　Projec七ed　Newton　developed　in

th・previ・us　secpi・n・Th・rea・・n　i・that　the　states　are　functi・nally

related　to　the　controls　through　the　system　dynamics，　and　is　either　the

controls　or　七he　states　that　serve　as　an　independen七　set　of　varibles

for　the　minimiza七ion　of　J．　Op七imal　control　problems　with　s七a七e

cons七raints　are　bes七　handled　by　Penalty　Function　of　Mul七iplier　methods

a　discussion　of　which　will　be　off’ered　in　the　folユowing　sec七ion．

　　　　　A　las七　comment　refers　to　the　proposed　treatmen七　〇f　the

probabilistic　cons七raints　in　relation　七〇　the　Open　Loop　Feedback

controユ　procedure．　According　to　七he　discussion　in　Section　4．5．1　at

each　time　k　the　OLF　controller　determines　七he　entire　con七rol

七ra」ect・・y｛・1｝；二；assumi・g七h・・…th・・deci・i…pecif・・a…n・t。k。

place　over　the　period　［k，　T－1］．　In　reali七y　only　the　firs七　member　from

each　optima1　七rajetory　is　used　and　the　process　is　repeated　a七　the　next

decision　七ime．　Thus，　owing　to　七his　sequential　se七一up，　the　applied

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　菩　　　　　養

c°nt「°ls　a「e°fafeedb・・k　nat・・e　Uk・・k（Sk）・k…1・……七h。・gh

Open　Loop　controls　are　being　determined．　The　O工、F　control　structure

reユa七es　七〇　this　section’s　developmen七s　through　the　covaiance

propagation　Eq・（4・178）・　The　covariance　is　propa七ed　under　the
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assumption　of　Open　Loop　control　sequences．　For　a　certain　class　of

systems　this　may　result　in　covariance　matrices　with　diagonal　elemen七s

growing　unbounder　over　time・　On　the　other　hand，　if　the　feedback　laws

were　taken　in七〇　account，　the　above　elements　be　either　stabilized　at　a

finite　level　or　they　would　grow　at　a　lower　rate・　It　is　evident　tha七

七he　Open　Loop　approach　could　result　in　suboptimal　control　policies　in

七he　sense　that　the　applied　con七rols　would　mee七　the　probabilistic

eonstrain七s　a七　greater　percentages　of　time　tha七　the　one　required．

However，　the　feedback　con七rol　func七ions　cannot　be　obtained　explicitly

and　therefore　canno七　be　used　in　the　covariance　calculations．
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4°5’4’2APena’ty　Func七’°n　” Ceth°d

　　　　　The　idea　of　the　Penalty　Function　method　is　to　ob七ain　the　solution

of　a　constrained　problem　by　solving　a　sequence　of　uncons七rained　ones．

Its　validi七y　is　based　on　the　fact　tha七　for　welユーposed　problems　七he

sequence　of　the　unconstrained　solu七ions　converges　七〇　七he　solution　of

the　constrained　problem．

　　　　　For　Probユem　PB4　a　Penalty　Funtion　method　can　derived　as　follows：

　　　　　Each　七wo－sidgd　sta七e　inequali七y　constrain七　（4．188）　can　be　broken

up　into　two　one－sided　cons七rain七s：

　　　　　・§；：n－・Sj、…　」・1・…・・、…1・…・・　（4・19・）

　　　　　δ9j、　一・511x…　」・1・…・Ns…1・…・・　　（4・191）

and　these　can　be　converted　into　equality　constraints　by　introducing

・h・…－n・g・ti・・va…b・es　y；：n・・｝妻x

　　　　　蹄n一δ5j、・y；in　．…Iln…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・j＝1・…・Ns・k＝1・…・T　　（4・192）

　　　　　δ§jk一δ百；：x・y；lx・…；：x…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・j＝1・…・Ns，k＝1・…・T　　（4・193）

Now　define　the　Lagrangian　function

　　　　　・，．（δ・。・…・δUT．1・・↑1n，…，・：’n・・Tax，…，・：ax）・

　　　　　　　1

　　　　　・」（δU・・’°㍉δUT－1）・1、きCi（δ誤n一δSj・・y；：n）2・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1、9　Ci（δSjk一δ隈x・y；：x）2
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゜．◆・・．°・・．・…　　（4．194）

whe「e　Ci　i・ap。・iti・・p・nalty　param・・七er　and・。・・id・r　th・f・llwi・g

sequence　of　problems：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
　　　　　r鵠’r’ze　LCi（δU・・°”・δUT－1・・Tln・”°・・：1n・・lax・°”・・：ax

　　　　　｛ymln・ymax｝　　　　　　　．　（4・195）

subject　to

　　　　　・・δSk．1・Φkδ§k・BkδUk・δgO　＝・・k…1・…・T－1（4・196）

　　　　　・・δ・；ln・δ・」、・δ・；：x・j・1，・・…・・U・・…1・…・T－1（4・19・）

　　　　　　　　　min
　　　　　c・y」k≧0・

　　　　　　　　・11x…　　　　　　　　（4・19・）

whe「e　i＝0，1・……・Ci．1＞Ci＞0・and　Ci÷°°・

　　　　　　を　　lモ

エf（δU・y）ii・agl・b・1・i・imum・f七he　ab・v・p・・bl・m・th・・it・a・b・

・h・wn・h・・eve・y・i・・tp…t・f七he　seq・・nce｛δピ｝i　i・ag・・…

minimum　of　problem　PB4．　（For　a　proof　in　a　general　nonlinear

programming　con七ext，　see　Luenberger，　1973，　0r　Bertsekas，　1982，）

Intuitively，　thi・resul七i・expec七・d　t・h・ld　beca・se　f・r　l・・g・Ci

va・…th・p・・a・ty　term・Ci（・5jk－・5；：x・y；lx）2　are　m・…ized…n

（δSjk一 ﾂx・yllx）・pP・・a・hes　zer…eq・・va・ent・y・hen　th・

・…七ra・・t・§jk一δ5；婁x・・is　sati・f・・d・（・・…ar　a・g・m・n・h・・d・f・r

the　lower　bound　penalties　as　well．）

　　　　工t　is　still　questionable　why　one　should　choose　七〇　solve　七he

sequence　of　the　above　problems　rather　than　the　original　one・　No七ice，
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however，　tha七　for　a　particular　state　and　control　trajectry　the

・i・i・i・ati・n　with　r・・pect　t・ymln　and　ymax・an　b・’
?Epli。i七ly

performed．　Consider　for　instance，　minimizing　七he　Lagrangian　in

Eq・（・・194）・’th…pec七t・ylln・ubjec七・・yl　ftn…Th・・i・

eqUiValen七　tO

　　　　・・忠ize｛き・・（・S；ln一δ§j・・y；ln）2｝　　（4・199）

　　　　　yjk

　　　　　　　　　　　　プ
・ub」ect　t・y；　ln・・…nce（4・199）・・a…v・x　quadra七i・・un・ti・n・i七h

re・pect　t・y；in・he　s・…i・n　i・

　　　　　　　　．。　一（δ9；　in一δ目j、），・f・寮n・δSj、

　　　　　（　mユnyjk）・｛　　　　　．　　（4・…）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　，・f　6S；in＞δSj、

S’・i・arユy七h・・ptima・va・…fany　y；lx　var・・b・e　can　be　see・七・b・

　　　　　　　　　　、、　一一（δ§」k一δ§；lx），・f・謂x・δ§j、

　　　　　（・1：x）・｛　　　　　　　　（4…1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　，ifδ§；lx・δ9j、

Substituting　七hese　results　into　the　Lagrangian　function　we　find

　　　　　Lc．（δU。・…・δUT．1）ニJ（δUO・°°’・δUT．1）・

　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋1、i　Ci［max｛・・（δ5言n一δS」・）｝］2・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・i、；　Ci［max｛・・（δ百jk一δ5；lx）｝］2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．202）

and　our　problem　becomes　one　of　minimizing　（4．202）wi七h　respec七　to

｛・Uk｝1：8・ub」ect　t・・h・dynamics（・・196）and・．he　c・n・…mag・・七・d・

cons七raints　（4．197）．The　penalty　terms　in　（4．202）　are　zero　when　七he
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corresponding　eonstraints　are　not　violated　while　they　prescribe

quadratic　cos七s　whenever　there　is　a　violation．　Notice，　howevex㍉　that

this　problem　can　be　solved　by　the　Projec七ed　New七〇n　Algori七hm　presen七ed

in　Section　4．5．3．　The　only　adjustment　needed　a七　each　iteration　is　七〇

determine　which　of　the　state　constraints　（4．190）　or　（4．191）　are

curren七ly　viola七ed　and　include　in　the　objective　function

J（δUO・…，δUT．1）the　c…esp・・di・9　quadrati・a・d　li・・ar　p・nalty七・rm・・

The　procedure　involves　七he　following　sequence　of　operations：　For　a

level　Ci・f　th・penalty　paramet・・use　th・P・。ject・d　N・wt・n　M・th・d七・

fi・d　th・mi・imni・i・g・・ntr・l　traject・ry　U（Ci）；七h・n　i…ease　Ci七・

Ci．1＞Ci　and　r・pea七th・previ・us　st・p・・til　the　seq…ce｛・（Ci）｝i

converges　七〇　もhe　solution　U　．　For　convex　problems　the　method　can　also

be°pe「a七ed　by　i・・「ea・i・g　Ci　a七e「ch　P「°jected　Newt°n　i七e「a七i°n・bu七

in　the　general　case　this　may　cause　failures．

　　　　　The　ra七e　a七・hi・h　Ci・h・uld　b・i…ea・ed・a・b・d・七ermi・・d　by

preliminary　experimentation・　Sユow　incremen七　wiユl　resul七　in　slow

convergence　while　an　extremely　fast　rate　will　render　the　problem　ill－

condi七ioned．　In　七he　lat七er　case　a　solution　at　some　iteration　may　no七

exist　or　it　may　become　increasingly　difficul七　七〇　〇b七ain．　However，　our

computational　experience　with　the　Penalty　Func七ion　method　in　relation

to　reservoir　opera七ion　problems　shows　that　七he　me七hod　is　quite

reliable　and　tha七　a　penalty　incremen七　formula　（see　also　Bertsekas，

1982，　Chap七er　2）

　　　　　Ci．1＝βCi・β・［4・10］　　　　　　（4・203）

performs　well・
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4．5．5　Comple七ing　the　OLFC　Procedure

4．5．5．1　0bserva七ion　Information

　　　　　According　to　the　OLFC　procedure，　af七er　the　optimal　con七ro1

・・aject・・y｛・ILFC｝｛：1　have　been・b・・…d，・・need・・apP・y・h。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O

　　　　　　　　OLFC
c°nt「°’Uk。　at七he　cu「「ent七’me　k・t°七he「ese「v°’「・y・t・m・and　mak・

七he@measu「emen七s　lf°bse「vat’°n　vect°「y・。・1・The’nf・「mat’・n・et・’”

then　be　updated　as　follows：

　　　　　・k。・1・・K。U｛・llFC・yk。・1｝　　　（4…4）

whe「e@y・。・1＝H（Sk。・1）＋“k。・1　　　　（4・2°5）

　　　　　°n七he°七he「hand，七h・i・p・七rai・f・1ユvect。r　X（k。・1）i・pr・vid・d

by　七he　rainfal1－forecasting　sys七em，　we　have　no　need　to　augment　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OI、FC
state　vec七〇r．　After　the　control　U　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　hav・been　apPli・d・七h・・y・七・m
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O

dynamics　become：

　　　　Sk。・1・Φk。Sk。・Bk。UllFC・Gk。X（…1）・ξ・。　（・・2・6）
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4．5．5．2　S七atistically　Approxirnated　Second－Order　Filter

　　　　　The　ques七ion　is　how　to　obtain　the　conditional　contribution

den・ity　f・n・七i・n・p（Sk．1／lk、1）・These・・ndi七i・・al・t・ti・ti・al・are
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　　　　O

provided　by　the　following　procedures　which　constitute　七he

Statistically　Approximated　Second－Order　Fil七er（　SASOF　）（Takasao　and

Shiiba，1984）．

　　　　a．　Ini七ialiZatiOn：

　　　　S・／・。＝S・，P・・／・。＝P…

　　　　S・／・。＝S・～N（S・・P・・）　　　　　（4・2°7）

　　　　b・　Propagation　Step：

　　　　9…1／・k。＝E｛Sk・・1／lk・｝

　　　　　　　　　　　　　　＝Φk。9・。／・k。＋Bk。UllFC＋Gk。X（k・＋1）＋Ck。

P・k。・1／・k。ニE｛（Sk。・1－9・。・1／・k。）（Sk。・1一百・。・1／・k。）T／lk。｝

　　　　　　　　　　　　　　　・Φk。P・k。／・kΦ1。・Qξ・。　　（・…8）

　　　　Since　七he　system　is　linear，

　　　　　　　　　　Sk。・1／・k～N（9・。・1／・k・P・k。・1／・、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　0　　　　　　　0

　　　　c・　Update　Step：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　wi七h　the　S七atistical　　　　Approximate　first　H（S
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ko＋1

Approxima七ion；

Second＿order
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　　　　　H・（Sk・・1）＝　Bi＋H・i（Sk・・1一ヤ／・k。）＋δ・　（4・2°9）

whereδ・＝
X（Sk・・1－9・。・1／・k。）T　Ai（Sk。・1－9・。・1／・k。）

　　　　　Calculating　the　mean　vect・・E｛δ｝and　vari・pee　V｛δ｝…d・ep…i・g

H（Sk。・1）by’ts　sta七’s七’・al　sec・nd－・rder　apP・・x・mati・n　we　can・・w・・t・

七he　observation　equation　as

　　　　　　　　　　　　　　　　暑

　　　　　y…1－｛B－H・§…1／・k。＋E｛δ｝｝＝H・Sk。・1＋vne・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．210）

　　　　　where

　　　　　B’‘T・［・1，…，・：］T

　　　　　・，・［・11・…，・1，］T

　　　　　Vnew＝δ＋・k．1－E｛δ｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　O

　　　　　E｛vn。w｝＝°・V｛v。。w｝・V｛δ｝・Q。k，1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　　　M：dime・・i・n・f　Yk．1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　　　N°ting　tha七“。。w　i・un…rel・t・d・ith　Sk，1　and・・i・g　th・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O

c°nventi°nal　Kalman　f’lte「ing　alg・・ith・・…bt・i・th・p・・七・T・・r・

estimate・f　Sk．1・・d　the　c・rresp・ndi・g　estimate　err・r　variance　ma七ri・
　　　　　　　　　　　　　O

by

S…1／・k。・1＝9…1／・k。＋K（・・。・1－B”　一　ilit’［AP・k。・1／・k。］）

　　　　　P・k・・1／・k。・1＝P・…1／・k。－n9・p・k・・1／・k。　（4’211）
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K＝P・k。・1／・k。Hl（H・p・k。・1／・k。Hl＋Q・・k。・1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iltr［AP・k。・1／・k。AP・k。・1／・k。］）－1（4・212）

　　　　　If　七he　observa七ion　is　missing　we　set：

　　　　　9…1／・k。・1＝S…1／・k。　　　（4’213）

　　　　　P・k・・1／・k。・1＝P・k・・1／・k。　　　（4’214）

As　mentioned　in　Section　4．2，　七he　statistical　second－order

。pP。。xi。ati。n　i，　p。。f。。med。ith。a，e　wh。n七h。　UDUT　f。。t。。i、ati。n。f

the@va「’ance　ma七「’x　P・k・・1／・k。’s　ava”ab’e’By七he　B’e「man’s　U“D

f”t・r（1977）・th・UDUT・f
@P・k。・1／・k。、1・an　b・・bt・’・・d　d’rectly・

　　　　　The　previous　discussion　completes　七he　design　of　七he　Open－LooP

Feedback　Controller　for　the　solu七ion　of　the　reservoir　opera七ion

problem．　The　method　developed　here　can　be　employed　to　non－linear，

constrained，　and　unquadratic　problems．　The　method　developed　here　will

be　called　Sta七istically　Approxima七ed　Linear　Quadra七ic　Gaussian　con七rol

（SAI、QG）．　The　following　chapter　will　apPly　七his　method　to　reservoir

systems　and　verify　the　methodls　reliabili七y　and　computational

efficiency　as　well　as　potential　in　real－time　decision　making．
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Chap七er　5

SIMULATION　ANALYSIS　ON　REAL－TIME　CONTROL　OF

　　　　　　　　　　肌TIRESERVO工R　SYSTENS

5．1　1ntroduc七ion

　　　　　The　control　method　developed　in　Chapter　4　was　theoretically

designed　to　exhibit　reliabili七y　and　computational　efficiency　for

handling　dimensionally　large　reservoir　system　con七rol　problems　in

七heir　generaユ　form・　The　simulations　presented　in　this　chap七er　will　be

a　verification　and　tes七　〇f　七he　methodls　po七ential　in　real－time

decision　making．

　　　　　In　Sec七ion　2，　an　example　of　an　optimization　problem　（　e．i．　off＿

line　con七rol　problem　）　is　presen七ed　for　eomparison　of　七he　statis七ical

apProxima七ion　seeond－order　method　wi七h　the　Taylor　apProximation．　The

efficiency　of　the　statistical　approximation　for　upda七ing　system　state

vectors　has　been　shown　by　Takasao　and　Shiiba（1984）　with　an　on－1ine

runoff　forecasting　model．　Therefore，　if　七he　statistical　approximation

is　proven　to　be　efficien七　ir1　七he　oP七imization　process　of　an

uncer七ainty　problem，　we　can　say　it　is　also　efficient　for　a　real－time

con七rol　problem．

　　　　工n　Section　3，　the　con七rol　me七hod　discussed　in　Chap七er　4　is

applied　七〇　a　two－reservoir　system．　According　to　七he　Open－Loop　Feedback

controller，　七he　method　will　first　be　apPlied　to　an　off－line　control

problem，　and　then　to　a　real－time　control　problem．
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5．2　Efficiency　of　the　Statistical　Second－Order　Approximation

　　　　Consider　a　funct｝ion

　　　　　　　　　J（x）　＝E｛9（x）｝

in　which　x　is　an　N　le　l　dimensional　random　vectors　x～N（xtP），and　P＞

O　is　given．　In　Section　4．2，　we　have　shown　七hat　when　g（x）　is

approximated　by　the　statistical　second－order　approxima七ion，　七he

Gradient　vector　and　the　Hessian　matrix　of　J（x）　can　be　evaluated

c°「「ectly・and　th・，t　if　th・T・yl。r　apP・・ximati・・i・apPli・d　t・g（・）th・

Gradient　vector　and　Hessian　matrix　generally　cannot　be　evaluated

correctly．　This　means　that　the　statistical　second－order　approximation

may　result　in　a　faster　eonvergence　ra七e　of　optimiza七ion　process．　In

七his　section　we　shall　verify　it　with　an　prac七ical　example．

　　　　　The　example　problem　is　shown　in　Figure　5．1．　The　biquadratic

function　used　in　section　4・2　for　showing　the　difference　between　七he

sta七isticaユ　second－order　and　Taylor　approxima七ions　is　employed　for

lK（SK）・Th・p・・bl・m　h・・bee・select・d　i・…haw・y・・七h・t

　　　　　1）the　expect・ti・n　E｛IK（SK）｝・xi・t・・and　th・p・・b1・m・a・b・

solved　analytically（　to　compare　the　numerical　results　with　the　correct

resu1七s　and　thus　check　the　accuracy　of　the　numerical　results　），

　　　　　2）　the　objective　function　has　a　global　minimum　and　has　no　local

mlnlmum，

　　　　　3）it　is　a　non－1inear　function　and　has　a七1eas七alocal　minimum，

　　　　　4）　it　is　two　times　continuously　differentiable　and　its

statistical　second－order　approximation　and　Taylor　approximation　are

different．

300



　　　　　Dimension　of　state　vector　　η，＝1

　　　　　Dimension　of　control　vectorη．二1

　　　　　Control　horizon　　　　　ソ’＝＝2

　　　　　System　dynamics

　　　　　　s島＋1＝∫カーt‘ガ←5．0！．・ξ．　　克＝0，　…　’　7、－1

　　　　　　　　鞠～ハ1（∫o，♪，o），　50二3．0，　♪80＝＝1，0

　　　　　　　　ξ心～了V（0，QεA），　　　　　　　Qξ．＝1．O

　　　　　Objective　function

　　　　　　∫・ヱ｛ど、。、．．．．．卜1（lh＋1（∫、．t）＋ln、（u．））｝

　　　　　　　　1占＋1（Si＋1）二（s冷＋1－a鳶＋1）（∫A＋‘一．3ab＋1（s‘＋1－4ah＋i）2

　　　　　　　　　　al＝0．9　02＝0．9

　　　　　　　　〃～、＠めヨ／10・（u、－b、）2

　　　　　　　　　　bo＝1．Obド1．O

　　　　　Constraillts　of　control　variables

　　　　　　4．0・ゴ1‘▲；二7．0，　k＝0，…　，T－1

Figure　5．1Problem　l　for　comparing　tlle　Tay［or

　　　　　　　　　　　　　Aproximation　with　the　Statistical

　　　　　　　　　　　　　Second－Order　Approximation．
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　　　　　The　sinlulation　results　are　shown　in　Table　5．1，　and　the　value　of

七he　objective　function　at　each　iteration　is　given　in　Figure　5．2．　1七

can　be　seen　tha七　the　numerical　resul七s　using　the　sta七istical　second－

order　approximation　are　in　excellent　agreement　wi七h　the　analytica1（

correct　）　results　withou七　reference　to　the　nominal　contro1　七rajectory．

However，　when　the　Taylor　approximation　is　used，　the　numerical　results

varied　following　the　numerical　control　and　did　not　converge　to　the

correct　reSUlts．
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Table　5．1 Computational　result　of　problem　1
＿value　of　objective　function　and　control　series

St．　A． 1・1 Ta．　E．1・2 St．　A．2°3 Ta．　E．2・．’ An．　So．°5

．．一．一一．一．・一」 L　　　　　　　I
1．　・．

value　of　J

control　140

control　U：

30．242

5．372

4，950

57．722

4．419

4．　858

30．242

5．372

4，950

66．998

6．　506

4．960

30．242

5．372

4．950

1朴秤 ，t、（gir，、　apP元・im・t・d　by・t・ti・tical　sec・nd－・・d・・m・th・d・・d　th・i・iti・1・・mi・al

＃2：

＃3：

＃4：

㌫゜1，i蒜。麟；°rwS：1，s，°蹴㌫，d，，　apP，。，・・・…nm・・h・d・…h・

initial　n。minal　c・ntr・｜is　tl）e　upPer　c・nstralnts・f　c・ntr・L

～、（、、）i、・pP・・xim・t・d　by・t・ti・ヒical　sec・nd－・・d・・m・th・d　and　th・i・iti・1・・而nal

control　iS　the　lOwer　COnstraints　Of　control．
　　　　　i，apP…im・t・d　by　T・yl・r　sec・nd－・・d・・apP・・xim・ti・n　m・th・d　and　the
t、（SA）

initial　nOminal　C・ntrOl　iS　the　l・wer　COnStraintS　Of　cOntrOL

＃5：analytical　solution．
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Figure　5．2　computational　result　of　prob］em　L

　　　　　　　　　　　　　　　－decreasing　valuc　of　objective

　　　　　　　　　　　　　　function　with　iteration．
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5．3　A　Two－Reservoir　Case　Study

　　　　The　configuration　of　a　two－reservoir　system　is　shown　in　Figure

5．3．We　have　assumed　七hat　the　time　in　which　the　released　water　from

the　upstream　reservoir　reaches　七〇　七he　downstream　reservoir　is　too

shor七　七〇　be　ignored　as　compared　wi七h　the　control　七ime　s七ep．

　　　　We　first　consider　an　off－line　con七rol　prob！em，　which　is　shown　in

Figure　5．4．　When　the　chance　constraints　of　state　vectors　are　removed，

the　probユem　can　be　solved　analytically．　The　numerical　resu1七s　and

analytical　results　have　been　shown　in　Table　5．2　and　Figure　5．5．　It　can

be　seen　七hat　the　numerical　results　converged　quickly　to　七he　correc七

results　of　七he　problem・

　　　　　The　results　of　the　problem　with　chance　constraints　of　state

vectors　are　shown　in　Table　5．3．　The　value　of　七he　penalty　func七ion

corresponding　to　七he　optimal　control　trajectory　a七　each　i七eration　has

been　calculated；　the　resul七s　are　shown　in　Figure　5．6．　The　values　of

the　objective　function　and　七he　extended　objective　function　are　shown

in　Figure　5．7．　1七　can　be　seen　七hat　the　value　of　the　penal七y　func七ion

converged　to　zero　within　very　few　iterations　and　the　chance

constraints　are　sa七isfied．

　　　　　Figure　5．8　shows　a　real一七ime　con七rol　problem．　The　observa七ions

are　given　by

　　　　　・、K・S］、・R（・、K），・・1……・・。・K・1……・T－1

・h・re　R（・iK）i・arand・m　nu・ber・fωiK・・hi・h　has　been　gene「a七ed　in

the　following　way．　Suppose　x　～N（m，P），

　　　　　1）　factor　七he　variance　ma七rix　P　as

　　　　　　　　　　　　　　　　T
　　　　　　　　　　P＝UDU
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G

U

S

Figure　5．3　Two－reservoir
　　　　　　　　　　　　　problem　con・

　　　　　　　　　　　　　figuration．
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　　　　　Dimension　of　state　vector　　n．＝2

　　　　　Dimension　of　control　vector　月．ニ2

　　　　　Control　horizon　　　　　　　　　　　T＝6

　　　　　System　dynamics

　　　　　　s‘＋1＝a）ls・十BiU・－1・CA・｝．ξ白　k＝O，…，　T－1

．・…＝
m1？］…一「1．？］　・・一［1：1］

　　　　　　　・・一…1・・・・・…一［：：1：：1］・・一・・…・・－1

　　　　　　　・・蔀・・P，・）…一［：：；］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P・・一［1：：1：1］

　　　　Obiective　function

　　　　　　ノ＝E｛ユ’、．。，＿，r．、（1、．1（s、の＋，η．（Ui）｝

　　　　　　　　t・＋1（Si＋1）＝C・sh（∫1．、．．一a、．、＋1）＋C・∫九（S、川一・，．、刊）

　　　　　　　　tn・（U・）＝c・sh（Ut，一西1、、）＋cesh（U、．．－b、冶）

　　　　　　［：1：ll：ll：1：：ll：1：：］一［1：91：；51：99：：S　l：ll：9S］

　　　　　　［；：1：：ll：；1：1：：；：：］一［1：：1：15：：：1：：5：：；1：IS］

　　　　Constraints　of　control　variables

　　　　　　　O．0』u，、’3．0　輌＝1，…，，‘白　k＝＝O，＿．T－1

　　　　Chance　constraints　of　state　variables

　　　　　　　s累白＝0・0’s：‘＝3．0，ゴ＝1．…．n．，　〃＝1，一・．1’

　　　　　　　r；：’”　＝＝　O．　2，r：“＝0．2，」＝1．…，η”　々＝1．…，T

Figure　5．4Problem　2　for　testing　the　optimization　meIhod．

306



lO6，
30

20一

10

0

O NUMERICAL　METHOD

ANALYTICAL　METHOD

　　　＼
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Figure 5．5　The　resul七s　of　problem　2
　　　　pr・babilitic　c・ns七raints

without　the
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Table　5．2 The　resulting　control
problem　2　without　七he
constraints．

trajeCtOrieS　Of
probabilitic

NUMErdCAL　METHOD ANALYTICAL　METHOD
J 37，165 37，165

control’ ulk U2k‘ UIk u2k

k＝0 0．M7 0，167 0．M7 0，167

k＝1 0，234 0，159 0，234 OJ59

k＝2 0，262 0，177 0，262 0，177

0，285 0，285 0，207

k＝4，←－A

0，326 0，272 0，326 0，272

k＝5 0，436 0，437 0ほ36 0』37
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Table 5．3computational　resutt　of　problem　2
　　　　－value　of　objective　functlon，　control　and　state　series

value　of　oblective　function　（J） 37，705
． ・

一．一一．・
．〒 一LA ．．．一．

．一 　　　　　　　　　　　　　一一．一一・．・．’」．．．．一k・・．．．．．
魔≠撃浮?@of　penany　function　（h）

一一

0，000

「　　　　　　　　　　　． 一一．一 　1． 一

J＋h 37，705

time

k＝0

k＝1

k＝2

k＝3

k＝4

k＝5

control

Uli

0．138

0．227

0，247

0．241

0．219

0，210

u2k

0．145

O．122

0．124

0．132

0．120

0．119

state

ダ1．凸◆1（51閣“パ、川刷‘）

0．862　（0．652，　2．348）
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Figure　5．7　Computational　resu｜t　of　problem　2．
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Figure　5．6Computational　result　of　problem　2．
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　Dimension　of　state　vector　　η、＝2

　Dimension　of　control　vector　’鍵・＝2

　Control　horizon　　　　　　　　　　　　T＝＝6

　System　dynamics

　　　Si＋‘＝ψ．s倉＋IS，t‘．＋C，・トξ．　ん＝0，…，　T－1

　　　　　・・一問β・一「：．1］・・一［：：日

　　　　k・一・・・・・・・・・…一［9：12：1］・・一・・…・・－1

　　　　　－・…い・一［ll：1」

　　　　　　　　　　　　　　　　　1・・一［1．00．00．01．0］

　　Objective　funcUon

　　　　　　　ノ＝E似．，，＿．r，1（1．＋1（s、．、）＋m・（Ub）｝

　　　　　　　　∫．．1（・、＋1）＝⑳・h｛0．01（SI，、．「α1川）｝＋・・s力｛0・01（s・．・口・・山・1）｝

　　　　　　　　“、、ω一c・∫」・｛0．01（UI，i　bl．i）｝＋ひsみ｛α01（u・．rb・．・）｝

　　　　　　　　　　　　α“；20．0，‘＝1．…．”、，‘＝1，…．T

　　　　　　　　　　　　b“＝10．0，⊇，…．・．，炎；0，…・T－1

　　Constraints　of　control　variables

　　　　　　　O．0≦14“≦50．0　　　　輌＝1，　一・，　n．　　　　ん＝0，　・・㍉　T－1

　　Chance　constraints　of　state　variables

　　　　　s曽寓＝5，0，　　　s7『ぢ＝95．0，　　　」；1，　・一，　η蓼．　　克；1．　・・㍉　T

　　　　　r；：”＝0．05，　　γxai＝　0．05，　　　」＝1，　…　．　π“　　　々；L　…　ひ　7、

　　Observation　equaUons

　　　　　yl、＝s．．3＋・・’山口．・一，・、，丘＝0，…．　T－1

　　　　　　　　　－一・……［；：9，？：：1］

Figure　5．8Problem　3　for　testing　the　rea1－time　operation　algo「ithm・
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where　U　is　an　upper　trianguユar　matrix　wi七h　unit　diagonals　and　D　is　a

positive　diagonal　matrix．　It　can　be　shown　七ha七　random　vector　x　；　Uz，

where　z　～N（m，D）．

　　　　　2）　generate　the　random　numbers　of　the　independent　random　vector　z

～N（rn，D）．

The　val…f・t・te　vari・bl・SiK　is　cal・ul・t・d　f・・m　th・・y・七em　dynami・・

and　七he　random　number　of　sys七em　noise　are　obtained　in　the　same　way　as

above．

　　　　　The　control　七rajec七〇ries　ob七ained　from　the　real一七ime　control

model　are　shown　in　Figure　5．9　and　the　corresponding　state　trajectories

in　Figure　5．10．　Since　the　influence　of　ini七ial　conditions　becomes　less

as　time　passes，　the　conもrol　vec七〇r　and　sta七e　vector　should

asymp七〇tically　approach　some　equilibrium　values　if　the　inflows　into

the　system　are　stable．　No七ice　tha七　七he　value　of　the　objective　func七ion

i、mi。imu。。h。。　the　c。n七。。l　vect。。、　a。。［1010］T　and　the　s七。七。

vec七。・・a・・［2・2・］T．　Since七h。　i。f・。。　f。。m　th。　up，t。。am　i，。n・y　5（

ユess　七han　10　），　七he　equilibrium　values　of　the　con七rol　vector　and　the

・t・t・vect・r　are・ess　than［1・1・］T　and［2・2・］T，。espective・y．

Since　SI　l　is　only　g・6・　much　less　七han　20・　no　wa七er　is　released　from

the　upstream　reservoir　at　time　steps　O　and　1．　On　the　other　hand，　the

releases　from　the　downstream　reservoir　at　time　steps　O　and　l　are　very

large　due　to　the　large　initial’storage（　78．5　）　in　the　downstream

reserVOIr．
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5・4　Summary

　　　　In　this　chapter　we　appユied　the　control　model　developed　in　Chap七er

4　to　reservoir　sys七ems　and　verified　that　七he　con七rol　model　is　very

powerful　for　reaユーtime　decision　making．　From　the　simula七ion　resul七s　we

come　to　the　following　conclusions．

　　　　　1）　The　statis七ical　second－order　apProxima七ion　is　more　efficien七

and　reユiable　than　the　Taylor　apProximation　for　a　real一七ime　control

problem　in　which　七he　uncer七ain七ies　of　a　　reservoir　system　are

expユici七1y　taken，　in七〇　considera七ion．　This　is　because　　the　Taylor

approximation　is　a　local　approxima七ion　technique　while　the　statis七ical

second－order　approxima七ion　is　a　global　approximation　technique．

　　　　2）　The　control　method　is　very　s七able　and　has　qui七e　a　fas七

COnvergenee　rate．

　　　　3）　The　tt　curse　of　dimensionality　”　has　been　completely　overcome．

　　　　4）　The　control　model　can　be　employed　for　all　non－linear，

constrained　and　non－quadratic　problems．
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Chapter　6

SUMMARY　OF　RE肌TS㎜mT皿即思

6．1　Summary　of　Results

　　　　This　work　is，　composed　of　two　par七s：　a　hillslope

model　and　real－time　con七rol　of　multireservoir　systems．

hydrological

　　　　A　physically－based，　synthesized　hillslope　runoff　model　of

overland　flow　and　saturated－unsaturated　subsurface　flow　was　developed

in　Chapter　2．　The　mathematical　model　consis七ed　of　the　simul七aneous

solution　of　the　kinematic　equations　of　overland　flow　and　七he　two－

dimensional　form　of　七he　sa七urated－unsa七urated　subsurface　flow．　The

only　inpu七　to　the　flow　system　was　rainfalユ．　The　in七ensi七y　of　return

fユow（　or　seepage　），　which　conven七ionally　has　been　trea七ed　as　an　inpu七

七〇　the　flow　sys七em，　was　七reated　as　ano七her　independent　variable　in

addition　七〇　pressure　head．　This　was　made　possible　by　the　governing

equations，　which　were　derived　by　consideration　of　bo七h　七he

conservation　of　mass　and　the　balance　of　momentum　aユong　land　surfaee．

The　model　was　solved　by　the　Galerkin　Finite　Element　Method．　The

straigh七　line　approximation　of　land　surface　was　proven　to　be　possible，

which　means　七ha七　it　is　very　easy　to　　extend　the　model　to　a　three－

dimensional　system．

　　　　　The　syn七hesized　runoff　model　was　applied　七〇　hillsユope　sys七ems

under　various　flow　conditions　and　performed　impressively　even　for　the
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case　with　extremely　heterogeneous　and　anisotropie　soil．　From　the

spatial　distribution　of　pressure　head，　the　hydrograph，　moisture

prOfile，　water　七able　level，　elevation　of　seepage　point，　depth　of

overland　flow　and　distribu七ion　of　flow　velocity　were　calculated．　Based

on　the　simula七ion　resuユts，　we　七ried　七〇　examine　the　influences　of　the

hydrological　and　geohydrological　parameters　on　runoff．　工t　was　found

that　the　characteristics　of　hillslope　runoff　are　mainly　determined　by

the　combination　of　saturated　hydraulic　conduetivity，　land　surface

roughness　and　moisture　charac七eris七ic　curve．　Analysis　of　internal

variables　such　a＄　mois七ure　profile，　distribu七ion　of　velocity　and

interac七ion　of　overland　flow　and　subsurface　flow，　has　shown　that　on

もhe　hillslope　where　the　A－layer　of　soil　profile　deveユops（　Ishihara　and

Takasao（1963）　have　pointed　out　七hat　七his　is　the　case　for　almost　all

natural　hillslopes）　rainfall　in七ensi七ies　generally　do　no七　exceed

infiltration　capacities　and　Horton　overland　flow　does　no七　〇ccur．

Further，　it　has　been　shown　tha七　return　flow　usually　plays　a　very

impor七ant　part　in　七he　interae七ion　of　overland　flow　with　subsurface

flow．

　　　　Irl　Chapter　3，　the　syn七hesized　hillslope　runoff　model　was　lumped

to　form　a　simpler　empirical　runoff　model．　The　lumped　model　consisted

of　three　ordinary　differential　equations　corresponding　七〇　〇verland

f’low，　saturated　subsurface　flow　and　unsaturated　subsurface　flow．　The

storage　function　model　was　used　for　七he　subsurface　runoff　discharge

and　the　intensity　of　lateral　flow　from　an　unsaturated　zone　in七〇a

saturated　zone　across　七he　water　tabユe．　The　model　parame七ers　were

derived　from　simu］ation　resul七s　wi七h　the　synthesized　runoff　model

（when　the　model　is　applied　七〇　an　actual　hillslope　they　mus七　be

identified　by　the　inpu七一〇utput　record　data）．　工n　the　lumped　model，　the

water　table　of　subsurface　flow　and　もhe　£ree　water　surface　of　overland
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flow　were　both　assumed　七〇　be　linear．　The　resu1七ing　mathematical　model

was　solved　by　七he　Runge－Kutta　method・　The　simula七ion　results　shown

that　七he　lumped　model　can　reproduce　very　well　the　hydrograph　obtained

by　the　synthesized　runoff　mode1．　Since　七here　is　seldom　enough　data

available　at　field　si七es　to　provide　the　necessary　input　to　七he

syn七hesized　runoff　model，　we　can　say　七ha七　the　lumped　model　is　more

useful　for　practical　purposes・　Howerve，　七he　ユumped　model　cannot　be

employed　to　analyze　hillslope　runoff　processes　instead　of　the

synthesized　model．

　　　　　Based　on　the　comprehensive　understanding　of　hillslope　runoff

processes　obtained　in　the　previous　chap七ers，　in　Chapter　4　we　used

stochas七ic　control　theory　to　design　a　me七hod　for　the　operational

management　of　exis七ing　mu1七ireservoir　systems．　The　ac七ual　reservoir，

river　segment　and　hillslope　response　was　modelled　by　a　set　of　coupled

non－linear　ordinary　differen七ial　equations　in　continuous　time．　工t　was

assumed　that　a　rainfall　forecasting　sys七em　exists　which　provides　the

information　of　future　inpu七s　七〇　the　reservoir　sys七em．　The　system　model

was　linearized　around　nominal　control　and　s七ate　trajectories　by　means

of　the　statistical　second－order　approximation　method　and　subsequently

conver七ed　into　a　discrete　time　linear　perturbation　model　where　the

discretization　interval　can　be　seユected　arbitrarily　according　to

user’s　purpose．　The　various　system　objectives　and　operational

characteristics　were　formula七ed　as　control　and　probabilistic　state

constrain七s・　The　goal　assigned　七〇　七he　control　procedure　was　to

generate　points　on　the　properly　defined　七radeoff　surface・

　　　　　According　to　七he　Open－Loop　Feedback　Control　philosophy・　the

stochas七ic　control　problem　was　seen　to　be　equivalent　七〇　a

deterministic　problem　in　the　space　of　the　s七a七e，s　probabili七y　density．
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Since　七he　system　was　linearized，　this　function　was　approximated　by　a

Gaussian　density．　工t　was　updated　by　the　statistically　approximated

second－order　filter．　The　algorithm　七〇　solve　七his　problem　was　designed

on　the　basis　of　the　I、inear　Quadratic　Gaussian（LQG）　controller，　which

is　of　七he　trajectory　i七eration　type・　1七　successively　treats　the

unconstrained　problem，　the　problem　with　control　cons七raints　and　the

problem　with　bo七h　con七rol　and　probabilistic　state　cons七raints．　For

these　operations，　it　uses　a　New七〇n，　a　Projected　Newton　and　a　Penal七y

Function　me七hod，　respec七ively．　The　algori七hm　is　repeated　along

directions　obtained　via　anaユytical　considerations　七〇　account　for　the

non－linear　nature　of　七he　sys七em　model．　When　the　problem　is

characterized　by　a　convex　structure，　it　will　converge　to　the　global

optimum，　Otherwise，　it　onユy　iden七ifies　local　op七imal　trajec七〇ries．　In

七his　case，　七he　method　should　be　restarted　from　differen七　ini七ial

七rajec七〇ries　and　七he　g！obal　op七imum　should　be　determined　by　comparing

the　objeetive　functional　values　a七　七he　identified　stationary　poin七s．

By　i七s　analytical　s七ructure，　the　method　does　not　suffer　from

dimensionality　limi七ation　and　i七　is　expec七ed　七〇　display　reliabili七y

and　a　fast　convergence　rate．

　　　　　The　me七hod　was　tes七ed　in　two　cases．　The　first　case　concerned　the

comparison　be七ween　the　statistical　second－order　approximation　and　the

Taylor　apProximation．　It　was　shown　七ha七　the　sta七istical　second－order

approximation　is　more　efficient　and　reliable　than　the　Taylor

apProximation・　The　control　method　using　the　statis七icaユ　second－order

approxima七ion　can　give　七he　optimal　trajectories　regardless　of　the

nominal　control　trajectories．　The　second　case　concerned　the　control　of

a　two－reservoir　sys七em．　It　was　shown　that　both　the　control　and　七he

probabilistic　state　constraints　were　satisfactorily　accoun七ed　for

within　very　few　iterations（　5　0r　6　）．　For　a　simple　problem　that　can　be
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solved　analytically，　七he　results　obtained　via　the　method

excellen七agreement　with　the　correct　results・

were　ln
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6．2　Areas　for　Future　Work

　　　　　Future　research　work　can　be　ou七lined　as　follows．

　　　　　1）　The　syn七hesized　runoff　model　is　two－dimensional　in　ver七ical

plane，　the　possibility　of　extending　i七　to　a　七hree－dimensional　model

can　be　investiga七ed　to　account　for　detailed　spatial　variations．

　　　　　2）　Both　七he　syn七hesized　and　the　lumped　runoff　models　are

deterministic．　HoweverJ　runoff　processes　generally　charac七erized　by

uncertainty．　Thus，　七he　incorpora七ion　of　uncertainty　into　七he　models　is

a　very　meaningful，problem．

　　　　　3）　The　parame七ers　of　both　the　runoff　models　and　the　reservoir

system　model　should　be　identified　by　the　inpu七一〇utput　data　records，

parame七er　estimation　techniques　should　be　s七udied．

　　　　　4）　When　七he　con七rol　me七hod　developed　here　is　applied　to　a　rea：L

reservoir　system，　七he　problems　such　as　how　to　decide　the　con七rol

horizon，　hov　to　divide　the　river　segments，　etc．　should　be　studied．

　　　　　5）　According　to　the　optimal　control　theory，　the　Open－Loop

Feedback　con七roller　applied　in　this　study　belongs　to　the　class　of

subop七imal　techniques．　The　applica七ion　of　a　op七imal　technique　七〇

reservoir　sys七ems　remains　to　be　s七udied．
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Appendix　A

EQUATION　OF　MOTION　FOR　SATURATED－UNSATURATED　FLOW

　　　　　When　the　physical　properties　of　a　medium　are　dependent　on

direction，　七he　medium　is　said　七〇　be　aniso七ropic．　Darcyts　law　was　given

in　Eq．（2．7）　for　七he　case　of　an　isotropic　medium．　In　this　appendix

Darcy’s　law　is　generalized　七〇　a　two－dimentional　anisotropic　medium．

　　　　　In　a　coordinate　sys七em　the　off－diagonal　components　of　the

hydraulic　conduc七ivi七y　七ensor　are　zeroJ　the　coordinate　axes　direction

are　called　the　principal　directions．　In　Figure　A．1，　ξ　and　n　are　the

principal　directions；　x　axis　is　horizontal　and　z　axis　is　ver七ical．

Suppose　that　the　hydraulic　conduc七ivity　components　in　the　principal

di「ecti・n・a・e　Kξand　Kn，　th・n　i・七he　c・・rdi・ate　sy・tem（ξ・n）・七h・

generalized　form　of　Darcy　l　s　law　is

　　　　　　　　　　V＝Vξf＋Vnh＝－Kξ∂H／∂ξf－KneH／∂nh　　（A・1）

where　V　denotes　the　Darcy　velocity，　Vξand　Vn　are　the　componen七s　of

Darcy　velocity　in　the　coordinate　system　（ξ，　n），　f　and　h　are　the　unit

vectors　in　ξ一direction　and　n－direetion，　respectively，　H　is　七he

hydraulic　head．

　　　　　Letαbe七he　counterclockwise　rota七ion　angle　of　the　coordina七e

system　（ξ，　n）　relative　七〇　the　coordinate　system　（x，　z）．　The　following

relation　exists　between　the　七wo　coordina七e　sys七ems：

　　　　　f＝cosαi＋sinαj

　　　　　h＝－sinαi＋conαj　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．2）
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where　i　and　j　are　the　unit　vectors　in　x－direction　and

respeetively・

　　　　　Subs七ituting　Eq．（A．2）　into　Eq．（A．1）　gives

　　　　　V＝一［Kξ∂H／∂ξ…α一Kn∂H／∂n・i・α］i－

　　　　　　　　　　　［Kξ∂H／∂ξ・i・α＋K，∂H／∂・…α］」

From　the　rota七ion　relation　Eq．（A．2）　we　can　obtain

　　　　　ξ＝　COSαX＋sinαZ

　　　　　n　＝　－sinαX　十　conαZ

and　consequen七ly

　　　　　∂　／∂ξ　ニ　　COSα∂　／∂X　＋　sinα∂　／∂Z

　　　　　∂／∂n＝－sinα∂／∂X＋C・nα∂／az

Substituting　Eq．（A．5）　into　Eq．（A．3）

　　　　　，．．（、」）［c°sα一s’nα］［Kξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　sinα　　　cosα　　　0

　　　　　　　。．（、」）［c°sα一s’nα］［Kξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　sinα　　　cosα　　　0

yields

O　　∂H／∂ξ

　　］［　　］

Kn　∂H／∂n

O　　　cosα
　　］［

K　　　＿sinα
　n

z－direction，

（A．3）

（A．4）

（A．5）

sinα　　∂H／∂x

　　　　］［　　］

cosα　　　∂H／∂z

　　　　　　　　　　（A．6）

or

　　　　　　　　　　　　　Kxx

V＝一（i　j）［
　　　　　　　　　　　　　Kzx

K　　∂H／∂x
　XZ　　　］［　　］

K　　∂H／∂z
　ZZ

（A．7）

where

　　　　　　　　　　　　　　。。、2。．K。i。2。
　　　　　K　　＝K
　　　　　　xx　　ξ　　　　　n

　　　　　Kzz・Kξ・i・2・・K，・・s2・

　　　　　K．、＝K，x＝（Kξ一Kn）・・nα・i・α

　　　　　エngene「a1・七he　Dar・y　vel・・ity　i・direc七i・n　n・（nx・・。）・V。・・an

be　expressed　as
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　　　　V　＝V　・n
　　　　　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K　　K　　aH／∂x

　　　　　　　・．（n　n）［XX　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xz］［　］　　　　　（A．8）
　　　　　　　　　　　　X　　　Z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K　　K　　∂H／∂z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ZX　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ZZ

　　　　The　veloci七y　in　a　triangular　elemen七　can　be　calculated　as

folユOWS：

　　　　If　七he　pressure　head　h　＝　H　－　z　is　represented　by

　　　　　　　　　3

　　　　h＝k三1hkαk　　　　　　　　（A・9）

in　whichαk　a「e　b №唐奄刀@functi°ns・then

　　　　　　　　　　　　3

　　　　∂H／∂x　＝　　Σ　　h．∂α．／∂x

　　　　　　　　　　　　　　　　l　　l
　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　3

　　　　∂H／∂z＝　Σ　h．∂α．／∂z＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．10）
　　　　　　　　　　　　　　　　1　　1
　　　　　　　　　　　　i＝1

Substitu七ing　Eq．（A．10）　into　Eq．（A．8）　yields：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hl

Vn＝一（nx　nz）［
ｱ：こ：］［：lll：1㌶㌶1］［i：］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．8）

η
Z

X

Fig…A．1　C・。・di・at・Sy・七・m　R°ta七i°n
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Appendix　B

THE　TRANSFORMATION　OF　CARTESIAN　COORDINATE　SYSTEM

　　　　　　　　　TO　A　NATURAI、　COORDINATE　SYSTEM

　　　　As　shOwn　in　Figure　B．1，　by　dividing　the　region　of　subsurface

flow，　land　surfaCe　becomes　a　series　of　curves　defined　over　the

discrete　intervals

　　　　　L2＝x1＞x2＞…＞XM．1＞XM＝L1　　　　　　（B・1）

where　M　is　the　number　of　七he　rlodes　on　the　saturated　surface．　Because　S

i・aaxi・・f　the　c・・vi・inear。。。rdinate　sy、七em，。1．。。n七inuity　iS

required，　therefore　we　apProximate　it　by

　　　　　・i（・）・・i（・、）・α、（x－x、）・β、（x－x、）2，・i≧…、、1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　＝　1，　2，　…　　，　M－1　　　　　　　　（B．2）

where　αi　and　βi　are　cons七ants，　七hese　constants　are　determined　by　such

a　way　七ha七　the　following　conditions　are　sa七isfied

　　　　　・i（・i、1）・・i，1（・i．1）

　　　　　・1（・i．1）＝・1，1（・i，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　＝　1，　2，　・●●，　M－1　　　　　　　（B．3）

　　　　　The　length　of　the　curved　side　of　the　surface　element　can　be

calcu］．a七ed　by

　　　　　　　　　　　　　X－一一一一一一一一＿＿＿＿＿＿＿＿
　　　　　S．（。）・∫i／1・［d、．（。）／d．］2d。

　　　　　　ユ　　　　　　　x　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
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　　　　　　　　　　　一41．［・、（・）／；：；ir5…1・、（・）・／；；；i；；；1］こ1’

　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・i≧・≧・i．1　　　　（B・4）

where　　　ri（x）　＝　αi　＋　2βi（x－xi）

　　　　　Referring　to　Figure　B．2，　The　Car七esian　coordinate　system　（x，　z）

can　be　transformed　into　a　natural　coordina七e　system　（ξ，　n）　by

　　　　　ξ　＝　PQ／L，　　n　ニ　QS／OS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．5）

or　equivalently

　　　　　ξ　＝　Si（Xs）（1－r1）／L　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．6）

　　　　　n＝（x－x。）／（・3－x。）　　　　　　　　（B・7）

　　　　　n＝（・一・，）／（・3－・s）　　　　　　　　（B・8）

Eqs．（B．6）　～　（B．8）　can　be　rewritten　as

　　　　　ξ＝Si（・，）（1－n）／L　　　　　　　　　（B・9）

　　　　　x＝（1－n）Xs＋n・3　　　　　　　　（B・1・）

　　　　　・＝（1－n）Zs＋n・3　　　　　　　　（B・11）

　　　　　On　七he　other　hand，　for　the　element　i　Eq．（B．2）　becomes

　　　　　・s・・1・α、（・，－x1）・β、（・。－x1）2　　　　（・・12）

Eqs．（B．9）　～　（B．12）　are　the　relationship　between　the　natural　arld

Cartesian　coordinate　systems．

　　　　　The　Jacobian　matrix　can　be　obtained　as　follows：

　　　　　Differentiating　Eq．（B．9）　with　respect　七〇　ξ　and　n　gives

　　　　　1　＝S！（x　）　∂x／∂ξ　（1－n）／L

　　　　　　　　　　l　　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　S

　　　　　O＝S！（x　）　∂x／∂n　（1－n）／L－S．（x　）／L　　　　　　　　　　　　（B．13）
　　　　　　　　　　l　　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　　　　　　　　　　　　　　l　　S
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Q（X／Z）→－Q（ξ，n）

2

／

一X

S（x

n

0

P

1

（a）

3

ξ

〕1

1 2

（b）

Figure B・2　The　natural　coordinate　system　for
　　　　sureface　curved－sided　elements．
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…r・S1（・，）・一／1・・i（・，）

　　　　　　　・i（・，）＝αi＋2βi（・、－x1）

0・th・・th・r　hand・diff・r・nti・ti・g　Eq．（B．12）with…pect　t・ξand　n

glves

　　　　　∂・s／aξ　＝　dZs／d・，’∂・、／∂ξ

　　　　　∂・s／∂n＝dZs／d・。・∂・、／an　　　　　　（B・14）

where　　dz　／dx　　＝　r．（x　）
　　　　　　　　　S　　　S　　　　l　　S

　　　　　Si・ilarly・fr・m　Eq・・（B・10），（B・11）we　can・bt・i・

　　　　　∂x／∂ξ　＝　（1－n）∂x　／∂ξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S

　　　　　∂・／∂ξ＝（1－n）∂・s／∂ξ

　　　　　∂x／an　＝－Xs＋（1－n）∂・、／°n・x3

　　　　　∂・／∂n　＝　－zs＋（1－n）∂zs／an＋z3　　　　　（B・15）

Subs七itu七ing　Eqs．（B．13），　（B．14）　in七〇　Eq．（B．15）　yieユds

　　　　　∂x／∂ξ　＝　L／S！　　　　　　　　　　　　　　　　　（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　l　　S

　　　　　∂z／∂ξ＝Lr．（x　）／S！（x　）
　　　　　　　　　　　　　　　　l　　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　S

　　　　　∂・／an　＝　・3　一　xs＋Si（・，）／Si（・，）

　　　　　∂・／∂n＝・3－・s＋ri（・，）Si（・。）／S1（・、）　　　（B・16）

From　the　above　equations　we　can　compute　the　Jacobian　matrix　by

・・
l＋：：1：：：：1：1　　（・・17）

and　then　we　have

　　　　　d・d・・1Jldξdn　　　　　　　　　　　　（B．18）

　　　　　The　dirivatives　of　the　basis　functions　七hen　can　be　calculated

easily　as　follows：
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　　　　　Difflerentiating　the　basis　functions　with　respect　to　ξ　and　n

yields：

　　　　　aφ？／∂ξ　＝　∂φ？／∂X　・　∂X／∂ξ　＋　∂φ？／∂Z　・　∂Z／∂ξ

　　　　　　ユ　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　∂φi／∂n・∂φ1／∂・・∂・／∂n・∂φi／∂・・∂・／∂n，・・1，2，3・（・・19）

S・・…g・h・ab・ve　equati・n・f・r∂φi／∂x　and　aφ1／∂・…b・…

　　　　　　　　　　　　　　　∂φ？／∂ξ　　　∂z／∂ξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　aφi／∂x－　　　　／IJI
　　　　　　　　　　　　　　　∂φ？／∂n　　　∂z／an

　　　　　　　　　　　　　　　　　；

　　　　　　　　　　　　　　　∂x／∂ξ　　　∂φ？／∂ξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　∂φi／∂・・　　　　／IJI，・・1，2，3・　（・・2・）

　　　　　　　　　　　　　　　∂・／∂・∂φi／an

　　　　　Finally・we・h・11・h・w　the　c・mp・t・ti・n　p・・ced・re・f・，　a・d　zs

from　Eq・（B・9）・　For　conveninceI　sake，　we　rewrite　Eq．（B．9）　as

　　　　　F（M）　＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．20）

where

　　　　　F（M）　＝S．（M）　－Lξ／（1－n）

　　　　　　　　　　　　1

　　　　　・、（・）・t，、［・識・・1・・〆；：W21］ほ’

　　　　　M　＝　αi　＋　2　βi（Xs－x1）

According　七〇　七he　Newton　method，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　－F（M　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）／F1（M　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　　　　　　　　　　　（B．21）　　　　　M　＝M
　　　　　　n　　　n＿1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－1

where

　　　　　・，（・）・S1（・）－21．／1・・2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　334



In　order　七〇　guarantee　that　the　following　eonditions　of　convergence　are

satisfacted

　　　　　F（Mb）F！1（Mo）〉・

　　　　　F（M）F，（M）／FI1（M）　≦k＜1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．22）

we七ake

　　　　　MO　ニ　αi　＋　2βi（x2－x1）　ξ　／（1－n）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B・23　4i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　毛

The　iteration　procedure　is　repeated　un七il　七he　difference　between
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l、／

successive　iterations　is　within　a　specified　error　α，　i．　e．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～

　　　　　lM。　－M。一，1・α　　　　　　　　（B・24ゴ

七henxs　ca・b・・b七・i・・d　by

　　　　　・，＝（Mn一αi）／2βi・・1　　　　　　　（B・25）
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Appendix　C

NUMERICIU，　INTEGRATION

　　　　　In　our　problem　the　integrals　of　the　following　two　types　are

encountered

　　　　　　　　　　11－n　　・

　　　　　・1・∫∫G（ξ・n）dξdn　　　　　　　（C・1）
　　　　　　　　　　0　0

　　　　　　　　　　　　ξ（1）

　　　　　12＝ξ｛、）G（ξ）dξ　・　　　　（C’2）

With　the　transforma七ion

　　　　　ξ　＝　［　1－（1＋6）／2　］（1＋ξ）／2

　　　　　n　＝　（1＋6）／2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C．3）

we　can　rewrite　the　in七egral　（C．1）　as

　　　　　・1－．1・6．｝・（ξ・・）］［1－（1・6）／・］・ξ　（…）

Similarly，　with　七he　transformation

　　　　　ξ＝ξ（1）＋［ξ（2）一ξ（1）］（1＋ξ）／2　　　　　　　　　　　（C．5）

we　can　rewrite　七he　integral　（C．2）　as

　　　　　・2・｝・（ξ）9［ξ（・）一ξ（1）］・ξ　　　（・．・）

　　　　　　　　　　－1

Now　the　integrals　can　be　evaluated　in　conjunction　wi七h　七he　tabulated

Gauss　poin七　loca七ions　and　weighting　　factors　in　Table　C．1．
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Table　C．1 One＿Dimensional　Gauss－Legendre
Points　and　Weigh七s．

　1

∫　f（x）

＿1

　　　　　　m

dx＝　Σ　W．
　　　　　　　　　　l
　　　　　i＝1

f（x　　　　）
　　　i

±X
　　i

m
・l

W

0．5773502691896 2 1．0

0．7745966692415
0．0000000000000

3 0．5555555555556
0．8888888888889
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Appendix　D

COEFFICIENTS　OF　THE　LUMPING　RUNOFF　MODEL

　　　　All

foユ10WS：

　　　　a
　　　　　ll

　　　　a
　　　　　12

　　　　a
　　　　　13

　　　　a
　　　　　21

a22

a23

a 31

a32

a33

of　七he　coefficients　of　the　lumping　runoff　model　are　as

＝　H／（tgθ＝tgβ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（D．1）

・・．5H2 ^［（tgθ．tgβ）2。。，2β］　　　　　（D．2）

＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（D．3）

＝　C　D［　1／（tgθ一七9β）－1／（tge－tgY）一・P

　　　S

　　　　　．1／［（tge－tgβ）。。，2Y］］　　　　　（D．4）

・C，HD（…Y…2β一1）／［（七9θ一・9β）2・・s3・…2β］（…）

一・・5・、D2／［（・9θ一・9・）2…2Y］一

一（C，／2一ω。）D／［（tgθ一tgY）・。・Y］　　　（D・6）

＝∂S。／∂h1’∂h1／∂11’∂11／∂H＋C，’D［1／（tgθ一七9Y）一

　　　．1／［（七9θ．tgβ）。。，2Y］　　　　　　（D．7）

＝　∂Su／∂h1．∂h1／∂ll．∂11／∂β　＋

　　　・C。・…／［（tgθ一tgβ）2…3…s2β］　　（…）

＝∂S。／∂hl［∂h1／∂12’∂12／∂Y＋∂h1／∂Y］＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ジ　　　　　　　　　　ジを

∂S。／al2°∂12／∂Y＋∂S。／∂Y＋aSu／∂Y＋
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　　　　　　　　　　・C，・…／［（tgθ一tgβ）2…3…s2β］　　（・．9）

where

　　　　∂S。／∂h1＝∂S。／∂ph2・∂ph2／∂h2・∂h2／∂h1・

　　　　　　　　　　　　　　∂S。／aphl’∂ph1／∂h1・

　　　　　　　　　　　　　　∂S。／∂h1＋∂S。／∂h2°∂h2／∂hl

in　which　h1・tand・f。・th・hl七h・t・ccu・red・xpli・itly　i・th・

expression　of　S　．
　　　　　　　　　　　　　　u

　　　　∂S。／∂ph2°∂ph2／∂h2’∂h2／∂h1・

　　　　＝－D（Cs一ω。）［（ph2－1）・xp（ph2）・

　　　　　　　　　　　　　　　　＋（h1＋h。’ph2）（ph2－1）・xp（ph2）／（D…Y）］／

　　　　　　　　　　　　　　　　／　［（tgθ一七9Y）COSY］

　　　　∂S。／∂ph1’aphl／∂h1・

　　　　＝（C，一ω。）（hl＋h。’ph2）（ph2－1）・xp（ph2）／

　　　　　　　／［（tge一七9Y）。。，2Y］

　　　　　　　　　　うt
　　　　∂S。／∂h1＝h。（C、一ω。）［（ph2－2）・xp（ph2）一（ph2－2）・xp（ph1）］／

　　　　　　　　　　　　　　／［（tgθ一七9Y）…2Y］…5・・。／［（・g・一・g・）・・sY］

　　　　∂S。／∂h2°∂h2／∂h1＝0・5・0／［（tgθ一tgY）…Y］

　　　　h1＝…Y（tgθ一tgY）［L－H／（tgθ一tgβ）－D／（tgθ一tgY）］

　　　　ph1＝－h1／ho

　　　　ph2＝一（D・・sY・h1）／hO

　　　　∂h1／∂11＝一・・sY（tge一七9Y）

　　　　∂11／∂H＝1／（tgθ一tgβ）
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・・1／・β一H／［（・gθ一tgβ）2・・s2β］

∂h1／∂12＝一（tgθ一tgY）…Y

∂・2／∂Y＝一（tgθ・i・Y＋c・・Y）［L－H／（tgθ一tgβ）－D／（tgθ一七gY）］

∂h1／∂Y＝（tgθ一七9Y）S。／D

・・。／・・2・D／［（・g・一・gY）2…2Y］

∂S。／∂Y＝七9Y’S。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ph2
　　　　　済暑
∂S・／∂Y＝h・（C・一…）｛h1［（x”2）exp（x）］ph1＋

　　　　　　　　　　・h。［（・2－3・・3）・xp（・）］；li　｝／［（tge－tgy）…2y］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ph2

Su－D｛・・5・。（h1・h2）・h。（Cs一ω。）｛［（x－2）・xp（・）］。＋

　　　　　・［hl［図醐驚・h。［（・2－3・・3）㊨lli］／

　　　　　　　／（DcosY）　｝｝

　　　　　　x（2）
　　　　　　　　　　　＝f（x（2））　－　f（x（1））［f（x）］
　　　　　　x（1）
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