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概要

Ohya, hIasuda, $\backslash r_{O}$]$ovich$ により SAT 問題に対する量子アルゴリズ
ムが提案され (OMV-SAT アルゴリズム), さらに Ohya, Iriyama によ
る一般化量子チューリング機械 (GQTM) による記述がなされたことに
より, 言語クラス NP は多項式時間で解けるクラス (BGQPP) に属する
ことが分かった. しかしながら, 全ての古典アルゴリズムに対して, 効
果的な量子アルゴリズムが存在するかということは明らかではない.
本講演では, 量子アルゴリズムの数理モデルである一般化量子チュー

リング機械の定義を説明し, 部分再帰関数の計算を量子アルゴリズムを
用いて効果的に実行しようとするときの, 計算の複雑さについて議論を
行う.

1 序

我々はヒルベルト空間上の量子チャネルと密度作用素を用いて, 一般化量
子チューリング機械 (GQTM) を定義した [7, 9]. これは, 量子アルゴリズム

として, 観測過程やその他の物理過程を含む形での一般化であり, これによ

り, 量子力学を原理とした計算モデルを記述できることになる. さらに, この

GQTM を考えることにより, 量子計算における計算の複雑さを定義すること
ができ, 厳密な計算量を導出することができる. これを用いて, OMV-SAT ア

ルゴリズムの計算量が求められており, 量子アルゴリズムと, ある増幅過程を

用いれば, NP 完全問題が多項式解けるということが示されている [1, 2, 3, 8].
本講演では, まず GQTM の定義と, 計算過程を説明し. 言語クラスとその
包含関係を説明する. そして, 一般的な部分再帰関数を重ね合わせ状態を用
いて計算するときの問題を説明し, それを計算する UQTM のコード生成に

おける計算の複雑さを求める. さらに, Looping 問題に対する BV の定理を
LQTM を用いた場合に拡張し, それを用いて, 部分再帰関数の計算を重ね合

わせ状態に対して行う LQTM のコード生成における計算の複雑さを求める.
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2 一般化量子チューリング機械
GQTh$/IAl_{c’ q}$ は, 次の 4つ組 $(Q, \Sigma, \mathcal{H}.\Lambda_{\delta})$ で与えられる. ここで, $\Lambda_{\delta}$ は

様相 ( $c$.oufigiilatio11) $j?^{1}$ら様相への量子遷移関数, $Q$ と $\Sigma$ はそれぞれ標準的
な基底 $\{|(1\rangle$ ; $(1\in Q\}$ と $\{|a);a\in\Sigma\}$ によって張られるヒルベルト空間 $\mathcal{H}_{Q}$ と

$\mathcal{H}_{\Sigma}$ 1$\hatarrow$の密度作用素の集合である. テープ状態 $A$ は, $\Sigma$ の要素からなる配列
で標準的な基底 $\{|A\rangle;A\in\Sigma^{*}\}$ によって張られるヒルベルト空間 $\mathcal{H}_{\Sigma}$ 上の密
度作用素で表される. ここで $\Sigma^{*}$ はアルファベット $\Sigma$ の要素のすべての配列
である. テープの位置は標準的な基底 $\{|i\rangle;i\in \mathbb{Z}\}$ によって張られるヒルベル
ト空間 $\mathcal{H}_{Z}$ 上の密度作用素で表される. GQTM $\Lambda I_{gq}$ の様相 $\rho$ はヒルベルト
空間 $\mathcal{H}\equiv \mathcal{H}_{Q}\otimes \mathcal{H}\Sigma\otimes \mathcal{H}_{Z}$ 上の密度作用素で表される. ここで, $\mathfrak{S}(\mathcal{H})$ を $\mathcal{H}$

上のすべての密度作用素の集合とする.
次の遷移関数 $\delta_{1}$ を考える.

$\delta_{1}:\mathbb{R}\cross Q\cross\Sigma\cross Q\cross\Sigma\cross Q\cross\Sigma x\{0, \pm 1\}\cross Q\cross\Sigma\cross\{0, \pm 1\}$

$arrow \mathbb{C}$ .

量子遷移関数は次の準線形完全正チャネルで与えられる.

$\Lambda_{\delta}:\mathfrak{S}(\mathcal{H})arrow \mathfrak{S}(\mathcal{H})$ ,

これは, 次の条件を満たす.

定義 1すべての様相
$\rho=\sum_{k}\lambda_{k}$

.
$|’ \psi_{h}.\rangle\langle\psi\kappa\cdot|,|’\psi_{l;}|\rangle=\sum_{l}\alpha\kappa\cdot.\iota|q\kappa\cdot,\iota,$

$A_{k,\downarrow},$

$i_{k,l} \rangle,\sum_{k}\lambda_{k}=$

$1,\forall\lambda_{l_{t\prime}}.\geq 0,\cdot$

$\sum_{l}|c\iota_{i}^{t}.l|^{\sim}=\rangle 1,$
$\forall 0_{k\cdot,l}^{I}\in \mathbb{C}$ に対して, 遷移関数 $\delta_{1}$ が存在して, $\Lambda_{\delta}$ が次のよう

に書け, $RHS$が状態となるとき, $\Lambda_{\delta}$ は量子遷移関数と呼ばれる.

$\Lambda_{\delta}(\rho)=,\sum_{lk\cdot,l_{7\gamma}\iota,?\iota,,,b,cl.p’,b’,d’}\delta_{1}(\lambda_{k,qk,l},$
$A_{k_{1}l}(i_{k\cdot,l}),$ $q_{7n,n}$ ,

$A_{?n,n}(i_{\uparrow n,n}),p,$ $b,$ $d,p’,$ $b’,$ $d’)$

$\cross|p,$ $B,i\kappa_{:}\iota+d\rangle\langle\}r\iota,n$

$B(j)=\{\begin{array}{ll}b j=i_{k.l}A_{k,t}(j) otherwise\end{array}$

$B’(j)=\{\begin{array}{ll}b’ j=i_{\tau n,n}A_{7\}z,n}(j) othe 7^{Y}wise\end{array}$

定義 2すべての様相 $\rho k$ に対して, 遷移関数

$\tilde{\delta}_{1\underline{)}}:Q\cross\Sigma\cross Q\cross\Sigma\cross Q\cross\Sigma\cross\{0, \pm 1\}\cross Q\cross\Sigma\cross\{0, \pm 1\}$

$arrow \mathbb{C}$
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が存在して, $\Lambda_{\delta}$ が次のように書け,

$\Lambda_{\delta(\rho k})=,\sum_{k,l_{7}n.n,p,b,d,p’,b’,d’}\delta_{2}(q\kappa\cdot.\iota,$
$A_{k,l}(i_{k.l}),$ $q_{n.7L},$ ,

$A_{1,,1}$. $(i_{7\gamma t,7l}),$ $p,$ $b_{\tau}d,p’,$ $b’,$ $d^{l})$

$\cross|p$ , $B$ . $i_{k,l}+d\rangle\langle p’,$ $B’,$ $i_{m,n}+d’|$

$RHS$が状態であるとき, 」$|I_{gq}=(Q, \Sigma, \mathcal{H}, \Lambda_{\delta})$ は LQTM と呼ばれる. すべ
ての様相

$\sum_{k}\lambda_{k}\rho k$
に対して, $\Lambda_{\delta}$ は次のアフィン性をもつ;

$\Lambda_{\delta}(\sum_{k}\lambda_{k}\rho k)=\sum_{k}\lambda_{k}\Lambda_{\delta}(\rho_{k})$

定義 3 $A_{\delta}$ がユニタリーチャネル : $\Lambda_{\delta}=Ad_{U_{\mathfrak{t}\backslash }}$. であるとき, GQTM $\Lambda I_{gq}$ は

UQTM と呼ばれる. ここで, $|\cdot\psi\rangle=|q,$ $A,$ $i\rangle$ に対して $U_{\delta}$ は次のようになる.

$[\gamma_{\dot{\delta}}|\psi\rangle=U_{\delta}|q$ , $A$ . $i\rangle$

$= \sum_{p,b_{\backslash }}.\delta_{3}(q, A(i),p, b, d)|p,$
$B,i+d\rangle$

ここで

$\delta_{3}:Q\cross\Sigma\cross Q\cross\Sigma\cross\{0.1\}arrow \mathbb{C}$

はすべての $q\in Q,$ ($\iota\in\Sigma,$ $(1’(\neq q)\in Q,$ $a’(\neq c\iota)\in\Sigma$ に対して次を満たす.

$\sum_{l^{J_{\backslash }}\backslash }|\delta_{3}(q.a,p, b, d)|^{2}=1$
.

$\sum_{p,b.d,d’}\delta_{3}(q’, a’,p, b, d’)^{*}\delta_{3}(q, a,p.b, d)=0$
.

[1, 2] において, SAT 問題を多項式時間で解くために用いられるカオス増
幅器は, 非線形チャネルであり, [7] で GQTM による表現がなされている.

2.1 GQTM の計算過程

$II=(Q, \Sigma.\mathcal{H}.\Lambda_{\delta}),$ $/J_{0}=|\psi_{0}\rangle\langle\psi_{0}|,$ $|\psi_{0}\rangle=|(l0,$ $A,$ $0\rangle$ とする. $A$ の初期状

態を $lII$ の入力と呼ぶ. GQTM における計算過程は $\Lambda_{\delta}$ を初期様相 $\rho_{0}$ に及ぼ
すことにより進行し, プロセッサ状態が終状態の集合 $\{qF\}$ に入るまで繰り

返され, 停止する. この過程は, $\Lambda_{\delta}$ を用いて次のように記述される.

$\Lambda_{\delta}\circ\cdots 0\Lambda_{\delta}(\rho_{0})=\rho f$

$\rho f$ は終状態で, 次のように表される.

$\rho f=\sum_{k}\lambda_{k\rho k}+\sum_{l}t^{\{}\cdot\iota\sigma_{l}$
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$\sum_{k}\lambda_{k}+\sum_{l}\mu l=1$
, $\forall\lambda_{k,l^{\iota}l}\geq 0$

ここで, $\sigma_{l}\uparrow H_{Q}\in\{qF\}$ である.
$p= \sum_{l}l^{l}t$

は停止確率とよばれる.

2.2 GQTM における言語クラス

本節では, GQTM を用いて定義される言語クラスを説明する. $L$ をアル

ファベット列とする. $a-\cdot\in L$ で停止し, $x\not\in L$ で停止しない TM (または

GQTM) が存在するとき, $L$ を言語といい, $J\prime I$ は $L$ を認識するという.

定義 4言語 $L$ に対しある GQTM (UQTM, LQTM) $11\prime I_{gq}$ が存在し, A $I_{qg}$ は

$L$ を多項式時間で確率 $p\geq\underline{\frac{1}{)}}$ で停止するとき, $L$ はクラス BGQPP(BUQPP $=$

$BPP$, BLQPP) に属する.

LQTM は CTM を含むことから, 次の包含関係が成り立っ.

$BPP\subseteq BLQPPL\subseteq BGQPP$.

さらに, [7] において次が示されている.

定理 5 $NP\subseteq BGQPP$

2.3 Looping定理の GQTM での拡張

UQTM における Loopiiig 定理は [6] で示されており, そこでは, 停止回数
$N$ を入力とし, あるプロセッサ状態 $q$ にっいて, $q$ にちょうど $N$ 回入るよう

な UQTMI$\downarrow I_{\iota\Gamma}$ を構成できることが示されている.
いま, $i\backslash I_{L}=(Q, \Sigma, \mathcal{H}, \Lambda_{\delta})$ を LQTM, 初期様相を $\rho_{0}$ とする. ステップ数

$\Lambda^{r}$ 後に様相が

$\Lambda_{\delta}^{N}(po)=\sum_{il}pk\rho k$

$\sum_{k}p_{k}=1,\forall k,pk\geq 0$

であるとする. このとき, 次の定理が成り立つ [10].

定理 6 (Looping Theorem) 任意のステップ数 $N$ と $pk$ に対して, $N$ ス

テップの間, $\rho k$ を保持し, その他の $\rho l,$ $(l\neq k)$ に対して, $AI_{L}$ が動作を続け

るような LQTl$|’[JI_{L}^{l}$ が存在する.
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3 部分再帰関数に対する GQTM
この節では, 部分再帰関数を計算する UQTM が重ね合わせ状態を入力と

したときに生じる問題と, その問題を回避するような UQTM のコードを生

成する CTM の計算時間について議論する [10].
まず, $g$ : $\Sigma_{\neg}\Sigma$ と $h$ : $\Sigmaarrow\{0,1\}$ を計算可能な関数, $f$ : $\Sigmaarrow\Sigma$ を計算

可能な部分再帰関数として, 次のように定義する.

$f(:\iota\cdot)=\{\begin{array}{ll}f(g(a:)) h(x)=1x h(x)=0\end{array}$

入力を $’\iota$ : として, $f$ (のを計算する CTMM を次のように書く.

$\Lambda I(’\iota^{\tau})=f(.\iota\cdot)$ .

いま, $lII(\alpha:)$ の計算時間は, 予め判らないものとする. 一般的に, 部分再

帰関数の計算時間 $N$ はいつ $l\iota(a\cdot)=0$ となるか計算が実行されるまで決定さ

れず. 関数内でのループの回数に依存している.
ここで. 入力 $x$ に対して $f(\tau)$ を計算する UQTM $II_{U}$ と LQTM $\Lambda\cdot I_{L}$ を考

える. . $f(’\iota\cdot)$ は計算可能であるから, 全ての入力 $x$ に対してこれを計算する

CTM が存在し, Deutch の定理より, 同様の動作をする A $I_{U}$ と $p\mathfrak{h}I_{L}$ も存在す

る. そして, これは, $\Lambda I_{\mathfrak{c}f}$ と $ilI_{L}$ のコードを生成する CTMA$/I’$ が存在するこ

とと同義である. いま $\Lambda I_{Lt}$ と $\Lambda_{b}I_{L}$ のコードをそれぞれ $<\Lambda I_{Lf}>,$ $<\Lambda I_{L}>$ と

書く. また, 入力 $;\iota$

. に対する TMM の計算時間 $T(1|I(’\iota,\cdot))$ を $N_{x}$ と書く. 一

般的に, $1^{\cdot}$ と異なる入力 $y$ について, $N_{y}\neq N_{x}$ である.

$U_{\delta}$ を, $\lambda\cdot I_{U}$ での計算に用いられるユニタリー作用素とする. 入力 $|x$ に対し

て, $N_{J}.\cdot$ ステップ後の様相は,

$\lrcorner tI_{U}(:l’)=(L_{\delta}^{r}/)^{N_{i}}$
.

$|q_{0,1}\cdot,$ $0\rangle\langle q_{0},$ $.\iota\cdot,$

$0|(L^{\Gamma_{\delta}^{*}})^{N_{I}}$.

$=|qf,$ $f(x),$ $0\rangle\langle qf,$ $f(\iota\cdot),$ $0|$

となる. 一方, 入力 $y$ について, $N_{y}$ ステップ後の様相は

$j\lambda\cdot I_{\zeta f}(y)=(U_{\delta})^{N,}’|q0,$ $y,$ $0\rangle\langle c10,$ $y,$
$0|(U_{\delta}^{*})^{N_{J}}$’

$=|qf,$ $f(y),$ $0\rangle\langle qf,$ $f(y),$ $0|$

となる, ここで, 次のような入力状態を考える.

$\rho_{0}=\{\psi\rangle\langle\psi|$

$| \sqrt f\rangle=\frac{1}{\sqrt{2}}(|q0,x,0\rangle+|q_{0},y,0))$ .

$N_{x}$ ステップ後の $\Lambda I_{\zeta f}$ の様相は,

$(U_{\overline{\delta}})^{N}.,$

.
$\rho 0(U_{\delta}^{*})^{N_{t:}}\cdot=|\psi’\rangle\langle’\psi’|$
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$| \{l^{f}\rangle=\frac{1}{\sqrt{2}}(|q.f^{\eta}f(l:).0\rangle+(U_{\delta})^{N_{t}}.|q_{0\}}y,$ $0\rangle)$

となる, ここで, 状態ベクトル $(U_{(f})^{A^{\Gamma}}’|q0,$
$y,$ $0\rangle$ は不明な状態ベクトルである.

また, 同じ入力 $\rho_{0}$ に対して, $N_{y}$ ステップ後の様相は,

$(U_{\delta})^{N_{\ddagger/}}\rho_{0}(U_{(\}}^{*})^{N_{l}}’=|\psi’’\rangle\langle\psi^{ll}|$

$| \psi’’\rangle=\frac{1}{\sqrt{2}}((U_{\grave{\delta}})^{N}|’|q0,$ $x,$ $0\rangle+|(lf, f(y), 0\rangle)$

となり, ここで, $(U_{\delta})^{N}|q0,$
$x,$ $0\rangle$ は不明な状態ベクトルである, $|qf,$ $f(x),$ $0\rangle$ .

次の一般的な入力状態
$\rho=|\phi\rangle\langle\phi|$

を考える. ここで, $| \phi\rangle\simeq\sum_{i}^{71}\alpha_{i}|clo,$ $x_{i},$ $0\rangle,$ $\sum_{i}^{7l}|C1_{i}^{- 1^{2}}=1,$ $\forall\alpha_{i}\in \mathbb{C},$ $71\in \mathbb{N}$ ,

$\uparrow 7,$ $<+\infty$ である. これは, 純粋状態で, 重ねあわせ状態である $*$ $i=1,$ $\cdots$ , $n$

に対して, $N_{x;}=T(\Lambda,I(x_{i}))$ とし, $F_{N}$ を次を満たす $\{1, \cdots, 7l\}$ の部分集合
とする.

$F_{N}=\{/i|(U_{\delta})^{N}|q0,$ $f(’\iota:_{i}),$ $0\rangle=|qf,$ $f(.\iota_{i}.),$ $0\rangle\}$ .

$\wedge 7_{1_{i}}$. ステップ後の様相は,

$(LT_{\delta})^{N_{l:_{j}}}.\rho(U_{\delta}^{*})^{N_{{}^{t}j}}\cdot\cdot=|\phi_{j}’\rangle\langle\phi_{j}’|$

となり, ここで

$| \phi_{j}’)=\sum_{\prime}.\cdot\alpha_{k}|qf,$
$f(xk),$

$0\rangle k\in F_{N_{i}}$

$+ \sum_{j}.a_{l}(U_{\delta})^{N_{r_{j}}}l\not\in\Gamma_{N_{J}}^{\cdot}|q_{0},$

$x_{l},$
$0\rangle$

である.

重ね合わせ状態の入力に対し, それぞれの入力 $x_{i}$ の計算時間のずれから,
$AI_{U}$ はそれぞれの $:?_{\backslash }:_{i}$ に対し, ちょうど $N_{x_{i}}$ ステップ後に $f(x_{i})$ の計算結果を

保持している. いま, あるステップ数 $N$ 時間後に全ての重ね合わせ状態に対
して, 同時に計算が終了するような UQTM を考える.

$\lrcorner\eta\prime I_{CIS}$ を任意の重ねあわせ状態 $\rho=|\phi\rangle\langle\phi|$ の入力に対し, ステップ数 $N$ が

存在し,
$(U_{\delta})^{N}\rho(L^{T_{\delta}^{*}})^{N}=|\phi’\rangle\langle\phi’|$

$|\phi_{J}’\rangle=$

れ

$(\lambda_{i}|qf,$ $f(’\iota:_{i}),0\rangle$

となる UQTIS,I とする. 次の定理が示されている [10].
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定理 7入力として $<\Lambda\eta I$ げ (.1) $)$ $>,$ $N$ を受け取り, $<itI_{I_{-}^{f^{\zeta_{1}’}}}>$ を出力する
$T_{1}fI_{1}1I’(\langle\wedge\eta I\rangle)$ が存在し, その計算時間は

$T(\lrcorner \mathfrak{h}I’)\approx$

れ

$T(\Lambda I(x_{i}))$

となる. ここで, $T(\lrcorner tI(\prime l:_{i}))$ は, 入力 $x_{i}$ に対する $\Lambda I$ の計算時間で, $\approx$ は,

オーダーの意味で等しいことを表す.

$N_{111ax}$ を全ての入力に対する $\Lambda,I$ の計算時間のうち, 最大のものとする. 同

時に計算を終了させるためには, 各重ね合わせ状態が, その計算過程におい

て干渉を起こすことなく, かつ, 終状態に入ったとき $N_{tllc\backslash X}-N_{x}$ 回のルー

プを行い, その状態ベクトルを保持し続けなければいけない. このことから,

コードを生成する CTM の計算時間は, すべての入力に対し, 一旦計算時間

を求め, それからループ回数をおのおの求め, 計算過程にループを挿入する

という工程のため, 以上のようになる.

LQTM のコードを生成する場合, 計算時間の上限さえ求められれば, 各入

力に対する正確な計算時間は必要ないため, 次の定理が示される.

定理 8 $\Lambda I_{L}$ のコードを生成する TMAI” が存在し, その計算時間は

$T(11I”)\approx T(\Lambda I(x))$

となる.
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