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1. はじめに
正のスカラー曲率を持つコンパクトな Einstein 多様体の知られている例
はそれほど多くない. 最初の非等質な例は Page によって $S^{2}$ 上の $S^{2}$ 束に
構成された Einstein計量である [16]. その後 B\’erard-Bergery は, 底空間 $S^{2}$

を正の第 lChern類を持つ $K\ddot{a}$hler-Einstein多様体の場合に拡張した [1].
本稿では高次元ブラックホール計量を解析接続することにより非等質
なコンパクト Einstein 多様体が組織的に構成できることを述べる. 実際,
Page計量はこのような方法を使って導出されたものである. Page は 4次

元 Kerr-de Sitter計量と呼ばれるブラックホール計量から, Lorentz計量を
Riemann 計量に解析接続する方法 (Wick 回転) と, ある種の極限操作を
組み合わせて Einstein計量を誘導した. 橋本-阪ロー安井は, Page の方法を
5次元に拡張して, 5次元 Kerr-de Sitter 計量から $S^{2}$ 上の $S^{3}$ 束に無限個
の非等質な Einstein 計量を構成した [10]. ここでは, 共形キリング矢野
(CKY) テンソルを持つブラックホール時空の分類を行うことにより, 上
記の研究に対して統一的な見方を提供するとともに, 新しい Einstein多様
体の大域的な構成を行う.

CKYテンソル $h$ とは, $n$ 次元 Riemann 多様体 $(M, g)$ 上の次式を満足す
る $P$ 次微分形式のことである [11] [18] [19] :

$\nabla_{X}h=\frac{1}{p+1}i(X)\alpha+\frac{1}{n-p+1}X\wedge\beta$ (1)

ここで $X$ はベクトル場, $i(X)$ は内部積である. また, ベクトル場 $X$ は計量
によって同一視された 1次形式としても使われる. $\alpha,$

$\beta$ はそれぞれ $p+1$

次形式, $p-1$ 次形式であり,

$\alpha=e_{a}\wedge\nabla_{e_{a}}h=dh$ , $\beta=i(e_{a})\nabla_{e_{a}}h=-\delta h$ (2)
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と書ける. 従って, $\Lambda^{1}M\otimes\Lambda^{p}\Lambda\cdot I$ の切断 $\nabla h$ が $\Lambda^{p-1}M$ と $\Lambda^{p+1}M$への自然
な射影の kernel に属するときだけんは CKY テンソルとなる. 特に 1次微
分形式んに双対なベクトル場は共形 Killingベクトル場である. $(M, g)$ 上
の $p$ 次の CKY テンソル全体の集合を $CK^{p}(M)$ とするとき

$\dim CK^{p}(\Lambda I)\leq(_{p}^{n}:_{1}^{2})$ (3)

が成立する [18].

2. 物理的な背景
高次元ブラックホール計量に対する関心が高まった大きな理由は, 1997年
に発表された Maldacena$[$ 13] のゲージ重力対応と呼ばれる超弦理論の予
想に負うところが大きい この予想を使って 4次元ゲージ理論の量子論
的な解析を対応する高次元の重力理論で行うことができるようになって
きた. このような研究の流れの中で, 近年高次元ブラックホール解の研究
は大きく発展した.
本稿で注目する研究は, 2006年 Chen$- L\ddot{u}$-Pope によって発見されたブ
ラックホール解である $[$ 2 $]$ . この解は, Kerr-NUT-de Sitter計量と呼ばれる
ものであり, Einstein 方程式

$Ric(g)=Ag$ (4)

に従う現在知られている最も一般的なブラックホール解である 1.
最近, Kerr-NUT-de Sitter時空には CKY テンソルが存在することが発
見され [3], その性質を使って測地線方程式 [6] [17], Klein-Gordon 方程式
[4], Dirac方程式 [14], 重力摂動方程式 [15] の可積分性が示された. このよ
うな可積分構造は, 高次元ブラックホール時空の安定性解析においても重
要な役割を果たすと期待されている.

3. CKY テンソルを持つ Einstein 多様体
以下の定理は, CKY テンソルによって Kerr-NUT-de Sitter 計鍛を幾何学
的に特徴づけるものである.
定理 1. [7][12] 非退化閉な CKY 2形式が存在する時空の計 [1[は Kerr-
NUT-de Sitter ブラックホール計量に一意的に定まる.

1正確には, ブラックホール地平面のトポロジーが球面であるという範囲内で最も一
般的である. Emparan-Rea11(2002年) によって Kerr-NUT-de Sitter 計量と異なるタイ
プの 5次元ブラックホール計量が発見された. この解の地平面は $S^{2}\cross S^{1}$ である.
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$d$ 次元 Kerr-NUT-de Sitter 計量の具体形は以下のように書かれる [2].
(a) $d=2n$

$g^{(2n)}= \sum_{\mu=1}^{n}\frac{dx_{\mu}^{2}}{Q_{\mu}.(x)}+\sum_{\mu=1}^{n}Q_{\mu}(x)(\sum_{k=0}^{n-1}\sigma_{k}(\hat{x}_{\mu})d\psi_{k})^{2}$ (5)

(b) $d=2n+1$

$g^{(2n+1)}= \sum_{\mu=1}^{n}\frac{dx_{\mu}^{2}}{Q_{\mu}(x)}+\sum_{\mu=1}^{n}Q_{\mu}(x)(\sum_{k=0}^{n-1}\sigma_{k}(\hat{x}_{\mu})d\psi_{k})^{2}+\frac{c}{\sigma_{n}}(\sum_{k=0}^{n}\sigma_{k}d\psi_{k})^{2}$

(6)
計量に現れる関数を説明しよう. $Q_{\mu}$ は

$Q_{\mu}(x)= \frac{X_{\mu}}{U_{l^{l}}}$ , $U_{\mu}= \prod_{\nu=1,\nu\neq\mu}^{n}(x_{\mu}^{2}-x_{\nu}^{2})$ (7)

と定義され, $X_{\mu}=X_{\mu}(x_{\mu})$ は座標 $x_{\mu}$ だけに依存している. さらに, $\sigma_{k}$ は

$x_{\mu}^{2}(\mu=1, \cdots, n)$ の $k$ 次の基本対称多項式, $\sigma_{k}(\hat{x}_{\mu})$ は $x_{\mu}$ を含まない $k$ 次
の基本対称多項式である.

Kerr-NUT-de Sitter 計量は $X_{\mu}$ を次式に選ぶときだけ Einstein方程式
をみたす [2] [5]:

$\bullet$ $X_{\mu}= \sum_{k=0}^{n}c_{k}x_{\mu}^{2k}+b_{\mu}x_{\mu}(d=2n)$ (8)

$\bullet$ $X_{\mu}= \sum_{k=0}^{n}c_{k}x_{\mu}^{2k}+b_{\mu}+\frac{(-1)^{n_{C}}}{x_{\mu}^{2}}(d=2n+1)$ (9)

ここで $\{c_{k}, b_{\mu}, c\}$ はブラックホールの質量, 角運動量, 宇宙定数に対応す
る $d$個のパラメータである.

定理 1では, CKY テンソルの非退化性を仮定した. 奇数次元では CKY
テンソルに零固有値が現れるため, 考える時空は自動的に偶数次元に制
限される. 従って奇数次元の Kerr-NUT-de Sitter 計量は含まれない. そ
こで論文 [8] [9] では非退化性を仮定しないで閉 CKY 2-形式を許すすべて
の Riemann(Lorentz) 多様体そして Einstein 多様体の局所的な分類を行っ
た.
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定理 2. $[8|[9]$ 閉 CKY2形式んが存在するとき, 計量 $g$ およびんは以下の形
になる:

$g$ $=$ $\sum_{\mu=1}^{n}\frac{dx_{\mu}^{2}}{P_{\mu}(x)}+\sum_{\mu=1}^{n}P_{\mu}(x)(\sum_{k=0}^{n-1}\sigma_{k}(\hat{x}_{\mu})\theta_{k})^{2}$

$+$ $\sum_{i=1}^{N}\prod_{\mu=1}^{n}(x_{\mu}^{2}$ . $-\xi_{i}^{2})g^{(i)}+\sigma_{n}g^{(0)}$ , (10)

ん $= \sum_{\mu=1}^{n}x_{\mu}dx_{\mu}\wedge(\sum_{k=0}^{n-1}\sigma_{k}(\hat{x}_{\mu})\theta_{k})+\sum_{i=1}^{N}\xi_{i}\prod_{\mu=1}^{n}(x_{\mu}^{2}-\xi_{i}^{2})\omega^{(i)}$. (11)

ここで関数 $P_{\mu}$ は (7) 式と同様に

$P_{\mu}(x)= \frac{X_{\mu}(x_{\mu})}{x_{\mu}^{m_{0}}\prod_{i=1}^{N}(x_{\mu}^{2}-\xi_{i}^{2})^{m_{i}}U_{\mu}}$ (12)

と定義される. 以下順に (10) (11) 式について説明する :

$\bullet$ 座標 $\{x_{\mu}\}(\mu=1, \cdots, n)$ はんの関数固有値であり, $gradx_{\mu}$ は互いに直
交している. $\{\xi_{i}\}(i=1, \cdots, N)$ は $h$ の多重度 $m_{i}$ の零でない定数固有値
である.

$\bullet$ $(g^{(i)},\omega^{(i)})$ は, $\xi_{i}$ の多重度 $m_{i}$ と同じ複素次元を持つ K\"ahler 多様体上の
計量および K\"ahler形式である.
$\bullet$ $g^{(0)}$ は, んの零固有値の多重度 $m_{0}$ と同じ次元を持つ Riemann 多様体上
の計量である. 特に $m_{0}=1$ のとき, (10) 式の最後の項は

$\sigma_{n}g^{(0)}arrow\frac{c}{\sigma_{n}}(\sum_{k=0}^{n}\sigma_{k}\theta_{k})^{2}$ (13)

とおき換えることができる. 奇数次元の Kerr-NUT-de Sitter 計量はこの
クラスに属する.

$\bullet$ 1形式 $\theta_{k}$ は次式に従う :

$d \theta_{k}+2\sum_{i=1}^{N}(-1)^{k+n}\xi_{i}^{2n-2k-1}\omega^{(i)}=0$ . (14)

定理 3.[8] (10) 式で’嘉えた $|$汁 $\mathfrak{l}|!g||$ は, $g^{(i)}$ および $g^{(0)}$ が Einstein, そして関
数 $X_{\mu}$ が次式の形を取るときに限り Einstein になる:

$X_{\mu}= \beta_{\mu}x_{\mu}+x_{\mu}\int\chi(x_{\mu})x_{\mu}^{m_{0}-2}\prod_{i=1}^{N}(x_{\mu}^{2}-\xi_{i}^{2})^{m}{}^{t}dx_{\mu}$. (15)
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$\chi(x)=\sum_{i=-\epsilon}^{7l,}\alpha_{i}x^{2i}$ , $\epsilon=0,1$ (16)

$(m_{0}=1$ のとき $\epsilon=1$ , それ以外は $\epsilon=0)$ . ここで $\beta_{\mu},$ $\alpha_{i}$ は任意定数であ
る.

以下では, 定理 2,3で’嘉えた局所的な Einstein計 $1|’!g\iota$ が K\"ahler-Einstein

多様体上の球面束の全空間で大域的に定義される条件を考察する. そのた
めには, 計量 $g$ に含まれるパラメータ $\beta_{\mu},$ $\alpha_{i}$ を適切に調整しなければなら
ない. 以下これらのパラメータをまとめて $a_{i}(i=1\sim n)$ と書く. 簡単のた
めんの零でない定数固有仙が 1個の場合を考える. それを $\xi=1$ と規格化
し多重度は $m$ とする. また, 零固有値の個数も $m_{0}\equiv\epsilon=0,1$ と仮定する 2.
定理 3より定数固有値に対応する複素 $m$ 次元の K\"ahler 多様体 $(M,\hat{g})$ は

Einstein でなければならない. ここでは $M$ の第 1 Chern類は $c_{1}(M)>0$

とする. 従って, 正の整数 $p$ を使って $c_{1}(M)=p\alpha,$ $\alpha\in H^{2}(M, Z)$ と

書ける. $P$ は $M=$ CP $(m)$ のとき最大となり $p=m+1$ である. $\hat{g}$ は

$Ric(\hat{g})=p\hat{g}$ によって規格化された計量を使う. (10) から Einstein計量 $g$

は次式の形に変形できる:

$g= \sum_{\mu=1}^{n-\epsilon}\frac{dx_{\mu}^{2}}{P_{\mu}(x)}+\sum_{\alpha,\beta=1}^{71}g_{\alpha\beta}(x)\hat{\theta}^{\alpha}\otimes\hat{\theta}^{\beta}+b(x)\hat{g}$ (17)

ここで $b(x)=c \prod_{\mu.=1}^{n-\epsilon}(x_{\mu}^{2}-1)$ そして $c$ はパラメータ $a_{i}$ を使って書かれる
定数である.
補題 1. $\hat{\theta}^{\alpha}$ は 1次の微分形式で

$d\hat{\theta}^{\alpha}=k_{\alpha}\hat{\omega}$ (18)

を満たす. $\hat{\omega}$ は $M$ の K\"ahler 形式である. 定数 $k_{\alpha}=k_{\alpha}(a_{1}, \cdots, a_{n})$ は以下
のように定まる:

$k_{\alpha}= \frac{pa_{\alpha}}{m+1}A_{\alpha}\frac{\partial}{\partial A_{\alpha}}\log f_{m+1}|_{A_{\alpha}=1/(1-a_{\alpha}^{2})}$ . (19)

$f_{m+1}=f_{m+1}$ $(A_{1}, \cdots , A_{n})$ は次の母関数の $m+1$ 次の係数として与えら
れる:

$\frac{(1-t)^{(1+\epsilon)/2}}{\prod_{\beta=1}^{n}(1-tA_{\beta})}=\sum_{i=0}^{\infty}f_{i}t^{\dot{\iota}}$ . (20)

$2_{\epsilon=}1$ のとき, 以下では (10) の $n$ を $n-1$ にシフトする.
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$k_{\alpha}$ が整数値をとるとき, $\hat{\theta}^{\alpha}$ は主 $T^{7\mathfrak{l}}$ 束 $\pi$ : $P_{k_{1},\cdots,k_{n}}arrow M$ の接続と理解
できる. このとき曲率は $\hat{\Omega}^{\mathfrak{a}}=d\hat{\theta}^{\alpha}=k_{\alpha}\hat{\omega}$である 関数乳は以下のよう
に選ぶことができる.

補題 2. $a_{1},$ $a_{2},$ $\cdots,$ $a_{n}$ を $a_{1}<a_{2}<\cdots<a_{n}$ を満たす正の実数とする.
$(a)\epsilon=0:V=\{(x_{1}, \cdots, x_{n})|-a_{1}\leq x_{1}\leq a_{1}\leq\cdots\leq x_{n}\leq a_{n}<1\}$ とす

る. $m$ 次の多項式

$L_{m}^{(0)}(X)= \sum_{i=0}^{m}c_{i}X^{i}$ , $c_{i}=c_{i}(a_{1}, \cdots, a_{n})<0$ (21)

$(i=0,1, \cdots, m)$ が存在し $V$ 上で

$P_{\mu}(x)= \frac{\prod_{\alpha=1}^{n}(x_{\mu}^{2}-a_{\alpha}^{2})L_{m}^{(0)}(1-x_{\mu}^{2})}{(1-x_{\mu}^{2})^{m}U_{\mu}}\geq 0$ (22)

が成立する. 等号は $x_{\mu}$ が境界値 $a_{\mu}\dot,$ $a_{\mu-1}$ を取るときに限る.
$(b)\epsilon=1$ : 領域 $W=\{(x_{1}, \cdots, x_{n-1})|1<a_{1}\leq x_{1}\leq\cdots\leq x_{n-1}\leq a_{n}\}$ と

する. $m$ 次の多項式

$L_{m}^{(1)}(X)= \sum_{i=0}^{m}d_{i}X^{i},$ $d_{i}=d_{i}(a_{1}, \cdots, a_{n})<0$ (23)

$(i=0,1, \cdots, m)$ が存在し $I/V$ 上で

$P_{\mu}(x)= \frac{\prod_{\alpha=1}^{n}(x_{\mu}^{2}-a_{\alpha}^{2})L_{m}^{(1)}(x_{\mu}^{2}-1)}{x_{\mu}^{2}(x_{\mu}^{2}-1)^{m}U_{\mu}}\geq 0$ (24)

が成立する. 等号は靴が境界値 $a_{\mu},$ $a_{\mu+1}$ を取るときに限る.

補題 2の $P_{\mu}$ を使って $V$ あるいは $W$ 上で, $x_{\mu}$ の境界を除き計量 $g$ は正

定値となることが示される. $x_{l^{I}}$ が境界に近づいても $S^{1}$ が適切に “つぶれ

る”ため特異点は生じない. こうして境界を含めて $a_{i}(i=1, \cdots, n)$ でパラ

メトライズされた正定値な計量 $g=g_{\{a_{1},\cdots,a_{\mathfrak{n}}\}}$ に拡張される.

以上の結果を総合して最終的に以下の定理を得る.
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定理 4. $(M,\hat{g},\hat{\omega})$ を $c_{1}(M)>0$ なる $m$次元 K\"ahler-Einstein多様体とする.
正の実数 $\{a_{1} , a_{2}, \cdots , a_{n}\}$ は, 補題 2の不等式と $k_{\alpha}=k_{\alpha}(a_{1}, \cdots, a_{n})\in Z$

$(\alpha=1, \cdots, n)$ をみたすと仮定する. このとき計蹴 $g_{\{a_{1},\cdots,a_{n}\}}$ は主 $T^{n}$ 束
$P_{k_{1},\cdots,k_{n}}$ に同伴する $M$ 上の $S^{2n-\epsilon}$ 東上の全空間に持ち上がる.

4. 例題
以下では, 定理 4の成立条件 $k_{\alpha}\in Z$ についていくつかの例題を述べる.

例 1. $(\epsilon, n, m)=(0,1, m)$

$k\in Z(1\leq k<p)$ に対し $a(0<a<1)$ が存在し, $M$ 上の $S^{2}$ 束の全空間
に Einstein 計量が定まる [1]. 特に $M=$ CP(1) $(p=2)$ のとき $a\simeq O.282$

と求まり Page計量を再現する.

例 2. $(\epsilon, n, m)=(1,2,1)$

$M=$ CP(1) とする. $(k_{1}, k_{2}^{n})\in Z\oplus Z$ に対し $(a_{1}, a_{2})(a_{1},$ $a_{2}>1,$ $a_{1}+a_{2}>$

2 $)$ が存在し, $M=$ CP(1) 上の $S^{3}$ 束の全空間に無限個の Einstein計量が
定まる [10].

数値計算の結果, $\epsilon=0$ のときは $k_{\alpha}\in Z$ をみたす解が有限個, $\epsilon=1$ の

ときは $k_{\alpha}\in Z$ をみたす解が無限個存在することが予想される.

例 3. $(\epsilon, n, m)=(0,2,4)$

$(k_{1}, k_{2})=(1,2)$ の場合を計算する.
$\bullet$ $p=5$ のとき $(a_{1} , a_{2})\simeq(0.450$ ,0.577$)$

$\bullet$ $p=4$ のとき $(a_{1}, a_{2})\simeq(0.643$ ,0.732 $)$

$\bullet$ $p=1,2,3$ のとき $0<a_{1}<a_{2}<1$ をみたす解は存在しない.

一般に $\epsilon=0$のとき, 「 $\sum_{\alpha=1}^{n}k_{\alpha}<p$を満たす正整数 $k_{\alpha}$ に対し $k_{\alpha}(a_{1}, \cdots, a_{n})\in$

$Z$ なる 1より小さい正の実数 $a_{i}(i=1, \cdots, n)$ がただ一つ定まる」ことが
予想できる. 特に $n=1$ のときは例 1に帰着する.

例 4. $(\epsilon, n, m)=(1,3,2)$

図は CP(2) 上の $S^{t}r)$ 束の場合に方程式 $k_{\alpha}\in Z(\alpha=1,2,3)$ を解いたもの
であり, 3次元の $(a_{1}, a_{2}, a_{3})$ 空間において Einstein計量が現れる $\infty$

” の

場所をプロットしている.
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