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\S 1. 序

Liu-Terng $([LT])$ はユークリッド空間内のコンパクト等径部分多様体を初期データにもつ平

均曲率流に関して次の事実を得た。

事実 1([LT]) $M$ をユークリッド空間内のコンパクト等径部分多様体とするとき、 次の事実が

成り立っ。

(i) $M$ を初期データにもつ平均曲率流 $\Lambda\prime l_{t}$ は有限時間でそのあるフォーカル部分多様体 $F$

に崩壊し、 もし」$\mathfrak{h}I$ から $F$ への fibration が sphericalであるならば、 平均曲率流 $M_{t}$ は type I
singularity をもつ。

(ii) $\Lambda l$ の任意のフォーカル部分多様体 $F^{\urcorner}$ に対し、 $M$ の平行部分多様体 $A\prime l’$ で $J/I’$ を初期

データにもつ平均曲率流 $\Lambda’f_{t}’$ が有限時間で $F$ に崩壊するようなものが存在する。

また、 Liu-Terng([LT]) は次の事実を得た。

事実 2([LT]) $\Lambda I$ をユークリッド空間内のコンパクト等径部分多様体とし、 $\overline{C}(\subset\ulcorner l_{x_{0}}^{\urcorner}\perp M)$ を $M$

の点 $x_{0}$ における Weyl 群の $x_{0}$ を含む基本領域とし、 $C_{/}$ $:=\exp^{\perp}(\overline{C,})$ $(:=x_{0}+\overline{C^{\gamma}})$ とする。 ここ

で、 $\exp^{\perp}$ は $M$ の法指数写像を表す。 $\sigma$ を $\partial$C(これは単体複体) の 1次元以上の単体とすると

き、 次の事実が成り立つ。

(i) $\sigma\circ$ を通る $(M$ の $)$ 任意のフォーカル部分多様体 $F$ を初期データにもつ平均曲率流呂は
$\partial\sigma$ を通る $(\Lambda’I$ の $)$ あるフォーカル部分多様体 $F’$ に有限時間 (これを $T$ と表す) で崩壊し、 も

し $F$ から $F’$ への fibration が spherical であるならば、平均曲率流 $F_{t}$ は typeI singularity を
もつ。

(ii) $\partial\sigma$ を通る $(M$ の $)$ 任意のフオーカル部分多様体 $F$ に対し、 $\sigma$

。

を通る $(M$ の $)$ フオーカル

部分多様体 $F’$ で $F’$ を初期データにもつ平均曲率流 $F_{t}’$ が有限時間で $F$ に崩壊するようなも

のが存在する。

事実 1,2の (i) によれば、 ユークリッド空間内のコンパクト等径部分多様体は、平均曲率流

に沿う崩壊を有限回繰り返した後、 1点に崩壊することがわかる。

数理解析研究所講究録
第 1668巻 2009年 53-79 53



$\Lambda I_{t}(tarrowarrow T_{1})$

$F^{1}$

$F_{t}^{\urcorner}1(tarrow F^{2}arrow\tau_{2})$

$\Gamma_{t}^{k-1}(tarrow T_{k})-arrow$

(one
$\{p_{O}t_{n1}\}pt$

set)

$(F^{i}F^{1}::F^{i-1_{\zeta 0\text{フォ}-h\mathfrak{l}^{J}\beta_{7\supset}^{\backslash }\text{多}7\text{体}(i=2,\cdots,k-}}]|\prime I0\supset$

フォ $-ib)s_{B}jf\uparrow 3j\supset^{\backslash }$多様$<$

$\int_{\backslash ,\Gamma^{\prime,}j\prime\dot{\downarrow}}*)’\text{・_{}j}"\dot{c}^{\wedge}1))$

図 1

1995年、 Terng-Thorbergsson $([TT])$ は、ユークリッド空間内のコンパクト等径部分多様体,

球面内の等径超曲面および双曲空間内のコンパクト等径超曲面の一般概念として、対称空間

内で等焦部分多様体という概念を定義した。今回、 コンパクト型対称空間内の等焦部分多様体
を初期データにもつ平均曲率流に関して、上述の事実 1および 2に類似した次の結果を得た。

定理 A([Koi5]) $M$ をコンパクト型対称空間 $G/K$ 内の等焦部分多様体とするとき、次の事

実が成り立つ。

(i) もし $\Lambda I$ が極小でないならば、 $M$ を初期データにもつ平均曲率流 $M_{t}$ は有限時間でその

あるフォーカル部分多様体 $F$ に崩壊する。 さらに、 もし $M$ が既約でその余次元が 2以上であ
り、 $M$ から $F$ への fibration が spherical であるならば、 平均曲率流 $\Lambda I_{t}$ は typeI singularity
をもつ。
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(ii) $1|I$ の任意のフォーカル部分多様体 $F$ に対し、 $i\backslash I$ の平行部分多様体 $\Lambda I’$ で」$|l’$ を初期

データにもつ平均曲率流 $I\downarrow l_{t}’$ が有限時間で $F$ に崩壊するようなものが存在する。

定理 $B$ ([Koi5]) $]|I$ をコンパクト型対称空間 $G/K$ 内の等焦部分多様体とし、 $\overline{C}(\subset T_{x_{(}}^{\perp}M)$ を

$M$ の点 $x_{0}$ における Coxeter 群の $x_{0}$ を含む基本領域とし、 $C$ $:=\exp^{\perp}(\overline{C^{\gamma}})$ とする。 ここで、

$\exp^{\perp}$ は $M$ の法指数写像を表す。 $\sigma$ を $\partial$C(これは stratified space) の 1次元以上の stratum と

する。 このとき、 次の事実が成り立つ。

(i) $\sigma$

。

を通る $(M$ の $)$ 極小でないフォーカル部分多様体 $F$ を初期データにもつ平均曲率流 $F_{t}$

は $\partial\sigma$ を通る ( $i\backslash /[$ の) あるフォーカル部分多様体 $F’$ に有限時間 (これを $T$ と表す) で崩壊する。
さらに、 もし $M$ が既約でその余次元が 2以上であり、 $F$ から $F’$ への fibration が spherical
であるならば、 平均曲率流疏は typeI singularity をもつ。

(ii) $\partial\sigma$ を通る $(M$ の $)$ 任意のフオーカル部分多様体 $F$ に対し、 $\sigma$

。

を通る $(\Lambda l$ の $)$ フォーカル

部分多様体 $F’$ で $F’$ を初期データにもつ平均曲率流 $\Gamma_{t}’\forall$ が有限時間で $F$ に収束するようなも
のが存在する。

定理 $A,B$ の (i) によれば、 コンパクト型対称空間 $G/K$ 内の極小でない等焦部分多様体 $M$

は、 平均曲率流に沿う崩壊を有限回繰り返した後、 $M$ の極小な等焦部分多様体に崩壊するこ

とがわかる。 ここで、 $\partial C$ の $0$ 次元 stratum を通るフオーカル部分多様体は、 reflective(それ
ゆえ、 極小) であることを注意しておく。

$]|l_{t}(tarrowarrow T_{1})$ $(noI1F^{1}-n\iota ir1.)$

$F_{t}^{1}\urcorner$ $arrow$ $F^{2}$

$(tarrow T_{2})$ (non-min.)

$\Gamma_{t}^{k-1}\{$ $arrow$ $F^{k}$

$(\begin{array}{lllll}F^{1} o\supset 7*-h]\triangleright p\beta t_{J}^{\backslash }\S 7\not\equiv<\int* \lrcorner\iota/[ F^{i} F^{i-1}0\supset 7*-:\mathfrak{d})l/R\beta_{i’J}^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT} 7\S \text{体}(i=2 \cdots )k)\end{array})$
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$\Lambda I$

図 2

注意 コンパクト型対称空間内の等焦部分多様体 $M$ の各平行部分多様体 (これらも等焦部分多
様体である) は $C$ と 1点で交わる。 $M$ の平行部分多様体で極小なものはただ 1つ存在するこ
とが示される (定理 A の証明参照)。 また、 $M$ の各フォーカル部分多様体は $\partial C$ と 1点で交わ
る。 $\partial C$ の各 stratuun $\sigma$ に対し、 $\sigma^{\text{。}}$ を通る」$ll$ のフォーカル部分多様体で極小なものはただ 1
つ存在することが示される (定理 $B$ の証明参照)。

\S 2. 平均曲率流とリッチ流

この節において、平均曲率流およびリッチ流の定義を述べ、それらの短時間における存在性

と一意性について説明する。 はじめに、ベクトルバンドルの切断に関する発展方程式の解の短
時間における存在性と一意性に関する R. S. Hamilton の定理を紹介する。 $V$ をコンパクト多

様体 $I\mathfrak{h}\prime I$ 上の $(C^{\infty})$ ベクトルバンドル, $\Gamma(V)$ を $V$ の $(C^{\infty})$ 切断の全体, $E(: \Gamma(V)arrow\Gamma(V))$

を階数 2の非線形微分作用素, $DE_{f}$ $(: \Gamma(V)arrow\Gamma(V))$ を $E$ の $f(\in\Gamma(V))$ における線形化とす

る。 以下、 $\tilde{f\cdot}$ は、 $M\cross[0, T)$ から $V$ への $c\infty$ 写像で各 $t(\in[0, T))$ に対し $f_{t}(\Leftrightarrow dIcff_{t}(\cdot):=\overline{f\cdot}(\cdot, t))$

が $V$ の切断になるようなものとする。
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定理 2.1([Ha]).
$E$ が次の 3条件を満たす写像 $L$ : $\Gamma(V)\cross\Gamma(V)arrow\Gamma(W)$ を許すとする :

$\{\begin{array}{l}. L: \text{各成分に関して}1\text{階の微分作用素}. T_{\lrcorner}\circ(id_{\Gamma(V)}\cross F_{J})\circ\triangle_{\Gamma(V)}:1\text{階の微分作用素}\forall f\in I^{\urcorner}(V),\sigma(DB_{f}^{\urcorner})|_{N(\sigma(L))xN(\sigma(L))} \text{の各固有値の実部は正}\end{array}$

$(id_{\Gamma(V}W$
: あ:る$\Gamma$

ベ
$\backslash \backslash$

クトルバンドル. $\triangle_{F(V)}$ $(: \Gamma(V)arrow\Gamma(V)\cross\Gamma(V))$ : 対角写像,

(V) の恒等変換, $\sigma(\cdot)$ : $()$ の表象 j $N(\sigma(L))$ : $\sigma(L)$ の nullity space
$)$

このとき、 各 $f\in\Gamma(V)$ に対し、 発展方程式 $\underline{\partial f}_{=}E(f_{t})$ の解 $\overline{f}$で初期条件 $\overline{f}(\cdot, 0)=f$ を満
$\dot{(})t$

たすようなものが短時間において一意的に存在する。

$f$ をコンパクト多様体 $M$ からリーマン多様体 $(N, \overline{g})$ への $(C^{\infty})$ はめ込みとし、 $\overline{f}:M\cross$

$[0, T)arrow N$ を、 各 $t(\in[0, T))$ に対し $f_{t}$ : $\lambda Iarrow N(\Leftrightarrow dc^{\backslash }ff_{t}(x):=\overline{f}(x, t))$ がはめ込みになり、

$f_{0}=f$ となるような $c_{/}\infty$ 写像とする。 $g_{t}$ を $\tilde{g}$ から $f_{t}$ によって誘導される計量とし、 $H_{t}$ を等

長はめ込み $f_{t}$ : $(M_{t_{i}}q_{t})rightarrow(N, \overline{g})$ の平均曲率ベクトルとする。

定義 2.1. $\overline{f}$が発展方程式

$\overline{f_{*}}((\frac{\partial}{\partial t})_{(x,t)})=(H_{t})_{x}((x, t)\in\Lambda/f\cross[0, T))$ . . . (MCF)

を満たすとき、 f- $($あるいは、 $f_{t}(0\leq t<T))$ を、 $f$ を初期データにもつ平均曲率流とよぶ。

$f_{t}$ は、 局所的に自明なベクトルバンドル $M\cross \mathbb{R}^{7\gamma\iota}$ $(77l:=\dim N)$ の切断とみなすことがで

き、 定理 2.1の 3条件を満たすような写像 $T_{\lrcorner}$ を許すような fl $[\cross \mathbb{R}^{rr\iota}$ のある 2階の非線形微分

作用素 $E$ に対し、 $E(f_{t})=H_{t}$ が成り立つ。 それゆえ、 定理 2.1を用いて、各はめ込み $f$ に対

して、 それを初期データにもつ平均曲率流が短時間で一意的に存在することが示される。

注意 (i) $(N,\overline{g})=(\mathbb{R}^{rr\iota+1}, \overline{g}_{0})$ (ユークリッド空間) のとき、 (MCF) は次のように書き換えら

れる :
$\frac{\partial\overline{f}}{\overline{\partial}t}=\triangle_{t}f_{t}$

ここで、 $\triangle_{t}$ は $f_{t}^{*}\overline{g}_{0}$ に関するラプラシアンを表す。

(ii) $f_{t}(0\leq t<T)$ が埋め込みであるとき、 $f_{t}(M)$ を $\Lambda’I_{t}$ と表し、 $M_{t}(0\leq t<T)$ を $\Lambda I_{0}$ を

初期データにもつ平均曲率流とよぶ。
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図 3

次に、 リッチ流の定義を述べることにする。 $g$ をコンパクト多様体 $M$ のリーマン計量と
し、 $G$ : $M\cross[0, T)arrow T^{*}M\otimes T^{*}M$ ( $T=\infty$ の可能性あり) を各 $t\in[0, T)$ に対し、

$g_{t}$ : $Marrow?^{\urcorner*}M8T^{*}M$ $(\Leftrightarrow defg_{t}(x):=G(x, t)(x\in M))$ が $M$ のリーマン計量になり、 $go=g$
となるような $c\infty$ 写像とし、 $Ric_{t}$ を $g_{t}$ のリッチテンソルとする。

定義 22. $G$ が発展方程式

$G_{*}(( \frac{\partial}{\acute{c}Jt,})_{(x,t)})=-2(Ric_{t})_{x}((x_{:}l)\in M\cross[0, T))$ . (RF)
を満たすとき、 G $($あるいは、 $g_{t}(0\leq t<T))$ を、 $g$ を初期データにもつリッチ流とよぶ。

図 4

定理 2.1の 3条件を満たすような写像 $L$ を許すような $T^{*}M\otimes T^{*}M$ のある 2階の非線形微
分作用素 $E$ に対し、 $E(r_{t}j)=-2Ric_{t}$ が成り立つ。 それゆえ、 定理 2.1を川いて、 各リーマン
計量 $g$ に対して、 それを初期データにもつリッチ流が短時間で一意的に存在することが示さ
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れる。

平均曲率流に関しては、 G. Huisken([Hul]) による次の結果が顕著である。

定理 22([Hul]). $]$ を ・
$\gamma(1$, 次元コンパクト多様体 $M$ から $(\prime rr|-+1)$ 次元ユークリッド空間

$(\mathbb{R}^{rr\iota+1},\overline{\prime c}_{0})$ への strictly convex超曲面はめ込み (つまり、 すべての主曲率が正であるようなは

め込み) とし、 $f_{t}(0\leq t<T)$ を $f$ を初期データにもつ平均曲率流とする。 このとき、 次の主

張 (i), (ii) が成り立っ。

(i) 各ゐ $(0\leq t<T)$ も strictly convex 超曲面はめ込みであり、 $\lim_{tarrow T-0}\int_{t}(M)$ は 1点 (これ

を $O$ と表す) であり、 type Isigularity をもつ $($つまり、 $\lim_{tarrow T-0}\max_{x\in M}||A_{x}^{t}||_{\infty}^{2}(T-t)<\infty)$。

ここで、 $A^{t}$ は $f_{t}$ の形作用素を表す。

(ii) $\overline{f_{t}}$
$(: \Lambda Iarrow\rangle \mathbb{R}^{rn+1})$ を $\vec{O\overline{f_{t}}(x)}=\rho(t)\vec{Of_{t}(x)}$ によって定義する。 ただし、 $\rho$ は、

$\rho>0,$ $\rho(0)=1,$ $Vol((M, J_{t}^{*}\overline{g}_{0}))=Vol((M, f_{\overline{\Gamma)}0}^{*}))-.(\forall t\in[0, T))$ を満たす $[0, T)$ 上の $C^{\infty}$ 関

数を表す。 このとき、 $\lim_{tarrow T-0}\overline{f_{t}}$ は全膀的超曲面はめ込み (つまり、 $\lim_{tarrow T-0}\overline{f_{t}}(M)$ は超球面) に

なる。

図 5

実は、 この結果は、「正のリッチ曲率をもつリーマン計量を発するリッチ流を体積を保つよ
うにタイムリーにスケーリングして得られる流れの極限計量が定曲率計量になる」という 1982

年に R.S. Hamilton $([Ha])$ によって示された結果の類似物であることを注意しておく。

\S 3. 等焦部分多様体と無限次元等径部分多様体

この節において、 コンパクト型対称空間内の等焦部分多様体、および、 可分な無限次元ヒル

ベルト空間内の等径部分多様体の定義を述べ、 parallel transport 写像とよばれるリーマン沈

め込みを通じて等焦部分多様体の研究がヒルベルト空間内の等径部分多様体の研究に還元でき
ることを説明する。 1995年、 Terng-Thorbergsson([TT]) はコンパクト型対称空間 $G/K$ 内で

等焦部分多様体という概念を次の 4条件を満たすコンパクト部分多様体 $M$ として定義した:

(E-i) $M$ の法ホロノミー群は自明である。

(E-ii) $\Lambda\prime f$ の各平行単位法ベクトル場 $v$ に対し、 法測地線 $\gamma_{v_{X}}(\dot{\gamma}_{v_{X}}(0)=v_{x})$ に沿う

フォーカル半径族は (重複度を込めて)M の点 $r$ のとり方によらない。
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(E-iii) $A^{\prime 1I}$ の各点 $x$ に対し、 $x$ を通る固有に埋め込まれた完備連結部分多様体 $\Sigma_{:\iota}$. で

$M$ のすべての平行部分多様体と直交的に交わるようなものが存在する。
(E-iv) $\Sigma_{x}$ 上の誘導計量は平坦である。

(E-iii) における $\Sigma$。は $\Lambda I$ の $x$ を通る切断とよばれ、全測地的部分多様体になることが示され
る。 $G/K$ が球面の場合、 条件 (E-iv) より codim $M=1$ でなければならない。 また、 その場
合、 条件 (E-ii) は次の条件 (E-ii’) と同値である :

(E-ii’) $M$ の各平行単位法ベクトル場 $v$ に対し、 $v_{x}$ に対する主曲率族は (重複度を
込めて)M の点 $x$ のとり方によらない。

それゆえ、球面内の等焦部分多様体は等径超曲面を意味する。 また、 $G/K$ が複素射影空間で
$\Lambda 1$ が Hopf超曲面 (つまり、 curvature-adapted 超曲面) の場合、 条件 (E-ii) は条件 (E-ii’) と

同値であることを注意しておく。

次に、 コンパクト半単純リー群に対する parallel transport 写像の概念の定義を述べること
にする。 $G$ をコンパクト半単純リー群とし、 $g$ を $G$ のリー代数とする。 $\langle,$ $\rangle$ を $g$ の Ad $(G)$ 不

変な内積 /; から定まる $G$ の両側不変なリーマン計量とする。 自明な G-バンドル $[0.1]\cross G$ の

$H^{0}$ 接続の空間 $H^{0}([0,1], g)$ (これは $B$ から定まる $L^{2}$ 内積に関して可分な無限次元ヒルベルト

空間になる) から $G$ への写像 $(p$ を次のように定義する。

$\phi(u):=g_{u}(1)$ $(u\in H^{0}([0,1]_{:}g))$ $(\begin{array}{llllll}g_{u} g_{u}(0)= e g_{t1*}^{-1}k^{\wedge}3.0g_{u}’=v \text{を満たす} H^{1}([0,1],G)o\supset\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\equiv \end{array})$

ここで、 $r^{J}$ は $G$ の単位元、垢は佛の弱微分, $(1_{u*}^{-1}$垢は $((l_{u*}^{-1,\prime_{u}’}.)(t)=L_{q_{1l}(t)}^{-1}.(g_{?l}’(t))(t\in[0,1])$

によって定義される $H^{0}([0,1], g)$ の要素を表す。 $\phi$ はリーマン沈めこみになり、 $G$ に対する

parallel transport 写像とよばれる。 $\pi$ : $Garrow G/K$ を自然な射影とする。必要ならば $f$? を取
り直すことにより、 $\pi$ はリーマン沈めこみであるとしてよい。

定理 3.1([TT]) $M$ を $G/K$ 内のコンパクト部分多様体とするとき、 $M$ が等焦部分多様体であ
ることと $(\pi\circ q))^{-1}(\Lambda I)$ の各連結成分が $H^{0}([0.1], g)$ 内の等径部分多様体であることは同値で
ある。

ここで、 可分な無限次元ヒルベルト空間内の等径部分多様体とは以下のように定義される。
$V$ を (可分な) ヒルベルト空間とし、 $M$ を $V$ 内の proper Fredhohn 部分多様体 (つまり、 “ $M$

は固有に埋め込まれている” &‘‘codim $M<\infty$” &‘‘ $\forall v\in T^{\perp}M,$ $A_{1)}$ : コンパクト作用
素 ( $A$ : $M$ の形テンソル)” $)$ とする。 1989年、 Terng([T2]) は、 $M$ が次の条件 (I-i), (I-ii) を満

たすとき $M$ を等径部分多様体とよんだ :
(I-i) $A$ [の法ホロノミー群は自明である。

(I-ii) $\Lambda I$ の各平行単位法ベクトル $\uparrow$’に対し、 $SpecA_{v_{x}}$ は.$\gamma$ $(\in M)$ によらず一定である。

$M$ を等径部分多様体とし、その 1点物を固定する。形作川素 $A_{v}(\cdot|’\in T_{x_{0}}^{\perp}M)$ らは可換な

ので、 それらは正規直交基底によって同時対角化可能である。 $A_{v}(v\in’\Gamma_{x}^{\perp}M)$ らの同時固有
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空間分解を
$T_{x_{(}}.M=E_{0}^{x_{O}}d(|)((|)E_{i}^{x_{0}}i \in l)(E_{0}^{x_{0}}:=\bigcap_{v\in T_{x_{0}}^{\perp}M}Ker\Lambda_{v})$

とし、 $\lambda_{i}^{x_{0}}’(i\in I)$ を $\Lambda_{v}|_{E_{i}^{x_{0}=}}$

$\lambda_{i}^{x_{0}}(’\iota))$ id $(’\downarrow)\in T_{x_{0}}^{\perp}M)$ によって定義される $T_{x_{0}}^{\perp}M$ 上の線形関数とする。 ここで、 id は $E_{i}^{x_{O}}$

の恒等変換を表す。 $\lambda_{i}$ を $\lambda_{i}(x_{0})=\lambda_{i}^{x_{0}}$ を満たす $(T^{\perp}M)^{*}$ の平行切断とする。以下、 $\lambda_{i}(x_{0})$

を ( $\lambda$漏と表す。このとき、 $\Lambda’[$ の各点 $x$ に対し、 $T_{x}.\Lambda I$ の分解 $T_{x}\Lambda l=\overline{E_{0}^{x}\oplus(\bigoplus_{i\in l}E_{i}^{x})}$ で、

$A_{v}|_{E_{?}^{x=}}(\lambda_{i})_{x}(u)$ id $(v\in T_{x}^{\perp}M)$ となるものが存在する。 $\lambda_{i}(i\in I)$ らは $M$ の主曲率と呼ば

れ、 $\Lambda 1$ の各点 $x$ に対して $E_{j}^{x}$ を対応させることによって定義される $M$ 上の接分布を $B_{i}^{\urcorner}$ と表

す。 $E_{i}$ は $\lambda_{i}$ に対する主曲率分布と呼ばれる。 $E_{i}$ は有限次元かつ積分可能でその各葉は球面に

なる。 この菓は $\lambda_{i}$ に対する主曲率球面とよばれる。 また、 $M$ の平行法ベクトル場砺 $(i\in I)$

を $\lambda_{i}(\cdot)=\langle n_{j}.,$ $\cdot\}$ によって定義する。 ni $(i\in I)$ らを $M$ の主曲率法ベクトル場と呼ぶ $\circ$

一方、 2006年、 Heintze-Liu-Olmos $([HLO])$ は $V$ 内の proper Fredholm 部分多様体 $M$ で上

述の条件 (I-i) と次の条件 (I’-ii) を満たすものを等径部分多様体とよんだ :
(I’-ii) $M$ は正則化可能 (つまり、 $M$ の各法ベクトル場 $v$ に対し、 形作用素 $A_{v}$ の正則

化されたトレース Tr$\gamma\cdot A_{v}$ と Tr $(A_{v}^{2})$ が存在する) で $M$ の十分近くの平行部分多様体

らが放射方向に関して CMC である。

ここで、 正則化されたトレース Tr$7^{\cdot}$

$A_{v}$ は次式によって定義される :

$Tr_{r}A_{v}$ $:= \sum_{i=1}^{\infty}(\lambda_{i}+\mu_{i})$

$(SpecA_{v}=\{\mu_{1}\leq\mu_{2}\leq\cdots\leq 0\leq\cdots\leq\lambda_{2}\leq\lambda_{1}\})$

この等径部分多様体の概念は前述の Terng によって定義されたものと一致することが示され
る ([HLO] 参照)。

\S 4. 正則化可能な proper Fredholm 部分多様体を初期データにもつ平均曲率流

$\Lambda I$ を無限次元ヒルベルト多様体, $(V, \langle, \rangle)$ を可分な無限次元ヒルベルト空間とし、 $f$ : $Marrow$

$V$ を正則化可能な proper Fredholm 部分多様体はめ込みとする。 $\overline{f}$ : $M\cross[0, T)arrow V$ を、 各

$f_{t}$ : $Marrow V$ $(\Leftrightarrow f_{t}(x) :=\overline{f}(x, t)(x\in M))$ が正則化可能な proper Fredholm 部分多様体は
$d\ovalbox{\tt\small REJECT} f$

め込みになり、 かつ、 $f_{0}=f$ となるような $c\infty$ 写像とする。 $g_{t}$ を $\langle$ , $\}$ から $f_{t}$ によって誘導

される計量とし、 $H_{t}$ を $f_{t}$ : $(J\lambda’f_{t}, g_{t})arrow\rangle(V, \langle, \})$ の正則化された平均曲率ベクトルとする。

定義 4.1. $\overline{f}$が発展方程式

$\frac{\partial\overline{f}}{\partial t}(x, t)=(H_{t})_{x}((x, t)\in\Lambda’I\cross[0, T))$

を満たすとき、 $\overline{f\cdot}$ (あるいは、 ノパ $0\leq l<T$ ) $)$ を、 $\int$ を初期データにもつ平均曲率流とよぶ。

一般に、 正則化可能な proper Fredholm 部分多様体はめ込み $J^{\cdot}$ に対し、 $f$
. を初期データに

もつ平均曲率流は短時間で一意的に存在するかどうかわからない。 しかしながら、次の事実が
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成り立っ。

定理 4.1. $G/K$ をコンパクト型対称空間, $(p:H^{0}([0,1]. g)arrow G$ を parallel transport 写像,
$\pi$ : $Garrow G/K$ を自然な射影とし、 $M$ を $G/K$ 内の (埋め込まれた) コンパクト多様体とす
る。 このとき、 $(\pi\circ\phi)^{-1}$ (M)(これは正則化可能な proper Fredholm 部分多様体になる ([HLO,
Lemma 5.2] 参照) $)$ を初期データにもつ平均曲率流は短時間で一意的に存在する。

\S 5. 定理 A および $B$ の証明

この節において、 序節で述べた定理 A および $B$ を証明する。
$M$ をコンパクト型対称空間 $G/K$ 内の等焦部分多様体, $\pi$ : $Garrow G/K$ を自然な射影,

$\phi$ : $H^{0}([0,1].g)arrow G$ を parallel transport 写像とし、 $\overline{M}$ $:=(\pi\circ\phi)^{-1}(M)$ とする。 また、
$\tilde{C_{/}}(\subset?_{u_{0}}^{\urcorner\perp}\underline{\overline{A\prime l}})$ を $\overline{hI}$ の点 $u_{0}$ における Coxeter 群の $u0$ を含む基本領域とする。 $x0$ $:=(\pi\circ\phi)(u_{0})$

とおく。 $\Lambda I$ の各平行部分多様体は $u_{0}+\overline{C}(\subset H^{0}([0,1])g))$ と 1点で交わり、 $M$ の各平行部分
多様体は $C$ $:=\exp^{\perp}(\overline{C})$ と 1点で交わる。 ここで、 $\exp^{\perp}$ は $M$ の法指数写像を表し、 $T_{u_{0}}^{\perp}\overline{M}$

と $’\tau_{x_{0}}^{\perp}M$ の同一視の下、 $\overline{C}\subset T_{x_{0}}^{\perp}\Lambda I$ とみなす。 $w\in\overline{C}$ をとり、 のを $\hat{w}_{x0}=w$ を満たす $M$

の平行法ベクトル場とし、 $\overline{w}$ を $\overline{w}_{u\text{。}}=w$ となる $\overline{\lrcorner tI}$ の平行ベクトル場とする。 $\overline{w}$ は面の

$H^{0}([0,1], 9)$ への水平リフトになる。 $\gamma/\hat{w}$ : $Marrow G/K$ を面に対する end-point 写像, (つまり、
$\eta_{\hat{w}}(x)=\exp^{\perp}(\hat{w}_{x})(x\in\Lambda I)),$ $\eta_{\overline{w}}:\overline{\Lambda I}arrow H^{0}([0.1], g)$ を $\overline{w}$ に対する end-point 写像 (つまり、
$\eta_{\tilde{w}}(u)=u+\tilde{w}_{u}(u\in\overline{1t![}))$ とし、 $M^{w}:=\eta_{\overline{w}}(fl,[),\overline{M}^{w}:=7l\tilde{w}(\overline{\Lambda f})$ とおく。 これらは、各々、
$M,$

$\lrcorner\overline{\backslash I}$ の平行部分多様体であり、 $\overline{M}^{w}=(\pi\circ\phi)^{-1}(M^{w})$ が成り立つ。 $H^{w}$ を $M^{w}$ の平均曲率
ベクトルとし、 $\overline{H}^{w}$ を $\overline{M}^{w}$ の正則化された平均曲率ベクトルとする。また、 $\Lambda I_{t^{w}}$ を $M^{w}$ を初

期データにもつ平均曲率流とし、 $\overline{M}_{t}^{w}$ を $\overline{M}^{w}$ を初期データにもつ平均曲率流とする。 $\tilde{C}$ 上の

ベクトル場 $X$ を次式によって定義する :

$X_{w}:=(\tilde{H}^{w})_{u_{0}+w}(\uparrow l)\in\overline{C_{/}})$

( $\overline{w}$ :M–の平行ベクトル場 st. $\overline{w}_{u_{\text{。}}}=w$ )

$\{\psi_{t}\}$ を $X$ の局所 1 パラメーター変換群とし、各 $w\in\overline{C}$ に対し、 $w$ を発する $X$ の極大な積分
曲線を $\xi_{w}$ : $[0$ , Tw $)arrow$ C $($つまり、 $\xi_{w}(t)=\psi_{t}(w))$ とする。 このとき、 次の事実が成り立つ。

補題 5.1. $\overline{\xi_{w}(t.)}$ を $M$ の平行法ベクトル場で $\overline{\xi_{w}(t.)}_{x_{0}}=\xi_{w}(t)$ となるようなものとし、 $\overline{\xi_{w}(t)}$ を
$\overline{M}$ の平行法ベクトル場で $\xi_{y)}(t)_{u_{0}}=\xi_{w}(t)$ となるようなものとする。 また、 $\overline{f}:\overline{M}\cross[0,7_{\tau\lrcorner)}^{\urcorner})arrow$

$H^{0}([0,1], g)$ を $\overline{f}(u, t):=?7_{\overline{\xi_{1},,(t)}^{(u)}}((u, t)\in\overline{\Lambda T}\cross[0, T_{w}))$によって定義し、 $\hat{f}:\Lambda f\cross[0, T_{w})arrow$

$G/K$ を $\hat{f}(x, t):=\eta_{\overline{\xi_{\tau v}(t)}}(x)((x, t)\in M\cross[0.?_{w}\urcorner))$ によって定義する。 このとき、 次の主張が

(i) および (ii) が成り立っ。

(i) f- $($つまり、 $\lrcorner\overline{\mathcal{V}I}^{\xi_{1lJ}(t)}(0\leq t<T_{w}))$ は、 $\overline{\Lambda\prime l}^{w}$ を初期データにもつ平均曲率流である。

(ii) $\hat{f}$
$($つまり、 $M^{\xi_{11)}(t)}(0\leq t<- T_{w}))$ は、 $M^{w}$ を初期データにもつ平均曲率流である。
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図 6

証明 $to\in[0, T_{w})$ とする。 $\overline{f_{*}}((\frac{\partial}{\partial t})_{(\cdot,t_{0})})$ と $\overline{H}^{\xi_{2lJ}(t_{0})}$ は、 共に $\overline{M}^{\xi_{1JJ}(t_{0})}$ の平行法ベクトル場である

ことが示され、また、 $\overline{f_{*}}((\frac{\partial’}{\partial t})_{(t\iota_{\text{。}},t_{\text{。}})})=(\tilde{H}^{\xi_{11)}(t_{0})})_{u_{0}+\xi_{\tau v}(t_{\text{。}})}$ が示される。よって、 $\overline{f}_{*}((\frac{\partial}{\partial t})_{(\cdot,t_{0})})$ と
$\overline{H}^{\xi_{1J},(t_{0})}$ は一致する。それゆえ、 $\overline{f}$は $\overline{\Lambda I}^{w}$ を初期データにもつ平均曲率流である。また、 $\overline{A’I}^{\xi_{\tau v}(t)}=$

$(\pi\circ\phi)^{-1}(M^{\xi_{11},(t)})$ から $\overline{f_{*}}((\frac{\partial}{\partial t})_{(u,t)})=\hat{f_{*}}((\frac{\partial}{\partial t})_{(\pi\circ\phi)(u),t)})^{L}$ および $\overline{H}^{\xi_{\tau v}(t_{O})}=$ $(H^{\xi_{1lJ}(t_{0})})^{L}$ が示

される。 よって、 $\hat{f_{*}}((\frac{\partial}{\partial t})_{(\cdot,t_{\text{。}})})=H^{\xi_{11J}(t_{0})\text{、}}$ っまり、 $\int\wedge$は $M^{w}$ を初期データにもつ平均曲率流

である。 ◇

$\overline{M}$ の主曲率の全体を A とする。 $\overline{M}$ の $u_{0}$ におけるフオーカル集合は、 $T_{u_{0}}^{\perp}\overline{M}$ 内の有限個の、

等間隔に並んだ超平面族 $\mathcal{D}_{a}=\{l_{aJ}|j\in Z\}(a=1, \cdots,\overline{r})$ らからなる。 それゆえ、 A は、 次

のような形で与えられる :

$\Lambda=\bigcup_{a=1}^{\overline{r}}\{\frac{\lambda_{a}}{1+b_{a}j}|j\in Z\}$

$(\lambda_{a}$ : $(T^{\perp}\overline{M})^{*}$の平行切断, $b_{a}$ :1より大きい正の定数 $)$

ここで、 $(\lambda_{a})_{u_{0}}^{-1}(1+b_{a}j)=$ 妨 $(jZ,\cdot x=1, \cdots,\overline{r})$ であることを注意しておく。簡単のため、
$\lambda_{aj}=\mp_{1^{\lambda}b_{a}j}$ とおく 。 $n_{aj},$ $E_{aJ}$ を各々 $\lambda_{aj}$ に対応する curvature normal, 主曲率分布とする。

$\lambda_{a,2j}(j\in Z)$ らは、 同じ重複度 (これを $m_{t’ 1}^{c}$ と表す) もち、 $\lambda_{a,2j+1}(j\in Z)$ らも同じ重複度 (こ

れを $m_{rx}^{C)}$ と表す) をもつ。 $\overline{A}^{w}$ を $\overline{M}^{U)}$ の形作用素とする。 このとき、 各 $\uparrow$ ) $\in T_{\tau x}^{\perp}\overline{\Lambda I}(\uparrow r$, : $M$ の

任意の点) に対し、

$\overline{A}_{tJ}^{w}|_{\eta_{1}-((E_{aj})_{\tau L})}1\}*=\frac{(\lambda_{aj})_{u}(v)}{1-(\lambda_{aj})_{u}(\overline{w}_{t\iota})}id$

それゆえ、 $\sum_{j\in Z}\frac{2}{\theta+2j\pi}=\frac{\cos\theta+1}{\sin\theta}$
を用いて

$Tr_{r}.\overline{A}_{v}^{w}=\sum_{a=1}^{\overline{r}}(\tau\iota\frac{\pi}{2f_{J_{a}}}\lambda_{a}(v)$ ,
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が示される。 よって、 $\overline{M}^{w}$ の正則化された平均曲率ベクトル $\overline{H}^{w}$ について次が成り立つ。

補題 52. $\overline{H}^{w}$ は次式によって与えられる :

$\overline{H}^{w}=\sum_{a=1}^{\overline{r}}(m_{a}^{c}\cot(\frac{\pi}{b_{a}}(1-(\lambda_{a})_{u_{0}}(w)))-m_{a}^{o}\tan(\frac{\pi}{b_{a}}(1-(\lambda_{a})_{u0}(w))))\frac{\pi}{2b_{a}}n_{a,0}$

簡単のため、 $n_{a}$ $:=n_{a,0}$ とおく。 これらの補題を川いて定瑚 A を証明することにする。

定理 A の証明補題 52より、前述の $\overline{C}$ 上のベクトル場 $X$ は次のように記述される :

(5.1)
$X_{w}= \sum_{a=1}^{\overline{r}}(c’ x(\lambda_{a})_{u_{0}}(\cdot 1\overline{J)})))-r’\prime_{a}^{O}\tan(\frac{\pi}{b_{a}}(1-(\lambda_{c\iota})_{u_{0}}(’\overline{w}))))\frac{\pi}{2b_{a}}(n_{r\iota})_{u_{(}}$

$(w\in\overline{C})$

$\overline{C}$ 上の関数 $\rho$ を次式によって定義する :

$\rho\in C^{\infty}(\overline{C})\Leftrightarrow^{clcf}\rho(’|1’):=-\sum_{a=1}^{\overline{r}}(\cdot"$

$+ \tau rl_{a}^{O}\log\cos\frac{\pi}{b_{a}}(1-(\bigwedge_{a})_{u_{0}}(?1))))$ $(\cdot|1)\in\overline{C})$

このとき、 $grad\rho=X$ および $\rho$ が下に凸であることが容易に示される。 また、 $\rho(w)arrow$ oo
$(warrow\partial\overline{C})$ が示される。それゆえ、 $\rho$ および $X$ は図 7のようになる。 したがって、 $\rho$ がただ

1つの極小点 (これを $tl$) $0$ と表す) をもち、 $X_{w_{\text{。}}}=0$ となり 、 $’|1)0$ 以外の点を発する $X$ のフロー

が有限時間で $\partial\overline{C}$

- 上のある点へ収束することがわかる。 $M$ は極小でないので、 $0\neq w_{0}$ であり、

$0$ を発する $X$ のフロー $\xi_{0}(t)$ は有限時間 (これを $T$ と表す) で $\partial\overline{C,}$ 上のある点 (これを $w_{1}$ と表

す $)$ へ収束することがわかる。 補題 5.1により $M_{t}=M^{\xi o(t)}$ なので、 平均曲率流 $M_{t}$ は $M$ の

フォーカル部分多様体 $F^{\urcorner}:=\Lambda I^{?1\prime\iota}$ に崩壊する。 このように (i) の前半部が示される。 また、 $X$

が図 7のようになっているので、 $\partial\overline{C}$ 上の任意の点 $w$ に対し、�の点 $w’$ で $w’$ を発する $X$ のフ

ローが点 $w$ に収束するようなものが存在することがわかる。 この事実から、 (ii) が示される。

次に、 (i) の後半部を示すことにする。 $M$ が既約で codim $M>1$ とし、 $M$ から $F$ へのフォー

カル写像が spherical fibration であるとする。 $\overline{M}$ $:=(\pi\circ\phi)^{-1}(M),\overline{M}_{t}$ $:=(\pi\circ\phi)^{-1}(M_{t}),\overline{F}:=$

$(\pi\circ\phi)^{-1}(F)$ とする。 $M$ から $F$ へのフォーカル写像が spherical fibrat ion なので、 $\overline{F}$ は $\partial$C(こ

れは単体複体) のある最高次元の単体を $\tilde{\sigma}$ として $u_{0}+(\overline{\sigma})^{\text{。}}$ を通る。 $\overline{\sigma}\subset(\lambda_{a_{0}})_{\downarrow\iota_{\underline{O}}}^{-1}(1)$ となる

$o_{0}\in\{1, \cdots,\overline{7^{\cdot}}\}$ をとる。 このとき、 $\overline{M}_{t}=\overline{M}^{\xi_{0}(t)\text{、}}$ つまり、 $\overline{A^{1}I}_{t}$ は $\xi_{0}(t)$ に対する $\Lambda I$ の平行部

分多様体であるので、磁の形作用素 $\overline{A}_{v}^{t}$ の $0$ 以外のスペクトラム $Spec\overline{A}_{v}^{t}\backslash \{0\}$ は次式によっ
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$X$

図 7

て与えられる :

$Spec\overline{A}_{v}^{t}\backslash \{0\}=\{\frac{(\lambda_{aj})_{u_{0}}(v)}{1-(\lambda_{aj})_{u_{0}}(\xi_{0}(t))}|a=1, \cdots,\overline{r}, j\in Z\}$

$\lim_{tarrow T_{0}-0}(\lambda_{a_{0}})_{u_{0}}(\xi o(l))=1$
かつ $tarrow T_{\text{。}}-01i(\lambda_{a})_{u_{0}}(\xi_{0}(t))<1(a\neq a_{0})$ なので、 次式を得る :

$\lim_{tarrow T_{0}-0}||\overline{A}_{2J}^{t}||_{\infty}^{2}(T_{0}-t)$

$= \lim_{tarrow T_{0}-0}\frac{(\lambda_{a_{0}})_{u0}(v)^{2}}{(1-(\lambda_{a_{0}})_{u_{0}}(\xi_{0}(t)))^{2}}(\prime I_{0}-t)$

$= \frac{1}{2}(\lambda_{a_{0}})_{u_{0}}(v)^{2}\lim_{tarrow T_{0}-0}\frac{1}{(1-(\lambda_{a_{0}})_{u_{0}}(\xi_{0}(t)))(\lambda_{a_{0}})_{u_{O}}(\xi_{0}’(t))}$

一方、 $\xi_{0}’(t)=(\overline{H}^{\xi_{0}(t)})_{u\text{。}+\xi_{\text{。}}(t)}$ および補題 52から次式を得る :

$\lim_{tarrow T_{0}-0}(1-(\lambda_{a_{0}})_{u_{0}}(\xi_{0}(t)))(\lambda_{a_{0}})_{u0}(\xi_{0}’(t))=m_{a0}^{e}||(n_{a_{0}})_{u_{0}}||^{2}$

したがって、 次式を得る :

(5.1) $\lim_{tarrow T_{0}-0}\max v\in S_{u_{0}+\text{\’{e}}_{0(t)}}^{\perp}\overline{M}_{t}||\overline{A}_{v}^{t}I|_{\infty}^{2}(T_{0}-t)=\frac{1}{2m_{a_{0}}^{e}}$

このように、 $\overline{M}_{t}$ $(0\leq t< To)$ は type I singularity をもつ。 $\overline{t)}t$ $:=(\pi\circ\phi)_{*u_{0}+\xi_{u_{1}-u_{0}}(t)}(v)$

とし、 $\{\lambda_{1}^{t}, \cdots, \lambda_{n}^{t}\}(\lambda_{1}^{t}\leq\cdots\leq\lambda_{n}^{t})$ を」$l/l_{t}$ の形作用素 $A \frac{t}{v}t$ のスペクトラム, $\{\mu_{1}^{t}, \cdots, \mu_{r\iota}^{t}\}$

$(0\leq\mu_{1}^{t}\leq\cdots\leq\mu_{\gamma\downarrow}^{t})$ を $R(\cdot,\overline{v}_{t})\overline{v}_{t}$ ( $R:G/K$ の曲率テンソル) のスペクトラムとする。 ここで、
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$n$ は $\Lambda I$ の次元を表す。仮定により、 $\Lambda I$ は余次元 2以上の既約な等焦部分多様体であることか
ら、 」$lI$ が curvature-adapted(つまり、 $R(\cdot,\overline{()}t)\overline{\uparrow f}t$ は $M$ の接空間を保ち, $[R(\cdot,)$ ) , $\Lambda_{t}]=0$ ) で
あることが示される。 この事実から $Spec\tilde{A}_{?}^{t}$, を明確に記述することができ、その記述を用いて

$tarrow T_{U}-01inT||\overline{A}_{?J}^{t}||_{\infty}^{2}$ (To-t) $= \lim_{tarrow T_{0}-0}||A\frac{t}{1^{1}}\ell||_{\infty}^{2}(T_{0}-t)$ を得る。それゆえ、 (5.1) から $\Lambda’f_{t}(0\leq t<T_{0})$

は type Isingularity をもつことが示される。 ◇

次に、 定理 $B$ の証明の概略を述べる。

定理 $B$ の証明の概略 $\overline{\sigma}$ を $\partial\overline{C}$ の 1次元以上の単体とし、 $\uparrow lJ\in$ $(\sigma$

-
$)$。を通る $\overline{M}$ のフォーカル部

分多様体を $\overline{F}^{w}$ とし、 $\overline{F}^{w}$ の正則化された平均曲率を $\overline{H}^{w}$ とする。 $(\overline{H}^{w})_{u_{0}+w}$ は $\overline{\sigma}$ に接するこ
とが示される。 それゆえ、 $(\overline{\sigma})^{\text{。}}$ 上の接ベクトル場 $X^{\tilde{\sigma}}$ が $X_{w}^{\tilde{\sigma}}:=(\tilde{H}^{w})_{u\text{。}+w}(u)\in(\overline{\sigma})^{o})$ によっ

て定義される。 $X^{\tilde{\sigma}}$ の具体的記述を与え、 定理 A の (i) の前半部と (ii) の証明を模倣して、 (i)
の前半部と (ii) を証明することができる。 (i) の後半部は定理 A の (i) の後半部の証明を模倣
して示される。 ◇

\S 6. Hermann作用の軌道を初期データにもつ平均曲率流

$G/K$ をコンパクト型対称空間とし、 $\theta$ を $G$ の対合で $($ Fix $\theta)_{0}\subset K\subset$ Fix $\theta$ を満たすもの
とする。 $H$ を $G$ の対称部分群 (つまり、 $\exists\tau$ : $G$ の対合 st. (Fix $\tau)_{0}\subset H\subset$ Fix $\tau$ ) とす
る。 $H$ の $G/K$ への (自然な) 作用は Hermann 作用とよばれ、 その主軌道は等焦部分多様体
になる。 ここで、 3つの例外を除いて、 $\theta\circ\tau=\tau\circ\theta$ であると仮定してよいことを注意し
ておく ([Co] 参照)。以下、 $\theta\circ\tau=\tau\circ\theta$ であるとする。 $\theta,$ $\tau$ から導かれる $g$ の対合も同じ
記号 $\theta,$ $\tau$ で表すことにする。 $f:=Ker(\theta-$ id $)_{:}\mathfrak{p}:=Ker(\theta+$ id $),$ $\mathfrak{h}:=Ker$ ( $\tau$ –id), $q:=$

$Ker(\tau+$ id $)$ とおく。 $\mathfrak{p}$ は $’\tau_{\mathfrak{c}^{x}.K}(c/K)$ と同一視される。 $\theta\circ\tau=\tau\circ\theta$ なので、 $\mathfrak{p}=P\cap \mathfrak{h}+$

$\mathfrak{p}\cap q$ が成り立つ。 ここで、 $\prime 1_{\overline{c}K}^{\urcorner}(H(eK))=\mathfrak{p}\cap \mathfrak{h},$ $\prime 1_{c^{2}K}^{\urcorner\perp}(H(eK))=\mathfrak{p}\cap q$ であることを注

意しておく。 $\mathfrak{p}\cap q$ の極大アーベル部分空間 $b$ をとり、
$p=\mathfrak{z}_{P}(b)+\sum_{\beta\in\triangle+},\mathfrak{p}_{\beta}$

を $b$ に関する

ルート空間分解とする。 ここで、 $b\mathfrak{p}(b)$ は $b$ の $\mathfrak{p}$ における centralizer を表し、 $\mathfrak{p}_{\beta}$ $:=\{X\in$

$\mathfrak{p}|$ ad $(b)^{2}(X)=-\beta(b)^{2}X(\forall b\in b)\}(\beta\in b^{*}\backslash \{0\}),$ $\triangle_{+}$
’ はノレート系 $\triangle’:=\{\beta\in b^{*}\backslash \{0\}|\mathfrak{p}_{\beta}\neq$

$\{0\}\}$ の ( $b$ のある辞書式順序に関する) 正ルート系を表す。 また、 $\triangle^{\prime V}+$ $:=\{\beta\in\triangle_{+}^{J}|\mathfrak{p}_{\beta}\cap$

$q\neq\{0\}\},$ $\triangle\prime H+:=\{[i\in\triangle_{+}’|p_{\beta}\cap \mathfrak{h}\neq\{0\}\}$ とする。 $\overline{C}(\subset b)$ を次式によって定義する :
$\overline{C}:=\{b\in b|0<\beta(b)<\pi(\forall\beta\in\triangle^{\prime V}+\backslash \triangle\prime^{H}+),$ $- \frac{\pi}{2}<\beta(b)<\frac{\pi}{2}(\forall\beta\in\triangle^{l}+\backslash \triangle)H\prime V+$

’

$0< \beta(b)<\frac{\pi}{2}(\forall\beta\in\triangle^{J}+\cap\triangle+)\}V\prime H$

$C:=Exp(\overline{C^{v}})$ とおく。 ここで、 $Exp$ は $G/K$ の $eA^{\cdot}$ における指数写像を表す。 $H$ 作用の各

主軌道は $C$ と 1点で交わり、 各特異軌道は $\partial C$ と 1点で交わり、 $\overline{C}$ は主軌道の Coxeter 群
の基本領域である。 $P(G, \Pi\cross K):=\{g\in H^{1}([0.1], G)|(q(0),$ $(/(1))\in\Pi\cross K\}$ とおく。 こ

こで、 $H^{1}([0,1]_{:}G)$ は ( $[0,1]$ を定義域とする)G における $H^{1}$ -path 全体からなるヒルベルト
リー群を表す。 $P(G, H\cross K)$ は、 自明なバンドル $[0_{j}1]\cross G$ の $H^{0}$ 接続全体からなるヒル
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ベルト空間 $H^{0}([0,1])g)$ にゲージ作用として作用する。 $P(G, H\cross K)$ 作用の各軌道は、 $H$

軌道の $\pi\circ\phi$ による原像であり、 $P(G, H\cross K)$ 作用の各主軌道は $\overline{C}$ と 1点で交わり、 各特
異軌道は $\partial\overline{C}$ と 1点で交わる。 ここで、 $\phi$ は $G$ に対する parallel transport 写像を表し、 $\pi$

は $G$ から $G/K$ への自然な射影を表し、 $\overline{C_{/}}$ は次のように $H^{0}([0,1], g)$ の部分集合とみなす :
$\overline{C’}\subset b\subset \mathfrak{p}=^{\Gamma}\Gamma_{c,}- K(G/K)=id_{CY1}t.id_{C^{\backslash }r1}t$

.
$(^{\Gamma}\Gamma_{c:K}(G/K))_{\hat{0}}^{L}\subset$

「

$I\hat{0}H^{0}([0,1], g)_{id_{Cnt}^{=}}$

.
$H^{0}([0,1]’.g)$

thc $hor$ . lift to $\hat{0}$

$Z\in\overline{C}$ をとり、 $\Lambda I:=H(ExpZ)_{J}\dot{)}\overline{\nu[}:=(\pi\circ\phi)^{-1}(M)(=P(G, H\cross K)\cdot Z)$ とおく。 ここで、

$ExpZ=(\pi\circ\phi)(Z)$ であることを注意しておく。 $\overline{M}$ の主曲率の全体 A は次式によって与えら
れる :

$\Lambda=\{\frac{-\beta\circ\exp_{G}(Z_{4})_{*}^{-1}}{/i(Z)+j\pi}|\beta\in\triangle_{+}^{;V}, j\in Z\}$

$\cup\{\frac{\beta\circ\exp_{G}(Z)_{*}^{-1}}{\beta(\ulcorner Z)+(j+\frac{1}{2})\pi}|\beta\in\triangle_{+}^{\prime^{H}}, j\in Z\}$

ここで、 $\exp_{G}$ は $G$ の指数写像を表す。 この式と (5.1) を用いて、 前節で定義したベクトル
場 $X$ を具体的に記述することができる。 以下、 階数 2の既約なコンパクト型対称空間 $G/K$

上の余等質 2の Hermann 作用 $H\cap G/K$ をリストアップし (表 1参照)、 それらに対する
$\triangle_{+}^{\prime V}.,$ $\triangle_{+}^{\prime H}$ を与え (表 2参照)、 また、 $X$ の具体的記述を与える (表 3参照)。 ここで、表 1にお
ける Hermann 作用達のうちいくつかは互いに軌道同値であることを注意しておく。表 1にお
いて、 $H^{*}\wedge G^{*}/K$ は $H$ へ $G/K$ の双対作用を表し、 $L^{*}/H\cap K$ は $L/H\cap K(L:=$ Fix $(\theta\circ\tau))$

の双対を表す。表 2において、 $\{\alpha, \beta, \alpha+\beta\}$ は、 $(a_{2})$ 型のルート系のある辞書式順序に関す

る正ルート系を表し、 $Cf=(2,0),$ $\beta=(-1, \sqrt{3})$ とする。 また、 $\{\alpha, \beta, cx+\beta, 2\alpha+\beta\}$ は (b2)
$(=(c_{2}))$ 型のルート系のある辞書式順序に関する正ルート系を表し、 $\alpha=(1,0),$ $\beta=(-1., 1)$

とする。 また、 $\{\alpha, \beta, \alpha+\beta, \alpha+2\beta, \alpha+3\beta, 2\alpha+3\beta\}$ は、 (g2) 型のルート系のある辞書式順
序に関する正ルート系を表し、 $\alpha=(2\sqrt{3},0),$ $\beta=(-\sqrt{3},1)$ とする。 表 $1\sim 3$ において、 $p_{i}$

$(i=1, \cdots, 16)$ は $G$ の自己同型写像を表し、 $(\cdot)^{2}$ は、 リー群 $()$ の直積リー群 $(\cdot)\cross(\cdot)$ を表す。

表 2において、 $\alpha$ 等は、 $\alpha$ の重複度が $m$ に等しいことを表す。
$(m)$
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表 1
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表 1(続)
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表 2
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表 2(続)
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表 2(続 2)
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表 3
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表 3(続)
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表 3 (続 2)
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表 3 (続 3)
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表 3 (続 4)
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表 3 (続 5)

\S 7. 今後の問題

双曲空間内の (コンパクトとは限らない) 等径超曲面の一般概念として、非コンパクト型対
称空間 $G/K$ 内で複素等焦部分多様体、 および、 その中で比較的良い複素フォーカル構造を
もつものとしてプロパー複素等焦部分多様体という概念が定義される ([Koi2,3])。 $G/K$ 上の

Hermann 型作用 ( $G$ の対称部分群の作用) の主軌道はプロパー複素等焦部分多様体になること
が示される ([Koi4])。

問題プロパー複素等焦部分多様体を初期データにもつ平均曲率流について定理 $A,$ $B$ に類似

した事実は成り立つのか ?
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