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1 導入

複素 $n$ 次元ケーラー多様体 $x$上のケーラー形式を $\omega$ とし、 $x$ の標
準束 $K_{X}$ が自明として、 $\Omega$ を正則な $n$ 次形式で零点を持たないもの
としよう. このとき、 正則 $n$ 次形式とケーラー形式のペア $(\Omega,\omega)$ が
次のような条件 (以下、 Monge-Amp\‘ere 方程式ということにする) を
満たしているとき、

$\Omega\wedge\overline{\Omega}=c_{n}\omega^{n}$ (1)

$*$ この分野は最近急速に発展しており、私の不勉強のため、取り $|$ .げるべき多くの話題に触れることができず、結局論文
[8] の概説となっています. 至らぬところ多岐にわたると思いますので、 ご教示頂ければ幸いです.
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ペア $(\Omega,\omega)$ を $X$ 上のカラビーヤオ構造 (Calabi-Yau structure) とい
う. ここで、 $c_{r},$. は次元 $n$ のみに依存する定数である. $(\Omega,\omega)$ がカラ
ビーヤオ構造ならば、 $\omega$ は $X$ 上のリッチ平但ケーラー計量 (Ricci-flat
K\"ahler metric) となる.

$X$ がコンパクトなケーラー多様体でその第一チャーン類 $c_{1}(X)=0$

の場合、 カラビ予想は既に解決されていて、 $X$ 上には任意のケーラー
類の中に唯一つリッチ平但ケーラー計量が存在する. このカラビ予想
をノンコンパクトな完備ケーラー多様体の場合に定式化し、証明する
ことは重要な問題であり、境界でのケーラー計量の漸近的な振る舞い
を適切に選ぶ必要がある. 既に多くの先行する研究結果が得られてい
る. 例えば、 Tian-Yau [15, 16, 17], Bando-Kobayashi [1. 2] また Joyce
[10] による偏微分方程式を使った解析的な構成などがあるが、それぞ
れ境界条件が違っており、適用範囲には注意が必要である. また、 超
ケーラー商 (hyperK\"ahler quotient) 構成など、 いわば代数的な構成法
があり、 解析的な方法では構成できていない例を含んでいる. これは
ノンコンパクトな完備リッチ平但計量の例がさらに豊富に存在するこ
と可能性を示している.
最近のアインシュタインー佐々木幾何学 (Einstein-Sasaki geometry)

の急速な進展により、 リッチ平但な完備ケーラー計量の構成はいまま
でとは違った視点から捉えられている. スカラー曲率が正のアインシュ
タインー佐々木多様体 $S$ があれば、 $S$ のコーン多様体 $C(S)$ 上には、
リッチ平但なケーラーコーン計量が構成される. Boyer-Galicki $[3|$ な
どは孤立特異点を持ったアフィン多様体のリンクでスカラー曲率が
正のアインシュタインー佐々木多様体となるものを構成した. これらの
中には所謂、エキゾチック球面など、が含まれている. また、 Futaki-
Ono-Wang $[7|$ はトーリックファノ多様体上の標準束から出来る $S^{\iota_{-}}$

束がスカラー曲率が正のアインシュタインー佐々木構造をもつことを示
した.
この概説では、漸近的にコーン計量に近付く計量としてコーン型計

量という完備リーマン計量を導入する (Definition 2.1と 2.2を参照).
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このコーン型リッチ平但ケーラー計量というクラスは Joyce が示した
ALE (Aymptotically Locally Euclidean) というクラスを含み、 また
Tian-Yau, Bando-Kobayashi の構成した因子の補集合上での重要な完
備計量のクラスを含んでいる. これら様々な現象、結果を傭職してみれ
ば、 スカラー曲率が正のアインシュタインー佐々木計量から決まるコー
ン型計量というクラスに焦点を絞りカラビ予想を定式化し解決するこ
とは特別な意味をもつ自然な問題であることが見てとれる.
ここでは、境界条件として、 コーン型ケーラー計量 (conical K\"ahler

$me,t_{J}ric)$ を選び、コーン型ケーラー計量が漸近的にリッチ平但ケーラー
計量に近付くという仮定の下でカラビ予想が成立することを示す. 特
に、 すべてのケーラー類の中にリッチ平坦ケーラー計量が存在するこ
とを示す点が重要である. さらに、 この構成により、 様々なリッチ平
坦ケーラー計量の例が統一的に構成できるようになる. 2章ではコー
ン型ケーラー多様体上のカラビ予想を定式化し、 解決する. これは、
Tian-Yau の方法ではなく、 Bando-Kobayashi で用いられた方法を拡
張したものである. 3章では佐々木多様体とそのコーン上のケーラー
コーン計量が一対一に対応することの解説をする. さらにアインシュ
タインー佐々木多様体とコーン上のカラビーヤオ構造が一対一に対応
することを見る. 4章では、 $2$

、
$3$ 章の応用として、正規孤立特異点を

持つアフィン多様体のクレパント特異点解消上にリッチ平坦ケーラー
計量を構成する. この際、アフィン多様体の非特異な部分はアインシュ
タインー佐々木多様体のコーンとなっていることを仮定する.

Theorem 4.1 $X_{0}$ を正規孤立特異点 $p$ をもつ複素 $n$ 次元アフィン
多様体とし、 その非特異部分 $x_{0}\backslash \{p\}$ が実 $(2n-1)$ 次元アインシュ
タインー佐々木多様体 $(S, g_{S})$ のコーン $C(S)$ と正則同型となっている
とする. もしも、 $X_{0}$ の特異点解消 $\pi$ : $Xarrow X_{0}$ で標準束 $K_{X}$ が自明
なものがあれば、 $X$ の任意のケーラー類の中にリッチ平坦なコーン型
ケーラー計量が存在する.

最後の 5章において、 4章の構成により様々なコーン型リッチ平坦
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ケーラー多様体が得られることを示す. 例えば、孤立商特異点のクレパ
ント解消、アインシュタイン-ファノ多様体の標準束、トーリックファノ
多様体の標準束1, また複素 3次元の通常二重点の小特異点解消 (smaii
reoslutions) など、 これらはその全てのケーラー類のなかにコーン型
リッチ平坦ケーラー計量をもつことが示される. 孤立商特異点のクレ
パント解消上のリッチ平坦ケーラー計量はケーラー形式がコンパクト
サポートコホモロジー類に属する場合には van Coevering [6]. Santoro
[14] により構成されている. これは、Tian-Yau の方法を使っている. ア
インシュタインー佐々木多様体の研究は数理物理における $AdS/CFT$ 対
応との関連で盛んに調べられてる. この中で、 irregular なアインシュ
タインー佐々木計量が発見され、注目を集めた [11]. 例えば、 $\mathbb{C}P^{2}$ を一
点ブローアップしてできるファノ多様体の球面東上の irregillar なアイ
ンシュタイン-佐々木計量は explicit に書き下すことができる. $\mathbb{C}P^{2}$ を
一点ブローアップしてできるファノ多様体にはケーラー-アインシュタ
イン計量は入らないのであるが、この応用として、 Theorem 4.1を使
えば、その標準束にはリッチ平坦完備ケーラー計量が存在することが
示される. さらに、 Tian による結果と、 Futaki-Ono-Wang [7] の結果
を合わせれば、任意のファノ曲面の標準束の全てのケーラー類には完
備なリッチ平坦ケーラー計量が存在することが示される. (5章参照).

2 コーン型ケーラー多様体上のカラビ予想

$S$ を $2n-1$ 次元コンパクト多様体とし、 $C(S):=\mathbb{R}_{>0}\cross S$ を $S$ の

コーンといい、 $r\in \mathbb{R}_{>0}$ をコーンパラメーターということにする. ま
た $t=l\circ gr$ をシリンダーパラメーターということにする. シリンダー
パラメーター $t\in(-\infty,\infty)$ でみれば、 $C(S)$ はシリンダー $\mathbb{R}\cross S$ とな
るからである. コンパクト多様体 $S$ のリーマン計量 $9s$ により、 シリ
ンダー計量 $g_{cy1}$ は $g_{cy1}=(dt)^{2}+g_{S}$ と表示されるものとする. つまり、
直積計量である. さらにここでは、 コーン計量 (cone metric) を考え

1 ファノ多様体の標準束のトータル空間を $X$ とすれば、 $X$ の標準束は自明となり、また零セクションを・点に潰すことに
より、孤 $|$’j.特異点をもつアフィン多様休が得られる.
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よう.

Definition 2.1 $r=e^{t}$ としたとき、

$g_{cone}=(dr)^{2}+r^{2}g_{Y}$

で与えられるリーマン計量を $\mathbb{R}_{>1}\cross Y$ 上のコーン計量という.

コーン計量 $g_{cone}$ とシリンダー計量 $g_{Cy1}$ は

$g_{conc}=r^{2}g_{cy1}$

という関係をみたしている (等角的である). これは、 $dt= \frac{dr}{\gamma}$ から、

$r^{2}g_{cy1}=r^{2}(dt)^{2}+r^{2}g_{Y}$ (2)
$=(dr)^{2}+r^{2}g_{Y}$ (3)

$=g_{cone}$ (4)

となっていることから分かる.

Definition 2.2 $X$ がシリンダー型境界をもつとは、 $X$ のコンパクト
部分集合 $K$ があり、補集合 $X\backslash K$ がシリンダー $\mathbb{R}\cross Y$ と微分同相と
なることとする. シリンダー型境界をもつ多様体 $X$ のリーマン計量
$g$ がコーン型リーマン計量 (conical metric) であるとは、補集合 $X\backslash K$

上で、 $g$ がコーン計量 gcon。に漸近的に近付くこととする. 正確には、
補集合上ではノルムをシリンダー計量 $g_{cy}\iota$ で測ることにしたとき、
ある自然数 $k$ とある $\delta>0$ にたいして

$|1^{r^{\delta}(r^{-2}g-r^{-2}g_{con\text{。}})}$ $I$ $C^{k}<\infty$

が成立しているとき、 $g$ をコーン型リーマン計量といい、 (X, g) を
コーン型リーマン多様体という. ここで、 $\Vert\Vert_{C^{k}}$ はシリンダー型計量

$r^{- 2}$gcon。に関する $C^{k}$ -ノルムである. つまり、 $r^{- 2}g$ がシリンダー計量
$r^{- 2}g_{cone}$ に漸近的に近づく、 シリンダー型計量となっていることであ
る. ( $k>5$ としておく.)
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Definition 2.3 $(X,\omega, g)$ を $2n$ 次元のケーラー多様体とする. 多様体
$X$ がシリンダー型境界をもち、対応するリーマン計量 $g$ がコーン型
リーマン計量となっているとき、 $(X, \omega, g)$ をコーン型ケーラー多様
体という.

Remark 2.4以下、 コーン型リーマン多様体 $(X, g)$ 上の $k$ 次のヘル
ダーノルム $\Vert\Vert_{C^{k,\alpha}}$ はすべて、シリンダー型計量 $r^{-2}g$ を使って与え、ヘ
ルダーノルム $\Vert\Vert_{C^{k,\alpha}}$ が有界となる関数からなるバナッハ空間を $C^{k,\alpha}$

とする 2. また、 $L_{k}^{p}$ ノルムなどを定義するときの積分はすべて、 シリ
ンダー型計量 $r^{-2}g$ の体積要素 (volume form) $vol_{cy}i$ を使うことにする.

$\omega^{n}=r^{-2n}vo1_{cy1}$

となっていることに注意しよう.

Theorem 2.5 $(X,\omega_{0})$ をコーン型ケーラー多様体で、零点を持たない
正則 $n$ 次形式 $\Omega$ が

$\Omega\wedge\overline{\Omega}=c_{l\iota}F\omega^{7l}$ , $F>0$

を満たしているとする. ここで定義される関数 $F$ は漸近的な条件

$r^{2+\delta}(F-1)\in C^{k,\alpha}$ , $0<\delta<2n-2$ (5)

を満たしているとする. このとき、 $C^{\infty}$ 関数 $u$ が存在し、 $\omega_{\iota\iota}=\omega+$

$\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}u$ は Monge-Amp\‘ere 方程式

$\zeta l\wedge\overline{\zeta l}=c_{//}.\omega_{\mathfrak{l}A}^{n}$

の解となり $\omega_{v}$ は $X$ 上のコーン型リッチ平坦ケーラー計量となる. 関
数 $u\in C^{\infty}(X)$ は $\Vert e^{\delta t}u\Vert_{C^{2.\alpha}}’<\infty$ をみたす. $(0<\delta<2(n-1))$ . ここ

で、 $\Vert\Vert_{C^{2,\alpha}}$ はウエイト $\alpha$ のヘルダーノルムである.

’2シリンダー計鼠では関数 $e\dot{\delta}t$ は何回微分しても、同じオーダーで減衰するが、コーン計騒では微分の階数ごとに減衰
オーダーが変わり、取り扱いが複雑となる $(r=e^{t}$ である $)$ . またストークスの定理が適川出来るオーダーがシリンダー型で
は分かりやすいなどの点があり、ここではシリンダー計吊でノルムを計っている.
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この定理は条件 (5) を満たすケーラー計量 $\omega$ があれば、 $\omega$ を初期値
として Monge-Amp\‘ere 方程式を解いて関数 $u$ を求めれば、 $\omega_{u}$ が求め
るリッチ平坦コーン型ケーラー計量であることを保証している. その
ため、 リッチ平坦ケーラー計量の存在問題は (5) を満たすケーラー計
量の構成に帰着されるわけであるが、 この構成に幾何学的な要素が集
約されている. この定理の証明は論文 [8] で与えられている. (また、
Bando-Kobayashi [2] での議論も参照.)

3 佐々木多様体とケーラーコーン計量

$(S,g_{S})$ をコンパクトな $(2n-1)$ 次元リーマン多様体とし、 $C(S)=\mathbb{R}\cross S$

を $S$ のコーン、 $t\in \mathbb{R}$ をシリンダーパラメーターとする. $r=e^{t}$ とし

たとき、コーン計量 $g_{cone}$ とシリンダー計量 $g_{cyi}$ はそれぞれ

$g_{cone}=dr^{2}+r^{2}g_{S}$ , $g_{cyl}=dt^{2}+g_{S}$

で与えられ、
$g_{cone}=r^{2}g_{cy}i$

という関係があることに注意しよう. 佐々木構造とは、奇数次元 $(2n-$

1 $)$ 次元多様体 $S$ の幾何構造であり、 $S$ のコーン $C(S)$ 上にケーラー
構造を与えるものである. 正確には、

Definition 3. $12n-1$ 次元リーマン多様体 $(S, g_{S})$ が佐々木多様体で
あるとは、 コーン $C(S):=\mathbb{R}_{>0}\cross S$ 上に積分可能な複素構造 $J$ があ
り、 コーン計量 $g_{cone}$ にたいして、 $(C(S), g_{c,one}, J)$ がケーラー多様体
となることである.

この定義は、少々違和感を与えてしまうかも知れない. 実際、佐々
木多様体には接触構造など、様々な幾何構造が入っている. 対応する
幾何構造を書き下し、通常の佐々木多様体の定義と一致することをみ
てみよう. 奇数次元多様体 $S$ を $C(S)$ の超曲面 $\{r=1\}=\{t=0\}$ と

同一視することにする. 次の lemma は [12] の Appendix に見られる.
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Lemma 3.2 ケーラー多様体 $(C(S), g_{cone}, J)$ において、 $\mathcal{L}_{\frac{\partial}{\partial t}}J=0$ で

ある

proof コーン計量 $g_{cone}$ に関して共変微分を見れば、 $\nabla_{u}\frac{\partial}{\partial t}=u$ が $C(S)$

上の任意のベクトル場 $u$ について成立していることが分かる. $u,v$ を
$C(S)$ 上のベクトル場とすると、

$(\mathcal{L}_{u}J)v=[u,$ $Jv]-J[u,$ $v]$

$=\nabla_{u}(Jv)-\nabla_{Jv}u-J\nabla_{u}v+J\nabla_{v}u$

$=(\nabla_{u}J)v-\nabla_{Jv}u+J\nabla_{v}u$

が成立する. ケーラーであるから、 $\nabla J=0$ であり、 $u= \frac{\partial}{r’Jt,}$ を代入す
れば、

$( \mathcal{L}_{\frac{\mathfrak{c}’)}{\partial t}}J)v=-\nabla_{J\iota)}\frac{\partial}{\partial t}+$」$\nabla_{1)}\frac{\partial}{\partial t}=0$

となる.
q. e. d.
$C(S)$ 上のベクトル場を $\xi=Jr\frac{\partial}{\partial r}=J\frac{\partial}{\partial t}$ とすると、 $g_{cone}$ がエルミー
ト計量であるので、 $\xi$ は $\frac{\partial}{(\rangle f}$ に直交しており、 $\xi$ は超曲面 $S$ に沿った
ベクトル場となる. $\xi$ の $S$ への制限を

$\xi_{S}=\xi|_{S}$

としておく. また一次形式に作用する複素構造」$*$ を $(J^{*}\theta)(v)=\theta(Jv)$ ,
$\theta\in T^{*}C(S),$ $v\in TC(S)$ とし、

$\eta=-J^{*}\frac{dr}{r}=-\text{」^{}*}dt$

として、 $C(S)$ 上の一次形式を定め、 $S$ への引き戻しを $\eta_{S}$ とする. (以
下、簡単のため、誤解のない場合は」$*$ は $J$ と書くことにする.) この
定義から、 $\eta(\xi)=\eta_{S}(\xi_{S})=1$ である. ケーラー形式 $\omega$ は $g_{r:c)nr-;}J$ によ
り、 $\omega(u,v)=g_{cone}(Ju,v),$ $u,v\in TC(S)$ として定義されているもので
あった. りー微分 $\mathcal{L}_{\frac{\partial}{c’)\iota}}$ はシリンダーパラメーター $t$ 方向の平行移動か
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ら定まるものであった.
を

ゆえに、 $C(S)$ の one-parameter 変換群 $f_{\lambda}$

$f_{\lambda}(r, y)=(\lambda r, y)$ , $y\in S$

とすれば、
$\frac{d}{d\lambda}f_{\lambda}^{*}|_{\lambda=0}=\mathcal{L}_{r\frac{\partial}{\partial r}}$

となる. $g_{c\cdot or\iota^{I}}$. はコーン計量であるから、 $f_{\lambda}^{*}g_{conc},$ $=\lambda^{2}g_{or1,c}$ であるから、
$\mathcal{L}_{r\frac{\partial}{(’ r}}g_{cone}=2g_{cone}$ となる. lemma 3.2から、 $\mathcal{L}_{r\frac{\partial}{\partial r}}$」$=0$ であるので、
$\mathcal{L}_{r\frac{\partial}{(’ r}}\omega=2\omega$ となる. $\omega$ はケーラー形式であるから、 $d\omega=0$ である.
リー微分に関する公式 $\mathcal{L}_{u}=i_{u}d+di_{u}$ を使えば、

$di_{r\frac{()}{\partial r}}\omega=2\omega$ (6)

となる.

Lemma 3.3
$i\partial\omega=i_{\xi}g_{cone}=r^{2}\eta$

$r_{\overline{\partial^{\gamma}}}$.

proof $\xi=$ 」$\frac{\partial}{c9t},$ $\eta=-\text{」^{}*}dt$ より、 $\eta(\xi)=1$ である. ゆえに、 $i_{\xi g_{cone}(\xi)=}$

$r^{2}\eta(\xi)=r^{2}$ . また、 $\eta(\frac{\partial}{\partial t})=-dt($」$\frac{\partial}{\partial t})=0$ となる. なぜなら
$\grave$

$J \frac{\partial}{\partial t}\in$

$TS$ であるから、 関数 $t$ の $TS$ 方向のベクトルでの微分は零となる.
さらに、 $\langle\frac{\partial}{\partial t},$ 」$\frac{\partial}{\partial t}\rangle^{\perp}$ を二つのベクトル場 $\frac{\partial}{\partial t}$

)
」$\frac{\partial}{\partial t}$ で張られる空間の直交

補空間とすると、 $\langle\frac{\partial}{\partial t},$ 」$\frac{\partial}{\partial t}\rangle^{\perp}lhJ$ で不変であり、 $\eta(u)=-dt(Ju)=$
$0,$ $u \in\{\frac{\partial}{\partial t},$ $J \frac{\partial}{\partial t}\rangle^{\perp}$ となる. ゆえに、 $i_{\xi}g_{cone}=r^{2}\eta q.e.d$ .

lemma 3.3を式 (6) に代入すると、 $\eta=-\text{」^{}*}\frac{dr}{r}$ であるから、

$2 \omega=dr^{2}\eta=-d(\text{」^{}*}rdr)=-\frac{1}{2}d\text{」^{}*}dr^{2}$ (7)

ゆえに、
$\omega=\sqrt{-1}\frac{1}{2}\partial\overline{\partial}r^{2}$

が得られる. また、 $2\omega=2rdr\wedge\eta+r^{2}d\eta$ はシンプレクティック構造で
あるから、

$(2\omega)^{n}=2nr^{2n}dt\wedge\eta\wedge(d\eta)^{n- 1}\neq 0$
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である. これから、 $\eta_{S}\wedge(d\eta_{S})^{\prime 1.-1}\neq 0$ となり、 $\eta_{S}$ は $S$ 上の接触構造
(contact structure) となることがわかり、 $\xi_{S}$ はその Reeb ベクトル場
となる. $D=$ kcr $\eta_{S}=\{u\in TS|\eta_{S}(u)=0\}$ として、 $2n-2$ 次元
の接分布を定めると、 $D= \{\frac{\partial}{\partial t},$ $J \frac{\partial}{\partial t}\rangle^{\perp}$ であり、 $D$ は $J$ で不変となる.
$\Phi_{s}=End(TS)$ を

$\Phi_{9}(v)=\{\begin{array}{ll}Jv (v\in D)0 (v=\xi)\end{array}$

として定める. 以上、 $S$ 上には接触構造 $\eta_{S}$ . R,eeb ベクトル場 $\xi_{S}$ そして
$\Phi_{s}\in$ End $(TS)$ が決まることになる. $S$ 上のリーマン計量は $(\eta_{S}, \xi_{S}, \Phi_{s})$

により、
$g_{8}(u, v)=\eta_{S}\otimes\eta_{s}(u_{j}v)+d\eta_{S}(u, \Phi_{S}v))$ (8)

$u,v\in TS$ により、与えられる. E.eeb ベクトル場は $\eta_{S}$ から決まるの
で、ペア $(\eta_{S},\Phi_{s})$ が $S$ 上の構造を全て定めていることになる. 最後に
$\mathcal{L}_{\xi_{S}}\eta_{S}=0$ となることを示そう.

Lemma 3.4 $C(S)$ 上概複素構造 $J$ が積分可能ならば、

$\mathcal{L}_{\xi}J=J\mathcal{L}_{\frac{\partial}{\partial t}}J$

が成立する.

proof $J$ が積分可能なので、Nijenhuis テンソルは零となる. ゆえに、

$[J \frac{\partial}{\partial t}, Ju]=J[$」$\frac{\partial}{\partial t}, u]+J[\frac{\partial}{\partial t}, J^{\gamma}\downarrow\iota]+[\frac{\partial}{\partial t}, u]$ (9)

ここで、 $u\in TC(S)$ . $\xi=J\frac{\partial}{\partial t}$ であるから、

$\mathcal{L}_{\xi}J(u)=[J\frac{\partial}{\partial t})Ju]-J[J\frac{\partial}{\partial t}, u]$ (10)

$\mathcal{L}_{\frac{cJ}{\partial t}}J(u)=[\frac{\partial}{\partial t}, J\tau i]-J[\frac{\partial}{\partial t}, u]$ (11)

であるので、 (9) から $\mathcal{L}_{\xi}J=J\mathcal{L}_{\frac{\partial}{\partial t}J}$ となる. q.e. $d$ . このことから、

に、
$[ \frac{\partial}{\partial t})\xi][\frac{\partial}{\partial l},\frac{\partial}{\partial l}]=0-\sqrt{-1}$

」
$\frac{\partial}{=\partial t}=\frac{\partial}{\partial t,J}-\sqrt{-1}$ではある $(S)$ 上の正則なベクトル場となる. 特
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Lemma 3.5 $\mathcal{L}_{\xi}$」$=0$ ならば、 $\mathcal{L}_{\xi_{S}}\eta_{S}=0$ となる.

proof $c_{\xi\eta=-\mathcal{L}_{\xi}Jdt=-J\mathcal{L}_{\frac{\partial}{\partial t}}dt=0}$ であり、略 $\mathcal{L}\xi\eta$ $=\mathcal{L}_{\xi_{S}\eta_{S}}$ から導か
れる. q.e. $d$ . これから、」が積分可能ならば、 $\mathcal{L}_{\xi}\eta=0$ となる. これか
ら、 $i_{\xi}d\eta=0$ であり、 $d\eta_{s}$ は $S$ 上 basic 形式となる. また、 $\mathcal{L}_{\xi_{S}}\Phi_{s}=0$

であるので、 (8) から、 $\mathcal{L}_{\xi}g_{S}=0$ となり、 $\xi_{s}$ は $(S, g_{S})$ のキリングベク
トル場となることが分かる.
さて、 このコーン $C(S)$ 上のケーラー構造と $S$ 上の構造 $(\eta_{s}, \Phi_{s})$

との対応を今度は逆に $S$ からコーン $C(S)$ に向かい辿ってみることに
する.

$S$ を $(2n-1)$ 次元の多様体で、 $\eta_{s}$ を $S$ 上の接触構造とし、 $\xi_{s}$ を
Reeb ベクトル場とする. つまり、 $\eta_{S}\wedge(d\eta_{s})^{n-1}\neq 0$ である. ダルブー
の定理により、接触形式の標準形を用いれば、 $D=ker.s$ は $S$ 上の
$2n-2$ 次元の接分布であり、 $d\eta_{s}$ は $D$ 上の非退化 2次形式となること
がわかる. $\Phi_{s}\in End(TS)$ を $D$ 上では概複素構造となり、 $\Phi_{s}(\xi_{s})=0$

となるものとする. $\eta_{s}$ と $\Phi_{S}$ が compatible であるとは、 $D$ 上で、
$d\eta_{s},$ $\Phi_{s}$ が次をみたすこととする、

$\bullet$ $d\eta_{S}(\Phi_{S}u, \Phi_{s}v)=d\eta_{S}(u, v)$ , $u,$ $v\in D$

$\bullet$ $d\eta_{S}(u_{j}\Phi_{s}u)>0$ , $(u\neq 0\in D)$ .

つまり、 $(d\eta_{S}, \Phi_{S})$ が、 $D$ 上でエルミート構造を定めていることを意
味する. compatible なペア $(\eta_{s}, \Phi_{s})$ にたいして、式 (8) から、 $S$ 上の
リーマン計量 $g_{s}$ が定まる. コーン $C(S)=\mathbb{R}_{>0}\cross S$ の接束を $TC(S)\cong$

$T\mathbb{R}\cross TS$ と分解しておいて、 リーマン計量を

$g_{cone}=dr^{2}+r^{2}g_{S}$

として定める. 上記分解により、 $\xi_{S}\in TS$ を $C(S)$ 上のベクトル場と
し、 $\xi$ と書くことにする. 概複素構造 $J$ を

$J(r \frac{\partial}{\partial r})=\xi$ , $J|_{D}=\Phi_{S}$
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としてやれば、 $g_{cone}$ は $J$ について不変であり、エルミート計量とな
る. 対応する基本二次形式 $\omega$ はシンプレクティック形式であり、

$2\omega=d(r^{2}\eta_{S})=2rdr\wedge\eta_{S}+r^{2}d\eta_{S}$

となる. つまり、 $(g_{cone}, J,\omega)$ は $C(S)$ 上の概ケーラー構造となる. $\Phi_{S}$

は End$(TS)$ のセクションであるから、 シリンダーパラメーター $t$ に

は依存していない. ゆえに、 $\mathcal{L}_{\ovalbox{\tt\small REJECT} t}J=0$ となる. $S$ 上の接触構造と
$\Phi_{s}$ との compatible なペア $(\eta_{s}, \Phi_{s})$ は接触計量構造 (contact metric
structure) と呼ばれる. さらに、対応して決まるコーン $C(S)$ 上の概
複素構造 $J$ が積分可能であるとき、ペア $(\eta_{s)}\Phi_{s})$ は正規接触計量構造
(normal contact metric structure) という. 以上の対応を整理してまと
めると、

Proposition3.6 $S$ を $2n-1$ 次元の多様体、 $C(S)$ を $S$ のコーン
$\mathbb{R}_{>0}\cross S$ とし、 $r=e^{t}\in \mathbb{R}_{>0}$ とする. $C(S)$ 上のケーラー構造 $(g_{cone}, J,\omega)$

と $S$ 上の正規接触計量構造 (norinal contact metric structure) とは一
対-に対応する.

正規接触計量構造が、通常、佐々木構造と呼ばれるものであった. 佐々
木構造をもつ多様体を佐々木多様体 (Sasakian manifold) という.
さて、 $S$ 上の佐々木構造とコーン $C(S)$ 上のケーラー構造との上

記対応において、次の定理が良く知られている.

Proposition 3.7 $2n-1$ 次元多様体 $S$ 上のリーマン計量 $g_{s}$ がスカ
ラー曲率が $2n-2$ の Einstein-Sasakian 計量ならば、対応するコー
ン計量 $g_{r:or\iota,r^{J},}$ は $C(S)$ 上のリッチ平坦ケーラー計量である. 逆に $C(S)$

上のリッチ平坦ケーラーコーン計量
$–$-ne はスカラー曲率が $2n-2$ の

Einstein -Sasakian 計量 $g_{S}$ に対応する.

(これの証明については [3] 参照.)
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4 クレパント特異点解消上のコーン型リッチ平但ケーラー計量

前の章の応用として、孤立特異点のクレパント特異点解消上の Cone
型リッチ平但ケーラー計量の構成を実行してみる. この際、無限遠の
ほうにアインシュタインー佐々木計量が入っていることを仮定する. こ

れの典型的な例は $\mathbb{C}^{n}$ 上の標準計量である. この標準計量について、
半径 $R$ の $2n-1$ 次元の球には標準的なアインシュタインー佐々木計
量が入っている.

Theorem 4.1 $X_{0}$ を $p$ を正規孤立特異点とする複素 $n$ 次元アフィン
多様体とし、 その非特異部分 $x_{0}\backslash \{p\}$ が実 $(2n-1)$ 次元アインシュ
タイン-佐々木多様体 $(S, g_{S})$ のコーン $C(S)$ と正則同型となっている
とする. もしも、 $X_{0}$ の特異点解消 $\pi:Xarrow X_{0}$ で標準束 $K_{X}$ が自明
なものがあれば、 $X$ の任意のケーラー類の中にリッチ平坦なコーン型
ケーラー計量が存在する.

Remark 4.2ここで、コーン型ケーラー計量は完備であることに注意
しよう. Coevering の結果 [6] ではリッチ平坦ケーラー計量の構成のた
めには、ケーラー類がコンパクトサポートコホモロジー群 (compact
support cohomology group) に入っていることを要求する. しかし、 こ

れは必要ないことを定理 4.1は示している. Tian-Yau の方法に直接
沿って $Monge- Amp\grave{e}re$ 方程式を解こうとする場合、ケーラー類がコン
パクト サポ-ト コホモロジー群 ($co$mpact support cohomology group)
に入っているという条件が必要になるようである.

この定理の証明にはコーン型ケーラー多様体上のリッチ平坦ケーラー
計量の一般的な存在定理 2.5を用いる. この際、 Monge-Amp\‘ere 方程
式を解く最初の初期値ケーラー計量の構成に、 コホモロジー群の消滅
定理と、佐々木多様体の basic コホモロジー群のホッジ分解 (Hodge
decomposition) とレフシェッツ分解 (Lefschetze decomposition) を用
いる. (詳細については [8] 5章を参照).

$\mathbb{R}_{>0}\cross S$ 上のコーン計量 $\omega_{cone}=\frac{\sqrt{-1}}{2}\partial\overline{\partial}r^{2}$ を固定したとき、 $X$ 上
でコーン型計量 (conical metric) が定義されるわけであるが、次のよ
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うな uniqueness が成立する.

Theorem 4.3二つのコーン型計量 $\omega_{1},$ $\omega_{2}$ があり、 $[\omega_{1}]=[\omega_{2}]\in$

$H^{2}(X,\mathbb{R})$ で、共に Ricci-flat Kahler metric であるとする. 正の定数
$\delta$ にたいし、

$\Vert e^{\delta t}(\omega_{1}-\omega_{2})\Vert_{C^{k_{1}.\alpha}}<\infty$ ,

ならば、 $\omega_{1}=\omega_{2}$ である.

$(k_{1}>4,0<\alpha<1, \delta>n)$

これは、 無限遠の近傍で、 ある関数 $\tilde{u}$ により、 $\omega_{k}-\omega_{k}’=dd^{c}\tilde{u}$ とな
り、 $\tilde{u}$ が $O(e^{-\delta t})$ , $( n<\delta)$ のオーダーで指数関数的に減少していれ
ば、 各ケーラー類に中で、 uniqueness が成り立つことを示している.
Sasakian 多様体の automorphism で Einstein-Sasakian を動かせば、
$|\omega_{k}-\omega_{k}’|=O(1)$ (有界) となるリッチ平坦ケーラー計量が得られるの
で、 $\omega_{k}-\omega_{k}’$ が漸近的に零に近付くことを仮定しなければ、 $u\iota iiqueiiess$

は成立しない. 減衰のオーダーをもっと、精密に評価するのが課題で
あるが、 評価付きの $\partial\overline{\partial}$-lemma を示す必要がある.

5 リッチ平坦ケーラー計量の様々な例

最後に定理 4.1の応用として得られるリッチ平坦ケーラー計量を挙げ
ていくことにする. 任意のケーラー類の中にリッチ平坦ケーラー計量
が得られるということから、ここで新たに構成されたものも含まれて
いる. 最初に自明なもの.

Example 5.1 $\mathbb{C}^{\gamma\iota}$ 上の標準的なケーラー計量は $r= \sum_{i=1}^{n}|z_{i}|^{2}$ とした
とき、 コーン型のリッチ平坦ケーラー計量となる. 実際コンパクト集
合 $K$ を原点 $0$ とすると、 $\mathbb{C}^{n}\backslash \{0\}=\mathbb{R}_{>0}\cross S^{2n-1}$ であり、 $2n-1$ 次元
球面 $S^{2n-1}$ のコーンとなっている. 球面 $S^{2n-1}=\{z\in \mathbb{C}^{n}||z|^{2}=1\}$

上にはアインシュタイン-佐々木構造が入っている.

Example 5.2 $\Gamma$ を $SU(n)$ の有限部分群とし、原点 $0$ のみを固定点
として $\mathbb{C}^{n}$ に作用しているとする. このとき、 商 $\mathbb{C}^{n}/\Gamma$ は原点のみを
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特異点とし、補集合 $\mathbb{C}^{7L}\backslash \{0\}/\Gamma$ は佐々木多様体 $S:=S^{2-r\iota-1}/\Gamma$ のコー

ン $C(S)$ となっている. コーン $C(S)$ には Calabi-Yau 構造があり、
$\pi$ : $Xarrow X_{0}=\mathbb{C}^{n}/\Gamma$ をクレパント特異点解消とすれば、任意の

ケーラー類の中に、 リッチ平坦なケーラー計量が存在することになる.
これは既に Joyce により得られている結果である.

Example 5.3 $Z$ を $n-1$ 次元コンパクトケーラー多様体で第一チャー
ン類 $c_{1}(Z)>0$ が正となるものとする. (このようなケーラー多様体

をファノ多様体という.) ファノ多様体 $z$ の標準束 $K_{Z}$ を $x$ とし、 $K_{Z}$

の球面束を $s$ とする. 零セクション $\{0\}$ の補集合 $X\backslash \{0\}$ は球面束 $s$

上のコーン $C(S)$ である. ファノ多様体 $z$ がリッチ正なアインシュタ
インーケーラー計量を持てば、球面束 $S$ は正のアインシュタインー
佐々木構造をもつことになる. $X=K_{Z}$ のゼロセクションを一点に潰
せば、 $X=K_{Z}$ はクレパント特異点解消と見なせることになる. ゆえ
に、 $K_{Z}$ 上の任意のケーラー類のなかにリッチ平坦ケーラー計量が構
成される. これは、いわゆるカラビによるバンドル構成 [4] があるが、
ケーラー類がコンパクトサポートコホモロジー群 (compact support

cohomology group) に入っていない時は、 この場合でも新しいものだ
と思われる.

さらに 任意のコンパクトトーリック佐々木多様体で $c_{B}^{1}>0$ かつ

$c_{1}(D)=0$ なものには、アインシュタインー佐々木計量が存在すること
が示された. これを使えば、

Theorem 5.4 (Futaki-Ono-Wang) $Z$ を compact toric Kahler mani-

fold with $c^{1}(X)>0$ とすれば、 Ricci-flat cone metric $B\grave{\grave{a}}K_{Z}\backslash \{0\}=$

$C(S)$ 上に存在する.

となる. ゆえに、定理 2.5から、次が導かれる.

Theorem 5.5 Let $Z$ be a compact toric Kahler manifold with $c^{1}(Z)>$

$0$ . Then there exists a Ricci-flat Kahler conical metric on every Kahler

class on $K_{Z}$ .
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Remark 5.6特に、 $Z$ が $\mathbb{C}P^{2}$ の一点 blowing up $\overline{\mathbb{C}P}^{2}$ ならば、 こ

れは、アインシュタインーケーラー計量を持たないが、 トーリックで
あるので、球面束 $s$ はアインシュタインー佐々木構造をもつことにな
る. $\mathbb{C}P^{2}$ の Kahler cone は実 2次元となるので、定理 2.5から

$\grave$
$K_{\hat{\mathbb{C}P}^{2}}$,

上には実 $2$ 次元の Ricci-flat Kahler metrics の family が存在するこ
とになる. 実際、 $[1\subset dJ$ において、 explicit な Ricci-flat $\text{ケ^{ー}}\text{ラ^{ー}}$計量の
構成が与えられている. 定理 2. 5で構成されたものはこの Ricci-flat
$K\ddot{a}$hler 計量を含む 2次元の族になっていると思われる.

Example 5.7 また、複素 $3$ 次元の通常二重点 (ordinary double point)

$X_{0}=\{(z_{0}, z_{1}, z_{2\prime}.z_{3})\in \mathbb{C}^{4}|z_{0}z_{1}+z_{2}z_{3}=0\}$

の small resolution の–つを $X=\mathcal{O}(-1)\oplus \mathcal{O}(-1)$ とすれば、

Proposition 5.8 There exists a Ricci-flat Kahler cone metric $\omega$ on
a small resolution of the ordinary double point of dimension 3.

この場合、 $H_{cpt}^{2}(X)=\{0\}$ であり、 $H^{2}(X)=\mathbb{R}$ であるので、 $K\ddot{a}$hler
class は compact supprt cohomology group の元ではない. $X=\mathcal{O}(-1)\oplus$

$\mathcal{O}(-1)$ 上のリッチ平坦ケーラー計量として、 Candelas らにより構成
されたもの $[0’\acute{J}$ が知られており、 ここで構成したものとの一致するか
どうかは uniquness に関する興味深い問題である.
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