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1. 導入

$R$ を R,iemann面とし, $HP_{+}(R),$ $HB_{+}(R)$ . $HD+(R)$ および $MHB+(R)$ をそれぞれ, $R$上

の非負値調和関数の族, $R$上の非負値有界調和関数の族, $R$上の Drichlet積分が有限な非負値

調和関数の族, および $R$上の $HB_{+}(R)$ の要素からなる単調増大列の有限な極限値関数の族と
する. $HX(R):=HX+(R)-HX+(R)=\{h_{1}-h_{2}|h_{j}\in HX+(R)(j=1,2)\}(X=$

P. $B,$ $D),$ $MHB(R)$ $:=MHB_{+}(R)-MHB_{+}(R)$ とおく、 このとき, $HB(R)$ は $R$上の有

界調和関数の族であり, $HD(R)$ は $R$上の Drichlet積分が有限な調和関数の族である. また,

$MHB(R)$ は $R$上の擬有界 (quas $\sim$-bounded)調和関数の族と呼ばれている.

Green関数をもたない開リーマン面の族を $O_{G}$ で表し, $O_{G}$ の要素を放物型リーマン面と

言い, そうでない場合は, 双曲型リーマン面と言う. このとき, 以下の事実が知られている.

て, $z0(\in R)$ を固定しておく.

$R$ の Martin境界及び minimal Martin境界をそれぞれ, $\triangle:=\triangle^{R,M}$ 及び $\triangle_{1}:=\triangle_{1}^{R}$ ‘
$M$ で表

し, $z\in R$ に関する $\triangle$ 上の調和測度を $\omega_{z}(\cdot)$ で表すことにする. Martin境界についての詳細

は [1] を参照する.
$R$上の指数 $p$ の Hardy空間を $h_{p}(R)(1\leq p\leq\infty)$ で表わす (次節で Hardy空間の定義は与え

る $)$ . 次の包含関係はよく知られている.

$h_{\infty}(R)\subset\cdots\subset h_{q}(R)\subset h_{\rho}(R)\cdots\subset MHB(R)\subset h_{1}(R)$

$\Vert$

$\Vert$

$HB(R)$ $HP(R)$

$(1 \leq p<q)$

そこで, この包含関係の逆はいつ成立するかという問題が自然に提出される. これについ
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$h_{\infty}(R)=HB(R)$ および H $D(R)$ の間にはいかなる包含関係もないが, $HB(R)=HD(R)$
がなりたつための必要十分条件に興味がある. これについては, 以下がなりたつ.

定理 $B$ から, 次の問題が自然に提出される.

この問題に対して, 次の部分的な解答が得られたので, 報告する.

2. 準備

この節では, 1節で与えた主定理を証明するための準備を行う.

$z\in R$ に関する $\triangle$ 上の調和測度を $\omega_{z}$ $()$ で表わす.

$\{\begin{array}{l}h_{1}(R)=HP(R).1\leq p<q\leq\infty\Rightarrow h_{q}(R)\subset h_{p}(R).\end{array}$
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次の命題は $h_{p}(R)$ の Martin 境界の言葉を用いた特徴付けを与える.

$u(\in HP(R))$ に対して, 以下を定義する.
$||u||_{h_{y},(R)}:=( \int_{\triangle}|\iota\iota^{*}|^{p}d\omega_{z_{O}})^{1/p}$

$D(u):= \int_{R}[(\partial u/\partial x)^{2}+(\partial u/\partial y)^{2}]dxdy$ .
$||u||_{HD(R)}:=|u(z_{0})|+D(u)^{1/2}$ .

命題 2の証明

(ii) $\Rightarrow(i)$ の証明は容易である.
$(i)\Rightarrow$ (ii) の証明

$h_{p}(R)$ および $h_{p}(R)\cap HD(R)$ はそれぞれ, $||\cdot||_{h_{\ddagger)}(R)}$ および $||\cdot||_{HD(R)}+||\cdot||_{h_{p}(R)}$ をノルム

とする Banach空間である. $F$ : $h_{p}(R)\cap HD(R)arrow h_{p}(R)$ を $F(u)=u(u\in h_{p}(R)\cap HD(R))$

で定義する. 明らか $\vee,$ $||u||_{h_{l},(R)}\leq||u||_{HD(R)}+||u||_{h_{I},(R)}$ がなりたち, $F$ が連続である. 開写

像定理より, $F^{-1}$ が連続であり, ある $\alpha(>1)$ が存在して,
$||u||_{HD(R)}+||u||_{h_{\dagger^{l}}(R)}\leq\alpha||u||_{h_{\dagger},(R))}$

すなわち,
$||u||_{HD(R)}\leq(\alpha-1)||u||_{h_{\mathfrak{l}},(R)}(u\in h_{p}(R)\cap HD(R))(\#)$

がなりたっ.

$G:h_{p}(R)\cap HD(R)arrow HD(R)$ を $G(u)=u(u\in h_{p}(R)\cap HD(R))$ で定義する. 不等式 $(\#)$

を求めたと同様の方法を用いると, ある $\beta(>0)$ が存在して,
$||u||_{h_{\rho}(R)}\leq\beta||u||_{HD(R)}(u\in h_{p}(R)\cap HD(R))$ $(\#\#)$

がなりたつ. (i) より, $h_{p}(R)\cap HD(R)=h_{p}(R)\cup HD(R)$ であるので, $(\#)$ および $(\#\#)$ より, 所

求の結果を得る.

命題 2より, $h_{\rho}(R)=HD(R)$ がなりたつとき, 以下の不等式を得る.

$c||u||_{h_{l},(R)}-u(z_{0})\leq D(u)^{1/2}\leq C||u||_{h_{r},(R)}(\forall u\in h_{p}(R)\cup HD(R))$ .

この不等式で, $u(z)=\omega_{z}(E)$ ( $E$ は $\triangle$ の Borel 集合) とおくと, 次の命題を得る.
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$\triangle\cross\triangle$ 上の $N_{cl}^{l}im$ 核 (cf. [7]) を $\theta(\xi$ , $()$ で表わす. 次の命題は H $D(R)$ の Martin 境界の言
葉を用いた特徴付けを与える.

3. 主定理の証明

$p=\infty$ の場合は定理 $B$ より, したがう. よって, $1<p<\infty(p\neq 2)$ の場合を考察する.
$(i)\Rightarrow$ ( ii) の証明

$1<p<2$の場合
(i) $\Leftrightarrow$ $h_{p}(R)=HD(R)$

$\Rightarrow$ $h_{p}(R)=h_{2}(R)arrow h_{\rho}(R)\supset h_{2}(R)\supset HD(R)$

定
$\text{理^{}\dagger}A\Rightarrow$

$\exists N(\subset\triangle)s.t$ . $\{\begin{array}{l}\omega_{z_{O}}(N)=0,\#(\triangle_{1}\backslash N)<+\infty,\omega_{zo}(\{\zeta\})>0(\forall\zeta\in\triangle_{1}\backslash N),z\mapsto\omega_{z}(\{(\})\in HD(R)arrow(i)\end{array}$

$<\Rightarrow$ (ii)

$p>2$の場合

次の 3段階に分けて, 証明を行う.

第 1段階: $((\in\triangle)$ とする. このとき, 次がなりたっ.

$\omega_{z_{()}}(U_{\rho}(())>0(\forall\rho>0)\Rightarrow\omega_{z_{O}}(\{\zeta\})>0$

$(U_{\rho}(\zeta):=\{\xi$ ( $\in R\cup\triangle|d(\xi,$ $\zeta)<\rho\}$ , ここで, $d(\cdot,$ $\cdot)$ は $R\cup\triangle$ 上の標準的な距離である).

第 2段階: ある $N(\subset\triangle)$ が存在して, 次をみたす.
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$\{\begin{array}{l}\omega_{z_{0}}(N)=0,\#(\triangle_{1}\backslash N)\leq\aleph_{0},\omega_{z_{()}}(\{(\})>0(\forall(\in\triangle_{1}\backslash N),z\mapsto\omega_{z}(\{\zeta\})\in HD(R)(\forall\zeta\in\triangle_{1}\backslash N).\end{array}$

第 3段階: $\#(\triangle_{1}\backslash N)<+\infty$ .

第 1段階の証明
ある $\zeta(\in\triangle)$ が存在して,

$\omega_{z_{0}}(U_{\rho}(())>0(\forall\rho>0)$ かつ $\omega_{z_{0}}(\{\zeta\})=0$

を仮定すると, ある $\{\rho_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が存在して,

$\{\begin{array}{l}\rho_{n}\backslash 0(narrow\infty),\omega_{z_{0}}(U_{\rho_{71}}(\zeta))\leq\frac{1}{e+1}\omega_{z_{()}}(U_{\rho,\}-- 1}(\zeta))(n\in N)(\text{すなわち}, \omega_{z_{0}}(U_{\rho,)}(())\leq e^{-1}\omega_{z_{()}}(U_{\rho,-1}(\zeta)\backslash U_{\rho_{\gamma}}(\zeta))(n\in N))\end{array}$

がなりたつ. このとき,
$\exists f\in h_{\rho}(R)\backslash HD(R)\cdots\cdots(*)$

がなりたつ. これは (1) に矛盾する.

$(*)$ の証明

$q$ を $1<q< \frac{\min(p,e)}{2}$ をみたすようにとる. {pn}陰 1のとり方より,
$\omega_{z_{0}}(U_{\rho_{1}},(()\backslash U_{\rho_{\iota+1}},(())>0(n\in N)$ に注意する. $f^{*}(\xi)$ および $f(z)$ を以下のようにおく.

$f^{*}(\xi):=\{\begin{array}{ll}[n^{q}\omega_{\approx 0}(U_{\rho}, (\zeta)\backslash U_{\rho_{\iota+1}},(\zeta))]^{-1/p}, (\xi\in U_{\rho_{1}},(\zeta)\backslash U_{\rho_{r\iota+1}}(\zeta)),0, (\xi\in\triangle\backslash U_{\rho_{1}}(\zeta)).\end{array}$

$f(z):=/\backslash \triangle_{1}^{f^{*}(\xi)d\omega_{z}(\xi)}$ .

上を示すと, 命題 1より, $f\in h_{l?}(R)\backslash HD(R)$ がわかる.

(1) の証明

Fatouの定理より, したがう.

(2) の証明

$\int_{\infty}\triangle_{1}f^{*}(\xi)^{p}d\omega_{z_{O}}(\xi)$

$=$
$\sum_{\tau\iota=1}[n^{q}\omega_{z_{0}}(U_{\rho_{\iota}},(()\backslash U_{\rho_{11+1}}(())]^{-1}\omega_{z_{0}}(U_{\rho_{\iota}},(()\backslash U_{\rho_{1+1}},(\zeta))$

$=$ $\sum_{n=1}^{\infty}1/n^{q}<\infty$ .

したがって, $f\in h_{p}(R)$ .

(3) の証明
$V_{n}=U_{\beta-\iota}(\zeta)\backslash U_{\rho_{\iota+1}},(()(n\in \mathbb{N})$ および $V_{0}=R\backslash U_{\rho_{1}}(\zeta)$ とおく. $\iota/0(\in N)$ を

$\omega_{z_{O}}(V_{r\iota})<(c/2)^{\frac{1)}{;-1}}(n\geq\nu_{0})$ をみたすものとする. ここで, $c$ は命題 2における $c$ である.

まず, $q$ を $1<q< \frac{111in(p,e)}{2}$ とするとき, 次の評価がなりたっ.
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$([n^{q}\omega_{z_{0}}(V_{1})]^{-\frac{1}{r}}-[\gamma\prime l^{q}\omega_{z_{()}}(V_{rtt})]^{-\text{�}})^{2}\geq C[n^{q}\omega_{z_{0}}(V_{n})]^{-2/\rho}(m\neq n)\cdots(b)$ ,

ここで, $C$ は $m$ および $n$ によらない定数である.

(b) の証明

(1) $n>m$ のとき
$n^{q}\omega_{z_{()}}(V_{n})$ $\leq$ $n^{q}e^{m-7\iota}\omega_{z_{()}}(V_{m})arrow\rho_{71}0)$定義より, $\omega_{z_{0}}(V_{n})\leq e^{-1}\omega_{z_{O}}(V_{n-1})$

$=$ $[ \frac{n}{\tau n(n-\gamma n)}]^{q}\frac{(n-\gamma n)’}{e^{1-,-}’}m^{q}\omega_{z_{(}}(V_{?n})$

$\leq$ $( \frac{1}{(\tau\iota-m)}+\frac{1}{n1})^{q}\frac{(l^{r}\prime}{e^{l}}m^{(i}\omega_{z_{(\}}}(V_{11})\sim$ $\frac{x’’}{e^{J}}\leq\frac{q^{-l}}{e^{q}}(x>0)$

$\leq$ $(1+1)^{q} \frac{q^{t\prime}}{e^{-r}}m^{q}\omega_{z()}(V_{m})$

$\leq$ $($ -2e4 $)^{q}m^{q}\omega_{z_{()}}(V_{n})$

よって,
$?\gamma^{q}\omega_{\approx 0}(V_{?})\leq(\underline{2}_{(}e\perp)’’m^{q}\omega_{z_{()}}(V_{7\eta})\cdots(\mathfrak{h})$

を得る.
$([n^{q}\omega_{z_{(}}(V_{n})]^{-\frac{1}{1}}, -|m^{q}\omega_{z_{(}}(V_{m})]^{-\underline{\iota}},$ $)^{2}$

’

$=$
$[n^{q} \omega_{z_{()}}(V_{n})]^{-\frac{2}{l^{J}}}(1-[\frac{n’’\omega_{z}(V_{r\iota})}{m^{q}\omega_{z}o(V,)}]^{\frac{1}{1\prime}})^{2}$

$\geq$
$[n^{q}\omega_{z_{O}}(V_{n})|^{-\frac{2}{\ddagger}}(1-(\underline{2}^{1}eA)’\dagger’)^{2}$ $arrow$ (h)

(2) $m>n$のとき

(のを求めた同様の方法により,
$m^{q} \omega_{z_{()}}(V_{m})\leq(\frac{2}{e}L)^{q}n^{q}\omega_{zo}(V_{n})\cdots(\mathfrak{h}’)$

を得る.

$([7l^{q}\omega_{z_{()}}(V_{n})]^{-\frac{1}{1}}, -[m^{q}\omega_{z_{t)}}(V_{n\iota})]^{-\frac{1}{r}})^{2}$

$=$
$[m^{q} \omega_{z_{()}}(V_{m})]^{-\frac{2}{t}}(1-[\frac{m’\omega_{z_{(}}(V_{\prime},.)}{n^{1}\omega_{z_{()}}(V.)}]^{\frac{1}{\dagger}})^{2}$

$\geq$
$[(- 2eA )^{q}n^{q}\omega_{z_{0}}(V_{n})]^{-\frac{2}{r}}(1-(-2cA)^{1}|^{1})^{2}$ $arrow(\mathfrak{h}’)$

$=$
$[n^{q}\omega_{z_{()}}(V_{n})]^{-\frac{2}{1}}(\lrcorner 2_{L,e)^{-\lrcorner}}^{2}))(1-(\underline{2}^{1}e4)^{1})^{2}$

$\geq$
$[n^{q}\omega_{z_{(}}(V_{n})]^{-\frac{2}{1)}}(1-(-2^{A}eA)^{r)})^{2}$

以上より, $C=(1-(-2eA))^{2}$ とおくことによって, 求める評価式を得る.

$(1/c_{0})D(f)$

$=$ $\int_{\triangle}\int_{\triangle}(f^{*}(\xi)-f^{*}(())^{2}\theta(\xi, \zeta)d\omega_{z_{(}}(\xi)d\omega_{z_{O}}(\zeta)arrow$ 命題 4

$=$ $\sum_{n=0}^{\infty}\sum_{fr\iota=0}^{\infty}\int_{V_{\iota}},\int_{V_{\tau r\iota}}((f^{*}(\xi)-f^{*}(())^{2}\theta(\xi, \zeta)d\omega_{z_{0}}(\xi)d\omega_{z_{(}}(()$

$\gamma’\neq,1$

$=$ $\sum_{n=1}^{\infty}$

$\sum_{VL=1,n\neq’\iota}^{\infty}\int_{V_{t}},\int_{V_{\gamma}},,$

$([n^{q}\omega_{z_{()}}(V_{n})]^{-\frac{1}{\mathfrak{l}}}’-[m^{q}\omega_{z\cap}(V_{m})]^{-\frac{1}{?}}, )^{2}\theta(\xi, \zeta)d\omega_{z_{0}}(\xi)d\omega_{z_{O}}(()$

$+2 \sum_{n=1}^{\infty}\int_{V_{\iota}},\int_{V_{()}}[n^{q}\omega_{z_{(}}(V_{n})]^{-\frac{2}{l}}\theta(\xi, \zeta)d\omega_{z_{0}}(\xi)d\omega_{z_{0}}(\zeta)$

$\geq$ $c \sum_{n=1}^{\infty}$
$\sum_{1=0,\prime r\neq,\iota}^{\infty}.1_{t_{L}’},1_{V_{\tau’}}^{[n^{q}\omega_{z_{()}}(V_{n})|^{-2/p}\theta(\xi,\zeta)d\omega_{z_{0}}(\xi)d\omega_{z_{0}}(()}arrow$

(b)
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$\geq$
$C’ \sum_{n=1}^{\infty}n^{-2q/\rho}[\omega_{z_{O}}(V_{n})]^{-2/p}\sum_{\prime rr\neq\iota}^{\infty}\prime\prime=(\int,/\theta(\xi)()d\omega_{z_{0}}(\xi)d\omega_{z_{0}}(\zeta)$

$\geq$ $C” \sum_{n=\nu_{O}}^{\infty}n^{-2q/p}\lfloor\omega_{z_{O}}(V_{71})|^{-2/\nu}[\omega_{z_{()}}(V_{?1})]^{2/l}’arrow\prime 2(\omega(V_{1}))=2$
$\sum_{\prime lL=0,\prime r\iota\neq’}^{\infty}\int_{1’},[,,$ .

$\theta(\xi,$

$()d\omega_{z_{(}}(\xi)d\omega_{z_{(}}(()\iota\backslash /$

および命題 3

$=$ $C^{\prime/} \sum_{n=\iota/0}^{\infty}7\iota^{-2q/p}=\infty$ ,

ここで, $C’$ および $C”$ は $\gamma\eta$ および $\uparrow x$

$\iota$こよらない定数である.

したがって, $f\not\in HD(R)$ .

第 2段階の証明
集合 $N$ および $F$ を以下のようにおく.

$N:=$ { $\zeta\in\triangle|$ ある $p_{\zeta}(>0)$ が存在して, $\omega_{z_{0}}(U_{\rho_{(}}(\zeta))=0$がなりたつ}.
$F:=\triangle\backslash N$ .

このとき, 以下がなりたっ.

(1) $F\cup N=\triangle,$ $F\cap N=\emptysetarrow F$ および $N$の定義

(2) $\omega_{z_{O}}(\{\zeta\})>0(\forall\zeta\in F)$ 一第 1段階

(3) $z\mapsto\omega_{z}(\{(\})\in HD(R)(\forall\zeta\in F)arrow$ (i)

(4) $\# F\leq\aleph_{0}$ $arrow(2)$ および $\omega_{z_{0}}(\triangle)=1$

(5) $F\subset\triangle_{1}$ $arrow(2)$ および $\omega_{z_{(}}(\triangle\backslash \triangle_{1})=0$

(6) $\omega_{z_{(}}(N)=0$ .

(6) の証明
$O:= \bigcup_{\zeta\in N}U_{\rho_{(}}(\zeta)$ とおく. 明らかに, $O$ は $R\cup\triangle$の開集合であり, $O\cap\Delta=N$ をみたす.

Lindel\"of の定理より, ある $\{\xi_{n}\}_{n=1}^{\infty}(\subset N)$ が存在して, $O= \bigcup_{n=1}^{\infty}U_{\rho_{\xi_{\iota}}},(\xi_{n})$ をみたす. した

がって,
$\omega_{z_{0}}(N)\leq\omega_{z_{O}}(O)\leq\sum_{n=1}^{\infty}\omega_{zo}(U_{\rho_{\xi_{1}}},(\xi_{n}))=0$ . よって, $\omega_{z_{0}}(N)=0$ .

第 3段階の証明
$\#(\Delta_{1}\backslash N)=\aleph_{0}$ を仮定する.

$\zeta_{1},$ $(_{2},$ $\cdots,$
$(_{n},$ $\cdots$ を $\triangle_{1}\backslash N$ の要素とする. $\omega_{z)}$ (火陰 1 $\{\zeta_{n}\}$ ) $=1$であるので,

ある $\{\zeta_{n\iota}\}_{l=1}^{\infty}(\subset\{(n\}$譲 $1)$ が存在して,
$\omega_{z_{0}}(\{\zeta_{k}\}_{k=n_{1}}^{\infty})\leq\frac{1}{e+1}\omega_{z_{(}}(\{\zeta_{k}\}_{k=n_{1-1}}^{\infty})$

(すなわち, $\omega_{z_{()}}(\{(\kappa\cdot\}_{k=n_{1}}^{\infty})\leq e^{-1}\omega_{z_{0}}(\{\zeta_{k}\}_{k=n_{l-1}}^{n_{l}-1})$

がなりたつ. このことと命題 1から,
$g(\in h_{p}(R)\backslash HD(R))$ が存在する. $\cdot\cdot\cdot\cdot$ (◇)

これは (i) に矛盾であり, 第 3段階の証明が完成する.

(◇) の証明
$V_{l}=\{\zeta_{k}\}_{k=n_{1}}^{n_{l+1}-1}$ $(l\in \mathbb{N})$ および $V_{0}=\{\zeta_{k}\}_{k=0}^{n_{1}-1}$ とおく. $\{\zeta_{n_{l}}\}_{l=1}^{\infty}$ のとり方より,

$\omega_{z_{0}}(V_{l})>0(l\in N)$ であることを注意する. $q$ を $1<q< \frac{\min(p,e)}{2}$ をみたすようにとる.

$g^{*}(\xi)$ および $g(z)$ を以下のようにおく.

$g^{*}(\xi):=\{\begin{array}{ll}[l^{q}\omega_{z_{()}}(V_{l})]^{-1/p}. (\xi\in V_{l}),0, (\xi\in\triangle\backslash \{\zeta_{k}\}_{k=1}^{\infty}).\end{array}$
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上を示すと, 命題 1より, $g\in h_{\rho}(R)\backslash HD(R)$ がわかる.

(1) の証明

Fatouの定理より, したがう.

(2) の証明

$\int_{\triangle l}g^{*}(\xi)^{p}d\omega_{z_{()}}(\xi)$ $=$ $\sum_{l=1}^{\infty}[l^{q}\omega_{z_{t)}}(V_{l})]^{-1}\omega_{z_{0}}(V_{l})$

$=$ $\sum_{l=1}^{\infty}l^{-q}<\infty$ .

したがって, $g\in h_{p}(R)$ .

(3) の証明
$\iota 1_{1}(\in N)$ を $\omega_{z_{0}}(V_{l})<(c/2I^{\rho-\overline{1}}(l\lrcorner^{J}\geq\nu_{1})$ をみたすものとする. ここで, $c$ は命題 2における

$c$ である.

まず, $q$ を $1<q< \frac{nlin(\rho,e)}{2}$ とするとき、次の評価がなりたっ.

$([l^{q}\omega_{z_{0}}(V_{l})]^{-\frac{1}{1}},$ $-[m^{q}\omega_{z_{0}}(V_{m})|^{-\frac{1}{1}}, )^{2}\geq C[l^{q}\omega_{z_{0}}(V_{l})]^{-2/p}(l\neq m)\cdots(b’)$ ,

ここで, $C$ は 1および $m$ によらない定数である.

証明は $f$ の特性 (3) の証明において, 与えた (b) の証明と同じであるので, 省略する.
$(1/c_{0})D(g)$

$=$ $\int_{\triangle_{1}}\int_{\triangle_{1}}(g^{*}(\xi)-g^{*}(())^{2}\theta(\xi, \zeta)d\omega_{z_{()}}(\xi)d\omega_{z_{0}}(\zeta)arrow$ 命題 4

$=$ $\sum_{l=0}^{\infty}\sum_{r1=0}^{\infty}\int_{V_{l}}\int_{V_{\iota}},,((g^{*}(\xi)-g^{*}(\zeta))^{2}\theta(\xi, \zeta)d\omega_{z_{0}}(\xi)\omega_{z_{O}}(()$

$r1\neq\downarrow$

$=$
$\sum_{l=1}^{\infty}\sum_{n1\neq\downarrow}^{\infty}rn=1([l^{q}\omega_{zo}(V_{t})]^{-\frac{1}{l}}-[m^{q}\omega_{z_{(}}(V_{m})]^{-\frac{1}{1J}})^{2}\int_{V_{l}}\int_{V},,$

$\theta(\xi, \zeta)d\omega_{z_{O}}(\xi)d\omega_{z_{O}}(()$

$+2 \sum_{l=1}^{\infty}[l^{q}\omega_{z_{(}}(V_{l})|^{-\frac{1}{\mathfrak{l}}}\int_{V_{l}}\int_{V}..\theta(\xi, \zeta)d\omega_{z_{O}}(\xi)d\omega_{z_{O}}(\zeta)$

$\geq$ $C \sum_{l=1}^{\infty}\sum_{r\iota=0}^{\infty}[l^{q}\omega_{z_{O}}(V_{l})]^{-2/\rho}\int_{V_{l}}\int_{V_{\iota}},,\theta(\xi,$ $()d\omega_{z_{O}}(\xi)d\omega_{z_{O}}(\zeta)arrow(b’)$

$m\neq 1$

$\geq$

$C’ \sum_{l=1}^{\infty}l^{-2q/p}[\omega_{z_{O}}(V_{l})|^{-2/p}\sum_{\nu\neq l}^{\infty}\int_{\iota!_{\iota}}\int_{V}\ldots\theta(\xi)\prime\prime=()()d\omega_{z_{O}}(\xi)d\omega_{z_{O}}(\zeta)$

$\geq$ $C” \sum_{l=\nu_{1}}^{\infty}l^{-2q/p}[\omega_{z_{(}}(V_{l})|^{-2/p}[\omega_{z_{\{)}}(V_{l})|^{2/p}-D(\omega(V_{l}))=2\Sigma_{\tau r=0}^{\infty}\int\int\theta(\xi, \zeta)d\omega_{z_{0}}(\xi)d\omega_{z}(()$

および命題 3
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$=$ $C” \sum_{l=\nu_{1}}^{\infty}l^{-2q/p}=\infty$ ,

ここで) $C’$ および $C^{\prime/}$ は 1および $\gamma$} $l$ によらない定数である.

したがって, $g\not\in HD(R)$ .

$(ii)\Rightarrow(i)$ の証明

ある $N(\subset\triangle)$ が存在して,

$\{\begin{array}{l}\omega_{z_{0}}(N)=0,\#(\triangle_{1}\backslash N)<+\infty,\omega_{z_{0}}(\{(\})>0(\forall(\in\triangle\iota\backslash N),z\mapsto\omega_{z}(\{\zeta\})\in HD(R) (\forall\zeta\in\triangle_{1}\backslash N)\end{array}$

をみたすと仮定する.
$\mu_{0}=\#(\triangle_{1}\backslash N)$ とおき, $(_{1},$ $(_{2},$

$\cdots,$ $\zeta_{\mu_{()}}$ を $\triangle_{1}\backslash N$ の要素とする.

$h\in h_{p}(R)$ (resp. $HD(R)$ ).

$\Rightarrow^{\uparrow}$

$\{\begin{array}{l}h \text{が} \omega_{z0} \text{に関してほとんどすべての点} \zeta(\in\triangle_{1}) \text{で}, the minimal fine limit h *(\xi) \text{をもっ},h(z)=\int_{\triangle_{1}}h^{*}(\xi)d\omega_{z}(\xi),\end{array}$

命題 1
$\int_{\triangle_{1}}|h^{*}(\xi)|’ d\omega_{z_{O}}(\xi)<\infty($ resp. $\int_{\triangle_{1}}h^{*}(\xi)^{2}$ dco$z_{O}(\xi)<\infty)$ .

(resp. 命題 4)

$\Rightarrow$ $\{$

$\uparrow$

$h(z)= \sum_{n=1}^{\mu()}h^{*}(\zeta_{n})\omega_{z}(\{\zeta|1\})$ .
$|h^{*}(\zeta_{?1})|<\infty(n=1, \ldots, \mu_{0})$ .

$\triangle_{1}\backslash N=\{\zeta_{j}\}_{j=1}^{\mu 0}$

$\omega_{z_{0}}(N)=0$

$\Rightarrow$ $h\in HD(R)$ $($ resp. $h\in h_{p}(R))$ .
$\uparrow$

$\omega_{z}(\zeta_{j})\in HD(R)(j=1, \cdots, \mu_{0})$

$($ resp. $\omega_{z}(\zeta_{j})\in h_{p}(R)(j=1,$ $\cdots$ , $\mu_{0}))$

$\Rightarrow$ $h_{p}(R)\subset HD(R)$ $($ resp. $h_{p}(R)\supset HD(R))$ .

$\Rightarrow$ $h_{p}(R)=HD(R)$ .
$\Rightarrow$ (i).
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