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前回は、 19世紀後半に発生した最も伝統的な特異性の棚醐捻の系列に連なる 20世紀後半の主題 (1) ([1]) について、

それに先立つ本シリーズの以前の結果 $([2]-[43\rangle$ に基づく総括的展望を兼ねた復習と補足的準備の後に代表例のいくつかを
述べた。今回の本題 (III) –2の主題 (2) では、前回同様に後の議論に必要な復習と補足的準備の後、上記主題 (1) に次いで

起った微分方程式や位相幾何学における新しい代数的、幾何的特異性の概念、および応用上で新しい解析的概念を導入する契機の
一つともなった流体力学における流れの特異現象の構造等を代表例として取りあげる。

今回のための復冒と準備 ([2]、詳しくは [3]) 初期概念の系列として 20世紀前半から引き継いだ後半の
主題は、 (Hankelの実関数論的特異性を除いて) 簡単のため系列A と称したが、ここでの対象は主に 1860
年代後半から数学分野において新しく起った特異性の概念として、 20世紀前半にその数学の顕著な発展を見
て後半に引き継がれた主題を系列 $B$ として、またほとんど同時期に起った応用分野における特異現象としての
主題の系列を $C$ と略称した ([3])。ここでは系列 $B$ と $C$ をまとめてとりあげる。
系列 $B$ に属する主要な分野は、 常微分方程式 力学系、 (近年呼ばれる) 特異点理論であり、系列 $C$ に属す
る特異性の顕著な分野は、天体力学と流体力学であるが、代表例の選択の都合上、やむなく系列 $B$から力学系
を、系列 $C$ から天体力学をそれぞれ除いて、代表例を選択した分野についてこれまでに述べてきた内容をやや
丁寧に再現するとともに代表例の選択と意義の理解に必要な事柄を最小限補っておきたい。
一前半から引き継ぐ主題 –

1. 系列 $B$の場合

微分方種式 G. Galilei I. Newtonたちに始まるこの分野は比較的長い歴史をもち、微積分の進歩とともにそ
の解法的研究をはじめ、解の存在に関する理論的研究などが既に 1850年代までに行われていたが、微分方
程式とその解に関連づけた特異性の概念に関わる問題研究は、特異性の初期概念の起こりの影響下にあった 1
865年の L. I. Fuchs に始まる ([5])。もっともその前 (1856) に C. C. ABriot と J. C. Bouquet に
よる平面内の原点を特異点とする非線形単独一階の常微分方程式 (Briot-Ruquet の微分方程式) の解法研究
があるが、 この型の方程式は近代的には力学系に属する対象でもあるから先の事情から省略し、 ここで問題と
する型の方程式は、Fuchs に始まるものを特異性問題に関する基本的なものとみて話を進める。Fuchs型の微
分方程式に関わる基本用語は、方程式の係数が解析的である点を通常点 (非特異点) とよび、非通常点 (特異
,削 として正則特異点 (除去可能特異点)、非正則特異点 (L.WThom\’e の呼称 (1873)) があるが、後者
はそれぞれ極、高位の極を意味する。 Fuchsはそれぞれを確定、不確定特異点とよび、他に真性特異点 (位数
$\infty$の極)、見かけの特異点 (係数に現れるが、解の特異点でない点) がある。 これらの場合に対応した解の現象
的特徴は、 見かけの特異点を除いて概ね初期概念における $R$ 系の特異性に類似し、他に解の拡大に関して $W$

系の意味の解析接続の性質にしたがう。本分野の特異点に関する結果だけでも膨大なことが知られている。
まず「F$\grave$Tefl8型方程式の理論とその拡張」は、係数が特異点 (極と対数的分岐点) をもつ 2階線形微分方程

式の Fuchsの-$arrow$連の研究 $(l865$ $([5]\rangle$
、 $66, 68)$ に続いて J. $Tarme\eta(1866)$、次に J. Thomae

の Biemann$- Fu\Phi$ の方法 (超幾何級数の応用) による類似方程式の統–的扱いによる特異点近傍の解の挙動
の研究 (1870([6])

、
74)、他方で Fuchs の理論の EG. Frobenius による簡易化 $($ 187 $3$

、
$75)$
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や C. Jordan による行列の標準化理論の応用 $($ 18 $71)$
、 その他が行われた、 とほとんど同時に Fuchs 型以

外の方程式へ Fuchs の理論の拡張が Thome’, によってなされた $(]_{-}872 ([7])$
、

$73)$。以後、 この方面の

研究は、 これらの方程式の解の漸近挙動の研究へと向けられた。 ここでは 1886年の H. Poincare の研究が
先駆をなし ([8])

、 A M Iyapunov (1892)、その他の人々の研究が 20世紀に入って 1914年まで続

いた。次に 1880年から 90年にかけて Fuchs による一般の非線形常微分方程式の動く特異点の研究は、後
の「非線形常微分方程式の大域的理諭」につながった。 この方面は Pai-nlev\’e 方程式に関連して日本人による
貢献が近年著しいが、古典論の近代的復活とみなされよう。 また同時期に並行して微分方程式の解の特異点理
論とモノドロミー、および代数方程式の Galois 理論の融合とされる研究、すなわち「微分方程式の Galois理
論 (PmNd噸 b68bt理論)」は、E. Picardから始まって $(1883$ 、 $87[9])$ 、 E. Vbssiot $($ 1892 [1 $0])$

、

$F$ fflein (1894) と Picard $($ 189 $8)$
、

$L$ Schlesinnger (1899) へ至るとともに、また、 P Th Pepin
(1881) に基づいた ABoul-anger の研究 (1898) があるが、いずれにせよ比較的短期間で 19世紀
末までにその確立を得たことは特筆に値し得よう。それに引き換え、 $r\ovalbox{\tt\small REJECT}$.Hilbertの問題 $(IhR$ の第
21問 11)」の解決は 20世紀末におよんだことは前者に極めて対照的である。 この問題は、 Riemsxm面とモ
ノドロミーに関するもので、 Poincar\’e (1880 [11]) に始まって、 D. Hilbert $($ 1900 [12], $04)$

から J. Plemelj $($ 1908 [1 $3])$
、 G. D. Birkhoff (1913 [14]) へと受け継がれ、H. $B6hrl$ による一

般的解決を得た (1957 $[15]\rangle$ が、後に $R\rangle hrl$ の結果を参考にして、 同問題の全体像に関わる最終的な
解決は 20世紀末近くに持ち越された (D. V $Anoeov\cdot A$A Khhruch [16])。

最後に今なおその複雑さと難解さによって完全かつ最終的な解決をみないでいる問題は、「多変数超幾何偏
微分方程式とその解の理論」である。 P Appell (1880-82) から始まって、 Picard (1880-83)

以後に一般の多変数への拡張の試みが S. Pincherle $($ 188 $8)$
、G. Lauricel-la (1893) によって行われた。

以後長い空白の時が過ぎて、現代では方法を変えて再びアタックが試みられようとしている (たとえば、[17])。

特異点理論 19世紀末近くから新しい分野として発祥がみられ始めて以来、 20世紀前半にかけて多大に進
展した代数幾何学、位相幾何学、 多変数関数論、 力学系などにおける共通の特異性関連主題が融合された形で
この理論を形成するに至った。 この分野の呼称も比較的近年 (1980年代) に生まれたが、共通する特異性

問題をこの分野独自の方法によって $($

、 といっても原分野や他分野の手法を少なくとも援用することに変わり
はないが、) 包括的に研究することを目指している。ここでの-般的な特異点は、有限個の正則関数の共通零点
の集合として定義される解析的集合上のある点の近傍で恒等的に零である有限個の正則関数の芽のなすイデア
ルの最小生成系に対して、その点でのヤコビ行列の階数 $<$最大階数 となる点と定める。 そうでない場合は単
純点 (非特異点) とする。 多項式の場合は代数多様体の場合に同じとなる。 このような特異点に対する特異現
象はこれまでのもの同様に、非特異点とその近傍での現象とは本質的に異なる場合が普通である。 1895年
の Poincare’の研究 [18] を近代的な位相幾何学的原点として以後、 Picard ([19]) , Iae&ehetz ( $[$ 2 $0]$

、

$[21])$ らが続いて 20世紀前半の研究を大きく進展させた。
彼らの仕事を含む近年までの主要なテーマは、 まず「特異点の解消問題」であるが、 これについては既に 2

$0$世紀後半に 2, 3の特別な場合を残して一般的に解決したことと合わせて概略説明が行われた ([3]、[1])。

また「特異点の分類」は、特に 2次元解析空間の場合において特異点の解消概念を用いて、そのタイプを分類
し、代数曲面の場合はその特例となることが知られる。次に「孤立特異点に関する位相幾何学」は、D.Mumford

$($ 196 $1)$
、 E. Brieskom (1966) 等の研究結果を受けて、J.WMilnorによる超曲面の特異点に対する

位相幾何学方法による研究は超曲面の Islnor束 (fibration) の概念を生むとともに顕著な成果を得た (196

9 [22] $)$。これらの完全な理解のためには多くの準備が必要である。 この主題と同様に、 このような特異点
研究のあり方が位相幾何学の多変数関数論への応用をはじめ、複雑な積分のサイクルを通してその分岐理論等
への寄与ともなり得ている主題は歴史的にも重要な 「$Rm$.LefSche 理論」であろう。 19世紀末に Picard
から始まり、後に Ipbchetzの貢献あって $($–193 $0)$

、 $1940$年代は彼や G. de Rham たちによるこれら
の近代化へ向けての努力、 20世紀後半に入ってからは、方法的にも内容的にも精緻な理論に一新され、 特に
1960年代以降は AGrothendieck流の代数幾何学の影響もあって、 この理論はさらに一般化されることと
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なった。 Picardや Le&chetzによる原初的な古典論に対して、この隔絶したとも言えそうな近代論からの統一
的説明 (の一部) は O. $Zar\dot{\iota}skj$ ( $[23]$ の Ch VI へのMumfoiiの解説) にみられる。 さらに本来的には代
数または解析幾何学的テーマの一つである 「$\ovalbox{\tt\small REJECT}\Re\ovalbox{\tt\small REJECT}\#ffi$内の$\Phi^{\backslash }\not\simeq\Phi$m$\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT}$u $*$」は、代数的または解
析的集合の特異点を含む超平面 (ときには超曲面) 切断に対して位相幾何学の手法であるホモとピーやホモロ
ジーによる特徴づけが行われる。 ここでも先の Mi-lnor束のファイバーに対して一種の Betti数である M市]Or

数も有効に用いられる。 このように特異点理論は、次々に新しく導入される概念による特異点やその特異性の
特徴づけと萩しい問題の解決へ向けて極めて活発に展開中の分野へ成長した。
さて、最後に述べなければならない主題は 20世紀後半に入ってから RThom によって初めて定式化された
「カタストローフ理論とその応用」である$(1969 [24]$ 、 $72[25])$。これはその基礎としての可微分
写像の安定性をテーマとした彼と J.N.Mather による研究 (1962 $[$ 2 $6]$

、 $69[27]$ ;68–71 [2

8 $])$ において、開折の概念と可微分写像の特異点の分類に基づいて 7個の初等カタストローフを導いた。これ
らの特異性を端的にいえば、特異点 (集合) を境に現象の急激な、または突然の変化を特徴とするものである。
それ以後、これらは現象の静的な構造モデルを与えるものとしてE. C.Zeeman、その他の人々によって特に 1
970年代に生物学、医学、物理学をはじめ経済学、社会学、言語学などへの応用が活発になされた。
2. 系列 $C$の場合

流体力学 天体力学における制限三体問題の漸近解の特異性およびその運動の力学系としての安定性の問題
への帰着からの再議論も興味深いが、紙数の都合から、 より身近に観察しやすい流体の運動によくみられる特
異現象に専ら集中することにする。
粘性非圧縮$\dagger*$流体の運動を一般的 ”支配する方程式は NavierStokes の方程式系 (粘性項をもつ運動方程式

と連続の方程式) であり、非粘性非圧縮性の流体 (縮まない完全流体) の場合は Euler方程式系 (粘性項をも

たない運動方程式と連続の方程式) によることはよく知られている。前者の場合は今口も活発に研究が進めら

れている流体力学、偏微分方程式、 計算機科学等の重要な非線形問題のテーマの一つであるが、 ここでは現象
の特異性に関連するものは主に後者の場合であって、この方程式系の対象とする運動は、一般の平凡な流れの
他に、流れの中に発生する渦や渦糸 (集中渦) の運動である。 縮まない完全流体に対する Kelvi 卿 $(W$

$Th_{omSO)}i0$ の循環則 (1871) と渦の不生不滅に関する H.von Helmholtzの定理 (1868)、および両者
の同値性は当時既に明確に得られていたが、渦運動 (の解) を流れの特異現象として数学的に意味づけるまで
には至らなかった。

しかし、特異点の数学に関しては、初期の特異性概念が基本的に準備されつつあった時代であり、 これらの
概念が比較的に早期に定着した複素関数論の進歩により初めて流体運動の特異現象を理論的に解明できるよう
になった。 まず 1895年出版から 1. 932年まで 6版を重ねた H. Lamb の著書 ([29]) の中で「渦、渦
糸の解の特異性の研究」が現れ、解や解のポテンシャル等の特異性を複素関数論的特異点によって説明が可能
となった。 また渦や渦糸は実際にハミルトン系としての力学系として理解され、運動中の渦の挙動の変化によ

る個数の変化は構造安定でない力学系の分岐現象として説明されるであろう ([2])。さらに、「力学系として
の渦糸系 (渦糸の集合) の運動の特異性」は、 渦糸の個数が 2, 3の場合は天体力学の 2体、 3体の各問題に

類似し、個数が 3を超えると可積分でないがある初期条件下でカオス的な解の存在が知られている ([30])。

また、特に気体 (縮む完全流体) の高速流れにおける「衝撃波現象の特異蜘は他に比較して著しい特性があ
ることに注目したい。 衝撃 (波) は、進行する前後の波面どうしの接触面で物理量 (温度、圧力、密度など)

が不連続であるときのこの不連続面を指してよぶ。衝撃波の存在とその特異性は、 気体の急激な圧縮に対する
運動について考察した Riemann によって早くも 1 860年に知られていたし ([31])

、 特に

Rankine-Hugoniot (ランキンーユゴニオ) の式 (衝撃波の前後におけるそれぞれの圧力と密度の間に成立す

る関係) が,WJ.M. Ranki-ne (1870) と H. Hugoniot(1889) によって確立された意義は大きい。 さ

らに等温不連続の発生条件式は 1910年に S.J. WRayle塘 h によって見出された。 また Riemam のテスト

問題とよばれる数値的モデル ([32]) は、 このような流れとその特異性に関する解の計算機スキームの開発
と評価に貢献してきた $([33]$

、
$[34]$

、
$[35])$。ここで衝撃波の特異性とは、気体の運動に対する Euler
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の方程式系を含む複数の非線形一階偏微分方程式からなる双曲型保存則系の初期値問題の解の弱解としての性
質を指す。 これは 20世紀前半末に L. Schwartzによる超関数の理論 ([361) によってその意味が明晰にな

った。 このような特異性をここでは超関数論的特異性と既に名づけた ([3])。後半以後に入ってからこの理論

は種々拡張されたが、いずれも可微分性に関する解析的特異性を特徴づけるにふさわしい。

最後に述べておきたいことは、Rayleigh に始まる 1892年の流体の流れの安定性に関する考察 ([35])

へのアンチテーゼとして、渦運動の時間的変化を分岐現象から説明することによって、「力学系としての解の

構造不安定性」 を理解することである。 これは上記でも簡単に触れたが、既に講究録 [2] の 3節でやや詳し

く述べたように、完壁な理解は乱流理論とともになお将来に待つかと思われる。
– 主$\blacksquare$の代衰例 一

系列 $B$ の力学系と系列 $C$ の天体力学は今回の話題では最初に断ったように改めて振り返ることは避けたが、
それらの言葉や力学系が対象とする $p_{p}7\mathfrak{B}|\ovalbox{\tt\small REJECT} ff\sigma)-\prime k1h_{-}b\overline{\hat{n}}\pi$$\sigma)$ i$\Phi$#$\grave$F$|\downarrow\sigma)\epsilon\nearrow\star \mathfrak{Y}$ (こ多少とも現れたことによって、

これらの一貫した復習の欠落に対して不満足ながらも特に力学系概念の重要さは察せられることであろう。
さて、 $B$ 系列の微分方程式では 5 テーマ、特異点理論では 6 テーマ、 $C$ 系列の流体力学では 4テーマが挙げ

られた。 これらの中から代表例を選ぶに当ってその選択基準としたものは、 20世紀前半から引き継ぐもので

なければならないことが基本的であって、 1. 比較的に完成度が高いこと、 2. 著名であって基礎と応用の

両面に寄与するところ大きいこと、 3. 関連問題や関連分野に影響力を維持してきた、またはし続けているこ

とのうち、少なくとも二つ以上の基準を満たすことを要請して、最終的に代表例の選択に至ることができた。
その結果、得られた主題は、新概念の系列では、微分方程式 : $r\ovalbox{\tt\small REJECT}$.Hilbertの問題」、特異点理論 :

「$Pioeml4dk\sim$ 理諭とその応用」。応用系列では、流体力学 :「力学系としての渦糸系の運動の特異性」 と

「衝撃波現象の特異性」 をまとめて「流体運動の特異現象」 としたものとなる。

なお、上記の選択の基本条件から特定できない主題は、特異点理論の分野における 「孤立特異点に関する位

相幾何学」、「複素射影空間内の超平面切断の位相幾何学」および「カタストローフ理論とその応用」である。
これらのテーマは 20世紀後半に入って初めて着手されて急速に確立をみたもので、上に特定列挙された、ま
たは除かれたテーマのように 20世紀前半 (以前) のものから直接的に引き継いだ形跡の極めて濃いものでは

ないことによる。今回の特異性概念を中心とした主題を新概念とよんだが、次回から現れる概念は ‘新々概念’

とよんで今回の場合と区別する。新々概念に属する主題は 20世紀後半の固有の主題であり、以前に示された
ように ([2])、後半に起った新しい概念である。よって、今回ここで除かれた上の 3テーマのうち、特に「カ
タストローフ理論とその応用」 を特異点理論の次回の一主題とする予定であることを予め断っておく。

代豪例の展開 前回と同様に、 ここでは基本事項から説き起こす体系的議論は不可能であるから、問題の核心
に関わる事柄を中心的にかつ優先的に述べることにして (見出しの (1))、他の重要事項は「補足」 (見出しの

(2) :9 ポイントの印字使用) で、主題ごとの発端から現状までの展開に関わる史的概略は「主題の歩み」 (見

出しの (3) $)$ で触れられる。

1. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot Ihlm$の問謹
(1) 与えられたモノドロミー群をもつ線影微分方狸弐の存在 Hilbert の第 21問題 ([12]) であるこの

問題は、先にも述べたように $Po\sim$ から数えれば最終的な解決に至るまでに一世紀以上も費やした、複雑
で難解というよりは、むしろ歴史的に紆余曲折を経て解決した意味で厄介さを印象づけるかのような問題であ
る (後の事項 (3) 参照)。 ここで微分方程式とは、すべて常微分方程式であるとする。
まず最初に $H$皿 beH によって提起された本問題を述べておこう : 与えられた特異点と与えられたモノドロミ

ー群をもつフックスのクラスの線形微分方程式が常に存在することを証明せよ。
この問題における専門用語は基本的であるが、 それらの個々の知識だけではこの問題の意味を理解すること

は容易でないかもしれない。複素関数論と微分方程式を中心とする解析学、 トポロジーと群論といった幾何学

と代数学が有機的につながり混然一体となって問題の意味が生じるからであろう。 本主題はこのような性格の

数学の中でも今日では長い年月を経て極めて古典的な趣をもった問題との印象が深い。
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ここでは、厳密さをある程度犠牲にしても数学的意味の理解を重視したい。 リーマン面上の適当な単連結領

域を $D$
、

$D$ 上の既知の有理関数を $p_{i}(z)$ $(i=1, \ldots,n)$ 、未知関数を $u$
、 その $i$階導関数を $u^{(i)}(i=1,\ldots,n)$ と

する $n$ 階線形微分方程式 : $n^{(\prime r)}+p_{1}(\vec{-})?z^{(n-1)}+\cdot$ $+p_{\ell-1}(\approx)u’+p_{l}(\overline{\sim})\iota’=0$ $(n’=u^{(1)})$ $(*)$

$\}$は、 $D$ 上の既知の有理関数 $a_{y}.(\underline{*})(i,j=1,\ldots,n)$ を要素とする $nxn$行列を $A(\wedge\sim)=|a_{lj}|$ (行列式 $|$A$|\neq$ 0)
、

未知関数 $u_{l}(i=1,\ldots,n)$ を要素とする $nx1$ 行列を $U(\sim-)=[u_{i}]$ とする 1階線形微分方程式系 :

$dU/dz=A(\dot{\sim}\sim)U$ $(*’)$ に同値である。

微分方程式 $(*)$ の特異点は有理関数の係数に対して複素関数論の特異点である極を用いて定義される。す

べての $p_{t}(\underline{r})$ が特異点として高々 $i$位の極しかもたないとき、 また少なくとも 1つの $p_{i}(z)$ が特異点として

$i+1$位以上の極をもつとき、 これらの極をそれぞれ確定特異点、不確定特異点とよぶ。 単連結領域 $D$ 上の点

$z=a$ が方程式の確定特異点である場合は、 $a$ が通常点 (すべての係数が解析的である点) のときも特別な場
合として含む。複素平面 $C$ (リーマン球面 $=C\cup\{\infty\}$) 上に確定特異点以外の特異点をもたないときの線形微
分方程式は特に重要で、この方程式はフックス型とよばれ、方程式系 $(*’)$ の場合は、係数行列の各成分がす
べて高々 1位の極しかもたないときをいう。微分方程式 $1*$ ) のすべての係数の (真性特異点でない) 極の集

合を{al’..., $a$諺とする。

ところで Riemann-Hilkれの問題における ‘フックスのクラス’ という言葉の意味であるが、簡単に言えば、
方程式 $(*)$ の係数がどれも有理関数であることを指している。そのような方程式をフックスのクラスの微分
方程式とよんでいる。 そのようなクラスの方程式の中でも確定特異点によって特徴づけられた特殊なものがフ
ックス型の方程式である。話を進めやすくするため微分方程式はフックス型をこの問題の基準のタイプとする。
方程式 $(*)$ についてつぎの結果 (証明 : 略) がある :
結県 1. 線形微分方程式 $(*)$ がフツクス型 $\Leftrightarrow$ 方程式の有理関数係数が

$p_{j}= \sum_{i\sim 1}^{m}\{\frac{\alpha_{i}^{(j)}}{(_{\sim}’-a_{i})^{j}}+\cdot$ $+ \frac{\alpha_{i}^{(1)}}{(\underline{- r}-a_{l})}\}$の形に部分分数展開される

ただし、 $\sum_{i=1}^{m}\alpha_{i}^{\{k)}=0$ $(k=1,\ldots,j-1)$ .

また、上式の右辺は通分することによって詳しい有理関数の形が見出される。
ここで当初の問題にもどってみる。その中の ‘与えられたモノドロミー群をもつ’ を除けば、 ‘与えられた確

定特異点をもつフックス型の微分方程式系が常に存在することを証明せよ’ となるが、結果 1によってその
ような同値な微分方程式は容易に構成され、常に存在することが明らかとなる。 これでは問題としてつまらぬ
ものとなってしまうので、 もう一つの条件、 ‘与えられたモノドロミー群をもつ’ を加えてみよう。すなわち、

(1) 方程式 $(*)$ がフックス型であって、モノドロミー群をもつ場合に起る問題を以下に述べておこう :

$\tilde{D}$ を普遍被覆面 (単連結な被覆面$\rangle$

、 $p$ を被覆写像とする普遍被覆 $\tilde{D}\frac{p}{r}D(D$ はここでは必ずしも連結

ではないとする) からそれ自身への同相写像である同値写像 $\omega$ : $\tilde{D}arrow\tilde{D}$ $(a)$ はこのとき (普遍) 被覆の被

覆変換という) の全体を $\Gamma(\tilde{D}\underline{p\llcorner}D)$ とすれば、 $\Gamma$は (写像の合成を積として群をなすから) (普遍) 被覆
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の被覆変換群とよばれる。 このとき被覆変換群 $\Gamma\cong\pi_{I}(D)$ : $D$ の基本群 (または 1-ホモトピー群、 ボアン

カレ群などとよばれる) であり、対応 $L:\eta\mapsto L(\eta)(\eta\in\Gamma)$ : 群 $\Gamma$ の 1次表現となるが、 この表現 $L$ を微分
方程式 $(*)$ のモノドロミー (monodromy) 表現とよんで、通常は行列を用いて表す。 このとき、被覆変換群

$\Gamma$はモノドロミー群とよばれる。

さて、一般の微分方程式を解く場合の演算に触れよう。既知関数の集合を $F$として、 $F$に属する要素 (既知

関数) に対して新たな関数を得るために演算 :1‘.四則算と一次結合 2u.微分 3.不定積分 $4\circ.e$ を底

とする f(X)($\in$ F)の指数関数 $ex\propto f(x))$ をつくること、 を有限回行えぱ可能な操作をここでは $S_{0}$型、新しく

つくられた関数を ‘
$F$上 $S_{0}$型’ とよび、 さらに、上記の演算全体に 5o 代数的演算 $(\sqrt[n]{f}(f\in F)$ と代数

方程式を解く操作) を加えることによって、新たな関数を得る有限回の操作を先と同様に $S$ 型、新しくっくら
れた関数を $F$上 $S$型’ とよぼう。
いま微分方程式 $(*)$ または $(r’)$ はフックス型であるとする。そのときこれらの方程式の $n$ 個の 1次独立
な解を求める初等的理論で上に述べた演算の意味で可解性の判定が可能である。一つの結果を挙げておく :

結県 2 線形微分方程式 $(*)$ が有理関数体 $C(\underline{:})$ 上 $S_{0}$型 $\Leftrightarrow$ $D(=C-\{a_{1},\ldots,a,,,\})$ の基本群 $\pi_{1}$
$(\cong$ モ

ノドロミー群 $\Gamma$ ) の行列表現 $L$ が 3角化可能、すなわち

モノドロミ $=$表現 $L(\eta)$ $\approx$ $[a_{0}00^{11}:$

$a_{22}$

$0^{\cdot}$

$0*$

.
$a_{nn}]$ .

この定理の証明は、線形微分方程式のガロア理論で知られる Picard$\cdot$Vessiot の理論に基づいてなされる

(Kaplaoeky[37] を参照)。 この結果から、 フックス型方程式が $\alpha$ z)上 $S_{0}$型でない (解の構成手続きが

簡単でない) 場合のモノドロミー表現をめぐって、 $Po\sim$ による保型関数の理論の創始と応用がなされた。
上に述べた $Biemam\cdot Hi_{-}1bert$の問題の意義は、指定された二つの条件を満たす微分方程式 (系) がフックス

型の場合についてのものである。 2階の方程式に対しては詳しいモノドロミー表現による可解性の判定が示さ
れる。 しかし非フックス型方程式の場合 (不確定特異点の存在など) に対してはその意義はまた異なってくる
((2) 補足 を参照)。 この意味でもフックスのクラス内で Fuchs のいう ‘正則な’ クラス (係数や解に現
れる特異点が確定特異点に限られるもの) の場合が議論しやすいであろう (方程式系では、 フックス型と正則
なクラスとは同一視できる概念ではないから、正則なクラスも系の場合は無視できない)。

(2) Riemann-Hl曲 ertの問題は、基本的には指定された条件下での微分方程式 (系) の決定問題であると
も言えるが、逆に微分方程式 (系) が与えられて、そのモノドロミー表現を決定する問題は特別な場合を除い
て一般的に解けていない (この辺りの問題は福原 [38] を参照)。特にフックス型においてモノドロミー表現
が求められれば、 微分方程式の大域的理論が目指す解の接続問題等の解決につながることになる。 これらに関
してはこれ以上触れないでおく ((2) 補足 を参照)。

最後に Riemazm-Hfflyert の問題に対する解答を要約する。 それは、問題が ‘肯定的に’、 あるいは ‘否定的
に’ 解決したかということである。 この問題の解決とは、 その中の中身 (命題) が正しいかどうか証明するこ
とを意味する。 これは長期にわたって問われた問題であった。 Hi-lbert の問題提起以来、彼以外にこの問題に
関して顕著な働きをみせた Plemelj (プレメルヒ [131) は、最終的にはこの問題を微分方程式の解の問題と
とらえ、 存在する解は (通常の意味で) 正則で、 それを解とする線形微分方程式はフックスのクラスの方程式
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であることを示した。彼はすぐ後に続 $\langle$ Birkhoffiバーコフ [14] $)$とともに両者はほぼ同じ線に沿ってこの
問題を肯定的に解決したと考え、また斯界でも確定的な結果とされて 81年間これが信じられてきた $((3)$ 主

題の歩みも参照)。彼らが確認しなかったことの一つは、方程式がフックス型 (またはフックスの意味の正則な
クラス) であるかどうかであった。その後、半世紀近く経て、 $B\ddot{\circ}$hrl (レール [15]) が特異点を確定特異点
とし、 これらとモノドロミー表現を任意に与えて、 1階方程式系 $(g’)$ に対して解が存在することを一般的に
証明した。 ここまでは、Riemann$\cdot$Hilbertの問題に対してフックス型、 したがってフックスのクラスの方程式
が常に存在するという肯定的解決を得た最終的結論と考えられてきた。
この Blihrlの結果は、Anosov (アノゾフ $\rangle$ と BoTbmch(ボリブルヒ) にとって、特異点やモノドロミー群

を最初に特定的に与えて、 これらをもったフックスのクラスの方程式系の非存在を示せばよいというアイディ
アを抱かせるに至った $($ 198 $9)_{0}$ このことを明確にするために、その後に彼らはこの考えを実行に移して多
くの例示を行った ([16] ; 否定的例ではモノドロミー表現が可約であること、それが既約であれば問題の命
題は肯定的に解決されることを示した)。以上が Riemfflm-Hilkrtの問題への解答のあらましである。
m$\ovalbox{\tt\small REJECT}$mlmh猶の剛薗二対する $-.1$ Plem ljや Birkhoffの解等は肯定的結果とはいえ、十分な検証を得な
かったために問題への明確な解答とはならなかった。 $R$)$brl$ の解答は一般的に問題への肯定的結果を主張して
いるが、他方で Anosov と Bolibruch の解答は、前者の結果への反例というよりも、むしろ精密化に近いとい
えるかもしれない。結局、 Biemann$\cdot$Hilbert の問題における (方程式系に対する) ‘命題’ は、特異点とモノ
ドロミーの与え方によって、肯定的にも否定的にも解釈が可能ということであろう。
(2) 補足 (1) では確定特異点が中心的な議論に終始したが、その問題を主題としたゆえにやむを得なかっ鵡非フックス

型の場合はモノドロミー表現の意義は低下し、解の大域的行動の究明が主要なテーマとなる。そのとき、形式的幕級数を要素とす
る解の漸近展開、方程式系の 1次独立な基本解としての形式解どうしの間の接続公式と不確定特異点の存在によって起る解析的現
象としてのストークス現象、また確定特異点がいくつか合流して不確定特異点となる合流型の解を含む種々の超幾何関数を解にも
つ代表的な方程式 (系) など、解析的な話題が多様にかっ豊富に提供されている (詳細は文献 [3 $8]-[40]$ を参照されよ)。

(3) 主題の歩み Raemann-Hilurt の問題の源となった考えは、Riemann がゲッチンゲンの 185 $6$
、

$5$

$7$年の冬の学期において、 2階線形微分方程式の 2つの 1次独立な解の挙動を分岐点の近傍で解析接続とモノ
ドロミー表現を用いて解析した結果、最終的に少なくとも つの微分方程式が与えられた分岐点とモノドロミ
ーをもっためのある条件を見出したこと ([41]) にあるとされる。 1900年の国際数学者会議で Hilbert
が提超した第 21問題はこの原形とされる問題と異なっている。 この違いについては何人かの数学者によって
言及されているようであるが、大城的結果を求めるのに問題の出発点が局所的条件 (Riemann) か大域的条件
(Hilbert) かによる違いであるという。Riemann による上記の問題の原形は、方程式を与える以前にモノド
ロミーを特定する考え方であり、 $R^{\cdot}$enann 以後、 Poincar6が独立に見出したとされる ([42])。

$Poi\underline{i}_{K}ar\acute{e}$の考え方を継承した LSchlesinger と先に既出の Piem萌の間に Biemannの問題の方法をめぐっ
てかなり長い間論争が続き、やがて E. H皿 b が,Poincar\’e と Schlesinger の方法による考察よりも Plemelj の論
考 ([13]) が正しいする評価を与えたこと ([43]) によって、 1989年までの長期にわたって Riemann-
H皿 beれの問題は解決済みとの印象を与えてきたことは先に述べたとおりである。
今日もなお Riemaxm$-$ -lbert の問題と、その非線形可積分系への応用等に関しても研究が続けられている。
また特殊だが適正な微分方程式系の決定をはじめ、不確定特異点をもつ場合の方程式の解の構造と振舞い等、
局所と大域の両面にわたり、 日本における数学者たちの寄与は顕著である。 なお、筆者の講演時に $H$皿 berもの

当初における問題意識に関連して、真島秀行氏から貴重な指摘を戴いたことに対して心から謝意を表したい。
最後に、 この方面に関する詳しい歴史的解説書として、近年傑出した数学史家 J.J.Gray の書 [44] があ

ることを加えておきたい。特にこの事項 (3) の一部ではこの著書を努めて参考にしたことを述べておく。
2. $figad\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT}$理諭とその応用
(1) 理論の癒要と応用問■ 正則関数の特異点のトポロジー問題を議論した $P_{\dot{K}\delta}rd$.LefSchetz の理論は、

Arnold によれば次のように要約できよう ([45]) : 正則関数の複素等位超曲面の Ddm (Dehn の補題で知
られる $M$. Dehn (筆者注) $)$ の擬りによる、臨界値の周りの運動によって引き起こされたものを記述するもの、
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である。 この理論の中心的な話題は、 上記の引用にある ‘臨界値の周りの運動によって引き起こされたもの ‘

の記述であるから、 まずこれに対する最も簡単な場合を示してから、 一般的な結果をまとめておく。 このよう

な説明手段をとることで、限られたスペース内でのこの理論の詳細を避けて可能な限り概略的説明による概念
的理解を優先させて、少なくとも理論のおおよそのイメージが得られるものと思う。

単純な型の特異点として、 $(\sim,\approx)\mapsto\approx_{l}^{2}+\approx^{2}2$ によって定義された関数 $f$ : $C^{2}arrow C$ の臨界点 $(A_{1}$ 型の特異

点ゐ 次回の主題の 1つで触れられる予定) は原点 $(0_{2}0)$
、 臨界値は $f(O,O)=0$ である。 この臨界点は

超曲面 $S_{0}=\{(\approx 1’\approx 2)\in C^{2}|z_{I2}^{2_{+}2}\sim$

の上のただ 1つの (孤立) 特異点であり、原点で交わる 2本の複素直線を母線とする光円錐 (light oone) (:

時間方向に上 (未来)、下 (過去) に開いた 2つの錐がそれぞれの頂点で結ばれて 1つの点となったものがここ
での臨界点となるような空間) を想像するとよい (後の図参照)。また、 $\forall\lambda(\neq 0)\in C$ に対して、関数値 $\lambda$ 上

の $f$ のファイバー (fikr) を

超曲面 $S_{\lambda}=\{(z_{1} ,z_{2})\in C^{2}|z_{1}^{2}+z_{2}^{2}=\lambda\}$

とすれば、 $S_{\lambda}$ にはどんな特異点も存在しないから、代数関数 $z_{2}=(\lambda-z_{1}^{2})^{1/2}$ のリーマン面である。 ‘切り貼

り’の手法を用いてこのリーマン面は容易に得られ、実 4次元空間 $C^{2}$ は $0$ 上の特異ファイバー $S_{0}$ と $\lambda(\neq 0)$上

の非特異ファイバー $S_{\lambda}\approx$ 円柱 : $S^{I}xR$に分解されることがわかる。また、 $S_{\lambda}arrow S_{0}(\lambdaarrow 0)$ 。

ここで、等位曲面に座標を入れる : 複素数 $z_{i}$ を実部 $x_{i}$ と虚部 $y_{l}(i=1.2)$ によって表すことにより、曲面の

方程式に同値な、 これら実部と虚部によって表された方程式を得る。 この新しい方程式において、座標変換、

$x_{1}=u,x_{2}=v,$
$\pm\sqrt{y_{1}^{2}+y_{2}^{2}}=w$ $\Rightarrow$ 方程式 $u^{2}+v^{2}-w^{2}=\lambda$ : $R^{3}$ の双曲面、 を表す。

$=’-\backslash \backslash /$

$\underline{\lambdaarrow 0}$

$\backslash \swarrow$

$\wedge^{\prime’}\sim-\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }’\backslash .$

.

$S_{l}$ と $s_{0^{g}}m$僚

次に、 $\lambda$ が臨界値 $0$ の周りを一周するとき、 ファイバー $S_{\lambda}$ の変化を見るために、 $\lambda(t)=\eta$

$ex\iota Xi2_{J}t),\eta>0,0\leq t\leq 1$ ( $\lambda(t)$ : 半径 $\eta$の円周上を正の向きに原点の周りを一周する) $\Rightarrow$ $t$ の増大に

つ肱 リーマン面としての $S_{\lambda(/)}$ の分岐点 $\pm\sqrt{\lambda(t)}=\pm\sqrt{\eta}ex\propto i\pi t$) は点 $0$ の周りを回る。 $t$ の値の範囲での状

況のうち、特に $S_{\lambda\langle 0)}=S_{\eta}$ として、 可微分写像 $h_{t}$ : $S_{\eta}arrow S_{\lambda(l)}$ の族を考える。 また (ベル型の) ある関数

を用いて定義された写像 $g_{l}$ : $Carrow C$ に対して、 $l\iota_{l}$ を被覆への $g_{l}$ のリフティングであるとする。このとき $f$
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の幾何学的モノドロミーと呼ばれる可微分写像 $h:S,,$ $arrow S,$, の下記に定めるサイクル $\delta$ への効果 (振じ

れ$)$ をみよう。 まず双曲面のくびれた部分 $($水平面 : $w=0)$ の上に次の円

$\delta=\{(u,v,w)\in R^{3}|u^{2}+v^{2}=\eta,w=0\}$ :消滅サイクル $(\etaarrow 0\Rightarrow\deltaarrow 0)$

と、 この双曲面に代わって、複素 1次元射影空間内の、先のり一マン面$Z_{2}$ (曲面 $S_{\lambda}$ ) に対するコンパクトな

リーマン面に対応するコンパクト化された曲線

$\delta=\{(u.v,w)\in R^{3}|v^{2}-w^{2}=\eta, u=0,v<0\}$ : 余消滅サイクル

を定める $\Rightarrow$ $\delta^{*}$ の境界は 2つの無限遠点から成り、 $\langle\delta,$ $\delta\rangle=1$ (: 両サイクルの (ただ 1点で交差する)
交差数は 1であることを示す)。

$t$ の変化にしたがってこれらのサイクルに対する可微分写像 $h_{t}$ の振舞いを解析することによって、先のモノ

ドロミー $h$ によるサイクル $\delta$ への作用 (涙じれ) $h(\delta)$の模様と閉サイクルとしての $\delta-h(\delta)$ を図示して

おこう :

$\delta$ . $h(\delta.)$

モノ $l^{;}\alpha_{\backslash }^{p}-h$ の効蟻 サイクル $\delta$ $-h(\delta\cdot\}$

結果 1(最も簡単な場合の $Rgard\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の公式) 閉サイクル $\delta$

0
$-h(\delta^{*})\sim\delta$

。 記号$\sim$ : 左辺は右

辺にホモローグ (homologous) であること、すなわち同じホモロジー類に属していることを示している。

結果 1の一般化への図駒手纏き (素描) : 一般の $A_{k}$ 型へ拡張するために、この型の正則関数の芽 $f$ の実モ

$-\cross$化 (とよばれる、チェビシェフ多項式を含む) $f_{\lambda}$ : $R^{2}arrow R$ を考え、 $f_{\lambda}$ の中の $\lambda$ の幕に含まれる $k$ の

偶、 奇によってこれらが定める曲線の 2重点と 2っの最小値によって定まるサイクルは、消滅サイクル $\delta$ と 2

つの余消滅サイクル $\delta_{1}^{*},\delta_{2}^{r}$ に [QIJされ、一般的にこれらの交差数は $<\delta_{1}^{r},\delta>=<\delta_{2}^{*},\delta>=1$ であるよう

にそれぞれが向きづけられる。 このように各 2重点と各最小値に対応する消滅サイクルの決定やモノドロミー
の議論に関して、正則関数のより一般の孤立特異点に対しても、 グラフの頂点が消滅サイクルに対応して描か
れる、 コクセター-ディンキン (CoxeterDynkin) の図形 (たとえば、竹内 [46]) は有用である。 ここで

は $A_{k}$ 型以外の特異点をもつ他の三っの型に対しても同様の議論が可能である。

最後に、一般の場合に対する結果を述べておきたい : これは、代数的位相幾侮学の方法であるホモロジー論
によって統一的に定式化されたものである (この方法に双対的なコホモロジー論は [1] の主題において現れ
た $)$

。 まず一般的な基本事項を準備する。

$M$ : $n+1$ 次元複素多様体、 $f$ : $Marrow C$ : 正則関数、 $X;M$ の開集合、 $\overline{X}:X$ の閉包で、境界硬付き
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2 $n+2$次元可微分多様体、 $\overline{\Delta}$ : 閉円板 $\subset C$ として、 $f$ の制限写像 : $\overline{X}\cap f^{-1}(II)arrow II$ (II: $\overline{\Delta}$ の近傍)

や $f$ が $\overline{\Delta}$ 内にその臨界値をとるように $\overline{X}\cap f^{-1}(U)$ 上に有限個の臨界点をもっ等の条件から、 $\Delta^{2}=\overline{\Delta}-\{$ 有

限個の臨界値} $\Rightarrow$ $f$ の制限写像 : $\overline{X}\cap f^{-I}(\Delta’)arrow\Delta’$ は可微分ファイバー束 (バンドル) の射影、 よって

$\overline{X}_{s}=\overline{X}\cap f^{-1}(s\cdot):s\cdot(\in\Delta’)$ 上のこの束のファイバーで、境界 $\partial$Xs $=\overline{X}_{s}\cap\partial\overline{X}$付きコンパクト $2n$ 次元可微分

多様体。最初の例の幾何学的モノドロミー $h$ の一般化、 $h_{J}$, : $\overline{X}_{s}$. $arrow\overline{X}_{s}(\gamma\in\pi_{1}(\Delta’.s),s\epsilon\partial\overline{\Delta}\cap\Delta’)$ によっ

て誘導された $\overline{X}_{s}$ の $q$ 次ホモロジー群に関する準同型写像 $h_{\gamma}$. : $H_{q}(\overline{X}_{s})arrow H_{q}(\overline{X})$ : $\gamma$ に関するモノドロミ

ー作用素とよぶ。 また、 $h_{\gamma}$ は相対ホモロジー群 $H_{q}(\overline{X}_{s},\partial\overline{X}_{s})$から自分自身への準同型写像 $h_{r}$. も誘導するか

ら、 準同型写像 var $r^{;H_{q}(\overline{X}_{s},\partial\overline{X}_{s})}arrow H_{q}(\overline{X}_{s})$ も $[c]\mapsto[h_{\gamma}(c)-c]$ によって定義され、 変動作用素

(variation operator) とよぶ。 $w$ : $s$ を始点かつ終点として、 $\gamma$ に伴う単一閉ループ、 $\gamma$ を $W$ ’で置き換え

て、 $\omega$ に関するモノドロミー作用素 $(mffl\cdot R$ 変換$)$ ht”. 、および $r$ を $\mathcal{O}J$ で置き換えた変動作用素

var
$\Phi$
の、 それぞれが対応するホモロジー群への作用がもたらす効果を知ることが目的となる。

有限個の臨界値はすべて $0$ とし、 これらに対応する臨界点もすべて $0$ である値の周りの複素 $n+1$次元開球

体に同型な近傍の上の関数を $f(z_{1},\ldots,z_{2})=z_{1}^{2}+\ldots+z_{n+i^{\text{、}}}^{2}$ 基点 $s=\eta\in R(\eta<\epsilon^{2},\epsilon$ : 開球体の半径また

半径 $\eta$の円板内には他に異なる臨界値はないとする)、ループ $\omega$ : $Iarrow C$ は $t\mapsto\varphi^{2\#}$で定めるとする。

これらの仮定下で (以下、結論に至る過程はかなり省略して)
、

$n$ 次元単位球面 $(S^{n})$ の接束の円板東 $(DS^{n})$

に微分同相な、$w\epsilon\Delta_{z}0<|w|\leq\eta$ に対して $\overline{Y}_{w}$ を境界とする、多様体が存在して $\overline{Y_{\eta}}$ は $DS^{n}$ に同一視できる。

$S^{n}$ は $DS’$’の変形レトラクトであるから、 $\overline{Y_{f}}$, のホモロジー群 $H_{q}(\overline{Y,},)$ は、
$n$ 次元球面 $(S,$, : $\overline{Y_{\eta}}$ の変形レト

ラクト) のホモロジー類 $\delta$ (消滅サイクル) によって生成され、 $S^{\prime 1}$ のそれと同じである : $H_{n}(\overline{Y_{n}})=Z\cdot\delta$
。

また、 $S_{t}$, と $(x_{1}=\sqrt{\eta},x_{2}=\ldots x_{+t}=y_{1}=\ldots=y_{n\star 1},x+iy\in\overline{Y_{\eta}})$ を座標とする点で横断的に交差する部分

多様体 $(T_{\eta})$ の向き付けによって、 $T_{\eta}$ は相対サイクル $\delta\in H_{n}(\overline{Y_{\eta}},\partial\overline{Y_{\eta}})$ を表す : $H_{n}(\overline{Y_{\eta}},\partial\overline{Y_{\eta}})=Z\cdot\delta$
。

ただし、 $<\delta,\delta>=1$ とする。 これまでの議論から得られる–っの結論 (証明略) を示しておく :

定理 $(var_{C\ell}$, に関する hoeml-Ld–yc$\sim$捻の定理 var $a’(\delta^{*})=-(-1)’\iota(n-1)/2\delta$
。

相対サイクル $c\in Z_{q}(\overline{X}_{\eta},\partial\overline{X}_{\eta})$ は、 $c=c_{I}+c_{2},c_{1}\in Z_{q}(\overline{Y_{\eta}}.\partial\overline{Y_{\eta}}),c_{2}\in C_{q}(\overline{X}_{\eta}\backslash Y_{\eta})$と表され、 $h_{tp}.(c)=$

112



$h_{w}.(c_{1})+c_{2}$ , var, (c) $=$ var(c])、および $var_{w}$ : $H_{q}(\overline{X}_{J},,\partial\overline{X}_{J},)arrow H_{q}(\overline{X}_{\eta})$は $q\neq 0,n$ に対して零化写

像であることに注意れば、上記の Picard-Iae&hetzの定理から次の結果を得る :
結果 2 (一般の場合の標準的 ml- 蝕ぬ e銘の公式)

$1^{O}$ . $\alpha\in H_{n}(\overline{X}_{r},,\partial\overline{X}_{\eta})$ に対して、 $var_{w}(a)=-(-1)^{\prime i(n-1)/2}<\alpha,\delta>\delta$
。

$2^{o}$ . $\alpha\in H_{n}(\overline{X}_{\eta})$ に対して、 $h_{a\}}.(a)=\alpha-(-1)^{nt\prime\iota-1)/2}<\alpha,\delta>\delta$
。

結果 1は、結果 2の (2) において、 $\alpha=\delta^{*}$ $\Rightarrow$ $<\delta^{*},\delta>=1$
、 $n=1$ から明らか。

次に応用問題に触れておきたい。 これらは、 どの問題一っを取り上げても幾何学的特異点に深く関係し、 古
典的問題から近年の新しい問題に至るまでその本質はPicard-kb:hetz理論 (今後は、 $P\cdot L$理論、定理、公式
などと略称) を基本とする、その変形または拡張 (振じれ (tw減 ed) P-L 層別 (stuatified)P-L理論など)

に帰着し、今日まで異分野にまたがる多くの課題が見出され、解決され、また新たな問題をよんでいる。 ここ

では、貴重なスペースを借りてこれらのうちの二つの古典的問題を概観するにとどめておきたい。
(1) 代数的に可積分な物体に関する $\ovalbox{\tt\small REJECT} mm$の閥題

あまり聞き覚えのない問題かもしれないが、興味深い問題で深い考察を要する代数・幾何・解析の三位一体
型の問題である。 $f(x)$ を多項式とするとき、 実 $n$ 次元ユークリッド空間の ‘代数的物体’ とは、 集合
$\{x|f(x)<0\}$ のコンパクト連結成分で、その境界上で $df\neq 0$ (非特異) であるとする。任意の代数的物

体 $\nabla$ が超平面 $X$ : $a_{1}x_{\iota}+\ldots+a_{n}x_{n}=b$ で分離された二つの部分の体積は超平面上の 2価関数 $F_{\nu^{r}}$ で与えられ

る。このとき、 $F_{V}$ が ‘代数的’ (:平面 $X$ と $X$上の 2つの関数値 $F_{V}(X)$ に対して、$S(a_{1},\ldots,a_{n},b,F_{V}(X))=0$

であるような多項式 $S(a_{1},\ldots,a_{n},b,F_{V})$ が存在する) ならば、代数的物体 $V$ は ‘(代数的に) 可積分である’ と

よぶ。 この代数的可積分性に関して、次の古くからの定理がある :
定理 1 (Newton の定理, &mma XXVIII of $Rim\dot{\Psi}^{i_{\theta}}$ I (1687)) $R^{2}$ には凸の非特異な代数的に可積分で
ある代数的物体は存在しない。
定理 2偽�石 mlesの定理) $R^{3}$ の円板は代数的に可積分である。

Newton の定理の証明は、卵形線を境界とする物体が可積分であるならば、代数的であると仮定して代数性
に矛盾する結果を引き出す彼自身の背理法によって行われている。 しかし、 これらの定理は次元が 2と 3の特
別な場合に限られている。そこでこれらの- $\oplus$化に関して次の結果が知られている :
定理 3 $R^{2k}$ には滑らかな凸の代数的に可積分である物体は存在しない。
定理 4 $R^{2k+1}$ $(k\geq 1)$ のほとんどすべての代数的物体は代数的に可積分でない

$\circ$

定理 4は奇数次元の場合、代数的物体の非可積分性を弱い形で述べているが、 これは Axchimedes の定理
による実 3次元の場合を例外的現象として含む結果である。奇数次元の代数的物体の可積分性に対する障害に
関しては、物体の複素化とそれに伴う空間の複素射影化をとおして様々に議論される。 さて、定理 3である
が、 この定理は、対 (半径 $\epsilon$ の複素 $n$次元閉球、特異点のない等位超曲面) のファイバー束に対する標準的な
$P\cdot L$理論 (特に $P\cdot L$の公式) から得られる一つの補題に基づいた結果 (: 凸体 $V$ の境界面を表す関数の最小値
m 、最大値$M$ 区間の値をパラメータ $t$ として、 $W(m)=0,W(M)=t^{f}$ の体積となる関数 $W(t)$ のパラメータ

区間を囲む閉曲線に沿う解析接続の増分に関するもの) によって証明される。 また、代数的物体の可積分性の
障害 (、すなわち非可積分性の) 問題も一般化された $P\cdot L$理論へ帰結されることによって明らかにされる。
(2) 代数的層の Neevtx ポテンシャルに関する問 $\blacksquare$

先の問題は数学的特性の濃いものであったが、 これは物理学固有の法則から生じた古典的な数理物理学的問
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題である。 この問題の発端から最近の進歩に至るまでの一端を紹介する :
(L)Newtonの定理 (Theorems XXX&XXXI of $B_{\dot{Z}l\mathfrak{X}\dot{\Psi}^{\dot{M}}}$ I (1687)) ユークリッド空間内の均質な球
体の層は、球体内の物質を引きつけるのでなく、球体外の物体が、質量が球体全体の質量に等しい点としてあ
る粒子によって引きつけられるのと同様に、球体の中心へ引きつけられる。
(J.) Ivogの結果 (1809 [471) Ivory は上記の Newton の定理を、楕円体のニューロンークーロン
(Newton$\cdot$Coulomb) 引力ヘー般化した : 楕円体の標準的層は内部の点を引きつけるのでなく、外部へ向かう
引力はすべての共焦楕円体にとって同じものである。
(VL)Arnddの結果 (1983 [48]) Arnoldは Ivoryの結果の中の楕円体に代わって任意の双曲型層
の引力へ拡張した : その他、詳細 略。
(A B.) Giwmlの結果 (1984 [49]) Givental はArmldの結果を任意の定係数線形斉次楕円型偏
微分作用素のポテンシャル関数へー般化した : その他、詳細 略。

その後のこれらの問題研究の進展は、三つの主要な定理の形にまとめられるが、 いずれも Picard-Lel-Schetz
の理論を基礎とする。参考のため、そのうちの最も基本的な定理を紹介しておく :
定理 $R^{2}$ の任意の $d$ 次狭義双曲型多項式 $F$ に対して、 $F=0$ による曲線のニュートンークーロン電荷 $\omega$ に

よる引力は、 この曲線の外部で代数的ベクトル関数である。 さらに、任意の多項式 (または 1価正則) 関数 $P$

に対して、 $P=0$によるコンパクト双曲型曲線上に分布した多項式 (または正則) 電荷 $P\cdot a)$ の引力は、代数
的 (または有限多価解析的) ベクトル関数である。 $P$ の次数 $\leq d-2$ $\Rightarrow$ 非コンパクト双曲型曲線に対して
も同じことが成り立つ。 (ここでの双曲型多項式は、双曲型偏微分作用素の定義多項式とわずかに異なる概念で

ある。本シリーズの (m) $-2-20$世紀後半の主題 (3) –で再度触れる予定である。)

これらの定理に共通する証明の基礎には、P-L理論 (特に公式) の適用が不可欠であり、Arnold らによる近
代酌な概念 (Anwld ホモロジー類、ホモロジー束など) の導入による新しい問題の解明は注目に値する。。
(2) 補足 応用の (1) にっいて云えぱ、物体とはいわゆる図形であり、面積や体積など、 その大きさが代数方程式の解とし

て存在するか否かを述べたものである。A麗 medes の例を除いてほとんどすべての次元で否定的であることは、このような数値
の存在問題は、代数的な対象ではなく、 したがってその代数的可解性が問われないということは、 (微) 積分の方法につながる必

然性を示唆しているかのようである。応用の (1)、 (2) の結果の $P\cdot L$理論への帰結またはそれに基づいた証明に至る過程は長く

かつ決して容易でない。その簡明な方法や叙述が将来見出されることが望ましいことは、単に容易さを求めるだけでなく、証明方

法の改良とそれに伴う本質的に新しい問題への道が期待されるからである。以上の応用の他に、超幾何関数、双曲型作用素の基本

解 ([1] 参照)、 トモグラフィー (tomography(X線断層撮鮪 D)
$\tau$ ファインマン (Feynmin) 積分等の特異性に関する問題があ

り、 これらのうちから再び $P\cdot L$理論の応用としてー、二の問題が主題として取り上げられる予定である。

この主題に関して参考にした論文以外の一般的文献として、Ebehng [50] と $W_{b^{\backslash }}sffiev[51]$ があり、特に理論面の基礎に

関しては前者、応用面は後者がそれぞれ詳しい。応用に関して Vassikv以後の新しい割こついては筆者はまだ知らない。
(3) 主厘の歩み 主要な流れにっいては冒頭の特異点理論において述べたからくり返す必要はないであろう
が、 そこで注意した 1960年代以降についての進展のうち、 Zariski の書への MumlOrd の注釈は P-L 理論
へ関連はするもののその理論自体の近代的記述にはなっていない。 筆者の知る限り、 $P\cdot L$ 理論とその応用への
少なくとも一つの重要な貢献であった Pham $(1\Re 5$,&1 $\mathfrak{X}$7 [52] $)$ による研究は、 ファインマン積分の特異
性や、積分の分岐問題の研究に向けられたことが想起される。 これらの問題に関しても、次回に触れる予定で
あることを告げてここでの主題を終える。

3. 漉体運動の赫異魂象
(1) 渦糸系と衝撃波、および解の嚇異性 通常、渦は、流体内部の狭い範囲で回転運動を生じている部分を
指す。 この領域内では、渦度 $(\omega=mtv$ v:速度場 $)$ の役蓼 1が大きい。 回転運動の中心に垂直軸があると考え、
M(が円を描くことによって生じる円運動の渦、回転しながら中心軸に近づく渦、逆に遠のく渦が考えられる。

これらの 2次元渦に対して、特に、渦糸 (中心軸沿いに分布して円運動する集中した 3次元渦) の場合は、 そ

の回転速度 $\propto$ r-l 、角速度 $\propto$ r-2 ( $r$ : 軸からの距離) から、 $rarrow 0\Rightarrow$ 各速度 $arrow\infty$。よ,$>$て、 軸は特異点と
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みなされ、 渦糸は特異点のまわりの円運動と考えることができる。 このことから、 $(x_{0},y_{0})$ : 渦糸の軸 (特異

点$)$ 朔立置座標、 $\gamma=(u(x,y;t),v(x,y;r)_{2}0)$ に対して、 $\omega^{=}(0,0,a)$ 、 $\omega=\partial v/\partial x-\partial u/\phi$ $\Rightarrow$ $\omega^{=}$

$\omega_{n}$ (以下の $dS$ l$\backslash$の $\omega$の法線成分) $=\Gamma\delta(x-x_{0})\delta(y-y_{0})$ (Kelvin の循環 ( $\omega$の強さを表す物理量 $\Gamma$ )

の表示式 : $\Gamma=\oint_{c}v\cdot dr=\iint_{S}\omega_{l}dS$,($dr$ : 閉曲線 $C$ の線素、 $dS:C$ を境界とする曲面 $S$ の面素、) に整合)、

すなわち特異点における渦度の 2方向の成分は $\delta$ 関数の特異性をもつことがわかる。
次ぎに、渦糸系 (有限個の渦糸から成る集合) の力学 (ハミルトンカ学) をみよう。

$n$ 個の渦糸の集合に対して、個々の特異点の位置座標 $(x_{i},y_{l})(i=1,\ldots,n)$ によって渦糸の時刻 $tt$こおける位置

を与えることにする。これらはまたそれぞれに位置する質点の座標とみなされ、それぞれの循環を $\Gamma_{i}$ として、

方程式系 : $dx_{j}/dt=-(1/2 \pi)\sum_{i*j}\Gamma_{j}(y_{j}-y_{i})/r_{ij^{\text{、}}}^{2}dy_{j}/dt=(1/2\pi)\sum_{i*j}\Gamma_{i}(x_{j}-x_{i})/r_{ij}^{2}$ $(*)$

は、 $r_{ij}=[(x_{l}-x_{j})^{2}+(y_{l}-y_{j})^{2}]^{2}$ に対して、ハミルトン関数 : $H=(-1/4 \pi)\sum_{j\neq j}\Gamma_{i}\Gamma_{j}\log r_{ij}$ を定義

$\Rightarrow$ 方程式系 $(* )$ : $\Gamma_{j}dr_{j}fdt=\partial H/\Phi!_{j}$ , $\Gamma_{j}\phi_{j}/dt=-\partial H/\partial x_{j}$ $(*’)$

ここで、 $x:=\sqrt{|\Gamma_{i}|}x_{l}$ , $y:=\sqrt{|\Gamma_{i}|}sgn(\Gamma_{l})y,,$ $sgn(\Gamma_{i})=1(\Gamma_{i}>0),=-1(\Gamma_{j}\leq 0)$ とおく

$\Rightarrow$ 方程式系 $(*’)$ : $\prime lx_{i}’/dt=\partial H/\phi_{l}’$, $dy_{i}’/dt=-\partial H/\partial x_{i}’$ $(*lt)$ : ハミルトンの正準方程式系

を得る。正準方程式 $(*n)$ から直ちに、 dH/dt $=$ 0。すなわち、 $H=$定数、である。 このような定数を運動

定数または保存量とよぶ。 この場合は、すべての渦糸が同符号 (したがって回転が同じ向き) であれば、渦糸

どうしの衝突は起らないことを意味する。また、時刻 $t=0$ で、 $r_{ij}\neq 0(i\neq j)\Rightarrow$すべての$t>0$ に対して (粘

性の有無に関わらず)、この状態が維持される (どの 2つの渦糸間の距離 $arrow$ 0 $\mapsto$ H $arrow\infty$ から)。このことは、

外力の作用がない限り、特異点としての渦糸 (の中心) は衝突しないことを示している。
$H$ のような、第 1積分で与えられた運動定数の包合性に基づく完全可積分性 (求積解をもつこと) は/ $\backslash$ ミル

トン系に対しても議論が可能である ($arrow Luvilk$.Arnoldの定理、たとえば [53]) から、 ここの場合でも多

くの定数が得られる (省略) が、渦糸系の [11の解について簡単に触れておきたい (補足参照)。

流体の流れを形成するすべての物理量 (速度、密度、圧力、温度など) は常に連続的に変化するとは限らず、
これらの量が不連続に分布する流れも存在し、その不連続は一つまたは複数個の面で起り得て、流れがその面
を通過する前後で流れに伴う量が不連続的に変化する。この面を不連続面とよび、 この面を境として諸量が不

連続的に異なる流体運動の特異性 (不連続性) を衝撃 (波) とよぶ。物理学的には、衝撃は、流体が気体で非
粘性かつ圧縮性のものであるとすれば、気体の流れが超音速のときその圧縮性効果によって諸量が急激に増大
することによって発生する。現象的には流れの一部を形作る特異現象といえる。
衝撃の不連続性は、不連続面を境とする $\eta|$? $\iota$ &$\acute$ $q)\mathfrak{g}\vec{-}$体$q)m\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{B}r^{\backslash }\neq\theta\backslash 0^{\simeq}\simeq\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\sigma)\# T\mp\#\not\in\}_{-}’$基づt $|$て説明できるから、そ

の前に簡単のため空間次元 1の (1階仮線形) 双曲型保存則系 : $U+AU_{\chi}=0$ 、 $U:x,t$ を変数とする $n$ 個

の未知関数を成分とする $n\cross 1$ 行列 (ベクトル関数)、 $A:x,t$および $U$ の成分を変数とする $n\cross n$行列関数で、

$n$ 個の異なる実固有値をもつ (したがって、 $n$ 個の 1次独立な固有ベクトルをもつ) ような特別な場合が対象
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とな凱 (M) 1. ${}^{t}[\rho$ $u]_{t}+A^{l}[p u]_{x}=^{t}[0 0]$ : $\rho$ (密度)1 $u$ (速度) の保存則系、$A=\{\begin{array}{ll}u \rho c^{2}/\rho u\end{array}\},$ $c$ :

音逸 $(A$ の固有値 $:u+c,u-c)2$ . ${}^{t}[p$ tt $p]_{l}+A^{l}[\rho u p]_{X}={}^{t}[0$ $0$ Ol; $\rho$,u,p(圧力) の

保存則系。 $\Lambda=\{\begin{array}{lll}u \rho 00 u 1/\rho 0 \wp u\end{array}\}$, $r$ : 比熱比 $(A$ の固有値 : $u,u+\sqrt{\wp/\rho},u-\sqrt{\wp/\rho})_{0}$

ここでは、衝撃現象を説明するモデルとして、 $\rho,\rho u=m$ (運動量) , $e$ (エネルギー) を未知関数とする

保存則系 : $’[\rho rn e]_{l}+^{l}[m m^{2}/\rho+p (e+p)m/\rho]_{X}=^{l}[0 0 0]$ (1)

を取りあげる。 ( $A$ を用いた表現は、比熱比 $\gamma$ を含むかなり長大な表現となるからこの形式のほうが簡明。) 保
存則系 (1) に対して、 (X,の平面内の衝撃 (曲線) $C$ を横切って密度、運動量、エネルギーの不連続的変
化は、 $C$ の後方側と前方側におけるそれぞれの値の差によって示されるが、それぞれの流量の連続性 (: 流量
は保存されて等しいこと) は重要である。 このことを、時間の経過に伴う、原点 (0,0) で生じた衝激のその軌
跡 $C$ の描かれた動座標において考えよう。この座標の鳳点における、 $X$ 軸の負の側 (2で示される) から正の

側 (1で示される) へ流入する各流量に関する連続性を $[\rho u]\equiv p_{1}u_{1}-\rho_{2}u_{2}$ を用いて表そう :

$[\mu’]=0$ (質量流量)
、

$[\beta l^{2}+p]=0$ (運動量流量)、 $[(e+p)u]=0$ (エネルギー流量) (2)

連続性 (2) を用いて、 不連続性を詳しく眺めてみる。第 1式において、 $M=\rho_{1}u_{1}=p_{2}u_{2}$ とする。 $M=0$

であれば、この不連続 (点) を接触不連続 (点) (または、すべり (点)) とよぶ。この場合は、 $u_{1}=u_{2}=0$ か

らこれらの不連続点は、流れとともに移動する。式 (2) の第 2式から、Pl $=$ p2。しかし、一般に $\rho_{1}\neq p_{2}$ 。

(真の) 衝撃は、 $M\neq 0$ である不連続性である。 $u_{1}\neq 0,u_{2}\neq 0$から、気体は衝撃を横切り、それ以外の気体

で $C$ の下部 (または $C$ の上部) の側の気体からなる領域を衝撃の前方 (または後方) とよぶ。衝撃の発生にお
ける前方と後方の密度比をそれぞれの圧力を用いて表された関係式等は、 ランキンーユゴニオ
(Rankine$\cdot$Hugoniot) の関係式 (または衝撃波断熱へ とよばれ、 よく知られていよう (省略)。

最後に、 一般の非線形 (双曲型) 保存則系において、衝撃 (波) にみられるような特異性をもつ解を広義の
解として定め、その意義に触れる。一般的ではあるが、 単独の非線形保存則方程式において定義することが基

本的である : $u_{t}+(f(u))_{X}=0$ $(*)_{1}$ $\Leftrightarrow$ $DivF=0,$ $F=(f(u),u),$ $Div(f_{1},f_{2})=(f_{1})_{x}+(f_{2})_{t}$ 。

また、 $\varphi:(x,t)$ 平面内にコンパクトな台をもつ滑らかな関数 (台の外では $0$ ) とする。方程式 $( *)_{1}$ $\Leftrightarrow$

$\int\varphi\cdot DivFdxdt=0,\forall\varphi$ $(*$ $)$

2
$\Rightarrow$ (部分積分から) $(*)_{2}$ : $\int Grad\varphi\cdot Fdxdt=0,Grad\varphi=(\varphi_{x},\varphi_{l})$

$(*)_{3^{o}}$ このとき、 $1^{0}.u$ : 滑らか $\Rightarrow$ 方程式 $( *)_{1}$ $\Leftrightarrow$ 等式 $( *)_{3}$。しかし、 2 $0.u$ : 滑らかでない

$\Rightarrow$ $u$ : 方程式 $( *)_{1}$ の真の解でなく、 $(*)_{1}$ は方程式としての意味を失い、 $(*)_{3}$ のみが意味をなす。 この
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とき、すべての $\varphi$ に対して、等式 $( *)_{3}$ を満たす関数 $tl$ を弱い解 (または弱解) とよぶ。強い解 (または真の

解$)$ は方程式の本来の解で、古典的な意味で可微分な解であるのに対して、不連続面をもつ衝撃 (波) 解は弱
解であり、連続な線形汎関数として定義される超関数 ([36]) としての解 (広義解の-種) である。
(2) 補足 渦糸系の運動は天体力学の問題に類似する。 $n=2_{2}3$ に対して、 2体問題、 3体問題がよく知られている。 これら

の言葉を借りると (質量の違いを無視して)
、 2体の場合は、両者の距離は一定のまま、それぞれの循環と渦の中心の位置座標に

よって与えられる重心のまわりに同一角速度の円運動 (2つの循環の和 $\neq 0$ ) か、または回転の向きが異なる渦対となって一定の

速度で直進運動 (循環の和 $=0$ ) をするかのいずれかであることが知られている。3体の場合は、この系が可積分系であること $(H$

をはじめとする 3個の第 1積分で与えられる運動定数が包合的) から、詳しい解析が行われている $([54]$
、

$[55]$
、

$[53])$ 。
一般の $n(\geq 4)$ の場合は、系は可積分性を失い、渦糸の運動の初期値問題の解は複雑化し、一部にカオス軌道をえがくものが出

現する。非粘性流体では乱流に発展し、 その現象は完全にカオスの状況を呈することが知られている $([30])_{0}$

次にりーマン (のテスト、 または衝撃波管) 問題に触れておきたい。衝撃は、先の単独方程式の型 (移流 (advection) 方程式

ともよばれる) またはその方程式系の解が滑らかな初期値を与えられたときでさえ発生するが、 このことは衝撃波補足 (または追

跡$)$ スキームの開拓へつながり、双曲型保存則系の衝撃波動力学へと導いた。薄い隔膜で二分された細い管で、左側の定高圧の気

体と右側の定低圧の気体に分離されでいるとしで、 $t=0$ で隔膜は破られ、気体の流れは右側へ動くピストンとみなされ、その先

端は圧縮披、背後は膨張波である。解析学的には、密度、遠度、圧力に関する初期値問題であり、数値計算的には、数値スキーム
の精度 (ロバストネス) を試すために用いられる。たとえば、密度に対するりーマン問題は 5段階の発展領域をもち、III 段階と
IV段階の最終位置にある面はそれぞれ接触不連続集合と衝撃面である。J.Gliinm による任意の流れに対する数値解の一般的構成
の差分スキームはリーマン問題の解を用いている。 この他にも補足すべきものは多々あるが、省略する。本主題に関する一般的事
項は次の文献を参考にした $:[56]$、 $[57]$ 、 $[33]$、 [34]。特に、 [33] と [34] はリーマン問題に詳しい。

(3) 主億の歩み リーマン問題 (1860) から Rayleigh の研究 (1910) にかけて、 また 20世紀の
ほぼ前半近くにわたって影響を与えてきた $1_{B}mb$ の著書等、流体の代表的特異現象について冒頭 (前半から引

き継ぐ $\neq\otimes$ の 2(系列 $C$ の場合) で歴史的な概略に触れたが、衝撃に関する 20世紀後半の歴史を含む概観
は、 アメリカの著名な数学者 PD. Laxの著書 [35] によってより専門的な立場から解説されている。 彼を
中心に今日までなされた衝撃波問題の解決とこれらの理論と実験のために開発された数値解析のスキームは非
線形圧縮性流れの複雑な解の追跡に有効な手段となって寄与している (たとえば、 [58])。第二次世界大戦前

から、 ドイツ系の数学者たちを中心としてニューヨーク学派 (故 RCourant を初代所長とするクーラント数
理科学研究所を拠点として純粋および応用数学の研究を専門とする) の活動には目覚しいものがあったが、 そ

の中のメンバーの一人として活躍したのも彼であった。満 83歳 (2009年現在) を迎えて彼の優れた後継
者たちに託された課題の一部は冒頭の 2で触れた問題にも関連しているかと思われ、今後の展開が期待される。
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