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1 はじめに

高分子系や液品、コロイド、界冨活性剤、生体分子などのメゾスケーノレの内部構造を有する物

質群は、総称してソフトマターと呼ばれる。ソフトマターの特徴としては、原子、分子のスケー

1 E-mail: hiraiwa@ton.scphys.kyotかu.ac.jp
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Wormlike-Chainモデルに基づく単一高分子鎖の粘弾性挙動

/レから身の回りのスケールに至るまでの数屠の階層構造と、非常に長い緩和時間をもち非平衡性

が重要となること、"柔らかな"力学的応答に基づく非線形性が挙げられる。

ソフトマターのうちでも高分子系は昔からよく研究されている対象である。その高分子系が成

す賠層の段階の一つである単一の高分子鎖のレベルが本論文の対象である。高分子一本鎮のレベ

ルでの理解はミクロ非平携の物理や生体高分子などの機能の発現の理解につながる。また、より

マクロな階層である高分子集合体を構成する要素レベルの理解として、工学的応用にもつながる

と考えられる。従って単一高分子鎮のレベノレで、の振る舞いを理解することは重要な課題である。

特に本研究では伸びきりに近い状況の伸張のダイナミクスを取り扱う。ただし、個々の系や笛々

の状況の個別性に基づいた意義も重要であると同時に、概念や手法における物理としての普遍性

が極めて重要であると考えられている。本研究を通しでも普遍性を少しでもつかむことのできる

ように努めたいと考えている。

1.1 単一高分子鎮について

近年の実験技術の進歩により、 AFM(原子関力頭数鏡)や光ピンセット、 SMF(単分子蛍光)

などを用いた単一高分子鎖の伸張や形態転移の精密な実験が可能になってきた [1，2， 3， 4， 5， 6]0単

一高分子鎖の大きさとしては例えばナノメートノレスケールのポリスチレン!可など、居いられる力

の大きさとしてはと。コニュートンスケール2で、の実験が行われている。以前は高分子に関する実験

は、高分子溶液などパノレクに関する実験のみであった。単一高分子鎖の実験は生物物理の分野でも

生捧高分子の性質を調べるのによく用いられており、高分子の形態と生体高分子としての機能の

関採が研究されている。揺らぎが相対的に強く像く環境下での非平衡の熱力学(r nonequilibrium 
thermodynamics of small systemsJ [8， 9J)を研究するのにも用いられている。

特に最近では、準静的な実験に加えて動的な実験、捜i定も可能になってきたことで、単一高分子

鎖の弾性のみでなく散逸的性質も実験により測定できるようになってきている [7，10， 11， 12， 13， 

15， 16]。弾性だけでなく散逸の性質も合わせて単一高分子鎮の粘弾性と呼ばれる。この粘弾性測

定は、高分子鎖の端iこ罵期外力を加えることで可能であるが、産接に周期外力を加えなくても揺

らぎを利用した方法いわゆるノイズ解析[15，16]を用いても可能である。高分子鎖としてタンパク

費やDNAを用いて、凝結ー説凝結 (folding-unfolding)などの形態転移のダイナミクスも研究され

ている [14，18]0また、この形態転移に要する仕事量から揺らぎの定理やJarzynski等式などのミ

クロ非平衡系の関係式の検証を試みる実験も行われている [4，8， 19， 20J。

単一高分子鎖を用いた実験が有力であるのは、バルクの実験では得られない相補的な構報を得

られるからである。バルクの実験においても、希薄溶液の実験などから単一の高分子鎖について

の情報もある程度は得ることが出来る。最も大きな違いとしては平均のされ方にあり、例えば、文

献 [4]ではタンパク質の形態転移[21]における中間状惑について話が挙がっている。ある種のタン

2単一の高分子中で働く力の大きさの程度としては、熱揺動力が1O-14Nすなわち 10fN程度、 ATP(adenosine
triphosphate)由来の化学エネノレギーを力学的な仕事に変換する分子モーターがlO-11N程変、疎水位相互作用、水素
結合などの共有結合ではない疑集力が1O-10N程変、共有結合が1O-9N程度であるようだ向。
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パク質は溶液中において、ある温度Tm以下の温度の状態においては凝縮された形態がより安定

な〈自由エネルギーの低し寸状態であり、 Tm以上まで加熱することで説凝結した形態に変成する

らしい。 Tm以下の湿度の状態ではほとんどのタンパク質が凝縮された形態にあり、 Tm以上の握

度の状態ではほとんど脱凝縮された形態にある。しかし、この変成過程においては寿命の極めて

短い中問状態を経由することもあるそうだ。温震をTmをまたいで変化させることで変成逼程を

調べようとしても、中間状態にあるタンパク質の倍数はその滞留時間の短さにより凝縮状態もし

くは脱凝縮状態にある偶数と比べて極めて倍数が少なくなるため、パノレクを用いて熱量測定の実

験をする鰻りは観測することができない。単分子実験において初めて、変成過程における中間状

態を観測することができる。

単一高分子鎖の実験のうち伸張の実験3は、高分子一本鎖に関して提案された藷モデルの検註や、

高分子鎖の内部構造の解明に非常に有用であると考えられている [15]0準静的な伸張の実験にお

いては両端に加える力と末端間距離の関係を表した「カー伸張曲線 (force-extensioncurve) Jが測

定される。詳細は本文中に譲るが、高分子鎮のモデルとしてガウス鎖モデル、自由連結鎖モデル、

wormlike-chainモデルや、それらに諸々の修正を加えたモデルが考案されている。例えば、少な

くとも DNAやポリスチレンのカー神張曲線に対してはwormlikかchainモデルが実験結果を最も上

手く説明できること、自由連結鎖モデルと wormlik，←chainモデルは高分子鎮の部分的な講造告障

が伸びる効果(このことはよくエンタノレピックな弾性と呼ばれている [22]0)を含んでいないが、

エンタルピックな弾性を加えると更に上手く実験結果を説明できることなどが単一高分子鎖の伸

張の実験から示されている。またDNAの準静的な伸張でのカー伸張曲線において、極端に強い力

を加えると overstretching-transitionと呼ばれる転移 [23]が見られる事、また溶媒に3錨のカチ

オンであるスペルミジン (spermidine)を加えると、その濃度に応じて力が平垣になる領域(おrce

plateau)やノコギリ刃状の応答(stick-releaser邸 ponse)などが見られる [18Jことなども伸張の実

験により見出されている。

単一高分子鎖の理論も実験の進展と共に進んでいる。特に伸張の理論に関して、最近の研究を以

下に簡単にまとめよう。苦から平衡のモデノレは盛んに研究され整理されている [3J。ダイナミクス

に関しては、最近、内部摩擦をもっラウスモデル[24]が散逸的性質も測定した単一高分子の{申張実

験[16]を解析するのに用いられた。しかし、屈曲鎮の平衡の性質を記述するガウス鎖モデルや同様

に屈曲鎖に対してのダイナミクスを記述するラウスモデルは 高分子鎖の伸びきりの効果すなわ

ち大きな外力を加えて伸張させた擦の末端間距離の応答の能和の効果を取り入れてはいない。対

して、伸びきりの効果を加味したモデルとして半屈曲鎖に対する wormlike-chainモデルが考案さ

れており、平衡の場合のカー伸張曲線に関しては実験結果を説明することに成功している {22，25]0 

Wormlike-chainモデルは元は平衡の場合を記述するモデノレであるが、ダイナミクスに適応できる

ように素朴iこ拡張されたモデルも考案されている。 Wormlike-chaおモデルには伸びきりの効果を

加える拘束条件が含まれており、その非線形性のために解析的計算はかなり制霞され[26]、半題曲

鎖や陪直鎖に対しては数値シミュレーションが有効な手段となっていた [27ラ28，29，30]0 しかし最

3単一高分子の伸張方法としては、流れ場中で鎖の片端を固定する方法と、河端を冨定してその麗定点、を動かす方法

が考えられる [22Jが、ここでは後者のみを指している。
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近、 Hallatschekらにより wormlike-chainモデルのダイナミクスを伸びきりに近い極限4において

解析的に計算する方法が考案された [31，32]0この方法は断熱近似、局所平衡の近似をすることに

よって線張力の伝播を表す非線形偏微積分方程式を与えるものである。また彼らはこの方法によ

り、両端に加えた外力を急激に変化させた場合の緩和過程の理論研究を行っている [33，34]。

本論文ではこの方法を外力を周期的に加えた場合に適応した。特に線張力の転播を記述する方

程式を線形化することにより、その結果を単一高分子鎖の粘弾性挙動として複素コンブライアン

スを用いて表現した。これによりラウスモデルを用いたKhatriらの研究[24]との詑較ができる。

また、イ申びきりに由来する非線形の効果を見ることを線張力の伝播を表す非線形方程式を線形化

せずに数値計算することで行った。この複素コンブライアンスの導出と考察に関しては文献[35]

で公表予定である。

1.2 本論文の構成

本論文の携成を説明する。まず、第2章にてどのような単一高分子鎖の実験があるか示すため

に篇単なレゼューを行う。次に、第3章で単一高分子鎖の理論の一般的なレビューを伸張の需題

に絞って行う。第2章iこ示すように広範盟な実験が行われているが、理論研究としては解析的に

できることは現状ではかなり制限されてしまっている。単一高分子鎖については非常に多くの平

衡のモデルとダイナミクスのモデ、ルが考案されているが、そのうち本研究に直接関保するモデル

について説明する。これらのモデ、ノレはミクロから導出されたモデ〉レではなく、着目したい性質を

もつように導入されるモデルであることは重要である。それぞれのモデ、/レの遥応範囲や伸張の理

論の結果について簡単にまとめて、 Wormlikt:トChainをダイナミクスに拡張したモデ、ノレで、の伸張の

理論が一部未解決であることを説明する。第4章で本論文で黒いられる Hallatschekらの方法をレ

ビューする。この方法から線張力の伝播の方程式が得られる。この方程式は非線形の偏徴積分方

謹式で島り、解析的な解を一般に求めることはできそうにない。これ以下の節での、この方程式の

解析が本研究の自的となっている。第5章でその方程式を穣形化して解析的に計算、考察した。具

体的には複素コンブライアンスを解析的に導出して従来得られている結果との比較を行った。第6

章では線形化せずに数値計算することを試みた。まだまとめきれてはいないが、摂動計算するこ

とにより最低次の非線形性を見ることができた。最後に第7章で結果のまとめと今後の展望を記

した。本文中での議論の流れを妨げそうな内容は付録としてまとめである。

2 単一高分子鎖の実験のレビ、ユ-

2.1 単一高分子の実験

単一高分子鎖の実験に関する様々な手法や対象が文献[2，4，5，6]にまとめられている。実際にど

のような単一高分子鎖の実験が行われているか示すために、主に文献[4]に従って筆者のわかる範

4Hallatschekらは欄直鎖(鎖が極めて曲がりにくいために外力を加えずとも伸びきりに近い状祝が実現される鎖)
の場合も合わせて、この方法を農関している。
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毘でレビューする。 5単一高分子鎖の実験手法としては、主にAFM(原子関カ顕微鏡)[15，40， 41ト

光ピンセット [1，42]、MT(MagneticTweezers)[43]や蛍光色素を用いた可視化[2，18]が用いられ

る。各手法のセットアップの模式図を図 1に示す。

AF班は、先端を尖らせた探針を用いて物質表面をなぞるように動かすことで表面の状態を可視

化する、走査型プロープ顕微鏡の一種である。特にAFMは原子同士に動く力を用いている。そ

の名の通り元来は"顕微鏡"であり、原子、分子程度の分解能で可視化する〈図 2) ことに患いら

れるが、基質とカンチレバーの先iこ取り付けられた探針の需に高分子鎖をはさみこむことで、単

一分子の力とひずみの関係を測定することにも用いられる [15](模式図 1の(b))o20pN rv 10nN 

の範屈の力の測定が可能である向。

光ピンセットはレーザー光の放射圧を利用して対象をピームの中心付近iこトラップする方法で

ある [42]。高分子鎖の伸張に黒いる場合は、鎖の端にシりカ等のどーズをつけて、そのどーズを光

ピンセットで国定し動かすことで行う。挺定可能な力の範囲は0.1rv 100pN程度である問。

MTは磁場勾配中において磁化されたビーズに働く力を利用する方法である。高分子鎖の伸張

に馬いる場合は、鎖の端に磁イとされたビーズをつけて、そのビーズを MTで毘定し動かすことで

行う。 MTの特徴は力に対しての敏感さであり、 10-2rv 10pNの範囲での測定が可能である問。

密3は、片端を壁酉に国定されたDNAがずりにより生じる流れ場中にあるときのセットアップ

の模式図と、様々な流速における DNAを蛍光色素 (YOYO)により可視化した図である [2Joこ

こで、昨今はWeissenbergnumberと呼ばれる流れの強さを示す無次元量であり、 shearrateを守、

末嬬間距離の平衡における自己相関関数の緩和時間をァとして、

Wi三守7 -
z
f
 

坦

i
r't主
、

により定義される。実験結果をフイッティングすることで得られる緩和時間はこの場合ァ=2.568 

である。全長L、末端需距離Rとして、 ε=1-R/Lで定義される εのshearrateすに関するス

ケーノレ尉を調べることで、各高分子鎖のモデノレの検証iこ用いることが可能であり、実験結果は後述

のwormlik.←chainモデルから演建される結果に良い一致を示しているようだ。 (21

図 1:単一高分子実験の各手法の模式密。 (a)(めがAFM、(c)が光ピンセット、 (d)がMTを表す。各
図に隠しては、函 (a)は参照文献闘のFig.1を、 (b)は[4]のFigure2.(A)を、 (c)は[4]のFigure
2.(B)を、 (d)は[4]のFigure2.(C)を参照のこと。

図 2:AFMを患いてDNAを可読化した図。参照文献[41]のFigure3.のb)を参照のこと。

図 3:流れ場中の片端を冨定されたDNAの蛍光色素を用いた可視化。 DNAの全長は56.7μIllo医(a)
はセットアップの模式図、 (b)は可視化の図。 (a)は参照文献[2]のFigure1.を、 (b)は文献 [44]の
FUgure 4.を参顛のこと。

5大変恐穣であるが、この章の図は著作権の額保で全て審l愛させていただき、代わりに参照文献とそこでのFig番号
だけ挙げさせていただくことにしたい。
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2.2 伸張の実験とカー伸張曲線及び結弾性測定

本節では様々な伸張の実験を示そう。以下では単一高分子鎮の{申張と呼ぶ時は河端を居定しそ

の固定点を動かすことによる伸張に限ることにする。

図4はDNAの伸張の実験を示す。図4(a)(c)は党ピンセットを用いており、函 4(b)はMTを

用いた結果である。図4(a)はCCDカメラによる写真。図4(b)がds-DNAと呼ばれる DNAを用

いた場合の力ー伸張曲線、図4(c)が入ーDNAと呼ばれる DNAを用いた場合の力ー伸張曲線である。

罰4(b)(c)における点線はwormlike-chainモデルによるフィッティング曲線を表す。 ds-DNAでは

wormlike-chainモデルによるフィッティングが図中のほぼ全ての領域でよく実験結果に合っている

ことがわかる。 λ-DNAの場合も 5pN以下の領域では、上手くフィッティングされているが、 5pN

以上の領域で、は末端間車離が鎮の全長以上になっており、この領域ではエンタノレピックな弾性も

加えたモデルが必要であることがわかる。また、入ーDNAの場合65pN辺りで転移が記きているこ

とがわかる。これはoverstretching-transitionと呼ばれる。 [4，5]

密 4:DNAの伸張の実験。図 (a)は文章夫[4]のFigure3.(A)を、 (b)は文献[231のFigure1.を、 (c)
は文献[41のFigure3.(A)を参黒のこと。

国5は3値のカチオンである SPD(スペルミジン)を凝縮剤として添加した水溶液中でのDNA

の準静的な伸張を示す[18，45]0 DNAは負iこ帯竃した帯電高分子鎖であるため高いSPD濃度の中

では凝縮した状態 (collapsedstate)にあり、また伸張により脱凝縮させることができる。目的の

SPD濃度の水溶液に入れ替えた後に、緩和と伸張のサイクルを3度繰り返す。 200μM以下のSPD

護度の場合はwormlike-chainモデル的なカー伸張曲線が得られる。これ以上のSPD護度で比較的

低い護度(a)では力が 1rv 2pN返りで、ほぽ平埋になる現象が見られる。これはforceplateauと

呼ばれる。また、比較的高いSPD濃度の場合(d)には、ノコギリの刃状の力-fl申張曲線を示してい

る。これはstick-releaseresponseと呼ばれ、半屈曲鎮の場合に起こる toroidalcondensationに由

来している。 [18]

図 5:様々なSPD濃度における凝縮状態のDNAのfoldingとunfoldingにおけるカー停張曲線。文献
[45]のFigure1.を参照、のこと。

図8はRNAのfolding(RN Aへアピン:密6(b))を伸張により unfoldingすることを手Ij期して、

Crooks Fluctuation Theorem[46，判

PF (W) ____ (WームG¥
( •• J :::~ ) (2) 

PR(-W) ~'.r ¥ kBT } 

を検証する実験を示している。ここで、 W は伸張における力学的な仕事量であり、初期の末端間

距離を Zo、棒状態での末端間距離を Zf、外力F(z)として、

W=j;W2 (3) 
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である。コントロールパラメータを末端情距離z= z(t)にとっている。 F、Rは各々、額通程、逆

過程を表す添え字であり、 Pp(W)、PR(-W)は各々、頼過程、逆過程における仕事の分布である。

ムGはコントローノレパラメータ z=勺で実現される平梅状態の自由エネノレギーと z=勾に対応す

る邑由エネルギーの差で、ある。模式図6(a)のようなセットアップで、RNAのunfoldingとrefolding

に必要な仕事を力ー停張曲線(密 6(c))から計算する。これを同じプE トコルz= z(t)で繰り返す

ことで図引ののように社事の分布が見積もられ、 crooksfluctuation theorem (2)式の検証と岳

由エネルギー差ムGの測定が行われている。 [4，8， 19， 20] 

図 6:RNAの伸張の実験による揺らぎの定理の検証。塁 (a)は文献[8]のFigure4.を、 (b)は文献[4]
のFigure12. (A)を、 (c)は文献 [4]のFigure12. (B)を、 (d)は文章夫[4JのFigure12. (C)を参照の
こと。

図7はノイズ解析[15]による単一高分子鎖の粘弾性測定を表す。 AFMのチップと基質の関に高

分子鎖を一定の力のもとではさんでおき、カンチレバーの熱揺らぎを測定する。密 7(a)がセット

アップの模式菌である。図 7(c)(d)が力と伸びの時開発展を表し、それより図 7(坊のようなカー伸

張曲線が得られる。様々な力におけるカンチレバーの揺らぎから図7(e)のようにPSD(パワース

ベクトル密度〉が得られる。高分子鎖として、図 7(b)(c)(めではデキストラン、図 7(e)ではセル

ロースが用いられている。 PSDから複素コンブライアンスという粘弾性澱定における指標が得ら

れる。この理論については参考文献[24]に詳しく書かれている。 [16]

図 7:ノイズ解析による粘弾性測定に関する罰。罰 (a)は参照文献[16]のFigure2. (a)を、 (b)は参
照文献[16]のFigure2. (b)を、 (c)は参照文献[16]のFigure2. (c)を、 (d)は参照文献[16]のFigure
3.を参照のこと。

上記の実験においては DNAを用いた実験がほとんどであるが これはDNAは物性が迂ぼ決

まっており分散がなく、また比較的長い高分子鎖であるため、単一高分子鎖の実験に適している

からという理由もあるだろう。

3 単一高分子鎖の伸張の理論のレビ、ユー

2章で、は単一高分子鎮の実験一般についてレビューした。本章では理論のレビューを行うが、解

析的に出来ることは制限される。最も基本となるモデノレに限り、更に伸張の理論に絞ろう。

3.1 高分子鎖の伸張における平傷分布

温度一定の大きな熱浴中の系の平衡の分布、すなわちカノニカル分布については、教科書 [52，

53，55]などに詳しく書かれている。この節では、これらの教科書に従い、単一高分子鎖の平衡分

事について準備する。
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末端間ベクトル R 高分子鎮〈単位要素人構造Q

部分系1:.高分子鎮{単笹要棄)

=争 構造 Q 

R(Q) • E(Q) 

蕪港 {温度n 部分系B:艶浴 {這度n

図 8:1つの単位要素の場合の全系の概念図

3.1.1 高分子鎮の平衡分布

握度Tで一定の十分大きな熱浴中の高分子鎖を講成する単位要素を考える。一般にはこの単位

要素は高分子鎖全体で、あってもよいし、高分子鎮のある一部分でもよい。密8のように、この単

位要素を部分系 1、熱浴を部分系 Bと名づける。

カノニカル分布の一般論[52]より、等重率の原理が成立する限りは、部分系 1のエネルギーが

E にある確率密度は、規格化因子を除いて

P(E) =時 (-LErn)
¥ kBT J 

となる。ここで、 kBはボノレツマン定数である。

(4) 

著呂する単位要素がとっている構造(具体的にどのような座標系をとるのがよいかは考えてい

る物体によるであろうJ の事を Q と記述することにする。構造が完全に決まっているとすれば、

部分系 l のエネルギ~El と末端間ベクトノレRが与えられる。

El = El(O) ， R = R(O). 

従って、構造が Qである確率密震は、

となる。 Noは規格化因子。

( E1(O)¥ 
P(O) = Noexpト一一 l

¥ kBT J 
(5) 

単{立要素の構造自体ではなく、末端関ベクトノレのみに注目する場合を考えよう。すなわち、考

察する物理量が、単位要素の末端関ベクトルのみの関数f= f(R)である場合を考えよう。この

持、末培間ベクトルがRである確率密度は、規格化菌子を除いて

( V(R)¥ 
D(R) = exp 1-一一一 i

¥ kBT J 
(6) 

となる。区別のため、慣用に従い分布関数D(R)と書くことにする。ここで、単位要素内のエン

トロビーの寄与も含んだ実効的な内部エネルギー

f1¥7 ( 1n.____1 E1(O)¥1 
V(R) = -kBTlog ~ No I dOexp ( -一一一)~ L -V JnεnR -----C ¥ kBT} J (7) 
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単位要素1 単位要棄2 …… 単位要素M 部分系 1，Rl 部分系2，R2 …一部分系MR_u 

=今

部分系B:欝港 {這震T)

末欄ベクトルRl I 末端閏ベクトル孔H
全末端隈ベクトJl-R 

図 9::複数の単位要素の場合の全系の概企図

である。ここで、 nRは末端間距離がRになる構造の集合を表す。本論文においては、内部エネ
ルギーVをミクロな分子の構造から導出することはしない。 Vは考察したい状況に応じたモデル

として経験的に導入される。

3.1.2 複数の単位要素から或る高分子鎖の系

N留の単位要素が頗に結合した系を考えよう。これら単位要素を、頗に部分系1，2，'"，Nと名付け

る。これら部分系達の末端関ベクトノレをRt，R2，'" ， RN とし、全末端間ベクトノレを R=L!l~

とする。また、全系の内部エネノレギーは一般に V(Rt，R2"" ，RN)と表される。図9はこの模式

密である。

但し、以下の考察では各部分系は単独で内部エネルギーを記述できる場合もしくは隣同士の系

のみで記述できるとするモデ、ルのみを考えるので、それらの場合は単に Yi(~)、民(~-I，~)な

どと書くことにする。これらエネルギーの独立性が強い仮定であることは想像に難くない[55]0エ

ネルギーの独立性を仮定すれば、各部分系の末端間距離がRI，R2，'"，RNである確率密度を表す

分布関数は、規格化国子を除いて、

N 

D(RI，R21'" ，RN} = rr Di(RbR2"" ，RN) 
i=t 

一 ( L!1 Vi(RI，R2，'" ，RN) ¥ ~. .. ( V(Rt，R2，"・ ，RN)¥
=eXD I一一- l=eXDI I 

4 ¥ kBT J ---r ¥ kBT J 

となる。 Diは部分系iの分布関数。上式の最後の形は、全系のボノレツマン菌子であるので、エネ

ノレギーの独立性を仮定しなくても需に成立するだろう。

高分子鎖の末端に外力fを加える場合、内部エネルギーに-f.Rの外場エネルギーを加えた有

(8) 

効エネノレギー

H(Rl，R21... ，RN) = V(Rl，'" ，RN) -f. R (9) 

つ臼A斗・
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を荊いてボルツマン因子とすればよい。ここで、 Rは全末端関ベクトルR=乞LR4である。
単一の単位要素の場合の、確率密度と分配関数の式を具体的に書くと、分布は

/γ(R) -f.R¥ D(R)αexp ( . ¥--; ~ --) (10) 
¥ kBT J 

分記欝数は
r ，3 ~ _ ___ ( V (R) -f . R ¥ Z(f) = ~ I d3 Rexp ( _ l' ¥..&--:_ ;: -.U ) (11) 

むoJ ------r ¥ kBT } 

である。均は分配関数の次元を無次元にするための、体積の次元をもっ定数である。護数の単位

要素をつなげた系の場合、分布及び分配頭数は

( V(Rl，R2"" ，RN) -f.R¥ D(Rt， R2， . .. ，RN)αexpi-j(12)  
¥ kBT J 

r I TT  J3 'J"') ¥ ____ ( V(RI， R2，・ー ，RN)-f'R¥ 
Z(f) =ーです I (11 d;j Ri)ほpト ) (13) 
uO jlti¥kBT/  

となる。文献[3，17， 22]などではこの分布と分配関数により高分子鎖の仲張を取り扱っている。

3.2 ガウス鎖モデルに基づく平衡における伸張の理論

各単位要素が講和振動子パネでつながっているモデ〉レ〈模式図泊料))を考えよう。 (12)式にお

いて、
立たnT_'l  

列島)=一三;Rt. (14) 
2d2 

である。ポはRiの分散を表す。これはガウス鎖モデルと呼ばれる。 [48，3] 

この場合、規格化まで考産、すると分有関数は

( 3 ¥ 3/2 ____ (ゃ3R; I f'R¥ 
D(RI，R2l'" ，RN) = ( n:fi ) 叫 I-)~ 一一+一一 I (15) 

¥ 21rd2 } ---r ¥ケ 2d2 ' kBT J 

となる。 Rは全末端関距離R=LiRiである。 (15)式を用いると f=Oの時確かに

2..._ _ J(TIid3~)RjD(RI， R2 ，'" ，RN)I/=O _ ，J2 
d~ (16) 

2 沢民d3Ri)D(Rl， R2， • . . ，RN )1/=0 ~ 

となるようにdが定義されていることがわかる。積分は全空間での積分。第2行から第3行へは部

分積分を黒いた。この分布関数を用いて、外力fで引っ張った擦の末端関距離の平均の応答<R>

は、
f(TIi d3 Ri)(Ej Rj)D(Rl， R2，・・・ ，RN) Nd2 

=一一:;::，f (17) 
f(ni d3~)D(Rl ， Rぁ・・・ ， RN) 3kBT 

となる。積分は全空間での積分。第 3 行から第 4行はRï→~+ fd2f3kBTの変数変換、第
4行から第5行は奇関数の積分がゼロになることを用いた。これ辻、ガウス鎖全体は、パネ定数

3kBTjNd2、自然長ゼロでフックの法賠に従う弾性パネとして振舞うことを示している。この弾性

は神びによる鎖の配位エントロビーの減少に超思しており、ガウス鎖モデルはエントロピックな

弾性を記述するモデルとなっている [48]。この結果は、スケーリングと次元解析を用いた議論から

も同様に導出される [56，30， 57]0 
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(8) 

f 
-.. 

ιわら_，.___.!...
(c) 

f 
4唾ーーー

トーt
z一世

図 10:各モデ、/レの摸式図。 (a)ガウス鎖モデル、 (b)自由連結鎖モデ、ノレ、(c) Wormlike-chainモデルを表し
ている。

3.3 自由連結鎖モデルに基づく平衡における停張の理論

各単位要素の末端関距離~=I~I が全ての 4 に対して一定値るであるとしよう(模式図 10(b))。

(12)式において、

J 0 11~I-bl 三却の待
ltiW(~) = < 
1+∞ それ以外の時

町民)=止むげ(九) (18) 

すなわち

吋-誓)υ(I~ト b) (19) 

これは自由連結鎮モデノレと呼ばれる。 [55，3] 

簡単の為、 f の方向を軸として、その軸と~の角度を (}i とする。すなわち、 j = 1I1として
f. ~ = fbcoS(}iである。この時、脊効エネノレギーは

H((}l， (}2ヲ・ . ，(}N)=-jb乞∞S(}i (20) 

となる。従って、 Rの外力f軸方向への射彰の平徳平均zは

f(ni d(}i27fb2 sin(}i)(2:j bω9j)exp(-fb547勺 β

d / ¥ ご !_=  一N川kBTτ二ニム=-::1均O略gZ (σ21吋) 
f氏(江見id必偽仰(}iωi2お柿πbρ2S鎚i民n()鳥的'i)伎p(←一

である。第2式iは土、 3次元における極窪標表示での単位体積要素r2sin (}drd(}d手を用いている。こ

こで、分配関数
b2 fπ ( jbcos()¥ 
= =-:.:_ I d(} sin () exp トーァτ~-J 
Vo Jo ¥ "'B.1 J 

であるが、これは解析的に計算できて、

27fb22kBT . ， ， fb 
Z=一一一-sinh(一一)Vo fb ------， kBT 

(22) 

(23) 

4
 
4
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となるので、

ペ47zcoth(E25〉-jj (24) 

が得られる。

f→刊の時はc叫(る)rv事+!ると近叡できるので、
Nb2 

Zrv一一一一=T
2kBT" 

(25) 

となり、数係数を除いてガウス鎖モデ、んの場合と一致する。しかし、外力の大きさfが弱し、外力

の極摂から離れると、 fに関して隷形の式から離れていく。

逆iこf→÷∞の時は、∞th(る)は指数関数的に Iに漸近するので、

z ~ kBT 
(26) 

Nb - fb 

となる。ここで、 zがf-1のはやさで伸びきり長Nるに漸近することは、他のモデ、ルとの結果の比

較において重要となる。

3.4 Wormlike圃chainモデルに基づく平衡における伸張の理論

3.4.1 半屈曲鎮と Wormlike-Chainモデル

幾種類かの高分子、特に伸張の実験によく用いられるようなDNAなどの高分子は、曲がりにく

いという物性を強く持っているえこの曲がりにくさを表す量として曲げ弾性を導入する。定義は後

iこ説明する。考察する状況に対して大きな畠げ弾性をもっ高分子は半屈曲鎖(semiflexiblepolymer) 

もしくは開亘鎖(sti百polymer)と呼ばれる。特に、曲げ弾性が小さく、外力をかけない極限では

適震に程視化することで題曲鎖として設える場合〈後述の持続長 lp を用いて言えば、 lp~ Lの

場合〉には半屈曲鎖と呼ばれ、逆に曲げ弾性が比較的大きい場合 (lp>>Lやら rvLの場合)に

は同日直鎖と呼ばれることが多い。本論文ではこの語法に従うこととし、またこの語以鋒では半屈

曲鎖のみ、すなわちら<<Lの場合のみを取り扱おう。 3.2節、 3.3宣言のモデルで、は半屈曲鎖の曲げ

弾性が直接は考慮、されておらず、曲げ弾性が手IJかない程度の空間スケーノレで粗視化した場合のみ

に有効なモデ、ノレであろう。

半屈曲鎖もしくは再IJ直鎖に対する諸々の理論モデ、ノレとそれらの平衡統計の性質は文献[62Jにまと

められている。特iこ、 wormlike-chainモデノレ [38]を用いて広く理論的に研究されている。 wormli主争

chainモデノレの性質や取り扱いは、教科書[58，63]や論文 [59，60， 61， 26] {こ詳しく書かれている。

この節では、これらの文献に従いWormlike-chainモデ、ノレの導入及び性質を説明する。

今、曲げ弾性を導入するためには、隣罰士の単{立要素のベアでのエネルギーも考える必要があ

るので、一般に

( ví(RI)十三:;L2 只(~-1，丸山
D(RI，R2，・・・，，RN)gexpi - i 

¥ kBT J 
(27) 

§高分子が高分子としての形状を保つ為には、理論的にはわずかでも曲げ弾性が必要になると考えられる。確かに現

実には高分子の化学的な構造があるため、どんな高分子にも曲げ弾性があるだろうと考えられる。

-45-



平岩 徹也

の形の分布関数を考えるのが良い。

畠げ弾性のエネノレギーとして、

九(R1)= 0 ， 町民一b~)= 一三九-1 九 (28) 

とする。この係数的が、曲げ弾性を表す係数であり、剛直性とも呼ばれる。ここで、広三九/I~I

である。従って、高分子鎖全体の有効エネルギーは

N ~ N 

H=-pA-1九=iZ向叫ん112十Const (29) 

となる。 この各単位要素のインデックス iを連続変数sに連続極援において

H→;fκ(s)412ds (30) 

となる。ここで、 t(りは点 sにおける鎖の接線ベクトルであり、 tはt(s)方向の単位ベクトノレ

t(s) = t(s)/lt(s)1である。この導出は教科書[63]に従っているo 73IJの導入としては、 Floryは教科

書[55]において各結合が一定の結合角で連結されている f自由回転鎖j モデ、ノレからその連続極限

としてモデルとして考察している。 (30)式は連続変数sのスケーノレを適切にとることで、単に接

線ベクトルを黒いて

1 (L._，_¥，dt(s) 
H({ま(s)}f=o)=-jκ(s)1っー12ds

210 '" d 
(31) 

とも記述できる。鎖上の点sの適当な原点からの位霞ベクトルパs)とすると、 t(s)=δr(s)/おと

なるが、これはt(s)が常に単位ベクトルになるようにsのスケールを定義するということである。

この時、 Sは鎖に沿っての一方の端点からの距離(以下、弧長と呼ぶ。)、 Lは全長として解釈でき

る。以降はこの記法を黒いる。また、実擦の高分子鎖を想定して、このようにsをスケールした際

にκ(s)はs，こ依存しない定数κ(s)=κになると仮定すると、

， κrL，dt(S) .2 
H({的)}Lo)=EL|τ!句s

及び接続ベクトルが単位長さのベクトノレで、あるための制約条件、

It(s)1 = 1 

(32) 

(33) 

となる(模式密 10(c))。このモデルが [22]などで用いられている。 κの代わりに長さの次元を持

つ係数lp三κ/kBTが用いられることも多い。 lpは持続長と呼ばれる。外力1=0のときらが

< t(s) . t(s') >= exp (-Is -s'l/lp) (34) 

としづ性質を持つ量であるからである。この導出は付録:Aに書いておく。

この連続極限において、分布関数は経路積分の方法を用いて、

球 (s)]ぽん!=19Z山(ーザ) (35) 
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となる。特に、 Wormlik，←chainモデルに外力をかけて引っ張る場合を考えると、有効エネルギー

に外力fに対するポテンシヤノレを加えて、

rLldt(S) 12L  ..r r
L 

({t(s)止。)= ~ 1 ←J\~ I l:tds -1. 1 t(s )ds 
2ん ds ん

となる。この場合の末端罰距離の応答はMarkoらによる計算されている [22]0

(36) 

この計算をするには実際に経路積分を計算しないといけないが、条件 It(s)1= 1 (以降この条件

をinextensibility constraintと呼ぶ。〉により容易で、はない。解軒的には、近似として構関公式を

用いた方法が有効である。シュレディンガ一方程式とのアナロジーから球面調和関数を用いて数

笹計算することも可能である。以下、文献[22]に従い、これらの計算方法を説明する。シュレディ

ンガ一方程式とのアナロジーに関しては、論文[59，10， 61]などにも詳しく書かれている。

3.4.2 伸張の理論1:補間公式

-外力の大きさ f=1I1 が極めて大きい状況を考える。この詩、末端間距離は全長 L~こ瀬近し、

t(s)の向きのfの向きからのずれはわずかになるであろう。

以下、 fの方向を z軸と定め、 t(s)のz軸方向の成分をち(s)、z軸と垂直な面への射影を

七(s)とする。今のようにt(s)の向きのfの向きからのずれがわずかな場合は、幾何学的に

tz(s) =、!l-tょ(s)2=1-ltよい)2+ O(tj_(s)4) (37) 
2 

となるから、 1.t(s) =むより、有効エネルギーはま上の2次までの近似で、
宅 rL

H=~Jo ds{κiδ刈 s)12+ fl的 )12}-f L (38) 

と書ける。 -fLの項は規格住で消えるので以下省略する。ここで、フーリエ級数展開

を行う。但し、

( 七(s) = 立山∞00ti.ne+ムη
ι = 士ばIoLt七ω凶j_(点胤(い例s司)片γεf一2平乎ヂ主

tj__n = tj_n (39) 

が成立している。この時、有効エネルギーは

T +∞， ~、
H=iZ{κ(苧)2+ f} 1山 2 (却)

となる。これより、条件 (39)式による積分区間の制限に注意しながら、

'1 1(江mdij_m)lti.nI2 exp ( -混長乞ご-∞ {κ(~乎)2+ f} !t~m 1 2 ) 
< Itj_nl:t > = ー f1-¥/

I(nm dij_m) exp (一議r ì:立-∞ {κ(~乎)2+ f} It~m!2) 
kBT 

(41) 
L{κ(苧)2+ f} 

-47-



平岩徹也

が得られる。ところで、パーセバルの公式

ijLdsiti(S)12=芝It_lnl (42) 

が成立するから、その統計平均をとれば

~f.い Itj_ (s)12>=三<iziJ2> (43) 

も成立する。従って、上式には1)式を代入すれば、

ifds<|凶 |2>=2kBTnE×」

これは全長Lが十分長ければ、

fL ヮ f+∞dq 1 kBT 
; I dsく Itj_(s)l;!>~ 2kBT 1 :~一一一=一一一
ん J-∞ 2πκq2+ f (fκ)1/2 

としてよい。すなわち、外力の大きさ fの大きい極援での末端間距離zは

(44) 
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(46) 

である。ここで、自由連結鎖モデ、ルでの結果との相違点としてzがf-1/2のはやさで伸びき

り長Lに漸近することが挙げられる。

-外力の大きさ f=1I1が極めて小さい状況を考える。

全長が持続長より十分に長い場合、持続長より十分に大きな空間スケールで粗視化するなら

ば、 Wormlike-chainモデルは自由連結鎖モデ、/レの結果に一致する筈である。このことは、外

力fが十分小さく鎮の末端間距離が小さい場合に成り立つであろう。従って、付録:Aで導

かれる性質を考慮、すれば、 2lp= b， L = Nbの対応があると考えられる。従って、 (25)式

から外力fが十分小さい場合の末端関距離の応答は

Llp.. Lκp  
z =一一一 r _ 一一一~T
kBTJ (kBT)2 J 

(47) 

であると考えられる。

上記の2つの状況は外力fの弱む 1極限及び強い極援であるが、この2つの極限での結果iこ一致

するような関数形として、

f = k~T I ~ + . /1 1 I n<> - ~ I 一一-.ー十 一-:-1
lp LL I 4(1-z/L)2 4J 

(48) 

をとることができる。これをf全体で成立する関係式と考えよう。このようにして導かれる近似

式は補間公式 (interpolationformula) と呼ばれる。
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3.4.3 伸張の理論2:シユレディンガ一方程式とのアナロジーと数値計算、及び補間公式との比較

強長sの両端を一般的にSo、S1とした有効エネルギー

(51 I dt( s ) 12 J ~ ~ ( 
H(sI，so) = i I I--，'-'I:':ds -f. I t(s)ds 

SG ds So 
(49) 

を導入する。これを用いて、強長So、S1での接線ベクト/レを各々to、t1とした場合の分配関数を

rt(sI)=t1 
Z(SI， t}; SO， tO) = I ~texp[-H(S} ， so)/kBT] (50) 

Jt(50)=to，ltl=} 

とする。簡単の為、規棒化fd2t}Z(sI， t}; so， to) = 1 が溝たされているように経路積分 ~t を定め

るとする。

点sでの接線ベクトルまの分布を学(t，s)と表すと、

山 =J d2t'Z(s，t;s'，t')'lt(t'，s') (51) 

となる。 (51)式においてムs= s -s'→ Gの極限で展開してムsの一次のみとることで、シュレ

ディンガ一方程式に似た形の方程式

I kBT r 2 ， f. t 1 
会ψ(t，s) = ，.v;:_ L:': + 一 ~I ψ(t，s) (52) 

I 2κ kBTI 

が得られる [59]。ここでLは"角運動量"演算子L三 txマ主である。経蕗積分の方法については、

教科書 [64]に書かれている。 f=lfl、まのfの方向からの向きを0とするならば、

r k B T r 2 ， f cos 01 。sψ(0，s) = I一一LL.+一一::，-I 'lt(0， s) (53) 
|κ kBT I 

と表される。

fを較して、この方程式の儲値問題を考える。右辺の演算子[ザt2+静]はsに陽に
依存しない演算子なので、関数を変数分離ψ(0，t) =ψ。(0)ψt(t)すると、

f f kBT r2 . f cosOl _/_ IEl¥ 1 似の{δIS'lt5(S)}= { !'V:_ L:': + 一一~I 物的 ψ's(s) (54) l I 2κ kBT I T V¥-I J 

在辺の演算子の司有関数物(0)ψs(s)= 呼(0)ψ去りに対する居有僅を -g とすると、 δ~'lþ~(s) = 

-gψHs) となり、この解は ψ~(s) = ψ~(O)e-9・8 である。従って (53) 式の解は

ψg(6，s)=e-geψg(O， 0) (55) 

の形の解の重ね合わせで書ける Q

任意の O，Sでのψ(O，s)が求まれば与えられたnこ関して分配関数Z(L;O)を求めることができ
る。この分配関数はfの関数となっている。この分配関数から、

共トト包Z

により末端関距離の平均を計算することができる。

(56) 

(53)式は球語調和関数日間(t)を用いて対角化することができる。量子数lの大きい方のカッ

トオフを決めれば、数輩計算が可能である [22]0その数植計算の結果が密 117の実線(exact)であ

る。 lのカットオフは 100にとっている。祷間公式の結果も比較のため、同じ留中iこのせてある。

7Reprinted with p釘mI詔ionfrom [22].Copyright@2008 American ChemICal Society. 
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図 12:実験による得られる力.伸張畠線と、各モ
デノレで、フィットすることで得られる力ー掠張曲隷の
囲。西角がDNAを黒いた伸張実験の結果。実線
はそれを WormlikEトchainモデルを用いてフィッ
トした結果であり、破線は自由連結鎖モデ、ノレを
用いてフィットした結果である。 [22]

図 11:Wormlike-chainモデ、ノレの3つの計算方
法による結果の比較の図。実線(exact)が数値計
算、点破線 (interpolation)が補荷公式の結果を
表す[22]。破線(variational)は変分法を黒いた結
果であるが、詳緯は参考文献[22]を参考のこと。

実験との比較

両立語に加える外力1=1/1と末端需距離の平均zの関係を示す曲線は、カー{申張曲線(foce-extension 
curve)と呼ばれる。図 128は実験により得られるカー伸張曲線と、理論モデルによるフィット結果

の比較である。国 12左の西角印はDNAを用いた実験結果である。破隷は自由連結鎖モデ、ノレを用

いて実験結果を最小二乗法によりフィットした結果で、セグメント長b=100nmとなる。実線は

Wormlike-Chainモデルを用いてフィットした結果で、全長L= 32.8μm、持続長lp= 53nmとな

る [22]。自由連結鎖モデノレを用いた場合、外力 fが小さい方では比較的良く合っているのに対し

外力fが大きい方でずれが顕著になることが見られるが、 Wormlike-Cha泊モデ、ノレの場合は比較す

ると全体で、合っていることが見られる。参照文献 [7]のFig.1をみると、ポリスチレンを用いた

伸張実験の結果に対しても、 WLCモデ、ノレで適切にフィッテイングできるようだ。

ルを用いたフィット結果のずれは、曲げ弾性が利かない程度の空間スケーノレ粗視化が伸ひ'きりに近

い状況では有効ではない事を示している。これらの高分子鎮で、は曲げ弾性を持つため、伸びきり

に近い状況を考えるためには、 Wormlikc::トChainモデ、ルが比較的適切で、あるのではなし、かと考えら

自由連結鎖モデ

3.4.4 

れる。

伸張の夕、イナミクス:線張力の伝播に由来する非平衡性3.5 

前節までは平衡の状況を考察したが、以降の節では伸張の問題の非平衡ダイナミクスを考察する。

8Reprinted with permi部ionfrom [22].Copyright@2008 American Chemical Society. 
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x 

/ - ‘ 、 ，

R(t) R(t) 

図 13:穴を通り抜ける高分子鎮の線張力の伝播の概念図 [49]。図の記号の意味は参考文献 [49]を参照。

平衡の場合と同様に、高分子鎖が複数の単位要素から成ると考えよう。ここで、後の便宜上、単

位要素 (i-1)とiの関の結節点をビーズtと呼ぶことにする。高分子のダイナミクスのモデルは、

各ビーズi= 1，2γ ・・ ，N ~こ対するランジュパン方程式の形をした方程式

δri(t) 
at一=gel，i約十五(t)+ ei(t) (57) 

で与えられることが多い。ここでは簡単のためover-dampedの形を荻定しである。 tは時刻を表す

引数。 ri(t)はビーズiの位置ベクトノレであり、前節までの記号を黒いて表すならばri(t)-ri-1 (t) = 

~(t)o <:はt番呂のピーズと溶媒との需の摩擦係数、 fi(t)はt番目のどーズに鶴く外力、乙(t)は4

番目のビーズに働く揺動力である。 gel，i(t)を知得に与えるかによって、各モデ、ノレの特性が決まる。

特にgel，i(t)を、

gel，i(t) = 1i，i-1(t) + 1i，H1(t) + Ti(t) (58) 

の形に分離して書こう。ここで、 7i，j(りはピーズjがビーズtに及ぼす力、 Fi(t)はそこに含まれ

ない部分の力を表す。 Z，j(t)はビーズtとjの関iこ畿く張力と解釈されるであろう。

非平傷な状況を考えるにあたっては、線張力の非一様性、伝播を考慮することが重要となる場合

があるた線張力の非一様性の導入の必要性は論文[49，50]などで示唆されている。 10例えば、膜

面にある穴を通り抜ける高分子鎖の開題では線張力の非一様性と伝播が重要になるようだ[49]0図

13はその模式図である110 また、両端に加える外力を急に変化させた場合にも線張力の非一様性

と伝播が重要になることがある。 Hallatschek らの論文 [50] では Wormli~争Cha泊モデルをダイナ

ミクスに拡張したモデルを患いて、半屈曲鎖における線張力の伝播を解析している。

線張力の非一様性を入れた解析をするには、上記まで、の平衡のモデ、/レは適応外であり、ダイナミ

クスを記述するモデルを用いる必要がある。カー伸長曲線は、外力fで微分するとお=学ムf

9状況によっては非一様性が重要でないときもある。備えばBohbot-ravivら[54]は半題曲鎖の伸びきった状態から
の緩和について、線張力を一様としてダイナミクスのモデルを導入し計算している。実験との比較も行っており、実験

結果ともよく一致している。

10もちろん揺らぎがあるために隷張力が完全に一様になることはない。本論文では平均約な意味で一様、非一議と呼

ぶことにする。

11 Reprinted figure with permi田ionfro隠 [49]. Copyright@2008 by the American Physical Society. 
http://link.aps.org/abstract/PRE/v76/p021803 
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の形であるので、各外力を与えたときの弾性係数を表しているとも読み取れる。これをダイナミ

クスに拡張した場合の定量的な指標としては、レオロジーの分野で用いられる複素コンブライア

ンスが適切である。

以下ではKhatriらの論文124]の方法を参考iこ、ラウスモデルを患いて複素コンブライアンスを

導出する。ラウスモデ、/レを解析的に厳密に解く場合、隷張力の伝播は注意しなくても必然的に導

入されている。 Khatriらの論文においての主眼は内部摩擦の影響を解析することであるが、

では内部摩擦は考虚しないことにする。

3.6 ラウスモデルを用いた伸張のダイナミクスの理論

ラウスモデ〉レは各ビーズが同ーの線形パネで、つながっていて、かっ、そのようなポテンシャル

中で各ビーズがランジュパン方程式に従うとするダイナミクスのモデル

rn(t) 
ゴ7=k(Tn-10)-2Tn(t)+Tn+10))÷fAt)÷ι(t) (59) 

である。ここではover-dampの状況を仮定した。各ビーズに外力 fnを加えているとした。 Cは各

単位要素に対する溶媒に由来する摩擦係数、 kは各ビーズをつなぐ隷形パネの弾性係数である。 rn

はn番自のゼーズの適当な原点からの位置ベクトルであり、 ιはa番目のビーズに働く揺動力を
表す。但し、揺動力ιは白色ガウシアンノイズであり、第2種謡動散逸関係

くふ(t)とム(t')>= 2kBT(I8nm8(t -t') (60) 

を満たすと坂定する。ここでのベクトルを2つ並べた場合はテンソル積を表している。 Iは単位

行列である。

ビーズの数が大きい場合、 (59)式の連続化極限

dr(n， t) δ2r(n， t) 
ぐ一一一 =k- '!l.~~'-I + f(n，t) +と(n，t) 
dt δn2 

くと(n，t)et(m， t') >= 2kBT(I8(n -m)8(t -t') 

(61) 

(62) 

を考えても良い。 n，訟を連続量とし、 o::; n， m ::; Nである。以下では (61)式を用いて解析する。
まず、 (61)式を正規座標表示する。

X耐 =UNW)dn，毛(t)=UNTM州予防 (63) 

また、

rN .， ，_ ..  ， 1 rN 勿

ごo(t)=守 j と(n，t)dn ，ごp(t)= 2 x :T I e(n， t) cos(弓手)dηN Jo -..， ， / -"1" -， N Jo -..， " '!IJ 
rN _， _，. _ ， ， 1 rN _， ，V7f 

fo(t) =古 If(n， t)dn ， fp(t) = 2 x :T I f(n， t) cos(二戸)dn
i苛 0""/ "1"-' NJo ."，-， -'!IJ (64) 

を馬いて (61)式を変換すると

dXp(抗
ら-f=一仏(t)+ι(t) +ι(t) (65) 
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菌 14:ラウスモデ〉レを用いた場合の複素コンブライアンス J(ω)= J'(ω) + iJII(ω)のグラフ。実隷がJ'(ω)
で、破諌がJII(ω)である。グラフはω→GでJ'い)→ 1となるように規格化しである。

となる。 pは0以上の整数。ここで、 (0=N(かつp>Oでら =2Nふち =2π2p2k/Nである。

この式は特徴的な緩和時間 Tp=ら/与をもち、特に TOはラウスの最長緩和時間と呼ばれる。ラウ

スの最長緩和時間をな=T1と書くと、 Tp= TR/ p2 (p > 0の場合)の関採がある。

E佳品nら[24]は線形応答の一般論を利用して複素コンブライアンスを導出しているが、ここで

は後との対応をつけるため両端に伸張の外力を加えた状況から導出する。両端に伸張の外力を加

えた状況は、
2J(t) 

J(n， t) = J(t) [o(η-N) -d(n)] ， Jp(t) =一一一[cos争π)-1] (66) 
N 

と表される。 (65)に代入して、再辺統計平均をとり、更に時間に関してフーリエ変換して整理す

ると、
2fヤ){∞s(戸r)-1} 1 2f(ω) {COS白吋 -1}

< Xp(ω )>==一 (67)yω(p + kp kp 1 +ωTp 

が得られる。ここで、 Jもい)、 f(ω)は各々Xp{t)、f{t)のフーリエ変換を表す。

ここで、末端閤ベクトルをR(t)= r(N， t) -r(O， t)のように定義すると、

R(t) = -4 L: x;刈
p:odd 

(68) 

となる。末端間距離には奇数のpのモードだけが寄与する。ラウスモデルは線形であるので、各

量を時刻t=Oからの変位と考えても詞様の式が成立する。前にムをつけた際は時刻 t=Oから

の変イ立としての量を表すとする。ところで上式から末端関距離には奇数のpのモードだけが寄与

することがわかる。従って、上式をフーリエ変換したものに (67)式を代入すれば、

<ムん)>= ( 16 子三~ I :.  o_  ¥ムi(ω)
i ニ~kp1+i叫/

が得られる。ここで、ム丘(ω)はL'lR(t)のフーリエ変換を表す。これより、複素コンブライアンス

(69) 
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J(ω) = J'(ω) +iJ匂ω)として

ふ 1 1 2Ntanh (~y'i石弓)
J(ω) = 16 ) :一一一一一一一

令二 十むTp 1rk 0w子五
p:oaa 

(70) 

が得られることがわかる。これをグラフに表したのが図14の実線 (Jっと破線 (J'うである。 J'(ω)、

J"(ω)は各々J(ω)の実数部分と童数部分を意味する。

各極限での指数

ωの大きい極限 :J'(ω)cxω-1/2 ， J" (ω)cxω-1/2 

ωの小さい極限 :J'(ω) = (定数)， Jぺω)cxω+1 (71) 

は解析的に求められ、結果の比較に用いられる。

3.7 単一高分子鎖の伸張の理論のまとめ

以上のレビューを表1にまとめる。表の見方としては、左の列から穎iこ1.どのような性質を考

憲して、 2.どのような状況下の場合には、 3.どの理論モデ、ノレを用いて解析するのが遥当か、また、

4.その理論モデルからどのような結果が得られているか、を記しである。 FJCモデルは自由連結

鎖モデ、ノレ、 WLCモデルはWormlik←Chainモデ〉レの略語で、ある。
ダイナミクスに認して、ツィムモデル、設IFモデル(Rousemodel with Internal Friction :内部

摩擦を含むラウスモデノレ)、流体勢果を含むWLCモデル、及び内部摩擦を含むWLCモデ〉レiこ関

表 1:高分子の伸張の理論のまとめ

f1.考嘉する性質 2状況 I 3.適切な理論モデル 11 4.得られる結果

A.エントロビー弾性 平衡 ガウス鎖モデ、ノレ 隷形ばねむの

ダイナミクス フウスモヂル 複素コンプフイアンス (70)

A +流体効果 ダイナミクス ツィムモデノレ[65] (緩和シミュレーション [65])

A +内部摩擦 ダイナミクス RIFモデ、/レ[24] 複素コンブライアンス [24]

B.エントロビー弾性

(fl申びきり効果) 平衡 FJCモデル 伸びきり非線形iまね (24)
(出げ弾性)

C.エントロビー弾性 平衡の場合の

伸びきり効果 平衡 WLCモデル 伸びきり非線形ばね(図 11)

曲げ弾性 ダイナミクスの場合の (stretching dynamics [34]) 
ダイナミクス WLCモデル {本研究の目的i

C +流体効果 ダイナミクス Winkler et札 [66}

C +内部摩擦 ダイナミクス Poirier et al. [39] 
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しては本修士論文の主題には直接関係しないので割愛したが、詳細は各々論文 [65][24J [66] [39]を

参考のこと。

FJCモデルについては虐げ弾性が効かない程度のスケールで、克ていると考えて、その意味で(曲

げ弾性)と記した。この意味では、伸びきりに近い極限で、は適切なモデノレで、なくなるので、(fl申び

きり効果)と記した120各モデノレの適応範囲に気をつけて、 WLCモデルをより粗模化することで

FJCモデ)レに対応し、またFJCモデルをより粗視化することでガウス鎖モデノレに対応することが

わかる(付録:A)。但しこのことは、 WLCモデルが常に他の2つのモデルよりも"正しし刊、現実

の実験結果を適切に説明するモデルであることとは言い切れないであろう。例えば、より租規化

することでirrelevantなパラメータの寄与が落ちることもあるだろう。

流体効果に関しては、プレアベレージング [48]をとって解析がなされることが多いが、高分子

の伸張の問題に関してこの近似はあまり妥当でないことが Quake[65]により指摘されている。プ

レアベレージングをしない場合は解析的な計算が菌難になる。

また、この表においては高分子の鎖のエンタルピックな弾註の効果には言及していない。この

ことも例えばDNAなどの持張の問題において小さくない寄与を与える事が実験結果からも示唆

されている (2.2節)。理論モデ、ルを用いた解析も行われている [1可。

隣同士でない単位要素に働く相互作用や溶媒との相互作馬の寄与にも言及していない。コイル=

グロピューノレ転移などの形態転移を説明するにはこれらが必要である。ここでは説明しないが形態

転移に由来する非平密性も生体高分子の物理などにおいての重要なテーマである [18，28Joまた、

排除体積の効果も入っていないが、これも高分子物理を考える上で重要な効果である [48]。

半屈曲鎮の場合の伸張のダイナミクスの解析は、 stretchingdynamics [34]を除いてまだなされ

ていない。そこで、半屈曲鎮の特性が効いてくる場合のダイナミクスの理論解析が本研究の広い

意味での巨的である。特iこ3.5節の線張力の伝蓄による非平衡性を取り入れたい。この目的のため

にHallatschekらが考案したWormlike-chainのダイナミクスのモデ、んで、隷張力の伝播を取り扱う

方法を用いる。但し、この方法は伸びきりに近い状況下に対する近似を用いている。そこでまず

は外力が大きく伸びきりに近い極限での振る舞いに着目して、その状況下での解析、特に周期外

力に対する応答、複素コンブライアンスの導出を本研究の其体的な目的とする。逆の極限、すな

わち十分に長い半題曲鎖に対する外力の弱し三極限はエントロビー弾性のみで記述できるだろうの

で、ラウスモデルより導かれる結果 [24]が適用できるだろう。この巨的のための準憶として、第

4章でWormlike-chainのダイナミクスのモデルの導入と、 Hallatschekらの方法をレビューする。

第5章以降で、その近{涯を用いて解析、考察をする。

4 Hallatschekらの方法のレビ、ユー

まずはHallatschekらの論文[31，32Jに基づいて伸びきりに近い状況下での線張力の伝播の

考え方を導入する。ただし、今回の状況に合わせた必要なだけの一般性に留めて、若干簡単にま

12正しくはガウス鎖モデルやラウスモデルでも持続長が短い場合であろう。ただしこれらのモデ〉レの場合はパラメー

タをまとめてパネ弾性としてのみ与えていることで、曲げ弾性が表式の上で直接的には入ってこ金い。
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とめである。

4.1 Wormlike-chainの夕、イナミクスの方程式の導入

平衡の場合のWormlike-Chainモデルを元に、 Wormlike-Chainモデ、ノレのダイナミクスに対する

モデノレを導入する。文献[59]など、多くの文献で、ほぽ関様のモデ、ノレが板定されている。まず、平

賓の場合と同様に

• Wormlike-Chainの有効エネルギー

H=2LLdslzf (72) 

• inextesibiliy constraint 

12i2=1 (ね〉

を仮定する。ここで、 tは時刻、 sは鎖上における鎖に拾った位置(以下、強長と呼ぶ。)である。

r( s， t)は弧長sの時刻tでの適当な原点からの位童ベクトルで、 κは鎖の曲げ弾性13である。

ダイナミクスのモデ、ノレの場合には、強長sの点に働く力として、 inextensibili ty -constraintの下

でのハミノレトニアンの微分として、単位弧長あたりの弾性力gel(S，t)を与える。この際、ラグラン

ジュの未定乗数により inextensibility -constraintを取り入れる。

8H 
9el(S， t) = --8~; Ilr'12=1=一κr""+ (f(s， t)〆)'. (74) 

この式と以降では、プライム Fはsによる 1階微分を表すとする。ここで、 f(s，t)はラグランジュ

の未定乗数であり、物理的には時刻tでの弧長sの点における線張力と解釈できる [51Jo

この単位弧長あたりの弾性力gelと、単位弧長あたりの摩擦抵抗9frと単詮張長あたりの揺動力

ごの釣り合いをもって、ダイナミクスのモデノレの運動方程式とする。 (over-dampされたランジュ

パン方程式)

gel十9fr十ご=0 (75) 

ここで、

9fr(s， t) = -('(s， t)δItr(S，t) (76) 

さらに、鎮の軸回りの回転対称性が成り立ち、かっ鎖のどの点でも摩擦抵抗が変わらないとすると、

('(s， t) = [(j_(1 -r'(s， t) 0 r'(s， t)) + (Ur'(s， t) 0 rヤ，t)] 

特に硬くて細い捧状高分子の場合は〈ょ=2(11 ~ 4πη となる。 [48J

また、揺動力ごは白色ガウシアンかつ揺動散逸関係を満たすとする。

< Ci(S， t) >= 0 

< Ci(S，t)む(s'，t') >= 2kBT(ij8(s -s')8(t -t') . 

(77) 

(78) 

(79) 

13これはあくまで静釣な意味での曲がりにくさを表している。ダイナミクスを考える上では、動的な意味での曲がり
にくさも考悪しなければならない [57]0これは内部散逸の効果として取り入れられるだろう [16]。
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これらを計算した結果、鎖の運動方程式は

，.δtr(s， t) = -κr"" + (f(s， t)〆(s，t))' + g(s， t) +ご(s，t) 
|〆(s，t)12 = 1 

(80) 

(81) 

と記述される。後の議論の都合上、時発1tで弧長sの点にかかる単位弧長あたりの外力g(s，t)も導

入した。 (80)式を解く事でr(s，t)の時開発展が未定乗数f(s，t)を含む形で与えられるので、その

解を (81)式 (inextensibi1ity-constraint)に代入することで未定乗数f(s，t)を具体的に定める。

この未定乗数を解r(s，t)に代入し直すことで、 r(s，t)の時開発展が決まる。

4.2 Weakly-bendingの場会のダイナミクスの式

この箭では伸びきりに近い(揺らぎが相対的に弱い〉場合の近似を導入する。この近似は文献

[22， 54]などでも需単な形で痛いられており、 Wormlike-Chainモデルの解析において有用な近似

である。

x-軸(後に両端の外力を導入するときの力の方向)の垂直面内の運動 (2次元)と水平方向の

運動(1次元)に分離して考える。

r(s， t) = (r _L， 8 -rll) . (82) 

weakly-bendingの近似とは、

r~(s ， t)2 = O(ε)<<1，8ε (O，L) (83) 

である。ここで ξ ザ亨は静的な伸長の力引こ対する相対的な揺らぎの強さを表すパラメータ

であり、これを徴小パラメータとしての摂動震関を考えている。らは持続長であり、ら =κjkBT

である。静的な伸長の力の定義は状況に拠るが、今回の場合では、始めに平衡にしておく両端の

外力となる。

今、 (82)式を微分することで、

市，←(ι1-ril) 

だから、 inextensibi1ity-cons七raintより、

Ti=;40(ε2) = O(ε) 

という幾何学的な関係式が成立する。

(84) 

(85) 

ダイナミクスの式(80)より、オーダー三以上の項を無視して、よ成分のみを分離すると、よ或

分の運動方程式として以下の式が得られる。

〈上δ'tr上=ーκr""ょ+(f(8， t)r'ょ)'十gj_+も. (86) 
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ここで9= (gj_， gu)。また、 sでの 1回偏微分をした後に、オーダーJ以上の項を無視して、 11成
分のみを分離すると、以下の式が得られる。(ここでの計算は、定義(77)に注意してきちんと計算

すると、よ成分も入ってくる。)

一(118，吋+((u -(j_)(r' j_・8trj_)' =一κ(-riilll)+ (f(8， t)(l -ril))"十gii÷ごi(87)

ここで得られた2式に対して、無次元量C三 (111♀を定義して、かつ、 flκを改めてfと書き蓋

し (gととに対しても罰様の変換をする〉、は/♀を改めてtと書き直す単位系を適用すると、

δ'trょ=-r"九十(f(8，t)r' j_)' + gj_ +ご上

(8tril = (( -l)(r' j_ . 8tr j_)' -riilll -f(8， t)"十 (f(8，t)(ril))" -gil -.;il (88) 

とまとめられる。この単位系を用いた際、 fとtの次元は各々[length-2]と[length4]になる。更

に、 ε→ Gとする(すなわち、 εの最低次のみ考える)ならば、

δ'trムニ -r仰ょ+(f(8， t)r' j_)' + gj_ +も

f(8， t)" = -gil (8， t) 

(89) 

(90) 

と表される。

ここで、伸張の問題、すなわち鎖の高端のみに等しい大きさでx-軸方向かっ向きは反対の外力

f(t)が加えられている場合

gj_(8， t) = 0 ， 911(8， t) = f(t) [8(8 -L) -8(8)] 

を考えよう。境界条件として、鎖の河端の接線ベクト/レは近似的にタト力の方向を向いているとす

る。この事はWeal王bendingの仮定により正当化される。この場合 (90)式を計算することで、最

低次のオーダーでは鎖状の至る点で一様な線張力、すなわち

f(8， t) = f(t) : sによらない定数 (91) 

となることが得られる。少なくともこのオーダーでは、続張力のイ云播は現れないことを示している。

4.3 s主oredexcess length 

後の便宜のため、 storedexcess lengthρ(8， t)という量を導入しておく。時刻t、点sにおける

stored excess lengthの定義は

ば8，t)三トriM=0(ε)
とする。今、鎖の末端需距離の 11成分は、

rL 

RU三 L-rn(L) + rn(O) = L -Jo rild8 

(92) 

(93) 

oo 
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であるから、上の定義のstoredexcess lengthは、

rL 

L -RII = I p(s， t)ds + o(ε) 
JO 

(94) 

を意味することがわかる。

平衡(とりあえずここでは時刻。での値)からの差でもって、

ムρ(s，t)三 p(s，t)一ρ(s，O)，ムRII(t)三 RU(t)-RII(O) (95) 

とすると、
rL 

sRII(t) = - Iムp(s，t)ds + O(E) 

となる。後では、この統計平均

rL 

<ムRn> (t) = -I <ムρ>(s， t)ds + o(ε) 

(96) 

(97) 

を考える。

4.4 一様な線張力の場合のstoredexcess length 

ε→0の極限の運動方程式(89)から、 storedexc鰯 lengthを計算する。この極限の場合は前述

の通り一様な線張力f(s，t) = f(t)となる。この極援のstoredexcess lengthは後に局所平衡の仮

定をする時にも用いられる。

4.4.1 準信

グリーン関数χ(s，SF;t，tf)を用いて計算する。

rL r+∞ 
r j_(s， t) = I ds' I dt'X(s， s'; t， t')と(s'，t') 

JO J-oo 

を、運動方程式(89)に代入すると、

δItX(S，s';t，t') =-a;χ(s， s'; t， t') + f(t)δ3χ(s， s'; t， t') + d(S -S')d(t -t') (99) 

(98) 

境界条件の寄与の部分と、バルクの場合のグリーン関数の部分とを分離する。

χ(s， s'; t， t') =支(s-s'; t， t') +χb.c. (s， s'; t， t') (100) 

• x(s -s'; t， t') :バルクの場合のグヲーン関数。 s~こ対して並進対称であるため、差の一変数

の関数となる。また、s'こ関して反転対称性ももっ。
-χb.c.(S， s'; t， t') : :境界条件の寄与。

nwu 
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バルク部分の式は、

δt支(8;t，t')=トδ1;+ f(t)]δ?支(8;t，t')+8(8)8(t-t'). (101) 

これは、 sに関してのフーリエ変換

r+∞ 
文(q;t， t') = I d8定(8;t， t')e-iqs (102) 

主(8;がい {+∞お(qjt，印+iqs= {+∞金支(q;t， t')州制 (日3)
J-∞~~ Joπ  

(支(8)の反転対称性より、支(q)も反転対称)

を用いて計算できて、
-
E
i
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-
J
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(104) 

となる。ここで、 λ(q，t) =ポ+f(t)q2であり、またe(t)はへピサイド関数を表す。対して、境界
条件の寄与の部分は、

δItXb.c.(8，8' : t， t') = [-8; + f(t)]母χb.c.(8，8' j t， t') (105) 

を与えられた境界条件の下で解いたものである。

グリーン関数を患いると、 storedexcess length は

<ρ>い，h;<内 ，t)> 仰)

r -14-' rL -1~' rt ヲrL-1::' ー ーくも(8ヘt').とよ(よ[')> -I dt' I d8' I dt' I d8'δsχ(8，8'; t， t')θsχ(s，sf;t，tf)2  
J-oo JO Jー α;) JO 

<"l rt rL 

=子 Idt' I d8' (δ~X(8 ， 8'j t， t'))2 (107) 
~p Jー α;) JO 

で与えられる140境界条件の寄与から来る storedexcess lengthの部分を厳密に求めるのは菌難で

あるが、バルク部分(の統計平均)は求めることができる。ただし、単純にχ→xの置き換えを
もって戸としてしまうと、後iこバルクの植のみで真の鑑を近似するのが、適切な近似でなくなっ

てしまう 150 これは、 ρ=戸+ρ'b.cが、 χの二乗に対応する量なので、クロスタームが出てくるか

らである。

以下、このことを見るために極限的 (semi-infinminte polymerの仮定〉な場合を考えて、この

バルク近似が悪くなさそうな(p)を定義しよう。

4.4.2 バルク器分と境界条件の影響の部分の分離

グリーン関数の分離は上述の通り、

χ(8，8'; t， t') =文(8-8'; t， t') +χb.c. (8，8'; t， t') (108) 

14リスケーノレされていることに注意。

15最後に静的な場合を極設として考えるときに、笹が2f吾分ずれてしまう。
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-支(s;t，t'):パノレクの場合のグリーン関数。 8E (一∞，+∞)、反転対称。

• Xb.c.(S， 8'; t， t') :境界条件の寄与。

である。

以降、 s=Oを端点として、 L→+∞とする極限を考える。これは、 semi-in長nitepolymerの

仮定と呼ばれる。更に、橋単のためs=Oの境界条件を以下の2つ、

(「治(仰O… 仇伽仰い町い(但仰仰Oωωω山…s'杭山ω山…r~υW川;パがμtυげtずI
OsχXc(卯0，s'; t， tηfう)=e勾守χXc(伶0，s'杭';t， tηfう)= 0 (clamped) 

(109) 

に限るとする。この場合、 b.c.まで込めた正味のグリーン関数χhfc Ch[複合は上をとる!はhinged

の境界条件の場合、 c[複合は下をとる!はclampedの境界条件の場合を表すとする。)は、

χhfc(s，s';t，t') =定(s-s'; t， t')干支(s十SF;t，f) 、E
F
F

A
U
 

4
s
i
 

'
i
 

J
4
4

、、

となることがわかる。これより storedexcess lengthは更に計算できて、

く知/c>M=fT18M一郎0)]x [1土叫qs)]

。(q，t)三竿rt dt:云2(q;t， i) 
up J一∞

-
S
F
 

宮
司

A

唱

'A
宅

i，
，
a

‘、

(112) 

となる。これを用いて、バルクのstoredexce部 lengthを

一<IJ.Ph> (s， t)+ <ムPc>(s，t) r∞dq <ム戸 >(t) == ~ -rn ~ ¥-P/  ~ ~ -rt; ~ \-'~I = I -_: [s(q，t) -s(q，O)J (113) 
2 ん π

と定義する16。

4.4.3 平衡からの変化分の具体的な表式

t<Oで境界条件fo(両端の張力、すなわち両端のみに外力 foを加えて引っ張っている。)で平

衡化させてある場合の、 t>0で境界条件を変化させる場合を考える。

( t < 0 六灼f(t)吟←い)ド)=c訂一C
t> 0 f(tωt吟):任意

(114) 

このようなf(t)の時開発展の場合、。(q，t)が更に整理できて、

x2(q;t，0) ， 0_2 rt J~_' 
長(q，t) x lp = ぅ r 十2q2I dix2(q; t，ら

r qL. + 10 ~ Jo 

と計算できる。また、 F(t)を、

(115) 

F(t)三 Idtf(t) 
JO 

16自然と s依存性がなくなることが最後の形からわかる。これはバルクの並進対称性に矛盾し企い。

(116) 

6
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と定義して、これら及びχの具体形(104)をバルクの表式(112)(113)に代入整理すれば、

f∞ dq (exp( _2q2[q2t + F(t)]) -1 
<勾 >(t) = I -; < 

ん πらl q2 + 10 

十吋tdf位 p(_2q2[q2(tーら+F(t)一的D} 川

が得られる。次章で馬所平衡の仮定を行うときは、この表式を用いる。

4.5 線張力の{云播

4.4節は相対的な揺らぎの強さのパラメータ ξの最低次のみを用いての計算であった。この節で

辻、 (88)式を元にけこ関して摂動展開の高次までとりいれて計算する。またこの際、空間スケー

/レの分離も行う。空間スケールの分離に基づ、いて断熱近桜、局所平衡の近訟を行うことで、隷張

力の伝播および構造の伝播の方程式が得られる。また、ここでの近{設が妥当になる条件の評価に

関しては付録:Bで言及しておく。

4.5.1 摂動展開、 mul主iple-scaleanalysis 

空間スケールの分離

• rx三 s、y=sεiとして、 zとuをき虫立とみなすj

• x 小さなスケーノレ、 y:大きなスケール

• as = δ~!y 十 εきち !x

及び、各関数の辻での摂動展開、

Ti(z，g)=Eihl(ZJ)十0(J)

f(x，y) =ん(ZJ)+Jf1(Z?U)十 fh(x，y) + O(f) 

ごょ(x，y)=εきと_l_，l(X)+ o(d) 

ごu(x，y) =ε25ii，dz)÷4ii3(ZJ)+o(ε〉

(118) 

(119) 

(120) 

(121) 

を外力項を落とした形のダイナミクスの式(88)~こ代入して、 J での摂動展開を行う。すると、

。=三 {δi，hl+ δjhl ー δ~(んδ~hl) ーも，1] + o(ξ!) (122) 

0=δ3ん+d[20みん÷δ';h+Çíl ， IJ 叶δ;ん +δ~axh+ δ~h+ X2(x， y) + Cil，2] + o(ε) 
(123) 

が得られる。ここで、

ん(X， y) 三 ja(仇)2 ー(ぐ一判断1脚I)}十 1δ~(仇)2 _ ~a;[ん(δ~hl内
2 ー
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は、 hlの寄与を集めた項であり、 h1に関して非隷形である。

(123)式を、各オーダー毎に係数がゼロとすることで

δ2ん(x，y)=o

2δzらん+δ3fl十ごi，1=0
δ;ん÷δ'y8x!I+δ3f2十X2(x，y)+ごi，2=0

が得られ、これより

(125) 

(126) 

(127) 

ん(x，y) =ん(y): xに依存しない関数 (128) 

h(x，y) = [X dx [X di {一δ;ん(ω-X2(i， y) -8x8yfI(i， y) -Cil，2(i)} (ロ9)
JO JO 、

が導かれる。摂動震関が破綻しないための必要条件として、各関数の摂動展開の係数が大きなス

ケー/レの極摂 (x→+∞をとった極罷〉で無摂大に発散してはならない。んが無摂大に発散しな

いための必要条件として、(129)式より、

δ;ん(y)= -X2(x，百)一δ'x8yh(x， y) -Cil，2(y) (130) 

が得られる。ここで、
一一一一 (lc.g. dx 
g(x，y)三 lim I ァ g(x，y) (131) 

lc.g.→∞JO 'c.g. 

でxに関しての平均を定義した。 lc.g.は粗視化の長さであるが、形式的には lc.g.→+∞と扱う。

すなわち、自由度を一つ増やしたことで五ε(y)は任意の関数であったが、摂動展開により計算し

ようとするならば(130)を満たすように定まっているべきである。

lc.g.→∞の極限では表面項は全て落ちて、 z平均下でゐが全体にかかっている項は消える。す

ると、

ー̂ .一句fle(:的=一ず't(8xhI)2

が得られるので、これをtで積分すれば、

抑制=-j同町，t)-岡京(y，O)]=-E一河川
となる。

4.5.2 断熱近似及び局所亭衡の仮定

結馬、 (122)と合わせて、閉じた方程式系が以下のように得られた。

8thl (x， y， t) +ゆ1一ゐ(ん(払挑ん(川吟)-eL，l(X， y，←。
:号品川
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(134)ではεきの係数のみ考えている。

(135)式は大きなスケーノレ (y)の空間変調のみで記述され、 (134)式はそこで得られる線張力

(I(ぎ))の元での小さなスケーノレ(吟の偏微分のみの運動方程式となっている。このことは、摂動展

開および粗視化により 2つの空間スケールに分離されたことを表している。これにより (134，135)

式から自三無撞着に計算できるはずである。

r(x， y，の(h1(x， y， t) ) →定義より
↑(134) 

ん(払t)(ん(x，払t)) ←定義より

ムp(y，t) 
↓(135) 

Fze(Y， t) 

しかし上の方程式系 (134)(135)をそのまま解析的に計算することは国難である。そこでまず統計

平均<>を考える。中心極限定理が適応できる程度に粗視化の長さがとられているならば、

ムρ(y，t) = (ムρ)(y， t) (136) 

とできる。

また (134)式を亘接計算する代わりに、局所平衡を仮定して、 uにおける storedexcess length 

は至る点一様な隷張力 fte(y，t)の元で計算した場合 (4.4節)のバルクの場合の表式と一致すると

近似する。

(ムp)(y， t) ~くム戸>(払 t) (137) 

f∞ dq f exp( _2q2[q2t + F(y， t)]) -1 
ん πlpl q2 + 10 

十2q2I dt exp (_2q2[q2(tーカ+F(y， t) -F(y， i)]) ~ (138) 
JO ) 

fのu依存性より、 y依存性は含むようになっていることには注意。{旦し慎略化のため、 Fとhの

上の A と、下っき添え字のたは省略した。以舜も両様とする。

これにより大きなスケール抱)で関じた系となる。 以降ではεのオーダーに注意しながらuをs

で書き直す。結局、整理すると閉じた方程式系は以下的ようになる。

f∞ dq (1 -exp( _2q2[q2t + F(s， t)]) 
d;F(υ)=けで{

_1 (l 7ft.... I Jυ up 1.. 

一 吋tω(叫勺一力れ山+刊Fい仏似(s，t)パ，t)吟)一

<ム勾戸>川=一:衿尋F州 (14 

これでも積分方程式の形になつていて、しかも非諌形であり少し厄介である。次章以誇では、こ

の方程式系を解析する。次章以降では簡単の為、 K=πら/(の記号を用いる。
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5 線形化した方程式の解析

5.1 線形化

(139)式を重接計算するのは困難なので、線形化した方程式を考えたい。

F(s， t) = Fo(t) +ムF(s，t) 

お(t)三fot，ムF只川S鳥引，パ，t)吟)三f向(
として、 (139)式に代入してムFのI次までとると、

Kか F(s，t)= (∞dq ~ _?2乙ムF(s，t)ーザ (tdUlF(s， t)e-2向 2州 (t-t)~ (142) 
Jo -':{ l q2 +んん j 

(141) 

となる。更に整理すると、形式的には、

rムF(s，t) = 0 (143) 

の形で書ける。ここで線形演算子2 は、

5L'h(s， t) 三 K 勾のh(怜h(s，t)いS

でで、ある。もしくは積分変数fをt-tに変数変換した形で、

Kδ';d.F+4 I dt.ムF(s，tーカM(力=0
JQ 

と書ける。 hは在意関数。 (144)式、 (145)式においてのメモリ一関数M は、

M(t) == I∞dq ~ q4e-2q2ぽ+抑ーす手~ð(t) ~ 
Jo l CJーす.伶 3 

(144) 

(145) 

(146) 

で与えられる。

計算の都合上、スケールされたメモリ一関数M(x)を

M(t) = fJ (OO dq ~ q4e一的q2+1)fgt-JLS(fZ叫 =fj亘(f5t) (印)ん 1'1 ~ q2 十 1~ \J U-'J

厄(x)三 j∞dq ~ q4eーザ(q2+1)x_ _? q~ -r O(x) } (148) ん l'1 ~ q2 + 1 ~ ¥ ~ / J 

で定義しておくべ (147)式ではq→J克qの置換をした。以下、 (143)を元に計算する。線形偏微積

分方程式を与えられた境界条件ムF(O，t)とd.F(L，t)の下で解く問題となっている。以下、境界条件

が再方の端で等しい場合を考える場合がほとんどなので、その場合はムF(O，t) =ムF(L，t)三ムF(t)

と記法を用いるよう約束する。

17X > 0での反(x)'" xーβの漸近形はz→ Oでβ=5/4、z→+∞でβ=5/2となっている。但し x=oではデ
ルタ関数を含んでいる。

Flo po 
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ラプラス変換を用いた線張力の伝播の解析計算5.2 

(143)式を時間に関してラプラス変換すると、

(149) Kδ?ムF(s，z) + 4N(z)ムF(s，z)=O

ここで、 N(z)はJvf(t)のラプラス変換であり、

N(z)三f叫 )e-zt= 1000 dqいJfh-idd
となる。

(150) 

これをスケーノレした関数も以下のように定義しておく。

(151) 

という表式をしている。後の便宜の為、

N(z) = IJ N(/u2z) 

内)三10
00

dq {24(q2fl)十U一;元) (152) 

ここで、 N匂)の性質を簡単にまとめておく。

-東点ではゼロ。 N(O)= 0。

• zの実軸上では常にN(y)は実数、それ以外では常に0でない虚数部分を持つo

-実鞍上正の領域では、負の実数。

N(Re(計三 O，lm(y)= 0)三N(O)= 0 

• yが&t軸上をたどった際のN(y)のプロファイルは図 16の通り。

以下、境界条件として両方の端で等しい外力の場合を計算する。そこで、境界条件のラプラス変

換を、ムF(O，z) =ムT(Lラz)三ムT(z)とおし境界条件のラプラス変換の例を3つ挙げておく。

1.境界の外力をt=Oで、 /0から /0+んに急に変化させるとき。

すなわち、ムF(t)ニ fAtの時。

→ムi子(z)= fA/Z2となる。
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2.時刻。~ムtの関両嬬の外力を10+ IA'こして、その後10に戻す待。

すなわちムF(t)= IAt ( for t :::;ムt)及びIA!::"t( for t:2: o.t )の持。

→ムF(z)= {1 -exp(-zムt)}IA/Z2となる。

3.両端の外力を周期的に変化させるとき c

すなわち、ムF伺 =J~ん sinいちdt= 与[1 -cos(wt)Jの持。

→ムF(z)= w-1z(ι-2Z2)となる。
(149)式はs，こ撰して 2階の常微分方程式なので計算できて、

ー ω(/平[2s-LJ) 
ムF(8ぅz)= eiF(z)--'/r-1/  

ω(ゾ平L)

となる。これを逆ラプラス変換すると、

となる。

(8， t) =土rC+iOOムFrz)cOS(V平[28
-LJ入ztdz

)c-i∞ 1ω(再 L)

(153) 

(154) 

ここでの議論は、グリーン関数を用いた一般的方法を用いても、もちろん間接にできる。その

方が物理的な意味などもわかりやすくなるが、本昌的には若干遠回りになるため付録:Cに譲る。

一般iこは、留数定理を用いてこの逆ラプラス変換を実行して解析的に計算することは困難であ

る。しかし、藤張力の平衡からの変化分(数式上正しくはその時需穣分ムF)の各減衰モードに

対する空関プロファイ/レがcosの中の伊窃によって決定されることはわかる。 5.4節iこおいて、

この事実を用いて拡散方程式型の時空間発展と比較をする。

5.3 罵期外力に対する末端間距離の応答

5.3.1 表式の導出

線張力の空間プロファイノレ全体を解析計算するのは困難なので、末場開距離のみに結約して考

える。 (140)式を用いてムFから storedexcess lengthの空間プロファイル計算できて、

rc+ioo A 1I.T{ _.¥ 
COS ( ，/弓丘[28-L] ) 

fc÷m-4N(z)¥V K )  _zt 
(ム戸)(υ)=22;21 ムF(z)-r

¥ 
/ー¥

/内z (日5)
~ Jc-i∞∞s (J平L)

更に、鎖の末端間距離の平衡からの変化分は

ムR(t)= ~ foL ds <午>仰)

=ーヰzfJご山4V苧tan(ゾ平十tdz (156) 
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と計算できる。但し簡略化の為、統計平均の記号<>と平行成分を表す下付き添え字 11は省略し

た。この逆ラプラス変換の極は、境界条件ムF(z)に起因するモードと、緩和するモードR判z):s 0 
のみであることが晃てとれる。

両端に等しく角振動数ω、振幅んの罵期外力を加える。この持、境界条街{件牛はムF(z)ニ ωr一1川z判(占ιωr一2Z2ジ?
で与えられる。また、周期外力を加え始めてから十分待問がたてば、鎖の末端間距離も同じ周期

の振動に落ち着くはずである。そこで、緩和した先のみの計算をしてみよう。これは、逆ラプラ

ス変換を留数定理を用いて実行する擦に虚鞍上の極のみを用いて計算することに対応する。実際

lこz=O，土ωの極のみを用いて留数定理を用いて計算すると、

ムR(t) π {fA¥ 
一一= 〈 i-l倣，り) (157) 
L 4K(v'To ¥ fo) 

16Kfg In_ J . /N(+ω>".__f_/N(+幻)T ¥ 1 。(/0，ω，t)=一一一一 IRe< \/一一一一~tan ( ¥/:..:..一一-， L ) } C08(は)πLω1---'V K ----¥ V K -I I 

J /N(+ω) -'-_ __ f / N ( +iω)T ¥ {_'__I _-，-¥1 
-1m < ¥/一一一一:..:.tan ( ¥/一一一一LI } 8in(wt) I (158) I V K ----¥ V K -J ，----¥---'1 

となる。ちなみに、 15>>(長)2宅手が成立する時は更に近似できて、

'> r 16 _ _-_ ，_ _ ') ，1 " r 16 _ _-_. _ '> ，1 
φ(fo~w， t) = ~ -;:γReN(iftーω)} cos(ωt) ートーγImN(ifo~w) } sin(ωt) (159) 

d ・ 1π九一ω V 'J " lπ10J.ω V 'J 

となる180φは、 ω→Oで1に漸近する無次元関数で、非平衡の効果を表していると考えられる。

5.3.2 複素コンブライアンス

まず以下の無次元パラメータと特徴的時間スケールを定義する。

f04 L r'I 1 
α三三一ιτ一 ‘ む三 A 

K吉 2π(KJ克

TN三102 (元の単位系で書くと qJBす(j_[8J ) 
JO 

(kBT)1/2(IIL2 
ア三五TN (元の単位系でァ= 21/23/2 is])・

4π2らん

α、アN、ァのうち独立な量は2つのみで、例えば、 αが決まっている場合には、 7のみが決まれば

TNも与えられる。 7を定義することは余計なことであるが、この γを定義した意味は5.6節でわ

かる。これらを用いて (158)式を整理すると、

(160) 

半 = 鰐 [ト恥吋(α引+川山t凶ベa
吋αJμ向斤向(同市叫州)μも伽ベ&釦nベ(←αゾμ仰斤釘(同巾叫吋)メ斗L→)}討取n叶 (附

18今回は都合上外力の振動を b.f(t)= f A sin(手)と sinで与えているので注意。

co 
n-O 
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となる。

複素コンブライアンス J(ω)= J'(ω)+iJ'吋叫にあたる量を計算してみる。ここでfい)と J"(ω)

は、ムf(t)= fA sin(ωt)の外力を与えた際の末端関距離の応答

ムR(t) fA 
一一= J~A [J'(ω) sin(wt) -J午)cos(wt)] 
L fo 

として無次元量で定義する。この時、

(162) 

f巾刷(いωω叫)=与吋αゾμ内斤耐(同÷
J"列内州F句ヤ切(い糾ω叫)=与Re{α作同 (163) 

となる。 Cとα、及びァ〈もしくはァ討を定めるとこれらの量が決まる。計算した結果を、図

(17)(18)にまとめてある。このf、J"をラウスモデルを用いた場合の J'、J" (留 14) と似たプ

ロファイルを示していることが見て取れる。但し、後述の通り指数が異なること、緩和の時間ス

ケールの表式ァがラウスの最長緩和時間'R異なることは重要である。

函(17)に見られるように、 J'とJ"はω→∞と ω→むの極援でωの寒iこ従いそうである。実

際、付録:Dに示すように (158)式を計算することで極援を見積もることができて、結果は

一 ω→∞の極限

J'(ω)改 ω-i

J吋ω)αω-i

log J'(ω) -log JII(ω) rv logO.199 (10を底とすると-0.701程度)

:いかなるパラメーターにも依存しない定数

一 ω "， 0の極摂

(f(ω)~-L :定数
4K(ゾ了五

J"(ω)江 ω÷さ

となる。このωrvOの時の結果は、 Markoらの平復のwormlike-chainモデ、ノレの結果に矛居しない。

確かに、平衡な場合のwormlike-whainモデルの外力の大きい極限fo→∞での結果 (46)式を今

の単位系で書くと
R(fo) 噌 1

L ‘ 2lpV五
(164) 

であり、 ωrvOでの J'ヤ)の値

1 
JM~ =一一一
4K(V克 4lpV克

が (164)式より計算される隷形の範聞の外力変北に対する末端関距離の応答

sR R(ん(1+ 0)) R(fo) τ= L 一一了 -4l
p高 0+0 (0

1
) 

(165) 

(166) 

Q
U
 
F
O
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と一致していることがわかる。

また、 (162)式を時間並進させて見方を変えれば、 d.R(t)= RA sin(ωt)の末端間距離を与えた

際の境界外力の応答、

d.f(t) R τ=ョヂ[G'(ω)sin(wt) + G" (ω)co州 (167) 

として、複素弾性率G(ω)= G'ヤ)+ iG"(ω〉を定義できる。これらは、複素コンブライアンスと

J'(ω) ~"， ~ J吋ω)
G'(ω)=G(ω)  = TII _\~ "-:111 _¥? (168) 

J'(ω)2 + J吋ω)2ラ J'(ω)2+ J"(ω)2 

ともヴ関係がある。この関孫の導出は付録:Eに記してある。上の指数をこの爵係式に代入すれば、

G'とG"はω→∞で W+7J8の寡に従うことがわかる 190

ここでの解析は断熱近訟と局所平衡近wに基づいているが、 ω→∞の極眼でもこの近似が成立
することは付録Bに示しておく。

5ふ 3 実際の高分子鎮の物性値を用いた場舎の檀

水溶液中の入-phageDNAの物性{直[321

lp f'V 50[nm] ， L f'V 20[μm]， (上 rv1.3 x 10-3[Pas] = 1.3 x 10-3[pN.s/μm2] 

を用いて、各パラメータを評倍してみよう。また、(， rv 1/2である。初期の張力はforv 5p珂とし

ておき、室温付近の状況kBTf'V 4.1[pN . nm]を仮定する。ちなみにこの時、方程式系(139)中

の諸パラメータは、本論文の単位系を用いて

K rv 0.3[μm] ， L rv 20[μm] ，ん rv2.5 X 104(μm-2] 

となる。これらの僅を黒いて (160)式の諸量を評錨すると、(時間に関しては元の単位系で記す。〉

αrv  4.6 X 102 

C rv 0.006 

TN rv 1.1 x 10-8同

ァrv1.1 X 10-3制=1.1[ms] 

が得られる。

この場合以外でも、対象とする高分子の物性{宣伝、 L、(j_(及び(11)が分かっていれば、与え

られた状況fo、kBTの元での各無次元量と特接的時需スケーんの其体的な植が計算できる。

19ω →∞で穫素コンブライアンスの絶対値が減少していく、もしくは複素弾性率の絶対値が増加していくのは早い

周期の外力に対しては鎖の端の方しか応容しないためである。
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〈詰〉

100~ . : 
/ 

ミJJ/JJ

0Yt 

図 17:J¥ J"のプロット。横軸はωァである。 (a)はC=1.0、α=1.0で、 (b)はC=1.0、α=100.0で計
算した。実線がJ¥破諌がJ"である。

4
 8
 

4
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、E，，a
 

''a急、
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図 18:G'、G"のプロット。摸軸はωTである。 (a)はC=1.0、α=1.0で、 (b)はC=1.0、α=100.0で計
算した。実録がG'、破線がG"である。

5.3.4 振動数が大きい極摂での指数のスケーリングの考え方を用いた説明

ω→∞の短援における J'，J丹の指数については、次元解析を用いることで簡諜に求めることも

できる。まず、前述の [length]スケールのみの単位系を用いると、

K[length] ， L[length] ， 10[length-2] ，ω[length-4] and t[length+4] (169) 

の5つのパラメータのみで記述されている。そのため、 4つの無次元量(ωtK)，(ωlL)，(ωーさ10)，(ωt)

を用いて、スケーリングの仮定、

竺位 =(JK)α(JL)β(ω-!10)イ判g(wt)L ¥---， ¥--， ¥- JV/ ¥101 (170) 

が成立するとする。ここで、 gはω→∞においてK，L，10に依存しない、振動を表す無次元関

数。 fAに関して線形であることは復定しておしこれより、

竺位 =ω市中ーがKαLβfγ(判 g(wt) 但71)
o \7~} 

電
2
・4

円

i
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となり、 K，L，/oの次数が物理的要請より全て求まれば、同時にωの次数も導かれる。

まず、 KはKδ?ムF(s，t)の形のみで系に現れることから分かるように、"拡散"の速さを規定

するパラメータである。これはε=s/VKを用いてδ2ムF(e，t)とできるため、 sのスケーノレに繰
り込めることが分かる。拡散の速さを一定として、振動外力の角振動数ωを極めて大きくすれば、

鎖中の内部の、端点より十分離れた点ではムF(s，t)は打ち消しあって0になると考えられる。こ

の靖点、の振動外力の効果の伝わる距離スケーノレごはωのみに依存し、 ωが大きくなると共に短く

なり、 0に漸近すると思われる。この為、鎖の全長L及び、 rscreening lengthJすなわち平衡時の

外力 fo がそれより長波長鎚で有為に効いてくる長さスケール f~1/2 は20、とに比べて極めて大き

くなってしまうためムR(t)はL、foに依らないと考えられる。更に、

rL ~ p ~ 

ムR(t)cx: ( ω?ムF(s，t)=よ戸ω3ムF(財)
Jo ~ vKJo 

(172) 

であり、上述の通り全長には依存しないはずなので、ムR(t) は K-~ に比例することがわかる。 F

れらより、 α=ーが=-1 ，γ=1 が得られるため、 ω の指数は iα+~β -!i' = -~となる。干
の指数は、解析的に計算した結果と一致している。

5.4 線張力の伝播の時間発展と拡散方程式、波動方程式型の時間発展との比較

(143)式で記述されるメモリー関数によるムFの時空時発展の代わりに、拡散方程式や波動方程

式の形の方程式をラプラス変換しても (149)式と詞形の式が得られる。その後の議論(末端需距

離など)も同様に行える。違いはN(z)の関数形としてのみ現れる。

(143)式による時需発展から得られるN(z)をNmemory(z)、拡散方程式から得られる N(z)を

Ndiff(Z)、波動方程式から得られるN(z)をNwave(z)としてまとめておくと、

f∞ ( q4 1 q2 ) 
Nrr泥沼町，(z)= I dq~ ~ 一一τ一一}

リ ん l2q2(q2十ん)十 Z 2q2十/oJ
(173) 

Nddz)=-j (174) 

N…(z)=-2 (175) 

である。各々のN(z)から得られる J万窃の、 zが虚軸上を追った時のプロファイルを菌示する
と、図山様になる。線張力の時開発展開)によると、 cos([ii[2s -L])のみで空間プロファ
イノレは決定される。特に、 [iiが実数なら正弦波の形になり、純金数なら減衰の形になる。 [ii
が複素数の場合i土、近似的には実部と患部の大きさの比較により設長に対する減衰の距離の比が

決まるであろう。函 19を見ても分かる通り、 (143)式iこよる時間発展の場合は拡散方程式による.

場合以上にzの童数成分の方が卓越しているので、より減衰の効果が強いことがわかる。これは、

波動方程式型か拡散方程式型か比べた場合、 (143)式による時開発農は拡散方程式型であることを

意味している。

20この意味は (80)式の sに寵するフーリヱ変換を考えると分かりやすい。渡数が大きいと曲げ弾性 κの項が、波
数が小さいと隷張力 fの項が支配的になる。これらのちょうど入れ代わる辺りの渡数の逆数の長さスケーんが穿在す
る。もしくはブロップ描像 [5司でのプロップの大きさといってもよいだろう。
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菌 19:..;万(z)のプロット。積分は台形公式により計算した。讃軸が .JN(z)の実部、縦軸が.dit部冶実隷iま
yNmemory(Z)を、破線はゾ芯京Z)を、点線はJ疋二(Z)を各々 、 zを童軸上辿ってプロットした親。点
線は見づらいが、実軸上正の部分に一致している。

0.4 0.2 0.3 

R姐 iゃartof崎川崎

0.1 

マルコフ近似

(143)式はメモリ一関数との畳み込み積分の形になっているので、マルコフ近似をしてみる。た

だし、ここではsF(t-i)=ムF(t)-i空会E4争E十 とテイラー展罪することで、その最低
次の項のみから計算されるものを通常のマルコフ近似として、始めの 2項から計算されるものを

f2次のjマルコフ近似、始めの 3項から計算されるものを f3次のjマルコフ近似、.

5.5 

と11震次

呼ぶことにしよう。

遥常のマルコフ近似5.5.1 

(143)式にムF(t-i) =ムF(t)を代入して、時間積分の上端1→∞とすると、

(176) Kδ?ムF(s，t)=0

これより、

sムF(L，t)+(L-s)ムF(O，t) 
sF(s，t) = 

が計糞により得られる。

(177) 

となり、更にもし南端を引っ張る外力が再方の端で、等しければ、 dF(s，t) =ムF(t)となるため、

鎖上の至る点で隷張力が一様であるとるづ結果になる。これは、十分ゆっくりと時間変化させた

場合、時空間尺度を十分担損化しさえすれば平復を保ち続けるように見えることを意味しており、

重惑とも矛盾しない。

2次のマルコフ近似5.5.2 

(178) 

(143)式にムF(t一句=ムF(t)-i議Eを代入して、時間積分の上端t→∞とすると、

Ko;sF(s，t) =十三宮δtムF(s，t) 
4f6 
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と計算できて、拡散方程式が得られる。これは、線張力が一様に見えるような状況から時空間尺

疫の精度を高くした場合、最初に見える空詩的な時開発展は拡散方程式型であることを意味して

いると思われる。

ちなみに、 (178)はディリクレ型境界条件を持つ拡散方程式で、あるのでL→+∞を仮定すると

解析的に解くことができて、解は

で与えられる。

ムF(s，t) = 1.' G(s， t一ピ均払)凶ム叩I

I x I I 1 I x I I 
G(い仏似M呉υ州，t)吟)三 一寸τi 一づ守-- I 叫〈 一一一 i 一つ守干=I i 

M ヲ I I三 I---... I 4t I I ~ I I 
LV- ¥ 2y竿) l ¥2Y竿)J 

5.5.3 より高次のマルコフ近似

(143)式に sF(t一角=ムF(t)-i響 +F争Eを代入して、時間接分の上場t→∞とす
ると、

πδ2ムF(t)1~__ rt 
Kδ3ムF(8ヲt)=十一一言。tムF(s，t) -2

v :::? ¥"J )im I di f2M(ち
fa21→∞ん416 V" ~~\A.J JO 

が得られるが、右辺第2項の時間積分の部分を計算すると、

{t ，;-;'2:0 r/;-' t2 {∞ q2 t {∞ 1 . (∞ 1_ e-2q2(q2+!l0)まI di f2Mめ=--jdq-T一一一 Idq f ~2 I~ ~_ ¥2 + I ん 2ん q:l.+ 10 2ん (q2+ん)2 ん

となる。

(179) 

(180) 

第 1項と第2項の q積分に関しては有摂確定値に奴束することが容易にわかる。第3項の q積

分に関しては、先にt→∞をとってしまっていた場合、赤外発散が生じてしまう。しかし、 qrvO

付近でほpを展開すれば、赤外発散が実はないことがすぐにわかる。極限をとる頼Ff:に注意が必

要である。

5.6 ラウスモデルの場合との比較

Wormlike-Chainの伸びきりに近い状況が相対的に揺らぎの寺弘、極限であるとすると、その逆の

極限としてラウスモデルによる記述が考えられる。ラウスモデ、ノレからの複素コンブライアンス f、

J"の導出に関しては3.6節において、 Khatriらの計算 [24]をレピ‘ューした。本研究の結果とラウ

スモデノレの場合の結果を比較、検討する。

メモリ一関数による議張力の伝播を表す式(143)は、 s，こ関する微分を両辺iこ適応してもそのま

ま成立するので、両辺s微分を2回施し、ぐで繋ることで、

K母体戸)(s， t) + 4 I di (sp) (8， i)M(tーカ=0 (181) 
JO 
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という storedexcess lengthの伝播の式に書き直せる。マルコフ近似も同様にできるため、 (178)

式に対応する式として、

が得られる。

ヱ言δH勾)(8， t) = K母体制8，t)
4frf 

ラウスモデ、ノレにおける n番目のビーズのランジュパン方程式は

(Rδ~rn(t) =σ(rn-1(t) -2rn(t) + rn+1(t)) +ご

(182) 

(183) 

である。ここで区別のため牽擦係数を白、ラウスモデ、ノレのパネ係数をσとおいてある。 183式か

ら、 η 番目のビーズのランジュパン方程式と和十月番目のビーズのランジュパン方程式の差をと

り、 x-軸〈伸張方向の軸)との平行成分の統計平均を考えると、

(Rδ't < dnll > (t) =σ{< dn-111 > (t) -2 < dnll > (t)十 <dn+刊 > (t)} (184) 

dn(t) = rπ+1 (t)一九(t) (185) 

となる。この角的は、 RU(t)を末端間距離の平行成分として、 RII(t)= +ε;;=1 dnll(t)という性質
を持つ。但しNはビーズの総数とする。更に、 Nが十分大きければ連続化は長い近叡となり [48]、

とも記述される。

(R8t < dll > (ηラt)=σぽ<dll > (n， t) 
rN 

RII(t) = + I dU (n， t)dn 

今の状況のみに限れば、 (182)と(186)を比較することで、

呈

4Kf({ τム→ (R '一(勾)(υ)→< dn > (り)， 8→ n ， L→ N 
という変換21により、形式的にラウスモデ〉レの場合に対応することがわかる。

この対応を用いると、ラウスの最長緩和時需TR三 N2(R/π2σ に対応する時開スケーノレ、

が樗られる。

L2 1r 1 '1 
TR ←→ 一τ一一一一τ=τ一α-TN=T

1f~ 4KfJ 佳π

(186) 

(187) 

(188) 

この対応関係が、本研究の条件の場合とラウスモデルの場合で"叡た門領向のJ'、J"が与えら

れる形式上の理由であるが、これは、再場合においてその非平衡性の起源が張力及び構造の拡散

的な有限速度の伝播に由来するためとも言い換えられる。しかし伝播の速度の違いにより緩和時

間スケールに違いが現れる220 また、馬場合が完全に対応するのは通常の(最位次の)マルコフ近

叡が妥当な場合に限られるため、 ω r'V0，ω→∞での指数の違いが現れる。これはNmemory(Z)と

Ndiff(Z)の違いに対応しており、具体的な伝播の仕方の違いが複素コンブライアンスの詳細な形の

違いに対応していると考えられる。

21pは fたわみj、dtま「神びj として定義したため、変換の際に符号を反転させている 0

2 ラウスモデルの場合、緩和時間は外力の強さんに依存しない
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6 数値計算

5章では元の方程式系 (139)を線形イとして解析的に計算した。この章では隷形化せずに数{直計算

する事で、非隷形性がどのように現れるかを検討する。

6.1 数値計算上の問題点

f(s， t) = fo + b..f(s， t)として定義される〈始めに平衡化させる外力からの)変化分ムf(s，t)を

用いる。 (139)式の再辺を 1@] tで偏微分すると、

{Kθ~ -A(F(s， l)， 0三f三t;s，t]}ムf(s，t) = B[F(s， l)ヲG三f三t;s， t] (189) 

の形にできる。ここで、各係数は

A[F刷[F阿F町(s，t)jυ叫]= I∞ d叫qバ{丘二斗Q[同F(叩(い(s，t)j民υ同叫ヲ，t)吟吟伽)jμ川M川;河川川刈Sムμ叫，t刈t司刊l
ん lqポ2+ん j

(190) 

B(F(s，t); s， t] = fooo dq {2州川;s， t]一山q♂向q4(q2ペ匂4(q2匂ぽqぷ山2+リf桝 Fい帥州ヲJみf母);バSυ，t (191) 

Q[F(いs，t吟);河Sヲtヰiニ exp{一2qぷ2[qぷ2+F(いs，tの)]日} (192) 

R[F(い仏州Sム， (193) 

であり1、ムFとムfの罷係は、

F(s， t) '" l dtf(s， t) =んt+ fo' d込川三九州+ムF(s，t) (別

である。

一見 (189)は、 q積分と f積分を台形公式を用いて、ムf(s，t) =δムF(s，t)jδtに対する時間微

分をEuler法を用いることで計算できそうだが、離散化の福ムtが有限である限りは、各孫数がq

の積分の+∞の方で発散してしまう230 今のところ上手く計算できる式変形を見つけることはで

きていない。そこでこの方程式における非線形の効果を見寝もる別の方針として、摂動の計算を

行った。

外力〈ムf(s，のの境界条件〉の大きさのパラメータを入、すなわちムf(O，t) =ムf(L，t) =λムf(の

として、 F(s，t) = Fo(t) +入gl(S，t) +入2g2(S，t) +…と展開24して (139)式に代入して、入の各次
数で係数比較する。

• 0次:代入許算すると常に成立することがわかる。

• 1次:代入して λの係数比較すると、 5章の隷形化方程式 (143)が得られる。

23おそらくムFの部分に由来して出てくる q2b..tb..f(s， t)のためである。
24入は f徴小さj の次数を表現する為の便宜的なパラメータ。入→ 1として計算する。

-76-



Wormlike-Chainモデルに基づく単一高分子鎖の粘弾'註挙動

• 2次:代入して入2の孫数比較すると、若干の計算の後、

時 Y2(S，t)刊 ltdtY2(S， t)M年-t)= 8均州 側

い吋∞dq[一品川
一[dl叩{一」匂2勾2Y1岳1附 1 叫 +刊叫呼哨4勾4伯gr必?訂(ω位叫州叶P試(一2勾ぜ納仇q2約向2汽匂い(匂q

境界条{件牛としてg必2(拘O，t吟)=y白2(件L，t吟)=0

が得られる。院は線形化方程式のメモリ一関数と全く同じ形。

• 3次以捧も同様に計算できる。

一般に、

.2gα(s，t) = 8，α(Y1，Y2，…，9α l;s，t) (α= 1，2，…) 

αと2では、境界条件gα(O，t)=g，α(L，t)=O (197) 

の表式になるおことが容易に分かる。 α=3以上の摂動の次数の湧き出し項8aの具体的な形は後

の計算に用いないので省略する。ここでrは (144)式の線形演算子である。各次数での違いは

湧き出し項Sの違いとして現れるのみで、左辺の線形演算子とそのグリーン関数は常に需様の形

〈付録:C)で与えられる。グリーン関数の形も同様であるのは、どの次数αiこ対しても、ディヲク

レ型の境界条件となっているからである。まとめると、各次数は

• 1次の効果は両端を引っ張る力に対応する境界条件からの伝播で与えられる。

• 2次の効果は、各点で1次の値に応じて微小な湧き出しが生じて、その湧き出しからの寄与

が伝話していく効果。

• 3次以降的効果はそれ以下の次数での各点、の僅に応じる湧き出しからの寄与。

-伝播の性質邑体は各次数で変化しない。

と形式的に解釈して計算できる。このことを利用して2次まで計葬した。その結果を6.2，6.3節

で説明する。但し簡単のため実際に数値計算するときはグリーン関数の方法は用いずに、微分方

程式 (197)をそのまま数値計算した。

25一次の詩は、 Sl(S，t)= 0。代わりに境界条件(両端で引っ張る外力)が与えられる。
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6.2 線形化された方程式と摂動の2次まで加えた方程式の数値計算

3つの無次元量、

町三Igω-1 .振動外力の f遅さj を表す無次元量

l= I L:無次元化された全長〈後述のeで表した場合の全長)
-K1/2fdl/4 

X==~ -一一一τつ古代J 7τ1E 
Klo'" 

を用いると、方程式系 (139)を線形化した式は、

( 伽伽(いε… μ伽山(ヤM川eJ)
境界条件として 5岳i(ゆ0，0め)=!}j岳i(引l，Oめ)=7元;AF(ο例t吟) 

亙碩豆R(eめ恥)ド=一:リ(lω吋:岳到(川州e久け州，0刈8的) 
仁 JO

ムR(O) v-ムR(B)
L l 

(198) 

と表すことができる。ここで、負(e，O)=ωg1{S，t)jんかっe= lsj L = sj{K1/2101/4)、B=ωtで
あり、これらは無次元化された量を表す。厄は以前の通り。

また摂動の2次まで加えた場合の方程式は

j辱め(e，O)+ 4πzjf£(ej)互主(π(0-め)dO= 0 
g1についての式:< 

{ 境界条件として員約，0)=到l，B)=先ムF(t)

f∞ r rθ4q4Igi(e，0) -gi(e，O)I金負いきめ つつ l 
82(91; e， B) = -π1 I dq < I _"_l J atr-' ' 'e-2q:.l(計十1同 ((J-(J)dO}。 1} 0 q2 + 1 ~ ~" r 

jδ2£(εJ)+4njf£(e，G)亘〈π(8-O))de = 82担;e，B)
のについての式:{

i 境界条件として 92(0，0)=長(l，O)= 0 

d.R(θ) = _~ (l叫{品川)+長川)}
仁 JO

ムR(B) ムR(B)
(199) 

L 1 

と表される。ここでのらは数穫計算できるようにく196)式を変形したものである。 g1について

の式を解くことで、任意のe，Bに対する91{e，B)が求まり、これを用いて82が求まる。このらを

用いて必を求める。

ここで、元のパラメータ K、10、ω、Lを適拐にとることで、無次元パラメータ旬、 l、Xは独

立に選ぶことが出来る。従ってXを十分に大きくとってしまうと、互支(O)jlは町、 iのみにより

決定されるため、ムR伊)jL>1となり矛盾する。これは伸びきりに近い状況ξ<<1を譲ってし

まい、断熱近似などの近似が適用できなくなるためであろう。
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6.3 数値計算結果の図

実際に (198)(199)を周期外力を加える状況ωムF(t)j10 = 1-0.90sInBで、台形公式と Euler

法を患いて数値計算した結果を図示する。図 20、国21，士、パラメータ

同=0.1 ， l = 10 ， X = 1 

時間の離散化の刻み幅 d.B= 0.005 

空間の離散化の刻み幅 se= 0.05 

q積分の刻み輔ムq= 0.10 

q積分のカットオフ r= 100 

で計算した結果である。破線は線形の式の結果、実線は摂動の2次までの結果であるが、ほぼ一

致しているため図では区別できない。図20は線張力の持摂発展を表すが、線張力は一様でなく伝

播していることが見てとれる。

また、図 22函23は、パラメータ

7日=100 ， l = 1 ， X = 100 

時間の離散化の刻み幅ムB= 0.02 

空間の離散化の刻み幅ムε=0.01 

q積分の刻み福ムq= 0.10 

q積分のカットオフ r= 100 

で計算した結果である。破線は隷形の式の結果、実線は摂動の2次までの結果である。この場合、

線張力がほぼ一様になっている。破線と実線は図 22ではほぼ一致しているため区別できないが、

密23では違いが見える。これは非線形の寄与であるが、末端間距離の変化の端において、伸びを

絡める働きをしていることが分かる。これは蓋感的には、今は侍びきりのある高分子鎖を考えて

いるため、伸びた場合はより"硬く"なり、結んだ場合はより"軟らかく"なるためと解釈できる。

線形化した方程式の場合はその非対称性がなくなるため、その効果は現れない。このことは平衡

の場合の結果 (48)式とも矛虐しない。
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匿 20:7r1 = O.l，l = 10，X = 10線張力の時開発展の図。縦軸が線張力 f(e，())/ fo、横軸が無次元イとされた
強長e。矢印に穎じて時間発展をみている。線形と 2次を間持に表示しているが、ほぽ一致しているため差
はみてとれない。線張力の伝播が見える。
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図 21:1τ1 = 0.1，1 = 1O，X = 1の場合の外力に対する末端間距離の応答。線形と 2次を開時に表示している
が、ほぽ一致しているため差はみてとれない。
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図 22:1Tl = 100，l = I，X = 100。線張力の時開発農の図。縦軸が議張力 f(e，O)j fo、無次元位された部長

e。矢印に頗じて時開発展をみている。線形と 2次を同時に表示しているが、ほぽ一致しているため差はみ

てとれない。線張力はほぼ緩和して一様になっている。
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思 23:1Tl = 100，l = 1，X = 100の場合の外力に対する末端関車離の応答。破線が線形イヒした場合、実線が

2次までとった場合の数値計糞結果。
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7 結論

7.1 まとめと考察

本論文の最も主要な結果を述べる。我々は線張力の伝播に由来する複素コンブライアンスを、

Wormlike-Chainをダイナミクスに拡張したモデルを元にHallatschekらの方法に基づいて計算し

た。これは高分子鎖にとってエントロピー弾性と並んで基本的な性質である伸びきりの効果と曲

げ弾性の効果を考書、した方法である。議論の流れと諸結果を以下にまとめる。

ラウスモデ、ノレを元iこした複素コンブライアンスは既に導出されていることを3章で説明した。ラ

ウスモデ、ノレは高分子鎖の性質の内、エントロピー弾性に注冒したダイナミクスのモデルである。主

に隷張力もしくは講造の缶播が有限速度であることから非平様性が現れる。我々はWormlike-Chain

モデルを元のモデ、/レとして、線張力もしくは構造の伝播に由来する非平衡性に著巨して複素コン

ブライアンスを導出することを巨的とした。物理的直感からは、ラウスモデルとの違いが確かに穿

在するだろうこと、線張力の伝播という原理を同じにすることから得られる複素コンプライアン

スの形はラウスモデルと門似た"形になるであろうこと、ただし詳細な伝播の仕方の違し、から厳密

には異なる形になるであろうこと、ラウスタイムに対応するような特徴的な時間スケールとして

異なる時間スケー/レが得られるで、あろうことが予想される。また、伸びきりに由来する非線形性が

現れるだろうことも予想される。我々はこのことを解析的に確かめるために、理想的に伸びきり

に近い状況に対する HalIatschekらの方法を患いた。この方法を4章で説明した。伸びきりに近い

状況では外力により、持続長より大きなスケールの湾曲が持えられることで屈曲鎖としてのモデ

ルで、は得られない半屈酪鎮の特性が理想的に効いてくる。 Hallaおchekらの方法はmultiple-scale

analysisにより、断熱近践と局所平衡の近似26を導入して、穣張力の伝播の方程式を得る方法であ

る。我々はこの線張力の伝播の方程式を使って目的の効果を計算した。

第5章にて、まずは線形化することにより糠張力の伝播と末端間距離の芯答、複素コンブライ

アンスを解析的に計算した。特に 5.1'""'"'5.3館では複素コンブライアンスを導出、考察した。この

結果、角振動数の小さい極限で既に得られている Markoらによる平衡の結果 (3.4節〉と一致す

ることがわかり、角振動数の大きい極援での指数も求められた。この指数はスケーリングの議論

によっても説明できることがわかった。 5.4節にて隷張力の伝播の仕方を考察し、今の場合は拡散

よりもより減衰が強い形の伝播をすることがわかった。また5.5節と 5.6節にて、マルコフ近似す

ることでラウスモデ、ノレの結果との対応、も考察した。これら第5章の結果により、伸びきりに近い

半屈曲鎖の特性に基づいた複素コンブライアンスが理論的には確かに存在すること、その形がラ

ウスモデルの結果と"訟で"いるが詳細な形とくに角振動数の大きい極限での指数が異なること、

特徴的な時間スケールも異なることを定量的に確認できた。

また第6章にて、線張力の伝播の方程式に対して摂動を用いた数値計算を行うことで、ラウス

モデ、ノレには見られない伸びきりに由来する非繰形性も見ることができた。ただし、この非隷形性

については定量的に評稿、整理することはまだできていない。

26詞時にバルク近i涯を用いていることにも注意すべきであろう。

-82-



Wormlike-Chainモデルに基づく単一高分子鎖の粘弾性挙動

最後に本研究の意義と将来への期待を述べて、 7.2節で具体的な展望を列挙しよう。伸びきり長

と曲げ弾性としづ高分子鎮の基本的な特性に由来する直感的にはあるはずの効果(半屈曲鎖の特

性に基づいた護素コンブライアンス〉を定量的に導出することで、少なくとも理想的な状況では

その効果が存在することを確認し、またその効果がどのあたりに現れるかを評髄できた。これに

より、実験や数値シミュレーションに対して示唆が与えられることは意義があるのではないだろ

うか。実験を分してのモデ、/レの適応範題の検証としての意味もある。またこの現象の本質的な点

は、藤張力や構造のゆがみが伝播することで系全体の応答が生じて、その系全体の応答は伝播の

仕方がどのようかによって決まる点だと考えられる。この意味では高分子鎖の物理だけでなく他

襟々な物理現象にも通じており、理論自体としても興味深い。

本研究の結果はラウスモデ、ノレからは得られないworrnlike-chainモデルにおいて初めて得られる

結果である。単一高分子鎖のモデ、ルや粗視化、ソフトマターの階層構造に関しての理解の一助につ

ながることを期待したい。また、高分子の末端関距離すなわち伸びきりの状況からのたわみの程

度というのは、〈両端に加える外力の大きさに対する)熱揺らぎの大きさの程度に対応している。

特に伸びきりに近い極援ではこのことの意味はわかりやすい。熱揺らぎが重要になるようなミク

ロ非平衡系の物理の具体的な系のーっとして示唆が与えられるようになることも期待したい。生

体高分子や分子モーターなどに見られるような機能の発現に関する普遍的性質の研究につながる

ことも期待したい。

7.2 展望

-本論文では{申びきりに近い状況〈つまり相対的に揺らぎが弱い極限)についてのみ議論して

いるが、より興味深いのは伸びきりより手前の状況のようである。例えば、 sakaiらi可の論
文によると、伸びきっていない状況で顕著な時需遅れが出るようである270確かに、物理的

に考えても28分かる通り、今田のような伸びきりに近い状況は高分子鎮の畠げ弾性が顕著に

効く極破である。対して、外力が弱い極限(揺らぎが強い極限)では、鎖は十分に持続長よ

り大きなスケールで変形するため、屈曲鎖としてパネ弾性を用いて扱うことができる。 f申び

きりに近づけば近づくほどパネ弾性として扱われる措像が適応できなくなり、本研究のよう

な半窟曲鎖としての特性が理想的に効いてくる。なので、中間領域は屈曲鎖として扱える領

域と本研究で扱われている領域とのクロスオーバーとして考えられるのではなしゅ吃予想さ

れる。居曲鎖として扱える領域の粘弾性挙動はラウスモデ〉レなどで既に求められているの

で、中間領域の考察を進めたい。(概念、函24)

-上記項目とも関係するが、実際に伸張の実験をした擦には本論文の効果がどのように現れる

のかも興味深い。本論文の理論は伸びきりに近い極張の理想的な状況の理論であるが、実際

には如何に伸びきりに近くても有限の伸びの状況であるし、本論文にて取り入れなかった流

27sal切らの結果何は実擦には内部産擦など加の効果かもしれないが、定量的な評緬ができればその可能性のーっ

としての検証が可能になる。一般的な示唆を与えることはできるだろう。

28持続長よりプロップが小さく、縮かい鎖の配置の揺らぎだけが効いているので、曲げ弾性は顕著に主主いてくるはず。
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図 24:概念図

体効果や内部散逸、ミクロなコンブオメーションの変化などもある。どのような状況でどの

ような高分子を用いればこの効果が観測され得るのか、どのように現れるのか知ることは実

験の上でも重要であろうと考えられる。この結果が何らかの形で実験でも測定されることを

期待したい。

-本論文では{申張の理論の非平衡性を表す指標として、線形化することによって粘弾性測定で

用いられる護素コンブライアンスを導出している。これは解析的に取り扱いやすく、物理的

な解釈もわかりやすい。また、ラウスモデ、ノレ(これはそもそも線形のモデルで、ある。〉の結

果との比較も行いやすい。ただし、第6章で検討したような神びきりに基づく非線形性を表

すことはできない。非線形性もまとめることのできる適切な指標を導出できると良い。

-本論文で、は簡単なモデ、/レに限定してその非平衡性を考察している。モノマ一、モノマ一間の

相互作用やモノマー 溶媒需の相互作用等を考慮することで、生体高分子によく見られるよ

うな形態転移に関係する非平衡性も解析的に取り扱えるように検討したい。この場合にも隷

張力の伝播の概念が適応できるか考察したい。

-本論文の計算は高分子鎖に隠っているが、数学的には1次元から 2次元に拡張することで、

ベシクルのような摸面にも適用できると考えられる。その方面も大変興味深い。実際、平携

の場合のWormlike-Chainモデ、ノレの計算方法を2次元に応期したモデ、/レは考案、解析されて

いる [67，68]。

A Wormlike-Chainモデルに関する諸性質

A.l 持続長らについて

まず、 (34)式左辺は分配関数を用いて

_Jrdjrd争Jo
1r
d(}' J;πぬ，sin (} sin (}判s). t(s'))Z(s， t(s); s'， t(s'))!/=o < t(s) . t(s') >= JU -~:~ .~Y ~~.". -.-， Jp'!r .~~ p~-:- ~ ~~--. -~-~-I _.--:. ~ J /-: ~-' -.¥-.': ~，: ~ ¥ -1/ IJ -v  (200) 

Jo
1r 
d(}dJ;πぬJ;d(}' J;1r d<t' sin (} sin (}' Z (s， t( s); s'， t( s')) 1/=0 
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であるので、 1=0での分軍関数を求める必要がある。ここで、((}，科と ((}I，4>')は各々t(s)、t(S')

の角度である。簡単のため、 s三S'とする。方程式 (52)において1=0としたときの解は、規

格北因子は除いて、球面調和関数日，m((}，争)を用いて

走l(l+l)ψ(s， (}，φ)=e至ZE SEf，m(9，ゆ) (201) 

の重ね合わせで書ける。ここで、規格北された球面調和関数Yt，m((}，ゆ)は

丸山)=(-OMitl2140-1叩，m( cos (})eimφ 
¥1 4π (l + 1m!)! 

(202) 

であり、 11.mは/レジャンドソレの陪関数で

d1ml _，. _，. 1 dl 
fラ，m(X)= (1 -x2)lm1/2孟同町zLPt(z)=EEZI(z2-1Y- (283) 

11(x)はノレジャンドγレの多項式。

この球面調和関数は直交規格化条件

/ イd術仇偽叫，mぷmぷ(附%η叫〈μいm'((}'
を瀧たしていることから、分配関数は

Z(s， t(s);山(の)11=0= Leーがt十l)(s-s')Yl，m((}， 4>)日(ず，4>') (205) 

(204) 

l，m 

となる。従って、系のE転対称性からま(S')= (1，0)となるように座標を回転させて考えれば、

Z d(} J;7r d何 n(} cos (}Z 
く t(s). t(i) >= JO J nT 

Jo7r d(} J~7r dゆsin(}Z 

z= :Le一定制)(Sー吟巳，m((}，4>)む (0，0)

(206) 

(207) 

としてもよい。このとき 6、φはt(s)のt(s') ~こ対する角度。ところで、 (l ， m) = (1，0)以外の場

合は

faj%sid吋巧m附 =0 (208) 

であり、 (l，m) = (1，0)の場合に限り (208)の積分は有限である。また、 (l，m) = (0，0)以外の場

合は

fdO{~ dO 10ゅsin(}Yt山)= 0 (ρ2却209ω9

でで、あり1、(手l，m)= (仰0，0的)の場合に隈り (2却09的)の讃分は有F隈畏でで、ある。これらより、 (206)式の分子分母

が計算できて、

<言(s). t(s') >=吋一千) (210) 

が得られる。 S'>sの持も sとs'を入れ替えて毘様の議論ができることからお4)式が得られる。

F
3
 

0
0
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A.2 Wormlike-chainモデルと自由連結鎖モデル、ガウス鎮モデルの対応について

Wormlike-Chainモデ、ノレは持続長 lp、全長L、自由連結鎖モデルは要素数N と単位要素の長さ

ムガウス鎖モデ〉レは要素数M と標準偏差dと各々 2つのパラメータを持つ。これらのモデ、ルを全

く独立のモデルと見るのではなく、同じ高分子鎖に対してそれぞ、れのそデ〉レに見合った状況におい

て適応すると考えるならば、これらのパラメータの間にはそれぞれ関係があるはずである。パラ

メータの数を考えて、この関係を導出するのには何らか2つの物理量を比較して一致するように

関孫式を定めればよい。以下では高分子鎖の全長が十分長いと仮定してこの関係を考えたい。 [22]

椀えば、ガウス鎖モデ、/レほ外力の弱い極限で、適応で、きるモデノレである。 Wormlike-Chainモデ/レ

と富由連結鎖モデ、ノレもこの状況では適応可能である。従って、比較する 1つの物理量としては、外

力のない状況においての末端間距離の2乗平均 <R2 >，=0が適当であろう。 Wormlike-Chainモ
デ〉レの場合は、 (34)式を利用して

rL rs ( L  '1 
<R:t.>ニOU= 2 I ds I ds' <桝 •t(s') >= 2lp ~ L -lp十lpe-lp } . (211) 

JO JO t J 

自由連結鎖モデ、ノレの場合は、各単位要素が独立なため容易に計算できて、

< R2 >~~g= Nb2. (212) 

ガウス鎖モデルの場合も、各単位要素が独立なため容易計算できて

である。

< R2 >C}_n= Md2 1=0 (213) 

Wormlike-Chainモデルと自由連結鎖モデルは伸ひ、きりの寄与も持つため、 2つ巨の物理量とし

ては全長が適切だろう。これは、 WLCモデルではL、自由連結鎖モデ〉レではNbである。ガウス

鎖モデ、ルには全長は存在しないので、代わりに自由連結鎖モデ、ノレの場合と要素数を比較する。自

由連結鎖モデルのp鱈がガウス鎖モデ、ノレの一つの単位要素iこ対応する、つまり N=pMとする。

これら全長と要素数の対応、及び末端情距離の2乗平均 (211) (212) (213)式をL→÷∞の

極限で一致させることで、各パラメータの関の関係式として

が得られる。

ι= b = 2lp ， L = Nb， N = pM  
p 

自串連結鎖モデ、ノレを粗視化したモデ、/レとしてガウス鎖モデ、/レを考えるならば、 pは十分大きくと

られるべきであろう。この場合は中，む極按定理により、ガウス鎖モデ、ルの各単位要素が弾性ノ〈ネ

として振舞うことも近桜的には対応付けられる。このことは分布関数を考えればわかる。 [55]

B 断熱近似、局所平衡近似の条件

これらスケールの分離に関する近似が正当で、あるには、時刻。での端での外力の変化が時刻tま

でに伝わる長さのスケール rtension propagation lengthJ III約と、時刻t迄に垂直方向の変調が
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表示 ftension propagation lengthJ llf(t)と ftransverse equilibra土elengthJ l_l_(t)の比較の図 [50}。外力 fに対し
て、クロスオーバ一時需 t，= f-2がある。

t<< tf 

t :::;T t f 

h(t) 

t1/4 

t1/2 ]1/2 

III (t) 
t1/8(lp/()1/2 [70] 

t1/4 Jl/4(lp/()1/2 [69] 

平苦言に達するような長さのスケーノレ rtransverse equilibrate lengthJ l..L (t)の需に

lU(t) >>ll_(t) 

の関係が成立することである [31，50)。これが成立するとき、

(214) 

lil >> lc.g. >> ll_ (215) 

が成り立つような弧長の粗握化の長さスケーノレlc.g.をとることが可能で、これにより断熱近似、局

所平慌の近似ができる。時刻tでのtransverseequilibrate length ll_(t)の導出は文献[50]でスケー

リングを用いて説明されている。 tensionpropagation length lll(t)の導出に関してはそれぞれ表中

の文章夫で説明されている。結果をまとめた表2を同文献から抜粋しておく。

表 2よりどちらの状況においても、与えられた時刻tに対して、

l..L/lU rv O(E1/2) (216) 

となるため、 ε→ 0の極限であることが十分条件となっていることがわかる。特iこ、 t<<: tfの時は、

l..L/llI rv t1/8 f1/4ε1/2 (217) 

となっているので、 fとεが与えられた持にも持費tltが十分早い内は成立することがわかる。

ところで、外力んの周りでの角振動数ωの周期的な外力を与えた場合を考えよう。この時、

ωむ -̂'1で与えられる時間スケーノレむより長い緩和時間の垂直方向の運動モードは、線張力の時

間平均foのもとでの運動とみなせるため、線張力の変化の影響を受けないと考えられる。

従って、垂直方向の運動に関しては、 1ょ(l/w)より短い波長スケールのモードを考えればよい。

ここで、表2からわかるように、 ω→∞では、

hi(:)ω-W?付)cx w-1/4 
であるので、 ω→∞で、も需にスケーノレ分離ln/ll_>> 1は成立する。

(218) 

C グリーン関数を用いた方法

一般の方法に従い、隷形演算子2 のグリーン関数ダを求める。グヲーン関数の方法は教科書

[71， 72] ，こ詳しく書かれている。グリーン関数の定義式、

g<i1(8， 8'， t， t') =δ(8ーの的-t') (219) 

円
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これを、 tに関するラプラス変換(→ z)すると、

(Kδ~ + N(z))rd(s， s'， z， t') = t5(s -s')e-zt' (220) 

となる。これをsに関してのみの微分方程式と見ると、この左辺の向次方程式の一般解は、

ゑ=c十 (221) 

であり、ロンスキアン

WM2323l=2J平 (222) 

を用いた一般論より、この一般解ずは

fS t5(s" -s')e-zt'吉弘(sn) - fs s(srF-d)e-ztr鵠ーいっ w 
g{s，sr，z，tr)=-gk〈s)i dsrr+吟(s)I ム KW(s") -~. ~~，~} JS2 KW(め

十 Cl~l(S) 十 C2告を (s) (223) 

となる。ここで、町、 S2は適当に定める覆分の下場、 Cl、C2は各々対応する積分定数であり、境界

条件から決定される。句、 S2は計算上形式的に負の{直にとると便利なのでそのようにとる。ディ

リクレ型境界条件 (rd(s= O，s'，z，t') = 0かっrd(s= L， s'， z， t') = 0)の下でこのグリーン関数を

計算すると、

(s > s'のとき)

rd(s， s仁z，t') = (224) 

(s < s'のとき)

が得られる。これを逆ラプラス変換すると、求めるグリーン関数

ヨヂ(s，s'， t， t') = (225) 

となる。上式が s>s'の場合、下式がs::; s'の場合の式である。時間に関しては、 tーずの形でし

か入ってこないので、

2F(s，sh-f)=ダ(s，s'，t，t')

と記述してもよいであろう。

一般に今の形の方程式2h(s，t)=γ(s， t)の解h(s，t)をグリーン関数を用いて表すと、

rL rt 

h(s， t) = I ds' I dt'W(s， s'; t -t')r(s'， t') 
JO JO 

+K  [t d夜dバt'ベ州，{ [炉h(s川 &ゐ，~例(仏Sムいば，s'ぷs'吟f~い;
JO 

-88-

(226) 



Wormlike-Chainモデルに基づく単一高分子鎮の粘弾性挙動

となる。これは、待問に関するラプラス変換の畳み込みに注意しながら、ヘノレムホノレツ型方程式

の解のグリーン関数の記述と同様の計算で導出できる。これは、今のようにディリクレ型境界条

件かつ湧き出し項なしか(s，t)= 0) の場合は、

rt _h' r A '-'1 _， ~，\ Q ，01 _ _， .L ~，\ 1 s'=L 
ムF(υ)= K Jo dt' [ムF(s'，t')8st'd(れ:t -t')]日 (228)

となる。ただし、ダは (225)式のように一般には逆ラプラス変換が解析的にできないので厄介で

ある。そこで、 (228)式を時間に関してラプラス変換をした式を用いて (224)より計算した方が第

潔である。

結果として、

Sμルt吟←)ド=￡訂訂ι1:~~切~~ν叶∞~ユ〉)d&伽M斗zezt斗e♂e"rイru副叫恥担μ山Lμz)咋J再再伺平平引
Sう)入+岬+LlF(副帥恥(伶似削JOわ制Z斗)

S司羽咋i泊n
f一問 l-~ 

\~， ~J 

si担咋n
(229) 

が得られ、境界条件が再端で等しい{直をとるとすれば、確かに再び(154)式が導かれる。

D J'、J"の指数の計算

J'、rのω→ 0，+∞極限での指数の計算方法を示す。まず、 N(ωTN)のω→ 0，+∞での援舞
いを許算し、それを用いてf、J"のω→ 0，+∞での振る舞いを調べる。ここで(152)式より、

~TI I ~. ¥ r∞ f 2q6(q2十 1) 1 q2 ) 
ReN(土ωTN)= I dq ~ 一一一一一} (230) 

ん l4q4(q2+ 1)2 + (ωTN)2 2 q2 + 1 J 
~TI I ， ¥ I r∞ー(ωTN)q4ImN(士iWTN)=士 Idq 

JO 
(231) 

である。

D.l ω→+∞の極隈

q=今(ωアN)I/4qと変換すると、

. roo ( 2q6(ポ÷づ共ーマ) 哩 ~2 ) 

ReN(土iWTN)= (ωTN)まIdq { γ ~WTN J ーニ ヨー } 
ん {ザ(q2+掃討

2+ 1 2 q2 +ポ訪j
ImN(:l:iwTN) 

(232) 

(233) 

が得られる。 ω→十∞ iこ際して、 1/y'w市→0とすると、

f∞ f 2q8 1) (ωTN)i f∞ 1 _ (ωTN)i 
ReN(土ωTN)→ (ωTN)4I 剣一一一一>=一一一一 jん l4q8十 1 2 J 

-
2 ん 4q8+ 1 

-
2 

ImÑ(士iWTN) →干(WTN)~ I
∞dqJL三抑制~B
Jo 生a'd十 i

(234) 

Q
d
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ここで、 A ('.J 0.862、B I"V 0.178となる。合わせて、

反(土川)=一川~ (~ + iB) = -A(WTN)~ (十ir)
となる。

(235) 

作(土iWTN)= (ωTN)むVA(α土民) (236) 

となる。ここで、T三 B/Arv 0.206、(α+bi)2= !+か。 αが正の実数になるようにとると、 αrv0.721、

これより、b rv 0.142となる。

I I _-_， • ， ¥ ， 1 i7  ， _ ，e平(2αJ互b(ωTN)主)ie-{2αJ互α)(ωTN〉t-1
αVN(土ωTN)t紐 (αVN(:f:WTN) ) = (ωァポαVA(α土伝)

¥ ノ ε平(2αゾ互b(ωTN)"8)ie一(2αゾ互α)(ωTN)耳 +1

→ -αJ互い土討)(ωTN)ま (237) 

(163)式に用いると、 ωが極めて大きい時、

.. 2αCVAT~T J'(ω) = ---. --'1'1鉛 -8
ア

これを、

"，'  2αCVAT!T J"(W) = ---Y --'1'1αW-8 
7 

(238) 

が得られる。結局、 J'(ω)J"(ω)ともに ω→+∞ではω-7/8に比例することがわかる。また、

J'い)/J"(ω〉は、いかなるパラメータにも依存しない定数b/α I"V 0.199となり、 loglOJ'い)-

loglQ J匂ω)rv -0.701 < 0となる。

ω→ 0の極限D.2 

(239) 

q*  (ωアN)1/2qと変換すると、

f∞ f 2q6((ωア'N)q2+ 1) 1 q2 ) 
ReN(士iWTN)= (ωTN)至/{〉

ん l4q4((ωTN)q2十 1)2+ 1 2 (ωTN)q2 + 1 J 

=一川ず々 q2 

(240) 

Im-partはqに関して変換せずに

ImN(士ωTN)=芋(ωTN)I∞dq 1 

ゐ 4(q2+ 1)2 + (w;r) 

とする。 ω→ Oに際して、実数部分に関してはいTN)q2→ 0、童数部分に寵してはいTN)q-2→ G

とすると、

f∞ (2q6 1_21 (ωTN)3f∞ q2 (ωTN)3 
ReN(士iωTN)→ (ωTN)'2I dq ~一一一一一一り=一一一一 I dq一一一=一一一-'-sんいq4十 1 2"1 J 2 ん 4q4十 1

ImN(土ωTN)→干(ωTN)I∞dq J 三干(ωTN)T
ん 4(q2+ 1) 

(241) 

ハ
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となる。ここで、留数定理より容易に計算できて、 s=π/8、T=π/160 合わせて、

長(土川 = 一 (~い凶川市叫)片i 土訂日tσ印T

である。 '"ωJ.)，，-，Oでl斤V(士tむωTN)"'Oであることも考恵して、これより、

α作倒的)tan(α向山))~州士川)= -{手同)~士山(叫)側

(242) 

これを、 (163)式に用いると、 ωが極めて小さい時は、

2Cα2TTN J'(ω) r"J - -- -- ~J. V - ~'_r~. r-;;- 定数
4K(ゾ充

..，. cα2ST豆
J"(ω) rv ア NωE

7τ1  

- 一一一一一一言ω2

4K(fri 

(244) 

となることが分かる。

E 複素コンブライアンスと複素弾性率の関係

鎖の荷揚に加える外力としてtlf(t)= f A sin(wt)を与えると、

ムR(t) fA 
一了 =75[Jヤ)sin(ωt) -JII(W) cos(ωt)] 

=与ylJ'(ω)2+ JII(ω)2 [cos( o(ω刀剣は〉一副伶))州wt)]
J川O

=与ゾJ'(ω)2+ JII(ω)2制は-o(ω)) (泌)
10 

となる。ここで、 o(ω)は、

J'(ω) _'__if:1 _¥¥ J匂ω)
cos(o(ω)) = I T'/ 、q~ ， sin(o(ω))=2(246)  

ゾJf(ω)2+ J吋ω)

を満たす位相差として定義される量である。これよりムR(t)はsinの時間発震に従うことが分か

るので、その振幅を

ムR(t)三 RA(ω)sin(ωt -c5(ω)) 

と、 RA(ω)で定義する。ここで、 fAとの間に

RA(ω)=LtJヤ)2+ J"(ω)2 

(247) 

(248) 

の関係が成立している。これは、需端の外カムf(t)= f A sin(ωt)を与えたとして末端間距離が

ムR(t)= RA(ω) siロヤt-c5(ω))と時間変化したとみているが、これを待問並進させることで、

ムR(t)= RAsinいのを与えたとして、その際にかかった外力がムf(t)= fA(ω) sin(ωt + c5(ω))と
時間変化するとみることもできる。末端関距離を与えると考える際のムR(t)の振幅をRAと定義

宅
事
ム
Q
d
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し、その時に加わる外力の振幅をfA(ω)としている。ここで (248)式のω依存性がんの方にあ

ると考え直せば、{これはsR的の方が与えられているとすることに対応する。)

RA 1 
ムf(ω)=んご (249) 

L、IJ'(ω)2十J"(ω)2
という関係式になる。これより、ムR(t)= RAsin(ωt)を与える場合は、

ムf(t) f A(ω) _/.i.../  ，，¥ RA 1 
一一一=一一一邸〈は+d(吋)=- icm例ω))sin(ωt)十羽(d(ω))∞s(ωt)]
fo ん LVJ'(ω)2十J"(ω)2

(250) 

となるので、 sin(8(ω))、cos(δ(ω))の具体的な表式を代入して G¥G"の定義式(167)と比較すれ

ば、 σ、G刊の表式(168)らが得られる。

謝辞

本論文に至るにあたり、非常に多くの方々にお世話になりました。

まず、直接の指導教官であります太田隆夫教授に深く感謝致しております。あまりに未熟で物

理に関しても研究の進め方に関しても荷もわかっていない私に対して、研究の心構え、研究テー

マから具体的な計算のアイデア、結果のまとめ方まで、研究に関するあらゆる面で7寧にご指導

いただきました。また発表準備や論文にあたって自分に甘く会ってしまいがちでありました私を、

持度も戒めていただきました。心より感謝の意を申し上げたいと思います。識にありがとうござ

いました。

同じ研究室の方々には研究生活する上での様々な面で支えていただきました。特に坂上貴洋氏、

畝山多加志託、加賀雅文氏、大態孝志氏、玉手亮多氏、外崎揚ブト氏には、物理の細かい議論にま

で付き合っていただきました。皆様、大変感諒致しております。坂上貴洋氏と毒丸山多加志氏には、

高分子の物理に関して議論、ご指導いただきました。大変お世話になりました。ありがとうござ

いました。

ポスター発表や研究会、及び個人的な関わりにおいては、多くの方々に貴重なアドバイスをい

ただきました。皆様のおかげで何とか研究を進めてくることができました。感謝致しております。

また、見えない部分で研究生活を支えて下さいました秘書様や事務の方々、精神的に支えて下さっ

た友人達に感謝申し上げます。そして、両親を始めとする家族の皆様iこは、諺士課程の2年間、さ

らにはそれに至る過程の長い間に渡り経務的にも精神的にも支えていただき大変お世話になって

おります。識にありがとうございました。

お世話になりました皆様のうち、誰一人にで、も接する機会がなかったとしたら、本論文の形にま

とまることは決してありませんでした。改めてお札串し上げます。誠にありがとうございました。
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