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第1章 序論 

 
1.1 研究の背景 

建築の構造設計分野において、構造設計者は構造物をモデル化した上で適当な設計を仮

定し、応答解析を行う。得られた応答値が設計条件を満足していなければ、設計を変更し

再び応答解析を行う必要がある。論理的な手法を適切な部分に導入すれば、構造設計のサ

イクルにおける創造的な部分に設計者は専念できるようになると考えられる。このような

設計の論理化において最適化の手法が有効であり、機械、航空機、自動車などの分野では

最適設計として製品の開発プロセスの一部に取り入れられ、コスト低減や安全性向上など

に結びついている1, 2)。 
最適化の手法の扱い易い問題として、凸計画問題が知られている。凸計画問題とは目的

関数が凸関数、実行可能領域が凸集合であるような最適化問題である3) 。ここで、集合Sが

凸集合であるとは、 

 
, (1 ) [0,1]α α α∀ ∈ ⇒ + + ∈ ∀ ∈x y x yS S

  

が成り立つことをいう。また、関数 : nf → が凸であるとは f のepigraphが凸、すな

わち 

 
(1 ) ) ( ) (1 ) ( ) , , [0,1( ]nf ff α α α α α+ − ≤ + − ∀ ∈ ∀ ∈x y x y x y

  

が成り立つことをいう。これらの関係を下図に示す。凸集合の内部任意二点を結ぶ線分が

集合に含まれる。凸関数のグラフより上の部分が凸集合である。 
 

 

         凸集合               凸関数 
図1-1 凸集合と凸関数 

 
凸計画問題では任意の局所的最適解は大域的最適解であるため、数理計画法の扱いが容

f

x (1 )x yα α+ − y

(1 )x yα α+ −
y

x
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易である。一方、非凸計画問題では局所的最適解が大域的最適解である保証はなく、大域

的最適解から大きく劣った局所的最適解が多数存在する可能性がある3)。 
建築の構造設計分野における最適化問題の多くは非凸計画問題に属する。応力・変位に

関する何らかの条件を満たし、最小重量となるような鋼構造骨組の部材断面を見出す設計

問題もその一つである。例えば、建築基準法上の１次設計に対応する許容応力度制約と２

次設計における層間変形角制約はいずれも非凸な制約条件である。このような理由より、

鋼構造骨組の最小重量設計問題においても局所的な最適性条件を満たす設計解、即ち局所

解が多数存在することが既往の研究でも調べられている4)。一例として、ある7層3スパンの

鋼構造骨組の最小重量設計問題において、部材断面を設計変数として許容応力度および層

間変形角に関する条件が満たされる三つの局所解の断面積分布を線の太さに比例させたも

のを図1-2に示す。図に示すように、これらの局所解の断面分布のパターンも大きく異なり、

最適解における目的関数値も異なる。さらに、２次設計における保有水平耐力は連続微分

不可能な関数、必要保有水平耐力は不連続関数である。よって、２次設計における必要保

有水平耐力制約を考慮した鋼構造骨組の最小重量設計問題に通常の勾配法を適用した場合、

局所解への大域的収束性すら保証されない。 
 

目的関数値：10.77 m3      11.10 m3    11.13m3 

   
(a) 局所解１       (b) 局所解２          (c) 局所解３ 

図1-2 局所解多数存在の例 

 
上記の問題に対して大域的最適解を求めることは極めて困難である。このような困難が

存在する一方で、大域的最適解自体への実用的な必要性は小さく、許容解が得られれば十

分であるとも考えられる。ただし、複数の局所解の目的関数値がそれほど変わらなければ

どの局所解でも良いのであり、他の局所解よりも大きく劣った解であれば、それはできる

限り排除すべきである。以上より、問題の非凸性による影響を減らし、より良い局所解を

求めること、また局所解と厳密解との目的関数値の乖離度を測り、局所解の良さを評価す

ることには理論的・実用的な意義があると考える。 
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1.2 既往の研究 

鋼構造骨組の最小重量設計問題に関する研究はこれまで数多くなされている。部材断面

を連続変数として扱った問題を考え、感度を差分近似により解くといったアプローチ10)があ

る。既往の鋼構造骨組の最小重量設計問題の研究において、このような方法から２次設計

における必要保有水平耐力と鋼材量最小解との関係が調べられている10)。弾塑性状態の不連

続的な変化、および建築基準法で離散的な値として定められた構造特性係数の影響により、

２次設計における必要保有水平耐力制約は不連続な制約条件である。関数値やその感度係

数に不連続性がある場合に通常の勾配法では局所解への収束性すら保証されない。以上の

理由により、そこで得られた設計解がどの程度妥当性を持つか明らかではない。 
またこれとは別に、部材断面を含めて鋼構造骨組の最小重量設計問題を離散最適化問題

として扱うアプローチ6-9)がある。このような方法では感度情報に基づく局所最適性を扱う

必要がないため、不連続関数を含む広いクラスの問題に適用可能である。この種の系統に

属するものとして、耐力についての制約条件を考慮した大域的な離散最適解を、分枝限定

法を用いて求める研究もなされている。ただし、このような離散最適化問題を効率的に解

けるかは明らかではない。何らかの問題構造を利用しない限り、すべての設計変数を離散

変数として現実的な規模の問題に対処することは難しく、既往の研究でもごく小規模な問

題を扱うに止まっている。 
 
 

1.3 研究の目的 

以上より、本論文では鋼構造平面骨組の最小重量設計問題における非凸性に注目し、よ

り良い設計解（局所解）を求める手法、また得られた局所解の良さを定量的に評価する方

法の提案を目的とする。具体的には、以下の２点から述べる。 
(1) 鋼構造骨組の最小重量設計問題について、建築基準法上の２次設計における構造特性

係数に関する非凸性･不連続性に注目し、設計基準に対する構造特性係数の選択を含

めた最適設計問題を実用的な時間内に解ける手法を提案する。 
(2) 弾性解析に基づく許容応力度設計の範囲内での鋼構造骨組の最小重量設計問題を対象

として、すべての非凸性に注目し、凸緩和問題の定式化を提案する。また、緩和解を

用いて局所解の信頼性を定量的に評価する。 
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1.4 論文の構成 

本論文の構成は以下の通りである。 
第１章は序論であり、本研究の背景、既往の研究、研究の目的と本論文の構成について

述べる。 
第２章では、鋼構造骨組の最小重量設計問題を対象とし、必要保有水平耐力制約におけ

る構造特性係数に関する非凸性に注目し、線形緩和問題の定式化を行い、線形緩和問題を

用いた分枝限定法のアルゴリズムを示す。また、数値解析例を通じて、設計基準と耐震性

能の関係を調べる。 
第３章では、第２章の方法を発展させて、理論的に線形緩和より良い緩和法として知ら

れる半正定値緩和の定式化を提案する。また、数値解析例を通じて、線形緩和と半正定値

緩和の緩和効果と計算効率を調べる。 
第４章では、弾性解析に基づく許容応力度設計の範囲内での鋼構造骨組の最小重量設計

問題を対象として、すべての非凸性に注目し、元問題を多項式計画問題として定式化を行

う上で凸緩和問題を導出する。また、領域分割に基づく分枝切除法により緩和問題の精度

を向上する方法を提案する。得られた緩和解を用いて局所解の信頼性を定量的に評価す

る。 
第５章は結論であり、本論文で得られた成果をまとめる。 
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第2章 線形緩和を用いた構造特性係数の不連続性を考慮した鋼構造骨組の最

適設計法 

 
2.1 はじめに 

本章では、鋼構造建築物の鋼材量最小化問題において、必要保有水平耐力の算定に用い

られる離散な値として定まれた構造特性係数に関する非凸性に注目し、線形緩和問題を利

用した最適設計法について述べる。 
保有水平耐力は耐震性能を評価する上で欠かせない重要な性能であり、実務設計との関

わりからも建築構造の最適設計において重要な設計条件である。保有水平耐力算定におい

ては、設計パラメータの変化に対して弾塑性状態が不連続的に変化するため、その感度係

数に不連続性が生じ、感度係数を連続微分の意味では定義できない点が生じるという問題

がある。さらに建築基準法上での必要保有水平耐力の算定1)においては、骨組の塑性変形

能力の違いに応じて設計用地震力のレベルを低減しており、各部材種別やブレースの水平

力分担率から定まる不連続な構造特性係数Dsを定めなければならない。このように保有水

平耐力に関する制約条件を含む最適設計問題は連続微分不可能かつ不連続な制約関数を含

む問題である。よって、数学的には連続微分可能性を前提とした局所最適性条件により局

所最適解を特徴づけることができない問題2)に分類される。 
このような問題に対して、鋼構造建築物を対象として構造特性係数Dsが設計者によって

与えられたとの条件設定下で、１次設計では許容応力度および層間変形角に関する条件を

満たし、２次設計では必要保有水平耐力以上の保有水平耐力を有する設計解を求めるため

の研究がこれまでにも行われている。その一つとして部材断面を含めて離散最適化問題と

して取り扱うアプローチ3-6)がある。このような方法では感度情報に基づく局所最適性を扱

う必要がないため、関数の不連続性は問題とならない。ただし、このような離散最適化問

題を効率的に解くことが可能かは明らかではなく、何らかの問題構造を利用しない限りす

べての設計変数を離散変数として現実的な規模の問題に対処することは一般には難しい。

一方、部材断面を連続変数として扱った問題を考え、感度を差分近似により解くといった

アプローチがあり、このような方法では最適解の性質の把握が近似的に可能であり、実用

性の面からも妥当性を持つ。このような立場から吉富らは構造特性係数Dsと鋼材量最小解

の関係を調べている7)。しかし、これらの研究においても、構造特性係数Dsの合理的な選

択に関する提案は含まれていない。 
このような問題に対して、主体架構断面の部材種別やブレースの水平力分担率から規定

される構造特性係数Dsを独立な離散変数とみなし、部材断面を連続変数とすれば、最適化

問題を混合整数計画問題として定式化できる。これは離散最適化問題として扱うアプロー

チと連続最適化問題として扱うアプローチの中間に位置するアプローチと解釈できる。構

造特性係数Dsは構造物の各方向に対して一つあるいは層ごとに定められる。よって、建物

規模が大きくなったとしても、その数の増加は部材断面数の増加に比べれば小さなもので
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ありその組合せの数も限られるため、現実的な規模の問題にも十分対処可能であると考え

る。 
このような立場から、本章では、鋼構造平面骨組の構造特性係数Dsの不連続性に注目し、

(1) 分枝限定法を用いて設計基準に対する構造特性係数Dsの選択を含めた最適設計問題を

実用的な時間内に解ける手法を提案し、(2) 分枝限定法の枠組から使われる上界と下界に

より局所解の信頼性を定量的に評価し、(3) 数値解析例を通じてその最適解の特性を検討

し、設計基準と耐震性能の関係を調べることを目的とする。(3)については特に、設計基準

に則った外力分布および崩壊形に対する保有水平耐力と必要コストとの関係について調べ

る。本章で扱う緩和問題は設計パラメータに対する感度係数を連続微分の意味では定義で

きない点を含んでいるため、Clarke劣微分2)の意味で局所最適解への収束が保証されてい

る非線形最適化法8)を併用する。ただし、非凸性を弱めてはいるもののこの緩和問題は依

然非凸計画問題であり、局所最適解により厳密な意味での下界を定めることはできない。

ここで、凸計画問題とは目的関数が凸関数、実行可能領域が凸集合であるような問題であ

る9)。凸計画問題では任意の局所的最適解は大域的最適解であることに対し、非凸計画問

題では一般に複数の大域的最適解でない局所的最適解が存在する9)。本章で提案した緩和

問題もこのような非凸計画問題であるので、求められた局所的最適解からは元問題の近似

的な下界が得られるにとどまる。このような近似が設計解に与える影響も数値解析例を通

じて検証する。 
まず2.2節では対象とする設計問題の定式化を紹介し、構造特性係数Dsを離散変数とし

た設計問題と対応する線形緩和問題を用いた分枝限定法のアルゴリズムを説明する。次に

2.3節では3層純ラーメンモデルの例題と10層ブレース付きモデルの解析例を用いて提案手

法の有効性を検証し、最適解についての考察を行う。以上より得られた結論を2.4節にまと

める。 
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2.2 設計問題の定式化 

前節で述べたような立場から、構造特性係数Dsを離散変数、部材断面を連続変数とした

設計問題を混合整数計画問題として定式化し、さらに整数制約条件に対して線形緩和を行

い、線形緩和問題を与える。ここでこれら二つの設計問題の位置づけを以下に簡単に述べ

る。 
 

 
図2-1 整数計画問題の線形緩和 

 
整数計画問題とは、設計変数に整数であるという制約条件が課された問題と考えられる。

例えば、整数計画問題における許容解を図2-1に示される点とする。適当な方法により、こ

の整数計画問題のある許容解を求める。この許容解の目的関数値が元問題の真の最適解の

目的関数値以上となることは明らかなので、これを上界と考えることができる。次に、こ

の整数制約条件を線形制約条件に緩和することを考える。例えば、図2-1において6本の線

形制約が囲む領域が線形緩和領域を示すとする。この線形緩和問題の目的関数の最小値が

元問題の真の最適解の目的関数値以下であることも明らかなのでこれを下界とできる。以

上より元の整数計画問題の最適解の目的関数値は上界と下界の間に存在することがわかる。

分枝限定法のアルゴリズムに従い、これらの上界と下界の精度を高めるように更新すれば、

元問題の最適解を求めることができる。 
 

2.2.1 設計変数と目的関数 

柱断面には角形鋼管、梁断面にはH形鋼を用い、さらにブレース付きモデルではブレー

スとして座屈拘束ブレースを用いるとする。このとき、設計変数xを次式のように定義す

る。 

 { }, , ,C G B=x x x x α  (2.1) 

ここで、 

 { }, : 1, ,C C C
i i CD A i n= =x …  (2.2) 
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 { }, , , : 1, ,G F W
i i i i GH B A A i n= =x …  (2.3) 

 { }: 1, ,B
i BN i n= =x …  (2.4) 

 { }( ) : 1, , ,i
j Si n j αα= = ∈α I…  (2.5) 

とする。 ,C C
i iD A は第 i柱部材断面に対応する角形鋼管の幅と断面積、 , , ,F W

i i i iH B A A は第

i梁部材断面に対応する梁せい、幅、フランジ断面積、ウェブ断面積、 iN は第 iブレース

部材断面の降伏軸力をそれぞれ表すとする。 ( )i
jα は第 i層の種別が部材群種別 j に対応する

ことを意味する種別変数と呼ぶべきものであり、次節で詳しい説明を与える。さらに

, , ,G B SCn n n n はそれぞれ柱断面、梁断面、ブレース断面と層の数を表す。なお、このよう

に設計変数を設定することには、目的関数を線形式として表現できること、および部材外

法に関する制約条件の扱いが容易となることの二つの利点がある。 
式(2.2), (2.3), (2.4)で定義した設計変数の上下限値を表2-1で示すように設定する。 
 

表2-1 設計変数の上下限値 

 DiC AiC Hi Bi AiF AiW Ni 

下限値 350 154.8 400 200 48 35.29 187 
上限値 1000 1454 1000 400 320 177.6 1500 
 
実際の設計との対応を考えて、目的関数をブレース付き鋼構造建築物のコスト関数とし

て、次のように定義する。 

 
, , ,

( ) C C C G G G B
F ij j i F ij j i B ij i
i j i j i j

f c T l A c T l A c T Nρ ρ= + +∑ ∑ ∑x  (2.6) 

ここで、 Fc はフレーム部材の単価、 ρは鋼材密度、 Bc は座屈拘束ブレース部材の単位降

伏軸力あたりの単価、 C
ijT , G

ijT , B
ijT はそれぞれ柱、梁およびブレースの第 i部材断面に関す

る量から対応する第 j 部材に関する量に変換するための0-1からなる係数、 jl は第 j 部材の

部材長を表す。さらに、鋼材密度 37.8ton / mρ = 、フレーム部材と座屈拘束ブレース部

材それぞれの単価を 25 / tonFc = 、 0.02 / kNBc = と与える。なお、純ラーメンモデル

においては、式(2.6)の第3項が0となる。式(2.6)よりコスト関数は設計変数に対して線形式

であることがわかる。 
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2.2.2 保有水平耐力および必要保有水平耐力の算定 

構造特性係数の不連続性を考慮した鋼構造平面純ラーメンモデルとブレース付き骨組モ

デルの最小重量設計問題を対象とする。制約条件は一次設計における長期許容応力度、短

期許容応力度と層間変形角制約、二次設計計算ルート３における必要保有水平耐力制約を

考慮する。ただし、問題を単純化するために、保有水平耐力および必要保有水平耐力算定

にあたり、以下の仮定をおく。 
(1) 形状係数 Fes を 1.0 とする。 
(2) 柱部材の種別は FA と FB のみとする。 
(3) 柱梁部材群の種別は D を非許容として、A，B および C の中から選ぶとする。 
(4) ブレース付きモデルでは座屈拘束ブレースを用い、Ds 値算定時のブレース種別を BA

材とする。 
(5) 層毎の部材群種別は層に属するすべての部材種別の最低位のものを A、B および C の 3

種類の中から選ぶとする。 
(6) 二次設計における保有水平耐力は層間変形角 1/75 までの完全弾塑性荷重増分解析 10)

から求める。 

これらの仮定の下で、層数 Sn の構造物における地震力に対する第 i層の必要保有水平耐

力は次式によって与えられる。 

 
( ) ( )(

0

0

( () ))

1, ,

,

1.0,

s
i ii

un es ud ud t i j

s

n
ii
S

j i

Q D AC wF Q Q ZR

C i n
=

==

=≥

∑  (2.7) 

ただし、 ( )i
unQ は第 i層の必要保有水平耐力、 ( )i

SD は第 i層の構造特性係数、 ( )i
esF は第 i層の

形状係数、 ( )i
udQ は地震力によって第 i層に生ずる水平力、Z は地震地域係数、 tR は振動特

性係数、 iAは地震層せん断力係数の分布係数、 0C は標準せん断力係数、 jw は j 層の重量、

Sn は層の数を表す。また、以降では増分解析に用いる外力分布を区別する場合に、式(2.7)
を用いて次のように呼ぶ。 

Ai 分布に基づく外力分布： ( ) 1 ,, ,i
ud siQ n=  (2.8) 

Qun分布に基づく外力分布： ( ) 1 ,, ,i
un siQ n=  (2.9) 

各層の保有水平耐力は必要保有水平耐力以上でなければならない。この条件を保有水平

耐力制約条件と呼び、ある設計に対する第 i層の保有水平耐力を ( )i
uQ として、次式で与え

る。 

 ( ) ( )i
u

i
unQQ ≥ , 1, , si n=  (2.10) 

Ai分布に基づく外力分布(2.8)を用いて保有水平耐力を求めると、各層の保有水平耐力の
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分布はAi分布に基づく外力分布に比例したものとなり、必要保有水平耐力の計算において、

各層ごとに ( )i
SD , ( )i

esF を定めていることと整合がとれない。よって、このような計算方法

の矛盾をなくすため、本研究では、Qun分布に基づく外力分布(2.9)を比例載荷して保有水

平耐力を計算する。このとき、建築物の構造関係技術基準1)に従い、「Ai分布に基づく外力

分布が作用するときの崩壊形が全体崩壊形となる建築物について、全層の保有水平耐力を

算出する」とする。この条件を保証するため、Ai分布に基づく外力分布を用いて荷重増分

解析を行い、最大層間変形角が1/10となるときの部材端モーメントに対して以下のような

制約を課す。 
塑性ヒンジを形成させない部材端： 

 0. 9( ) ( ),9i
P E
iMM i ∈≤x x I  (2.11) 

塑性ヒンジを形成させる部材端： 

 ( ) ( ),1.0 P P
iiM M i ∈≥x x I  (2.12) 

ただし、 , ii
PM M はそれぞれ第 i番部材端のモーメント、全塑性モーメント、 ,E PI I はそれ

ぞれ塑性ヒンジを形成させない部材端およびヒンジを形成させる部材端の添字集合を表す。 
実際の設計においては、崩壊形の制御のために柱梁耐力比を設計条件として設定するこ

とが一般的である。ただし、梁降伏先行型全体崩壊を確実に保証するためには、スパン数

や層数の増加に伴い実設計上では困難なほど大きな柱梁耐力比が必要となることが指摘さ

れている例えば11)。本研究では、建築物の構造関係技術基準1)に則った崩壊形、保有水平耐力

性能および必要コストの直接的な関係を調べるために、梁降伏先行型全体崩壊形を確実に

形成させる直接的な設計条件として式(2.11), (2.12)を用いる。なお、式(2.11), (2.12)に加

えて柱梁耐力比も設計条件として同時に考慮することは十分可能であり、そのような条件

を考慮した最適設計解はAi分布以外の外力分布すなわち外力分布の不確定性に対しての頑

強性が向上されるとともに必要なコストも増加することが予想される11)。 
ブレース付きモデルにおいては、座屈拘束ブレースを用い、そのブレース種別はBA材と

する。この場合、構造特性係数Dsは柱および梁の部材群種別に応じて表2-2で示すような

値をとる。 
 

表2-2 Ds値 

柱および梁の部材群種別 
A B C 

0.25 0.3 0.35 
 
仮定(5)に従い､第 i層の部材群種別A,B,Cそれぞれに種別番号 1,2, 3j = と対応させた種

別変数 ( )i
jα を考え､これに0-1制約を課すことにより、第 i層のDs値関数 ( ) ( )( )i i

S SD D= x を次
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式のように表す。 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

( ) ( ) ( )
1 2 3
( )

( ) 0.25 0.3 0.35 ,

1,

{0,1}, 1, , 1,2, 3

i i i i
S
i i i

i
j S

D

i n j

α α α

α α α

α

= + +

+ + =

∈ = =

x

 (2.13) 

なお、式(2.5)と対応させれば、式(2.13)では { }1,2, 3α =I と与えることに相当する。さ

らに仮定(5)は、層ごとの柱と梁の幅厚比を部材群種別に該当する限界幅厚比以下とする制

約条件を考えることに対応する。 
 

表2-3 柱および梁の種別 

幅厚比の上限値 FA FB FC 

柱(角形) 33 235 F  37 235 F  48 235 F  

梁 
(H 形) 

フランジ 9 235 F  11 235 F  15.5 235 F  

ウェブ 60 235 F  65 235 F  71 235 F  

 
 柱と梁部材の幅厚比と種別との関係1)を表2-3に示す。ただし、Fは平成12年建築省告

示第2464号第1に規定する基準強度を表すものとし、単位はN/mm2である。例えばF=235
の場合、表2-3より第 i層に対して角形鋼管柱とH形鋼梁の幅厚比制約条件を次式のように

表せる。 

 

( ) ( ) ( )
1 2 3
( ) ( ) ( )
1 2 3
( ) ( ) ( )
1 2 3

( ) ( ) ( )
1 2 3

33 37 48 ,

9 11 15.5 ,

60 65 71 ,

1

i i iC C
k i

i i iF G
k i

i i iW G
k i
i i i

R k

R k

R k

α α α

α α α

α α α

α α α

≤ + + ∈

≤ + + ∈

≤ + + ∈

+ + =

S

S

S
 (2.14) 

ただし、 C
iS および G

iS はそれぞれ第 i層に属する柱断面番号の集合および梁断面番号の集

合とする。例として、図2-2で示すフレームの第2層に式(2.14)の幅厚比制約条件を課す場

合を説明する。この場合、図2-2右側に示される第2層に関する幅厚比変数に対して式

(2.14)の制約条件は 

 

(2) (2) (2)
1 2 3
(2) (2) (2)
1 2 3
(2) (2) (2)
1 2 3

(2) (2) (2)
1 2 3

33 37 48 , 1,2

9 11 15.5 , 1,2, 3, 4

60 65 71 , 1,2, 3, 4

1

C
k
F
k
W
k

R k

R k

R k

α α α

α α α

α α α

α α α

≤ + + =

≤ + + =

≤ + + =

+ + =

  

と表される。 
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図2-2 層ごとの幅厚比制約 

 
2.2.3 混合整数計画問題の定式化 

元問題となる混合整数計画問題を次のように定義する。 

 
( )

0, 1, ,

min ( )

s.t. ( )

{0,1}, 1, , 1,2, 3
k
i
j S

k m

f

g

i n jα

≤

∈ = =

=
x
x  (2.15) 

ただし、設計変数 xは式(2.1)で、目的関数 ( )f x は式(2.6)で定義されている。制約条件

( )kg x は次に示す制約条件を並べたものとする。 
  表 2-1    [上下限値制約] 
  式(2.14)    [幅圧比制約] 
 <1 次短期設計用荷重時> 

  1 200, 1, ,i i sih nδ ≤ =  [層間変形角制約] 

  1
bs cs

M N
Z f A f

+ ≤   [許容応力度比制約] 

 <1 次長期設計用荷重時> 

  1
bl cl

M N
Z f A f

+ ≤   [許容応力度比制約] 

 <2 次計用荷重時：Qun 分布に基づく外力分布> 
  式(2.10)    [保有水平耐力制約] 
 <2 次計用荷重時：Ai 分布に基づく外力分布> 
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  式(2.11), 式(2.12)  [崩壊形に関する制約] 

 
記号の説明： 

 
: :

: :

i i

bs cs

bl cl

h

f f

f f

M N

Z A

δ :各層の層間変形 :各層の階高

:許容曲げ応力度（短期） :許容圧縮応力度（短期）

:許容曲げ応力度（長期） :許容圧縮応力度（長期）

部材端モーメント 部材端圧縮力

部材の断面係数 部材の断面積

 

問題(2.15)は0-1制約を含み、非線形0-1混合整数計画問題に属する問題である。混合整

数計画問題を直接解くような方法を用いることも可能であるが、本研究では問題(2.15)の
0-1制約を非凸2次制約条件 

 ( )( ) ( ) , 1, , 1,2,1 0 3i i
j j Si n jα α = =− =  (2.16) 

に書き換えた問題 

 0( )P  

( )( ) ( )

min (

0, 1

)

s.t. ( )

, 1, , 1,2,

, ,

1 0 3
k
i i
j j S

f

g

i n j

k m

α α

≤

− == =

=
x
x   

を考える。保有水平耐力を含む制約条件(2.10)は第1章で述べたように設計パラメータに対

する感度係数を連続微分の意味では定義できない点を含む。そのような場合にもClarke劣
微分2)の意味で局所最適解への収束が保証されている非線形最適化法8)を適用すれば、問題

0( )P の局所最適解を得ることは可能である。しかし､このような非線形最適化法を用いたと

しても、非凸性の強い制約条件を含む問題 0( )P に対しては強い初期値依存性が予想され、

良い局所解が安定的に得られるかは明らかではない。なお、構造特性係数Ds値をある定数

に固定した問題とは、問題 0( )P において、0-1変数αを0あるいは1に固定した問題に相当

し、問題 0( )P よりは性質が良い問題であると予想される。 
 

2.2.4 線形緩和問題の定式化 

前節で指摘したように、前節で述べた最適化問題は非凸性の大きい制約条件(2.16)を含

む問題である。本節では、より大域的に性質の良い解を求めるために非凸性を減じた緩和

問題を考える。一次設計の許容応力度、層間変形角、二次設計の保有水平耐力などの制約

条件の非凸性は0-1制約条件の非凸性に比べて弱いものであると予想されるため、緩和を行

わないものとする。次式に示すような0-1制約条件から線形不等式への緩和を考える。 

 { }( ) ( )0,1 0 1i i
j jα α∈ ⎯⎯⎯⎯→ ≤ ≤緩和  (2.17) 

整数制約を不等式制約に置き換えることを線形緩和と呼ぶ。問題(2.15)における0-1制約



16 
 

を線形緩和することにより得られる問題 

 
( )

0,

min ( )

s.t. ( )

, 1, , 1,2, 3

1, ,

0 1
k

i
j S

k m

f

g

i n jα

≤ =

≤ ≤ = =

x
x  (2.18) 

を線形緩和問題と呼ぶ。問題(2.18)を解いて得られる最適解の目的関数値は真の最適解の

目的関数値の下界である。 
１層１スパン純ラーメンモデルを例として、柱部材の断面積と幅厚比に対する必要保有

水平耐力制約条件の許容領域を図2-3に示す。ここで、図2-3の横軸と縦軸はそれぞれ上下

限値を0から1にスケーリングした断面積と幅厚比である。図2-3 (a)は上界の定式化の許容

領域、図2-3 (b)はその線形緩和問題、下界の定式化の許容領域を表している。線形制約は

凸制約であるため、非凸性の強い0-1制約に対し式(2.17)のような線形緩和を利用すること

により、図2-3 (a)に示した階段状な非凸性の強い許容領域が図2-3 (b)に示した滑らかな許

容領域になることがわかる。ただし、0-1制約以外の制約条件に緩和を行わないため、図

2-3 (b)に示した許容領域が厳密な凸領域かは明らかではない。 
 

 
図2-3 許容領域の緩和 

 
2.2.5 分枝限定法のアルゴリズム 

本節では混合整数計画問題 0( )P に対して､分枝限定法に基づいて解くアルゴリズム12)の説

明を行う。まず、線形緩和問題(2.18)のいくつかの種別変数αに対して0または1を与えた

問題を添字の組の集合 0
nI , 1nI を用いて 

0 0.2 0.4 0.60

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.60

0.2

0.4

0.6

0.8

1

A A

(a) 元問題 (b) 緩和問題

R R

種別A

種別B

種別C

種別A

種別B

種別C
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 ( )nP  

( )
( )

( )

( ) 0

( ) 1

min ( )

s.t. ( )

, 1, , 1,2, 3

0,

0

,

1, ,

, 1, ,

0 1
k

i
j S

i
j n
i
j n

f

g

i n j

i j

i j

k m

α

α

α

= =

= ∈

= ∈

≤ =

≤ ≤

x
x

I

I
 

と表す。ここで、 0
nI は問題( )nP において第 i層の第 j 種別変数 ( )i

jα を0と指定する添字の組

( , )i j の集合、同様に 1
nI は( )nP において ( )i

jα を1と指定する添字の組( , )i j の集合､すなわち 

 ( ) ( )( ) ( )0 1{ , | 0}, { , | 1}i i
n j n ji j i jα α= = = =I I   (2.19) 

と定義する。ここで､ n n
0 1
n n∩ = ∅I I とする。 

次に緩和解の情報から0-1制約を満たす暫定解を構成するための操作を定義する。ある緩

和解xにおけるすべての種別変数αに対し、 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )1 0 0
1
( )0 0 1
3

0 1 0

,1 , , 2 , , 3 if 0.9 A

,1 , , 2 , , 3 if 0.9 C

,1 , , 2 , , 3

1.0

otherwise B

1.0

i

i

i i i

i i i

i i i

α

α

⎧⎪ ∈ ∈ ∈⎪⎪⎪⎪ ∈ ∈ ∈⎨⎪⎪⎪ ∈ ∈ ∈⎪⎪⎩

≤ ≤

≤ ≤

I I I

I I I

I I I

種別

種別

種別

 (2.20) 

を満たすような添字の集合 0I , 1I を考え、このような添字の集合を得る操作を 0( )xI ,
1( )xI と表す。なお、2.2節のような問題設定の場合には ( )

2 0iα = が線形緩和問題(2.18)の
解となることを容易に示せるので、それ以外の種別変数である ( )

1
iα および ( )

3
iα の値に応じ

て暫定解を構成する式(2.20)の方法が有効である。 
最後に緩和解xが元問題 0( )P の許容解でない場合に､緩和解xの情報から子問題を作成す

る操作を定義する。緩和解xにおいて種別変数 ( ){ }ijα=α が0と1以外の値となる最小の i、

すなわち 

 ( )ˆ min{ | 0 1, 1, 2, 3}i
ji i jα= < < =  (2.21) 

となる î に対して、3組の添字集合 0 1{ , }A AI I , 0 1{ , }B BI I , 0 1{ , }C CI I を 

 
:

0 1

0 1

0 1

ˆ( ) : { }, {( ,1)}
ˆ( ) : { }, {( ,2)}
ˆ( ) { }, {( , 3)}

A A A

B B B

C C C

P i

P i

P i

= =

= =

= =

I I

I I

I I

  (2.22) 

と定め、これらの添字集合に対応する三つの子問題を( , , )A B CP P P とする。式(2.21),(2.22)
を用いて緩和解 xに対応して得られる子問題を ( ), ( ), ( )A B CP P Px x x と表す。以上を用いた

設計アルゴリズムを以下に示す。なお、各ステップで、特に指示がない場合には、直後の

ステップへ進むこととする。 
 

ˆ( ,2),
ˆ( ,1),
ˆ( ,1),

i

i

i

ˆ( , 3)
ˆ( , 3)
ˆ( ,2)

i

i

i
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ステップ1（下界の初期値）： 問題集合 = ∅N を定義する。 0 :L = ∅I , 1 :L = ∅I と与

え、線形緩和問題(2.18)を問題( )LP と表す。問題( )LP を解き、得られた解を x、その目的

関数値を下界値 zとし、 : , :z z′ ′= =x x と更新する。 
ステップ2（上界の初期値）：xにおけるすべての種別変数αが0または1どちらに近いか

を分類することを考える。式(2.20)で定まる添字集合を 0 0: ( )U = xI I および 1 1: ( )U = xI I と

与えて問題( )UP を考える。問題( )UP を解いて得られる最適解を暫定解xとし、その目的関

数値を上界z とする。 
ステップ3： ′x が元問題 0( )P の実行可能解且つ z z′ < の場合、 : , :z z′ ′= =x x と更新

し、ステップ6へ進む。 
ステップ4： z z′ ≥ の場合、ステップ6へ進む。 
ステップ5： ′x に対し、式(2.21),(2.22)で定まる添字集合に対応する三つの子問題

( ), ( ), ( )A A B B C CP P P P P P′ ′ ′= = =x x x を作成し、N に加える。 
ステップ6： = ∅N であれば、暫定解xを最適解として出力し、終了する。そうでな

ければ、N の中から一つの子問題を選ぶ。ここで、 ′x における種別変数
ˆ( )
1
iα ′ に対して式

(2.20)を満たすような添字集合を持つ子問題がN に含まれていればこれを選ぶ。このよう

な子問題がN に含まれていない場合、最も新しく生成された子問題を選ぶ。選ばれた子問

題を( )P ′ とし、N から( )P ′ を取り除く。 
ステップ7： 問題( )P ′ を解き、許容解を持たないならばステップ6へ戻る。得られた解

を ′x 、下界値を z ′とする。 
ステップ8： z z′ < の場合、 : , :z z′ ′= =x x と更新して、ステップ2へ戻る。 
ステップ9： ステップ3へ戻る。 
 

2.3 数値解析例 

2.3.1 3層3スパン純ラーメンモデル解析例１ 

図2-4に示す3層3スパン鋼構造純ラーメンモデルの例題を考える。すべての部材で

SN400級鋼を用い、柱部材には角形鋼管、梁部材にはH形鋼を用いるとする。床荷重の幅

を6.4メートルとし、床荷重として基準階7.75kN/m2、R階10.09kN/m2を与え、図2-4に示

すように基準階、R階にそれぞれ一様分布荷重を49.6kN/m､64.576 kN/mと与えたものを

鉛直荷重とする。さらにAi分布(C0=0.2)に従った水平荷重を図2-4に示すように与える。1
次長期設計用荷重時には鉛直荷重のみ、1次短期設計用荷重時には鉛直荷重と水平荷重を

作用させる。さらに部材断面の設計変数は、図2-4に示す断面番号に対応するように与え

る。 
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図2-4 3層3スパンモデル 

 
線形緩和問題において、Clarke劣微分2)の意味での局所最適解への収束性を保証するた

めに内点法13)と直接探索法14)のクロスオーバー15)を用いる。また、表2-1に示す設計変数の

上下限制約が0から1となるように設計変数を正規化して解いた。実行環境は 
CPU：Intel Core2 Duo 3GHz, OS: Windows XP,  
MATLAB R2010b, Microsoft Visual C++ 2008 

であり、この解析例においては0.01秒程度で増分解析を1回行うことができた。この解析

例に対し2.2.5節で示した分枝限定法のアルゴリズムを適用する。アルゴリズムと適用した

フローチャートを図2-5に示し、図2-5中の数字は目的関数値を表す。以下に詳細の説明を

行う。まず、ステップ1において、線形緩和問題( )LP を解き、得られる最適解を xとし、

目的関数値 327.9z = を下界値とする。ここで､ xにおける種別変数αは0となったものを

除いて 
  (1) (2) (3) (3)

3 3 1 31.00, 1.00, 0.25, 0.75α α α α= = = =  
と得られた。ここで、 :′ =x x , :z z′ = と更新する。ステップ2では種別変数αに対して式

(2.20)より、添字集合 0 1,U UI I を次式のように求め､対応する問題( )UP を作成する。 

 { }
{ }

1

0

( ) : (1, 3),(2, 3),(3,2) ,

(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3, 3)
U U

U

P =

=

I

I
  

問題 ( )UP の最適解を暫定解 xとする。次に、ステップ5において ′x に含まれる種別変数

( )i
jα ′では3層目に対応する (3) (3)

1 3,α α′ ′のみ0と1以外の値を取っているので、式(2.22)に対応

する添字集合を 

 
{ }
{ }
{ }

1 0

1 0

1 0

( ) : (3,1), (3,2),(3, 3)

( ) : (3,2), (3,1),(3, 3)

( ) : (3, 3), (3,1),(3,2)

A A A

B B B

C C C

P

P

P

= =

= =

= =

I I

I I

I I

  

と 定 め 、 こ れ ら の 添 字 集 合 に 対 応 す る 三 つ の 子 問 題 : ( ),A AP P ′= x  
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: ( ), : ( )B B C CP P P P′ ′= =x x を問題集合 N に加える。次にステップ6に進み、子問題

( )BP ′x を選び、N から取り除く。ステップ7で子問題( )BP を解き許容解が得られたので、

この解を ′x 、対応する目的関数値を z ′として更新し、ステップ3に戻る。同様に繰り返し

子問題( )AP ,( )CP を解く。ここで( )CP の最適解として 0( )P の実行可能解かつその暫定値 z

より低い目的関数値が得られたとステップ3において判定されるため、暫定解xを更新する。

問題の集合N が空集合になるので、この暫定解xを最適解として出力し、分枝限定操作を

終了する。最適解を求めるためには線形緩和問題を5回解く必要があった。問題( )LP を解

くためには113秒を要した。問題( )LP の子問題では問題( )LP の解を初期値として利用可能

であるので、それに適した15)有効制約法13)と直接探索法14)のクロスオーバーを用いた結果、

子問題を一回解く時間を20秒程度に短縮できた。分枝限定操作に従い得られた元問題 0( )P

の最適解について、断面積を線の太さに比例させて描いた架構図を図2-6(a)に示す。この

設計解を各層種別最適解と呼び、その目的関数値は表2-4に示すように328.0となった。 
 

 
図2-5 ３層３スパン解析例１の分枝限定フローチャート 

 
表2-4 ３層３スパン解析例１の目的関数値 

各層種別最適解（全体崩壊形） 328.0 
全層種別A最適解（部分崩壊形） 311.0 
全層種別B最適解（部分崩壊形） 304.7 
全層種別C最適解（部分崩壊形） 294.7 

 
この最適解における部材断面の寸法は表2-5に示す通りであり、層の部材群種別は全層す

べてCとなった。また制約条件の中では幅厚比制約、許容応力度制約、全体崩壊形に関す

る制約がactiveとなった。この最適解において、Ai分布に基づく外力分布による崩壊形を

図2-6(b)に示す｡図2-6(b)より崩壊形が全体崩壊形となっていることがわかる。 
 

各層の部材群種別

暫定解 (上界値 )

緩和解 (下界値 )
(? ? ?) 327.95

(C C B) 328.35

(P )

(? ? A) 328.45 (? ? C) 328.00

L

(P )U

(P )A (P )B
(? ? B) 328.35

(P )C
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(a) 断面積                  (b) 崩壊形  
図2-6 ３層３スパン解析例１の最適化結果 

 
表2-5 ３層３スパン解析例１の最適解断面寸法 

ID 柱断面  ID 梁断面 
1 □- 474.2 × 9.9  1 H- 655.1 × 259.0 × 8.9 × 11.4
2 □- 529.8 × 11.0  2 H- 649.8 × 285.9 × 8.9 × 9.6
3 □- 438.2 × 9.1  3 H- 520.0 × 302.0 × 7.1 × 9.7
4 □- 506.7 × 10.6  4 H- 519.8 × 296.9 × 7.1 × 9.6
5 □- 350.0 × 11.4  5 H- 795.8 × 274.6 × 11.0 × 8.9
6 □- 350.0 × 11.4  6 H- 635.3 × 266.1 × 8.7 × 9.0

 
比較のために、Ai分布に基づく外力分布で保有水平耐力を求める場合を考える。この場

合、建築基準法上では崩壊形が全体崩壊形となる制約を必要とせず、また部材群種別は全

層で共通となる。これを問題 0( )P に対応させて表せば、問題 0( )P に対して式(2.11), (2.12)
の崩壊形に関する条件を除いて、次に示す条件を与える問題に相当する。 

 

( )(1) (2)
1 1 1 1

( )(1) (2)
2 2 2 2

( )(1) (2)
3 3 3 3

,

,

S

S

S

n

n

n

α α α α

α α α α

α α α α

= = = =

= = = =

= = = =

 (2.23) 

この問題において、 1 1α = と与えた場合の最適解を全層種別A最適解、 2 1α = , 3 1α =

と与えた場合の最適解をそれぞれ全層種別B最適解、全層種別C最適解と呼ぶ。これらの最

適解の目的関数値を表2-4に示す。表2-4よりこれらの最適解の目的関数値は崩壊形を考慮

した各層種別最適解よりも小さな値となっていることがわかる。ただし、崩壊形はいずれ

も部分崩壊或いは局部崩壊になっている。どのような設計解が望ましいかについては、目

的関数値の大小だけで一概に決まるものではなく、崩壊形を含めた設計者の総合的な判断

が必要となる。本手法を用いれば各設計条件に対してどの程度のコスト増加が発生するか

を提示でき、設計者に有用な情報を提示することが可能である。そのような意味から、本

研究は数理的方法により合理的な判断を支援するための一つと位置づけられる。 
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2.3.2 3層3スパン純ラーメンモデル解析例２ 

前節で示した解析例１においては、最適解における必要保有水平耐力の制約条件式

(2.10)がactiveとならなかった。ここで、必要保有水平耐力制約がactiveとなる問題の性質

を調べるため、前節の解析例１において、式(2.7)の 0C を1.5と与えた問題を考える。ただ

し、この設定は問題の性質を調べるためであり、建築基準法で求める以上の耐震性能を要

求していることに注意が必要である。すべての設計変数の上下限値を0から1になるように

正規化した上で設計変数の初期値を一様に0.3と与えた上で、図2-7に示すように分枝限定

法のアルゴリズムで解いた。この途中では下界値よりも低い上界値が得られることがあっ

た。これは下界値として近似的な値を用いているためであり、このような場合はこの上界

に対応する設計解を初期値として与えて分枝限定を最初から解きなおした。以上より得ら

れた最適解は1層目が種別C、2層目と3層目が種別Aとなり、目的関数値は331.1となっ

た。 
 

 

図2-7 3層３スパン解析例２の分枝限定フローチャート 

 
この最適解における部材断面の寸法は表2-6に示す通りである。また制約条件の中では幅

厚比制約、許容応力度制約、必要保有水平耐力制約、全体崩壊形に関する制約がactiveとな

った。この最適解において、Ai分布に基づく外力分布による崩壊形を図2-8(a)に示す｡図

2-8(a)より、崩壊形が全体崩壊形となっていることが分かる。また、比較のため、全層種別

Cの最適解における崩壊形を図2-8(b)に示す。図2-8(b)より、崩壊形が層崩壊となっている

ことが分かる。 
 

各層の部材群種別

暫定解 (上界値 )

緩和解 (下界値 )
(? ? ?) 336.01

(C B A) 337.37

(P )

(? A ?) 331.14 (? B ?) 337.37

L

(P )U

(P )A (P )B

(? ? ?) 330.45

(C B A) 332.94

(P )L

(P )U

(? C ?) 336.33

(P )C

(? A ?) 331.14 (? B ?) 332.94

(P )A (P )B
(? C ?) 336.33

(P )C



 

 

 

ID 
1 □

2 □

3 □

4 □

5 □

6 □

 
次に

から

ラン

量は1
これ

化が収

題( LP

にま

し、表

中の5
ーバー

では最

より

( )LP

 

(a) 

柱

□- 435.6

□- 578.5

□- 422.6

□- 486.8

□- 350.0

□- 350.0

に線形緩和

1になるよう

ダムで生成

10-6以下と与

れらの6組の

収束せず、許

)LP を内点法

とめる。さ

表2-7に示し

5組で許容解

ーが最も安定

最終的に目的

も小さい値で

の非凸性に

各層種別最

図2-8 ３

表

柱断面 
6 × 9
5 × 12
6 × 9
8 × 10
0 × 11
0 × 11

と分枝限定法

うに正規化し

した初期値3
与え､制約条件

の初期値に対

許容解すら求

法で解いたと

らに、直接探

した内点法で

解に収束した

定して解を求

的関数値33
である。最良

由来するもの

適解    

層３スパン解

表2-6 3層モ

 I
9.1  
2.1  
9.4  
0.8  
1.4  
1.4  

法の有効性を

した上で設計

3組から初期

件違反量がこ

対して元問題

求まらなか

ころ、3組で

探索法14)によ

で得られた解

た。表2-7、表

求められてい

1.1が得られ

良の場合でも

のである。
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解析例２の最

モデルの最適

ID
1 H-
2 H-
3 H-
4 H-
5 H-
6 H-

を検証するた

計変数の初期

期値依存性を

この値以下と

題 0( )P を内点法

った。次に

では許容解に

よるクロスオ

解を初期値に

表2-8、表2-9
いることがわ

れており、こ

もその誤差は

  (b) 全
最適解におけ

適解断面寸法

655.1 ×
649.8 ×
520.0 ×
519.8 ×
795.8 ×
635.3 ×

ために､すべ

期値を一様に

を調べる。こ

となった場合

法13)で直接解

、同じ6組の

に収束した。

オーバーとし

に与えて直接

より内点法と

わかる。ただ

これは表2-9に
は約1.4%であ

全層種別C最適

ける崩壊形 

法 

梁断面 
259.0 
285.9 
302.0 
296.9 
274.6 
266.1 

ての設計変数

に0.3,0.5,0.7
ここで、許容

合に許容解と

解いたところ

の初期値に対

以上の結果

して、線形緩

探索法で解

と直接探索法

だし、図2-7に
に示したすべ

あった。この

適解 

× 8.9 ×
× 8.9 ×
× 7.1 ×
× 7.1 ×
× 11.0 ×
× 8.7 ×

数の上下限

の与えた計

容な制約条件

と判定する。

ろ、いずれも

対して線形緩

果を表2-7と
緩和問題( LP

いたところ

法によるクロ

に示す分枝限

べての目的関

の誤差は緩和

× 11.4
× 9.6
× 9.7
× 9.6
× 8.9
× 9.0

値を0
3組と

件違反

 
も最適

緩和問

表2-8
)に対

、6組
ロスオ

限定法

関数値

和問題
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表2-7 緩和問題( )LP を内点法で解いた場合 

初期値 0.3 0.5 0.7 Rand1 Rand2 Rand3 
目的関数値 336.0 336.1 337.6 393.4 364.6 336.0 

増分解析回数 9456 9350 9364 9536 8806 9296 
制約違反量 7.4×10-9 0.0 3.8×10-4 2.7�10-8 4.2×10-2 1.0×10-4

 

表2-8 元問題 0( )P を内点法で解いた場合 

初期値 0.3 0.5 0.7 Rand1 Rand2 Rand3 
目的関数値 386.48 558.15 1342.41 1106.32 658.53 368.10 
増分解析回数 6674 9566 7356 9380 9970 5676 
制約違反量 3.7×10-1 2.0×10 1.8×102 8.3×10-2 1.7×103 2.3×10-1

 

表2-9 緩和問題( )LP を直接探索法で解いた場合 

（内点法からのクロスオーバー） 

初期値 0.3 0.5 0.7 Rand1 Rand2 Rand3 
目的関数値 335.99 336.06 337.64 393.38 364.55 336.04 

増分解析回数 11454 11348 10500 11534 10990 11292 
制約違反量 3.8×10-6 0.0 4.8×10-10 2.7×10-8 4.2×10-2 8.4×10-7

 
以上をまとめると、この解析例においては次の考察がなされる。 
(1) 多点探索により初期値依存性を低減できることが一般的に知られている。ただし、この

解析例の元問題に多点探索を直接適用しても、その効果は小さく、許容解すら得られて

いないことが表 2-8 に示されている。 
(2) 表 2-8 と表 2-9 の比較より緩和問題の局所解の目的関数値のばらつきは元問題のものよ

りも小さいことが分かる。すなわち初期値依存性が低減されていることが示されている。 
(3) 多点探索を用いて定めた下界の近似値は表 2-9 では 335.99 である。図 2-7 に示す分枝

限定法の最終的な目的関数値 331.1 と比較すると、非凸性に起因する初期値依存性の影

響は少なくとも約 1.4％生じたと言える。 

 
非凸性に起因する誤差が生じた場合にも図2-7に示すように下界値を更新して分枝限定操

作をやり直すことによる対応は可能であり、単純に多点探索を繰り返すよりも良い設計解

が発見できるものと予想される。以上より、線形緩和問題と分枝限定法を考える意義が例

示されたと言える。 
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2.3.3 10層3スパンブレース付きモデル解析例 

図2-9に示す10層3スパンブレース付き鋼構造平面骨組モデルを考える。SN490級鋼を用

い、柱部材には角形鋼管、梁部材にはH形鋼、ブレース部材には座屈拘束ブレースを用い

るとする。 
 

 
図2-9 10層3スパンブレース付きモデル 

 
図2-9に示すような荷重条件を考え、1次長期設計用荷重時には鉛直荷重のみ、1次短期

設計用荷重時には鉛直荷重と水平荷重を作用させる。さらに部材断面の設計変数は、図2-9
に示す断面番号に対応するように与える。この解析例において、線形緩和問題( )LP を解い

て得られる最適解すなわち緩和解 xは元問題 0( )P の非許容解であった。この緩和解におい

て目的関数値は2767.4であった。この線形緩和解を利用し、式(2.20)によりすべての層の

種別を固定した問題 UP を解いて得られた暫定解の目的関数値は2819.1となった。暫定解と

下界の目的関数値の差が2％以内に収まっていたため、ここでは暫定解を元問題の近似的

な最適解として計算を打ち切った。3.1節同様にこの設計解を各層種別最適解とよび、断面

積を線の太さに比例させて描いた架構図を図2-10(a)に示し､さらに各層の種別を表2-10に
示す。この最適解においては幅厚比制約、許容応力度制約、必要保有水平耐力制約、全体

崩壊形に関する制約条件がactiveとなっていた。また、Ai分布に基づく外力分布による崩
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壊形は図2-11(a)で示すような全体崩壊形となっていた。 
3.1節と同様にAi分布に基づく外力分布で保有水平耐力を求め、これらの設計解をそれぞ

れ全層種別A最適解、全層種別B最適解、全層種別C最適解と呼び、これらの最適解の目的

関数値を表2-11に示す。全層種別A最適解、全層種別B最適解、全層種別C最適解では、崩

壊形はいずれも部分崩壊或いは局部崩壊になっていた。例として、全層種別Cの場合の最

適解において、断面積を描いた架構図を図2-10(b)に示し､Ai分布に基づく外力分布による

崩壊形を図2-11(b)に示す。3.1節での考察と同様にいずれの設計解が望ましいかは設計者

の判断による部分が大きいものと考えられる。 
 

表2-10 10層モデル層ごとの種別 

層 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
種別 C A B B B C C C C A 

 
表2-11 10層モデルの目的関数値 

各層種別最適解（全体崩壊形） 2819.1 
全層種別 A 最適解（部分崩壊形） 2245.9 
全層種別 B 最適解（部分崩壊形） 2200.2 
全層種別 C 最適解（部分崩壊形） 2191.3 

 
 

 
(a) Qun分布の場合               (b) Ai分布の場合 

図2-10 10層モデル最適化結果（断面積） 
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(a) Qun分布の場合                (b) Ai分布の場合 

図2-11 10層モデルの最適解の崩壊形 
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2.4 まとめ 

本章で得られた結論は以下の通りである。 
(1) 分枝限定法を用いて、構造特性係数Dsの選択を含めた鋼構造骨組の最小重量設計問題

を解く手法を提案した。本手法を用いれば、各部材種別と弾塑性応答との関連を考慮

した上で実務設計に則した鋼構造建築物の最適設計解を実用的な時間内に得ることが

可能であることを数値解析例により確認した。 
(2) 本手法では上界と下界を用いて、局所解の信頼性を定量的に評価できる。また、分枝

限定操作においては元問題の設計条件を満たす暫定解が常に求められており、元問題

の最適解を最後まで求めなくとも、暫定解を設計に利用することも可能である。 
(3) 構成した緩和問題も依然、非凸計画問題であるため、その局所解の目的関数値は元問

題の下界の近似値にとどまる。多点探索によりその影響を低減させてはいるものの、

3層3スパン純ラーメンモデル解析例２では緩和問題の局所解の目的関数値（下界の近

似値）と最終的に得られた局所解の目的関数値（更新された下界の近似値）との間に

は約1.4％の差が観察された。ただし、混合整数計画問題を直接に多数解く方法と比べ

て、緩和問題を解く本方法では目的関数値の初期値依存性が低減されること、および

安定して許容解が得られることを解析例において確認した。 
(4) 解析例において、Ai分布に基づく外力分布で梁降伏先行型全体崩壊形を保証し、かつ

設計基準に満たすQun分布に基づく外力分布で保有水平耐力を求める場合と、崩壊形

の指定を与えずにAi分布に基づく外力分布で保有水平耐力を求める場合とを比べると、

約1割から3割程度のコスト増加がみられた。後者では崩壊形が部分崩壊又は局部崩壊

になることが多いため、前者のコスト増加は全体崩壊形を保証するために必要なコス

トとみなせる。本手法を用いればこのような情報を提示することが可能である。 
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第3章 半正定値緩和を用いた構造特性係数の不連続性を考慮した鋼構造骨組

の最適設計法 

 
3.1 はじめに 

本章では、第2章と同様に、鋼構造建築物の鋼材量最小化問題における構造特性係数の非

凸性に注目し、凸緩和問題を利用した最適設計法について述べる。ただし、本章では、第2
章で利用した線形緩和問題のほか、理論上緩和効果が線形緩和より良いとされる半正定値

緩和問題を利用した方法を提案する。また、数値解析例を通じて、この二種類の緩和法の

効果と効率を比較する。 

 
3.2 設計問題の定式化 

第２章と同様に、構造特性係数Dsが0-1変数を用いて表し、部材断面を連続変数とした設

計問題を混合整数計画問題として定式化する。さらに0-1制約に対して線形緩和と半正定値

緩和を行い、線形緩和問題と半正定値緩和問題を与える。 
ただし、問題を単純化するために、以下の仮定をおく。 

(7) 形状係数 Fes を 1.0 とする。 
(8) 柱部材の種別は FA と FB のみとする。 
(9) 柱梁部材群の種別は D を非許容として、A，B および C の中から選ぶとする。 
(10)層毎の部材群種別は層に属するすべての部材種別の最低位のものを A、B および C の 3

種類の中から選ぶとする。 
(11)一次設計においては層間変形角と短期許容応力度のみを考慮する。 
(12)二次設計における保有水平耐力は崩壊メカニズムを梁降伏に仮定する。 
 
3.2.1 設計変数と目的関数 

最適化問題の定式化において、目的関数と幅厚比制約を線形式で表現するために、設計

変数ベクトルxは次式のように部材断面積A、断面幅厚比R、0-1補助変数αおよび変位

ベクトルuからなるとする。 

 { } { }{ { }
}

( ) ( ) ( )
1 2 3

, , , , , , , , , ;

1, , , 1, , , 1, ,

C C G G G Gk k k k k k S S S
C C f f w w

C C G G S

A R A R A R

k n k n S n

α α α=

= = =

x u
  (3.1) 

ここで、 , , ,
C G B S
n n n n はそれぞれ柱断面数、梁断面数、ブレース断面数、層数を表し、

上添え字の , ,
C G B
k k k はそれぞれ柱、梁、ブレースの断面番号、Sは層番号を表し、下添え

字 , , ,C f w Bはそれぞれ柱、梁フランジ、梁ウェブおよびブレース部材に関する変数である

ことを示す。さらに、補助変数の下添え字1,2, 3は該当層の部材群種別A,B,Cに対応すると

する。 
次式のように総鋼材量 ( )W x を表し、目的関数とする。ここで、lは該当断面の部材長さ
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の和を表す。 

 
( )
1, , ,

)

1,

(2

,

C C G G G

C G

C C G

k kk k k

k
C C G f w

G

k

l A l A A

k n k n

W + +

= =

= ∑ ∑x
 (3.2) 

 
3.2.2 元問題の定式化 

構造特性係数Dsは柱および梁の部材群種別に応じて表3-2で示すような値をとる。0-1補
助変数αを導入すれば、第S層のDs値を次式のように表せる。 

 
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3
( ) ( )1, {0,1

0.25 0

}, 1,2

. .

,

3 0

3

35

i

S S S S
S

i
S S

i

i

D α α α

α α= ∈ =

= + +

∑  (3.3) 

なお、Ds値は層ごとに該当層の柱および梁の部材群種別から定まる。層ごとの柱梁部材群

種別を層に属するすべての柱と梁の部材種別の最低位のものとすれば、層ごとの柱と梁の

幅厚比を部材群種別に該当する限界幅厚比以下とする制約条件を考えれば良い。表3-1より、

角型鋼管柱の場合には第S層の部材の幅厚比制約条件を次式のように表せる。 

 ( )

( )

( )

( )

1

2

( )
3

(

( )

( )

)

( )

( )

( 33) 0,

( 37) 0,

( 48) 0,

1, {0,1}, 1,2, 3

S
C

S
C

S
C

k

C

k

C

k S
C C
S S
i i

i

S

S

S

R

R

R k

i

α

α

α

α α

− ≤

− ≤

− ≤ ∈

= ∈ =∑

S

CI
 (3.4) 

ここで、
( )S
CI を第S層に属するすべての柱断面の集合とする。第S層の梁の幅厚比制約も

式(3.4)と同様に表せる。以降では第S層の幅厚比制約条件を表3-1に示す記号と対応させて

以下のように表す。
( )
G

SI を第S層に属するすべて梁断面の集合とする。 

 
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) 0

( ) 0

( ) 0

,

=1, {0,1}, 1,

( )

2 3,

( )

,

S
C

S
G

S
G

kS
i C Ci

kS
i f fi

kS
i

i

w wi

S S
C G G

S S
i

i

R R

R R

R R

k k

i

α

α

α

αα

− ≤

− ≤

− ≤

∈ ∈

∈ =∑

S S

CI I

柱の幅厚比制約

梁フランジ幅厚比制約

梁ウェブ幅厚比制約  (3.5) 
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表3-1 柱および梁の種別 

柱及び梁の種別 FA FB FC 

部材 部位 幅厚比 幅厚比 幅厚比

柱 
(角形) 

 1
33( )

C
R

2
37( )

C
R

3
38( )

C
R

梁 
(H 形) 

フランジ 1
9( )

f
R

2
11( )

f
R

3
15.5( )

f
R

ウェブ 1
60( )

w
R

2
65( )

w
R

3
71( )

w
R

 
表3-2 Ds値 

柱および梁の部材群種別

A B C 

0.25 0.3 0.35 
 
以上より，構造特性係数 Ds を考慮した鋼材重量最小化問題の混合整数計画問題 0P を次

のように定義する。 
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) (
1

) (
2 3
)

[ P0]

0

Min

s.t. ( )

.25 0.

( )

( )

( ) 0 (

( ) 0 (

(

3 0.

) 0 (

5

(

3

)

)

)

S
C

S
G

S
G

L U

kS
i C Ci

kS
i f fi

kS
i w wi

S S S S

S S S
ud u

W

R R

R R

R R

Ds

Ds Q Q

α α

α

α

α

α

=

≤ ≤

− ≤

− ≤

− ≤

⋅ ≤

+ + ≤

x
x

K x u p

x x x

剛性方程式

設計変数

混合整数計画問題

柱の幅厚比制約

梁フラ

の上下限制約

ンジ幅厚比制約

梁ウェブ幅厚比制約

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

)

( ) 0 ( )

=1, {0,1}, 1,2, 3

, , 1, ,

S S
i

S S S

i

S
i

C C G G S

g

i

k k S n

α α

≤

∈ =

∈ ∈ =

∑
x

I I

必要保有水平耐力制約

層間変形、許容応力度制約

 

 

ここで、 ( )

ud

SQ は地震力によって第S層に生ずる水平力、 ( )S

u
Q は第S層の保有水平耐力とす

る。構造特性係数Ds値をある定数に固定した問題は、問題 0P において補助変数のいずれ

か一つを１に固定した場合に相当する。問題 0P は非線形0-1混合整数計画問題に属し、そ

のままでは解くことは困難な問題である。そのため次節で問題 0P の線形緩和問題を利用



34 
 

して最適解を求める方法について考える。 
 
3.2.3 線形緩和問題の定式化 

問題 0P は0-1変数を用いて定義されており、非凸性の大きい制約条件が存在する問題で

ある。勾配情報に基づく数理計画法により問題 0P を直接解いた場合には、強い非凸性に

より初期値依存性の強い局所解しか得られないことが予想される。より大域的な性質の良

い解を求めるために、本節では非凸性を減じた緩和問題を考える。一次設計の許容応力度、

層間変形角、二次設計の保有水平耐力などの非凸性は0-1制約条件に比べて弱いものである

と予想されるため、緩和を行わないものとする。式(3.4)の線形緩和式は次のように表せ

る。 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3
( ) ( )

33 37 48 ,

1,0 1, 1,2, 3

S
Ck S S S S S
C C C

S S
i i

i

R k

i

α α α

α α

≤ + + ∈

= ≤ ≤ =∑
I

 (3.6) 

このような線形緩和式を用い、混合整数計画問題 0P の線形緩和問題 1P を次のように表

す。 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )
1 2 3

( ) ( ) ( )

Min

s.t. ( ) ( )

( )

[ P1]

0

(

.25 0.3

)

( )

(

0.35

)

(

S
C

S
G

S
G

L U

k S
C C i

i

i
i

S S S S

i

k S
f fi

k S
w wi

S S

i
i

ud u
S

W

R R

R R

R R

Ds Q

Ds

Q

α α α

α

α

α

=

≤ ≤

≤

≤

≤

⋅

+ + ≤

≤

∑
∑
∑

x
x

K x u p

x x x

柱の幅厚比制約

梁フ

剛性方程式

設計変数

ランジ幅厚比制約

梁ウェブ

線形緩和問

幅厚比制約

の上下限制約

必

題

要保有水平耐力

( ) ( ) ) (

(

(

)

)

)

( ) 0 ( )

=1, 1,2, 3

, , 1, ,S S S S
C C

S

i

G S

i

G

g

i

k k S n

α

≤

=

∈ ∈ =

∑
x

I I

制約

層間変形、許容応力度制約

 

 
１層１スパン純ラーメンモデルを例として、柱部材の断面積と幅厚比に対する必要保有

水平耐力制約条件の許容領域を図 3-1 に示す。ここで、図 3-1 の横軸と縦軸はそれぞれ上下

限値を 0 から 1 にスケーリングした断面積と幅厚比である。図 3-1 (a)は問題 0P の許容領図

3-1 (b)は問題 1P の許容領域を表している。図 3-1 (a)は階段状な非凸性の強い許容領域であ

り、図 3-1 (b)は凸な許容領域になっていることがわかる。 
 



 

 
3.2.4

前節

考慮

近い緩

れる。

る。

問題の

まず

 

こ

き換

 

が得

問題

ように

4 半正定値

節で述べた線

した鋼構造骨

緩和解が得

。凸緩和とし

これらの中で

の定式化を考

ず、非凸２次

こで、新しい

えれば、QP

られる。この

題EQPにお

に書ける。 

   

緩和問題の定

線形緩和問題

骨組の最小重

られれば、分

して、線形緩

では半正定値

考える。 
次計画問題の

QP : f

M

s

い変数 ≡X

Pと等価な問

EQP :

の操作は線形

ける等号制約

(a) 元問題

図3-1

定式化 

題の定式化と

重量設計問題

分枝操作の回

緩和以外に二

値緩和が理論

の標準形とし

0

..

T

T
i

find

Min

s t

x

x Q x

x Qx

Txx を導入し

題 

0

{ ,

. .
i

find

Min

s t

=

X x

Q X

Q X

X

i
i

形化と呼ぶ。

約 T=X xx

35 

題     

許容領域の

と分枝限定法

題を解くこと

回数も大幅に

二次錐緩和1)、

論的には最も

して、次の問

0
T

T
i

π

π

+ +

+ +

x q x

x q x

し、非凸２次

0

}
T

T
i

T

π

+ +

+ +

=

x

X q x

X q x

xx

ここで、A

を取り除け

   (b) 緩和

の緩和 

法を用いて、

とが可能であ

に減らし、よ

、半正定値緩

も優れている

問題を考える

0

0,
i

i

π

π ≤ =

次計画問題Q

0

0,
i

i

π

π ≤ =

(Tr≡A B Ai

ば、EQPの線

和問題 

構造特性係

ある。しかし

より短時間で

緩和2-4)等の方

る。本節では

る。 

1,. .. ,m=

QPにおける変

1,...,m=

)AB は行列の

線形緩和問題

 

係数の不連続

し、より厳密

で最適解が求

方法が知られ

は、半正定値

変数の２次項

の内積を表す

題の定式化が

続性を

密解と

求めら

れてい

値緩和

(3.7) 

項と置

(3.8) 

す。 
が次の
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0 0 0

0, 1,..

LPR : {

.,

, }

. .

T

T
i i i

find

Min

s t i m

π

π ≤ =

+ +

+ +

X x

Q X q x

Q X q x

i
i

 (3.9) 

また、EQPにおける等号制約条件 T=X xx を次のように半正定値制約条件に緩和すれば、

問題EQPの半正定値緩和問題が得られる。 

 T T− = ⎯⎯⎯→ −X xx O X xx O緩和  (3.10) 

問題EQPの半正定値緩和問題は次のように書ける。 

 0 0 0

SDPR : { , }

. . 0, 1,...,

T

T
i i i

T

find

Min

i ms t

π

π

+ +

+ +

−

≤ =

X x

Q X q x

Q X q x

X xx O

i
i

 (3.11) 

また、 

 
1 T

T
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢

− ⇔
⎥⎣ ⎦

x
x X

X xx O O  (3.12) 

が成立するため、半正定値緩和問題SDPRにおける変数を新しい変数 

 
1 T⎡ ⎤
⎢ ⎥≡ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x
Y

x X
 (3.13) 

に置き換え、 

 
00

1,..
2

, .
1

,,
2

T T
i i

i
i i

i m
π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎠

=
⎝

0 q
E P

0 O q Q
 (3.14) 

とおけば、SDPRと等価的に、半正定値緩和問題の定式化を 

 
0

00

SDPR' :

.

0, 1,.

.

..

1

,
i

find

Min

s t

i m≤ =
=

Y

P Y
E Y
P Y

Y

O

i
i
i

 (3.15) 

と書ける。 
 SDPR’の実行可能解Y の固有値を 

 21 1
( ) ( ) ( )

n
λ λ λ +≥ ≥ ≥Y Y Y  (3.16) 

と表示すると、 
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2

( ) 1 , ) 0(T rank λ ≤− = ⇔ = ⇔X xx O Y Y O Y  (3.17) 

が成り立つため、非凸２次計画問題EQPに 

 
2
( ) 0λ ≤Y  (3.18) 

という条件を加えたものと等価である。5) 
 非凸２次計画問題QP、半正定値緩和問題SDPRと線形緩和問題LPRの許容領域をそれぞ

れ , ,QP SDPR LPRF F F と定義すれば、 

 QP SDPR LPR⊆ ⊆F F F  (3.19) 

が成り立つ。よって、半正定値緩和は線形緩和より強いことが明らかである。 
鋼構造骨組の最小重量設計問題を非凸２次計画問題として定式化するには、元問題の定

式化における0-1補助変数αを次のように２次式として書ける。 

 ( ){0,1 1 0}α α α∈ ⇔ − =  (3.20) 

0-1制約以外の非線形制約条件に対して、次式のように１次テイラー展開を用いて、線形

式に近似する。 

 
1

( ) ( ) ( )( )
n

i i
i i

df
f f x x

dx=

′ ′ ′≈ + −∑x x x  (3.21) 

0-1制約以外の線形制約条件と非線形制約の１次テイラー展開式(3.21)を合わせて、 ( )f x

と記す。次のように２次妥当不等式が作られる。 

 
( )

(1 ) ( )

α
α

⋅
− ≤

≤
⋅
f x
x

0
f 0

 (3.22) 

設計変数を 

 
1 T

T

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x
Y

x xx
∼  (3.23) 

と定義し、式(3.20)と式(3.22)を含めたすべての２次項と置き換え、得られた線形制約式を

( )F Y と記すれば、半正定値緩和問題を次のように定義できる。 

 

1

min

s.t.

)

(

,

(

)

1

W

y =≤ ≤

≤
Y

FY
Y O
O

0

Y 1

P2 :

 

ただし、Y O は行列Y が半正定値行列であることを意味する。 
 



38 
 

3.3 数値解析例 

3.3.1 １層１スパン解析例 

図3-2に示す１層１スパン鋼構造平面骨組モデルを考える。すべての部材でSN400級鋼

を用い、柱は角型鋼管、梁はH形鋼を用いるとする。 
鉛直荷重は梁に30kN/mの一様分布荷重を与えた上で、Ai分布から算出された地震荷重

を図3-2に示すように与える。 
 

 
図3-2 １層１スパンモデル 

 
この例題の元問題 P0 の定式化を次のように書ける。 

 

1 6 1 2

1 2
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≤
≥

x
x

K x u P

x

（総体積を最小化）

剛性方程式

柱の幅厚比制約

梁フランジの幅厚比制約

梁ウェブの幅厚比制約

層間変形角制約

保有

1 2

)

( 1) 0, 1,2 (0 1 )

1
L U

i i
i

α α
α α − = = −

+ ≤

≤ ≤x x x

水平耐力制約

制約

（上下限制約）

 

ただし、必要保有水平耐力制約が支配的となるような問題の性質を調べるために、層間

変形角を 1/200 以下、必要保有水平耐力を 1.8 倍にする。 
元問題の定式化における 0-1 制約を取り除けば、線形緩和問題の定式化が得られる。 
半正定値緩和問題を定式化するため、設計変数をx , Y とする。 

 
1 6 1 2

1 2

={ , , , , , , ,..., , , }

1
, { , , , , , , , }

c f

T

c f w w

C C f w wT f

A R A R A R u u

A R A R A R

α α

α α
⎡ ⎤
⎢ ⎥ =⎢ ⎥
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x

z
Y z

z zz
∼

 (3.24) 

h=
4m

l=6m

36kN

30kN/m



39 
 

 

1 2

1 2

1 2

1

1 2

48 15 11

15.5 6.5

( )

( ) ( )

4.5

71 11 6

( )

1

n

i i
i

f

c

i

w

d
x

R

x
d

R

R

x
λ

λ

α α
α α
α α

α α
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢

≤ − −
≤ − −

≤ ⎦

−

⎥⎣

≤ −

+

∑
g x

x x

 (3.25) 

と記せば、妥当２次不等式を次のように生成できる。 

 
( )

(1 ) ( )

(1 ) 0, 1,2

i

i

i i i

α
α

α α

⋅
− ⋅ ≤

⋅ − =

≤

=
0

g x
g x

0
 (3.26) 

２次妥当不等式における２次項を変数Y と置き換えた線形制約条件を ( )≤GY 0 とすれば、

半正定値緩和問題P2の定式化は次のように書ける。 

11

1

min

s.t.

,

( )

( )

( )

/ 1 / 500

1

L U

L U

W

u h

Y

=
≤
≤

≤

≤

=≤

≤

Y O

Y Y Y

x
K x u p
GY 0

x x x

 

この例題の線形緩和問題の最適解と半正定値緩和問題を解く。実行環境は 

CPU：Intel Core2 Duo 3GHz, OS: Windows XP, NUOPT V11 
である。得られた最適解を表 3-3 に示す。 
 

表3-3 １層１スパンモデルの最適解 

最適化問題 
目的関数値

(cm3) 
α1 α2 

計算時間

(s) 

厳密解 81379 0 1  

P1 (線形緩和) 81314 0.481 0.000 0.19 

P2 (半正定値緩和) 81374 0.036 0.924 0.38 

 
表3-3に示すように、この１層１スパン例題において、線形緩和問解より、半正定値緩和

解の精度が良いことが分かる。ただし、半正定値緩和問題を解く場合は線形緩和問題を解

く場合より計算時間が長かった。 
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3.3.2 ３層３スパン解析例 

図3-3に示す３層３スパン鋼構造平面骨組モデルを考える。すべての部材でSN400級鋼

を用い、梁はＨ型鋼、柱は角型鋼管を用いるとする。また、問題を簡単にするため、すべ

ての梁寸法をグルーピングする。柱寸法は層ごとにグルーピングする。 
鉛直荷重は全ての梁に30kN/mの一様分布荷重を与えた上で、Ai分布から算出された地

震荷重を図3-3に示すように与える。 
ただし、必要保有水平耐力制約が支配的となるような問題の性質を調べるために、層間

変形角を 1/200 以下、必要保有水平耐力を 5 倍にする。 
 

 
図3-3 ３層３スパンモデル 

 
 この例題で、元問題 P0 を次のように定式化できる。 
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元問題の定式化における 0-1 制約を取り除けば、線形緩和問題の定式化が得られる。 
半正定値緩和問題を定式化するため、設計変数をx , Y とする。 

 
{ } { } { } { }{ }

{ } { } { }
3 31 1 2

1 2

1 1

3 31

= , , , , , , , , , ,

1
, { , , , , , , , }

f

T

c c f w w nDof

c f w wT c f

A R A R A R u u

A R A R A R

α α

α α

× ×× ×

× ××

⎡ ⎤
⎢ ⎥ =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x

z
Y z

z zz
∼

 

１層１スパンの例題と同様に、半正定値緩和問題 P2 の定式化を次のように書ける。 
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また、半正定値緩和問題における半正定値制約Y O を取り除いた問題を P3 とする。

この例題において、線形緩和問題 P1、半正定値緩和問題 P2 と半正定値緩和問題における

半正定値制約を取り除いた問題 P3 をそれぞれ解く。得られた最適解を表 3-4 に示す。 
 

表3-4 ３層３スパンモデルの最適解 

最適化 
問題 

目的関

数値 
(m3) 

αA
1 αB

1 αA
2 αB

2 αA
3 αB

3 
Time 

(s) 

厳密解 1.5663 0 1 1 0 1 0  
P1 1.5589 0.733 0.000 0.733 0.000 1.000 0.000 0.92 
P2 1.6522 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 3.44 
P3 1.6521 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.63 

 

表3-4に示すように、この３層３スパンモデルの例題において、線形緩和問題P1では緩和

解が得られた。半正定値緩和問題P2と半正定値緩和問題における半正定値制約を取り除い

た問題P3は元問題P0の緩和問題にもかかわらず、厳密解より目的関数値が高い解が得られ

た。これは問題の非凸性に由来することと考えられる。元問題の下界を求めるための緩和

問題として利用することができない。 
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3.4 まとめ 

本章で得られた結論は以下の通りである。 
(1) 構造特性係数Dsの不連続性を考慮した構造骨組の最小重量設計法に使われる線形緩和

と半正定値緩和を用いる分枝限定法の定式化を提案した。 
(2) １層１スパンモデルの解析例において、半正定値緩和問題では線形緩和問題より精度

が良い緩和解が得られた。この例題において、半正定値緩和の有効性が確認できた。 
(3) ３層３スパンモデルの解析例において、半正定値緩和問題の最適解の目的関数値は元

問題の最適解よりも高く、緩和問題として利用することができない。 
 
本章と第２章で提案した手法はいずれも構造特性係数のみの非凸性に対する凸緩和を利

用した手法である。許容応力度制約、層間変形角制約なども非凸な制約条件のため、構成

した緩和問題も依然非凸計画問題であり、その局所解の目的関数値は元問題の下界の近似

値にとどまる。３層３スパン解析例において、半正定値緩和問題が安定的に緩和解を求め

ることができなかった理由として、緩和問題の非凸性にあると考えられる。また、半正定

値緩和問題の定式化に用いられるテイラー展開式により、元問題の許容領域が削られた可

能性も考えられる。 
よって、鋼構造骨組の最小重量設計問題において、すべての非凸性を取り除いて、完全

な凸緩和問題の構築が必要である。第４章では、このような問題全体の凸緩和問題につい

て述べる。 
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第4章 鋼構造骨組の最小重量設計問題における凸緩和 

 
4.1 はじめに 

第２章と第３章では鋼構造骨組の最小重量設計問題における構造特性係数のみの非凸性

に注目し、その非凸性に対する凸緩和を利用した手法を提案した。しかし、鋼構造骨組の

最小重量設計問題において、非凸性を有する要素が構造特性係数以外にも沢山存在する。

例として、許容応力度制約、層間変形角制約、増分解析より求める保有水平耐力などがあ

る。本章では、鋼構造骨組の最小重量設計問題におけるすべての非凸性に対する凸緩和法

を提案する。 
 

4.1.1 問題の性質と研究の目的 

凸計画問題では任意の局所的最適解は大域的最適解である。一方、非凸計画問題では局

所的最適解が大域的最適解である保証はなく、大域的最適解から大きく劣った局所的最適

解が多数存在する可能性がある1)。鋼構造骨組の最小重量設計問題においても非凸制約条

件が多数存在する。１次設計における許容応力度制約、層間変形制約、２次設計における

必要保有水平耐力制約はすべて非凸制約条件に分類される。このような非凸制約条件の存

在により、局所的な最適性条件を満たす設計解は多数存在し、それらの中から大域的最適

解を選ぶことは極めて困難である。大域的最適解という意味では、部材断面を離散変数と

して定式化し列挙法を用いて求める方法が提案されている2)。ただし、離散最適化問題も

同様に解くことが難しい問題である。このような困難が存在する一方で、大域的最適解自

体への実用的な必要性は小さく、許容解が得られれば十分であるとも考えられる。ただし、

複数の局所解の目的関数値がそれほど変わらなければどの局所解でも良いのであり、他の

局所解よりも大きく劣った解であれば、それはできる限り排除すべきである。以上より、

実用的な意味においても、局所解と厳密解との目的関数値の乖離度を測り局所解の良さを

評価することには意義があると考える。 
 

4.1.2 研究の位置づけ 

局所解（上界）の良さを測るために、緩和問題の最適解（下界）を利用することが可能

である。元問題の非凸性を何らかの方法で除去し、凸計画問題に緩和した問題を構成でき

れば、局所最適性により問題の下界を特徴づけることができる。このような大域的最適化

アルゴリズムの研究は1960年代には始まっている。近年になり、高速かつ大容量の計算環

境が提供されるようになったため、実用上の応用についてより多くの研究が行われるよう

になっている2)。 
目的関数および制約条件が変数の多項式で書かれた最適化問題は多項式計画問題と呼ば

れる。多項式計画問題は非凸二次計画問題の一般化であるとともに、新しい変数を導入す

ることにより多項式計画問題を非凸二次計画問題として再定式化することも可能である3)。
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このような定式化に対する凸緩和として線形緩和4)、二次錐緩和5)、半正定値緩和6-8)等の方

法が知られている。これらの中では半正定値緩和が理論的には最も優れている。一方で、

大規模な問題を数値的に安定かつ高速に解くことができる線形計画ソルバーに基づく線形

緩和の利点も指摘されている9, 10)。実際に近年の線形計画ソルバーは設計変数および制約

条件をそれぞれ1千万以上有する問題を数時間で解くことができる11)。このような背景の

下、線形緩和法の一つであるReformulation-Linearization Techniques（RLT）と分枝切除

法とを組み合わせた方法4, 12)の有効性が報告されている。 
4.2節で示すように鋼構造骨組の最小重量設計問題も多項式計画問題として定式化できる。

このような点から鋼構造骨組の最小重量設計問題を考察することは実用的にも理論的にも

興味深いものと思われるが、十分な既往の研究はなされていないようである。本章では、

弾性解析に基づく許容応力度設計についての設計条件を単純化して考慮した上で、鋼構造

平面骨組の最小重量設計問題を多項式計画問題として定式化し、問題の性質を調べる。こ

のような立場から以下について論じる。 
1) 鋼構造平面骨組の最小重量設計問題について、多項式計画問題としての定式化を行っ

た上で緩和問題を導出する。 
2) 領域分割に基づく分枝切除法により緩和問題の精度を向上する方法を提案する。 
3) 緩和解を用いて局所解の信頼性をどの程度定量的に評価することが可能かについて、

数値解析例を通じて調べる。 

4.2節では本研究で対象とする設計問題の定式化を紹介し、RLT及び分枝限定法を説明す

る。次に4.3節では3層3スパンモデルと7層3スパンモデルの解析例を用いて提案手法の有

効性を検証し、上界と下界により局所解の信頼性について定量的な評価を行い、得られた

結論を4.4節にまとめる。 
 

4.1.3 表記について 

非負整数全体の集合を 0、実数を成分とするn次元ベクトル全体の集合を nと表す。

二 つ の ベ ク ト ル , n∈x y に 対 し 、 各 成 分 を 1, , nx x , 1, , ny y と 表 せ ば

; 1, ,i ix y i n≤ = であるとき ≤x yと書く。零ベクトルは0と表す。( )⋅ および( )⋅ によっ

て、対応する変数の上下限値を表す。集合Sに対し、 | |S はSの要素数 （または濃度）を

表す。最小化問題を対象として、単に「最適解」と言った場合には大域的な最小解を指し、

そうでない局所的な最小解を指す場合には局所解と呼ぶ。ある問題の最適解に対応する目

的関数値を最適値と呼び、解が存在しない問題に対する最適値は+∞とする。 
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4.2 設計問題の定式化 

前節で述べたように鋼構造骨組の最小重量設計問題は局所解が多数存在する非凸計画問

題である。まず4.2.1節で単純モデルを通じて問題の性質を把握することを試み、緩和問題

の意義を説明した上で、4.2.2節で多項式計画問題としての一般的な定式化を与える。4.2.3
節ではRLTおよび妥当不等式を用いた線形緩和問題について述べ、緩和問題に対する領域

縮小および分枝限定法を4.2.4および4.2.5節にそれぞれ説明する。 
 

4.2.1 単純モデル（剛棒連結モデル） 

単純モデルとして、図4-1に示すような二本の鉛直柱が水平な剛棒R に連結されている

剛棒連結モデルを考える。二本の鉛直柱はそれぞれ断面積 1A , 2A および断面二次モーメン

ト 1I , 2I を有するとし、柱の長さをh、ヤング係数をE とする。 
 

 

図4-1 剛棒連結モデル 

 
外力P に対して生じる変位をuとすると、系剛性方程式は 

 ( )3 3
1 212 / 12 /P EI h EI h u= +  (4.1) 

と表せる。さらにそれぞれの柱の断面積、断面二次モーメント関係はパラメータα を用

いて 

 2 2
1 1 2 2,I A I Aα α= =  (4.2) 

と与える。各柱の断面積の上下限値制約 1 1 1A A A≤ ≤ , 2 2 2A A A≤ ≤ および変位制約

0 u u≤ ≤ を与えた上で、鋼材量 1 2hA hA+ を最小化するような 1A , 2A ,uを見出す問題 

 ( )
1 2

1 2, ,

2 2
1 2 1 23 3 3

1 1 1 2 2 2

min ,

12 12 12
s.t. ,

, , 0 .

A A u
hA hA

E E E
P I I u A u A u

h h h
A A A A A A u u

α

+

⎛ ⎞⎟⎜= + = +⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

 (4.3) 

を考える。簡単のために 1h = , 312 / 1E hα = , 1P = , 1u = と与え、uについて縮約する

と問題(4.3)は 

u

A1, I1 A2,I2

P R

h
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1 2

1 2,
2 2
1 2

1 1 1 2 2 2

min ,

s.t. 1,

, .

A A
A A

A A

A A A A A A

+

+ ≥
≤ ≤ ≤ ≤

 (4.4) 

と書き換えることができる。ここで、 1 2(0 ) ( 1)A A< < < および 1 2(1 )A A A< = = とす

る。問題(4.4)は非凸二次計画問題であり、その非凸性は制約条件 2 2
1 2 1A A+ ≥ に由来す

るものである。問題(4.4)の許容領域および目的関数の等高線を白抜きの領域および灰色の

線としてそれぞれ描いた図を図4-2に示す。問題(4.4)には二つの局所解 

局所解1： 2
1 2 1 1( , ) ( , 1 )A A A A= −  

局所解2： 2
1 2 2 2( , ) ( 1 , )A A A A= −  

が存在し、あわせて図4-2に黒点で示す。図4-2の目的関数の等高線からもわかるように局

所解1が最適解である。しかし、局所的な勾配情報に基づく非線形最適化法を適用した場

合に、局所解1,2のいずれが解として得られるかは初期値や実装方法に依存する。これが鋼

構造骨組の最小重量設計問題において初期値依存性として知られる現象である。 
 

 
図4-2 剛棒連結モデルの許容領域と局所解 

 

1

0

1

A1A2

A2
A1

A A局所解1 局所解2
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図4-3 二次式と妥当不等式 

 
問題(4.4)において、独立変数

(1) (2) (1) (2)
1 1 2 2, , ,y y y y を新たに導入して変数の置き換え 

 
(1) (2) 2
1 1 1 1
(1) (2) 2
2 2 2 2

, ,

, ,

y A y A

y A y A

⎧⎪ = =⎪⎪⎨⎪ = =⎪⎪⎩
 (4.5) 

を考える。問題(4.4)における線形不等式を掛け合わせて作られるような不等式は妥当不等

式と呼ばれ、(4.5)のような関係を用いて条件式を書き換えることは線形化と呼ばれる。第

i部材についての線形不等式 i iA A≤ , i iA A≤ から作られる妥当不等式およびその線形化を

次に示す。 

 

(2) (1) 22

(2) (1)

2 (2) (1) 2

2 0( ) 0

( )( ) 0 ( ) 0

( ) 0 2 0

i i i ii i

i i i i i i i i i i

i i i i i i

y Ay AA A

A A A A y A A y AA

A A y Ay A

⎧⎪⎧⎪ − + ≥− ≥ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪− − ≥ ⇒ − + + − ≥⎨ ⎨⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪− ≥ − + ≥⎪ ⎪⎩ ⎪⎩

 (4.6) 

問題(4.4)において妥当不等式は明らかに冗長な制約条件であり、問題(4.4)の許容領域に

何ら影響を与えない。(4.5)に対応する等式制約
(2) (1) 2( )i iy y= を黒線で、(4.6)の線形化され

た妥当不等式により作られる集合を白抜きの領域で描いた図を図4-3に示す。(4.5)の本質

は二次等式制約であり、これは非凸制約である。一方、線形化された妥当不等式により作

られる集合は凸集合であり、 i i iA A A≤ ≤ において非凸制約(4.5)を含む。つまり、線形化

された妥当不等式(4.6)は非凸制約(4.5)の凸緩和である。以上のような考えから問題(4.4)の
凸緩和問題 

yi
(1)

Ai Ai

yi
(2)

Ai
2

Ai
2
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(1) (1) (2) (2)
1 2 1 2

(1) (1)
1 2

, , ,
(2) (2)
1 2

(1)

(1) (2) 2

(1) (2)

(1) (2) 2

min ,

s.t. 1,

,

2 ,

( ) ,

2 , ( 1,2).

y y y y

i i i

i i i i

i i i i i i

i i i i

y y

y y

A y A

Ay y A

A A y y AA

Ay y A i

+

+ ≥

≤ ≤

− ≤

− + + ≤ −

− ≤ =

 (4.7) 

が導かれる。問題(4.7)は線形制約のみからなるので線形計画問題である。問題(4.7)に非線

形制約条件(4.5)を加えれば元問題(4.4)と等価な問題となるので、問題(4.4)から非凸制約

(4.5)を取り除いた問題(4.7)は問題(4.4)の緩和問題であることは明らかである。このような

線形緩和を用いる方法がRLTである。問題(4.7)における許容領域および最適解（緩和解1）
の例を白抜きの領域および白点としてそれぞれ図4-4に示す。図4-4からわかるように、緩

和問題(4.7)の許容領域は元問題(4.4)すなわち図4-2の許容領域を含む凸領域である。 
対象となる領域を分割すれば緩和解の精度を高めることができる。例えば、

1 1
CA A A≤ ≤ となるような 1

CA を用いて上下限制約を 1 1 1
CA A A≤ ≤ および 1 1

CA A A≤ ≤

に分割し、対応する二つの緩和問題をそれぞれ解くことにより緩和解の精度を向上させる

ことができる。領域分割された緩和問題の許容領域および最適解（緩和解2）の例を白抜き

の領域および白点としてそれぞれ図4-5に示す。 
 

 
図4-4 緩和問題の許容領域と最適解 

 

1

0

1

y1
(1)y2

(1)

A2
A1

A A
緩和解1
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図4-5 領域分割された緩和問題の許容領域と最適解 

 
例として 1 0.1A = , 1 0.6CA = , 1.1A = , 2 0.3A = と与えた場合の、上記各ケースの目的

関数値および大域的最適解（局所解1）からの目的関数値の乖離の割合を表4-1に示す。 
 

表4-1 単純モデルにおける最適解の目的関数値 

 
局所解 1
（上界）

局所解 2
（上界）

緩和解 1
（下界）

緩和解 2 
（下界） 

目的関数値 1.095 1.254 1.043 1.084 
乖離度 － +14.51% -4.76% -0.99% 

 
緩和問題の最適解を用いて、元問題の局所解の良さを測ることについて簡単に説明する。

まず、元問題の任意の許容解は緩和問題でも許容解である。よって、元問題のどの許容解

の目的関数値よりも緩和問題の最適値は小さい。例えば図4-2の許容領域と図4-4の緩和解1
を比較すれば、この関係は容易に理解される。よって、緩和問題の最適値は元問題の最適

値の下界である。次に、定義から元問題の任意の許容解の目的関数値は元問題の最適値よ

りも大きい。例えば、図4-2において最適解（局所解1）は他のどの許容解よりも小さな目

的関数値をとっている。よって、元問題の任意の許容解の目的関数値は元問題の最適値の

上界である。元問題の最適値はこのような上界と下界の間に存在する。ある局所解の目的

関数値を上界とすれば、下界（緩和問題の最適値）との差を測ることにより、その局所解

の良さを評価することができる。上界と下界が一致した場合には、その局所解は真の最適

解である。表4-1において、緩和解2のように精度の高い目的関数値の下界が得られていれ

ば、局所解1は大域的最適解からの乖離度は高々1%以下に過ぎないことがわかり、一方で

局所解2については他に大域的最適解が存在する可能性が高いことがわかる。より一般的

な定式化を次節以降に述べる。 
 

1

0

1

y1
(1)y2

(1)

A2
A1

A A

A1
C

緩和解2
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4.2.2 多項式計画問題としての鋼構造骨組の最小重量設計問題の定式化（元問題） 

まず、鋼構造平面骨組の最小重量設計問題の定式化を示す。 ,X Un n をそれぞれ部材断面

数、系全体の自由度数として、設計変数を Xn∈x および Un∈u とする。これらの第 i

成分を ix および iu と書く。第 i部材断面に関係する設計変数 ix と断面積 iA 、形状係数 iZ 、

断面二次モーメント iI との関係を 

 2 3 4( ) , ( ) , ( ) ,i i i i i i i i i i i ii i iA A x x Z Z x x I I x xα β γ= = = = = =  (4.8) 

と与える。 , ,i i iα β γ はそれぞれ部材の形状によって定められる定数である。柱部材には角

形鋼管、梁部材にはH形鋼を用い、 Ci ∈ I は柱断面に関係する部材断面番号、 Gi ∈ I は梁

断面に関係する部材断面番号を表すとして、 

 
1, 0.8, 1.2 for ,

1, 1.5, 4.0 for ,

C
i i i

G
i i i

i

i

α β γ

α β γ

⎧⎪ = = = ∈⎪⎪⎨⎪ = = = ∈⎪⎪⎩

I
I

 (4.9) 

と与える。目的関数を鋼材量とし、 

 
1 1

( )
M Xn n

j ij i
j i

f L C A
= =

= ∑∑x  (4.10) 

と定義する。ここで、 Mn は総部材数、 ; 1, , , 1, ,ij X MC i n j n= = は第 i部材断面に関

する量から対応する第 j部材に関する量に変換するための0-1係数、 ; 1, ,j ML j n= は第 j

部材の部材長を表す。以降では表記を簡潔にするために誤解のない限り第 j部材に関する

断面積も同じ記号で jA と表す。本来は、第 i部材断面に関する量と第 j部材に関する量は

区別すべきであり、第 j部材に関する断面積は正確には 1
Xn
i ij iC A=Σ と表すべきことに注意さ

れたい。このような表記を用いれば、(4.10)は簡潔に 

 
1

( )
Mn

j j
j

f L A
=

= ∑x  (4.11) 

と表せる。 jI および jZ についても同様の表記を行う。次に、問題の単純化のために以下

の仮定を置く。 
［仮定1］ 剛床仮定を行う。 
［仮定2］ 柱の伸び変形を考慮しない。 
そのため、各層の水平変位は等しく、また鉛直変位は考えない。このとき、第 j部材の材

端力－材端変位関係式を 

 j j j jI=p Q u  (4.12) 

と表す。ここで、 ( ) ( ) ( ) ( ) 4( , , , )a a b b
j j j j jp m p m= ∈p は第 j部材の（基準座標系）材端力ベク

トル、 ( ) ( ) ( ) ( ) 4( , , , )a a b b T
j j j j ju uθ θ= ∈u は第 j 部材の（基準座標系）材端変位ベクトル、
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4 4
j

×∈Q はヤング係数E および部材長 jL を用いて表される行列として 

 

2 3 2 2 3 2

2

2 3 2

12 sin / 6 sin / 12 sin / 6 sin /

4 / 6 sin / 2 /

12 sin / 6 sin /

sym. 4 /

j j j j j j j j

j j j j

j j j j

j

L L L L

L L L
E

L L

L

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ

⎛ ⎞− − − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  

と与える。ここで、 jϕ は材軸が（基準座標系）水平方向軸に対してなす角であり、第 j部

材端a ,bの鉛直上向き方向の座標値 ( )a
jη , ( )b

jη を用いて ( ) ( )sin ( ) /b a
i j j jLϕ η η= − とする。

(4.12)を系全体で重ね合わせ、系剛性方程式 
 ( ) =K x u P  (4.13) 

が得られる。ここで、 ( ) U Un n×∈K x は系全体の剛性行列、 Un∈P はある作用荷重に対

する等価節点力ベクトルとする。層数を Sn とし、変位ベクトル Un∈u を層間変形ベク

トル Sn∈δ に変換する行列 S Un n×∈R 、および許容最大層間変形 Sn∈δ を用いて、

ある荷重作用時の層間変形制約を 
 ≤Ru δ  (4.14) 

と表す。また、ある荷重作用時の第 j部材に関する部材端曲げ許容応力度（短期）を満たす

ための条件式を 

 
( ) ( )

( ) ( )

1.5 1.5 ,

1.5 1.5 ; 1,

a a
b j j j b j

b b
b j j j b j M

f Z m q f Z

f Z m q f Z j n

− ≤ + ≤

− ≤ + ≤ =
 (4.15) 

と与える。ここで、 ( ) ( ),a b
j jm m は第 j 部材の材端力ベクトル 4

j ∈p の第2,4成分であり、

( ) ( ),a b
j jq q はある作用荷重に対する固定端モーメントとする。(4.15)をまとめて ( , ) ≤s x u 0と

表す。さらに目的関数値（鋼材量）が適当に与えられた上界以下という条件 
 ( )f f≤x  (4.16) 

を与える。以上を用いて多項式計画問題としての鋼構造骨組の最小重量設計問題 

 

0

,
min ( )

s.t. ( ) ,

( ) :
(

,

,

, ,

, )

( ) ,

f

P

f f

≤
≤

≤ ≤ ≤
≤

≤

=
x u

x

K x u P
Ru
s x u
x
x x x u u u

δ
（剛性方程式）

（層間変形角制約）

（許容応力度制約）

（鋼材量制約）

（上下限制約）

0

  
を定義する。ここで、次の仮定をおく。 
［仮定3］ u,uは対応する成分について同符号かつ0ではない。すなわち、 1,2, , Uj n=

に対して 0 j ju u< ≤ あるいは 0j ju u≤ < のいずれかが成り立つ。ここで、

ju , ju はu,uの第 j成分とする。 
問題 0P の目的関数、およびすべての制約関数（制約条件の左辺）はそれぞれ設計変数 ix お
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よび ju についての多項式関数 

 
4 4

1 1 ( , ) 1 1

( ) ( )
X Un n

k k
ik i ijk i j j j

i k i j k j

a x b x u c u d
= = ∈ = =

+ + +∑∑ ∑ ∑ ∑
K

 (4.17) 

と表せる。ここで、 , , ,ik ijk ja b c d ∈ とする。よって、問題 0P は多項式計画問題である。 
 

4.2.3 RLTを用いた線形緩和問題の定式化 

多項式(4.17)の線形化のために、新たな設計変数 

 
( )
( )

(1) (2) (3) (4) 4

(1) (2) (3) (4) 4
, , , , ,

; 1, , ,

; 1, , , 1, ,

i i i i X

T

i j i j i j i j i j X

T

i

U

y y y y i n

z z z z i n j n

= ∈ =

= ∈ = =z

y
 (4.18) 

を導入する。これらの変数に対して非凸制約 

(1) (2) (3) (4)2 3 4

(1) (2) (3) (4)2 3 4
, , , ,

, ( ) , ( ) , ( ) ; 1, , ,

, ( ) , ( ) , ( ) ; ( , )
i i i i i i i i X

i j i j i j i j i j i j i j i j

y x y x y x y x i n

z x u z x u z x u z x u i j

= = = = =

= = = = ∈ K
 (4.19) 

を与える。ここで、 ,i jz について考慮する必要のある部材断面番号 iと自由度番号 jの組合

せのすべてを {1,2, } {1,2, }X Un n⊂ ×K と表す。さらに、第 i部材断面に関係する自由

度番号 j の集合を ( ) {1,2, }Ui n⊂K 、第 j 自由度に関係する部材断面番号 iの集合を

( ) {1,2, }Xj n⊂K と表す。 ; 1, ,i Xi n=y および , ;( , )i j i j ∈z K のそれぞれを列ベクトル

として並べたものをyおよび zと表し、変位ベクトルuとあわせて線形化された問題の設計

変数 ( , , )T T T T= y u zξ と定義する。 ξの次元をnとし、 kξ と書いた場合には ξの第k成分

を表す。ここで、 kξ は ( ) ( )
,, ,l l

i j i jy u z のいずれかに対応するものである。以降では、非凸制約

(4.19)を簡潔に 
 ∈ξ N  (4.20) 

と表す。 
 

4.2.3.1 元問題の線形化 

(4.20)の下でξを用いた問題 0P を考える。展開した多項式の非線形項を対応する変数に

置き換え線形関数化する操作を線形化と呼ぶ。このような操作により線形化された多項式

を [ ]l⋅ と表す。多項式制約から作られる集合において、要素である各多項式を線形化するこ

とにより作られる集合も同じく [ ]l⋅ と表す。例えば、多項式 2( )i ix x+ に対して
(1) (2)2[ ( ) ]i i l i ix x y y+ = + 、 集 合 2{ | 0 ( ) 1}i i ix x x= ≤ + ≤F に 対 し て

(1) (2) (1) (2)[ ] {( , ) | 0 1}l i i i iy y y y= ≤ + ≤F とする。このとき、問題 0P を 

 
0( ) : min [ ( )] , s.t. [ ] , ,l lP f′ Ω ≤∈ ≤ ∈x

ξ
ξ ξ ξ ξξ N

  
と書き換えることができる。ここで、 
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 { }( , ) | ( , ( )) , , ( , ) f f≤Ω = = ≤ ≤x u K x u P Ru x u xsδ 0
  

とする。また、上下限値 ( , , )T T T T= y u zξ , ( , , )T T T T= y u zξ については余分な領域を取

り去ることが望ましい。そのためにy ,y , z , zの各成分を次式から計算する。 

 { }
{ }

( ) ( )

( )
,
( )
,

( ) , ( ) ; 1, , , 1,2, 3, 4

min ( ) , ( ) ; ( , ) , 1, 2, 3, 4

max ( ) , ( ) ; ( , ) , 1, 2, 3, 4

k kk k
i i i i X
k k k
i j i j i j
k k k
i j i j i j

y x y x i n k

z x u x u i j k

z x u x u i j k

← ← = =

← ∈ =

← ∈ =

K

K

 (4.21) 

ここで、 0 i ix x< ≤ および仮定3を考慮した。(4.21)について、 , , ,x x u uに対応してξおよ

びξが決まるとみなして、 ( , , , )= x x u uξ ξ および ( , , , )= x x u uξ ξ と表す。問題 0P と問題

0P ′は等価であり、これらの問題の最適値は一致する。問題 0P ′の目的関数は線形関数であ

り、 ∈ξ N 以外の制約関数もすべて線形関数である。よって、 ∈ξ N を問題 0P ′から取り

除けば、問題 0P ′の線形緩和問題 

 
( ) : min [ ( )] , s.t. [ ] , ,L l lP f′ ∈ ≤Ω ≤x

ξ
ξ ξ ξ ξ

  
が得られる。一般に、問題 LP ′の許容領域は問題 0P ′の許容領域よりも大きく緩和される。

より“強い”緩和問題を作るために、次節で述べる妥当不等式を導入する。ここで “強

い”緩和問題とは元問題 0P の最適値に近い最適値を持つ緩和問題を指す。 
 

4.2.3.2 妥当不等式を考慮した線形緩和問題 

妥当不等式とは、元問題に対して冗長な制約条件であり、一方、緩和問題に対しては許

容領域を制限することができる不等式制約である。RLTにおいて、線形化された妥当不等

式は緩和の強さに大きな影響を与える重要な制約条件である。元問題におけるいくつかの

制約条件を掛け合わせることにより妥当不等式は作られる。ξについての線形関数として

表せる範囲内、すなわち多項式関数(4.17)で表せる範囲内で妥当不等式を考える。具体的

には、元問題における上下限制約と層間変形制約について、妥当不等式を作成する。まず、

元問題における設計変数の上下限制約 ; 1, ,i i i Xx x x i n≤ ≤ = についての妥当不等式か

ら作られる集合 

 {
}

5

0 0

( , )

{ , } | ( ( 1) ( )

1, , , , , 2

) 0 ;

4

I I

k lk l
i i i i

Xi n k

V V

x x x x

kl l

− −+ − ≤
= ∈ ∈

=

= − −
≤ ≤+

x x

x u  (4.22) 

を定義する。次に、変位の上下限制約 ; 1, ,j j j Uu u u j n≤ ≤ = を含めて作られる妥当不

等式の集合 
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 {

}

4

0 0

4

( , , , )

1) 0

(

{ , } | ( ) ( ) ( )( ,

) 1) 0( ) ( )(

( , 4, 1

;

,) ,

II I

k l

I

k l
i i i i j j

k l
i

l
j

k
i i i j

x x x x u

x x x x

V V

u

u u

i j k l k l

− −

− −

=

= − + − − +

− + − −

− ≤

− ≤

∈ ∈∈ +≤ ≤

x x

x u

u u

K

 (4.23) 

を 定 義 す る 。 層 間 変 形 角 制 約 (4.14) に お け る 行 列 R の 第 m 行 j 列 成 分

(1 ,1 )S Um n j n≤ ≤ ≤ ≤ を mjR 、δの第m 成分を mδ とし、層間変形角制約(4.14)を 

 
1

; 1, ,
Sn

mj j m S
j

R u m nδ
=

≤ =∑  (4.24) 

と表す。このとき、(4.14)を含めて作られる妥当不等式の集合 

}
1

0 0

4

( ,

{ , } | ( 1) 0) ( ;

, , 4

) ( ( ) )(

( , ) , 1, , , 1

Un
k l

i i i i mj j m

III II

j

I

k l

S

R u

i j m n l

V V

x x x x

k l k

δ
=

− −+ − −

∈ = +

=
⎧⎪⎪= − − ≤⎨⎪⎪⎩

∈ ∈ ≤ ≤

∑

x x

x u

)

K

 (4.25) 

を定義する。(4.22),(4.23),(4.25)の ,, ,I II IIIV V V に含まれる条件式は(4.17)の形で表される。

よって、これらの妥当不等式はξによる線形化が可能である。さらに ,, ,I II IIIV V V は問題

0P ′に対して冗長な制約条件であるので、新たな問題 

 
0( ) : min [ ( )] , s.t. , , [[ ]] ,l llP f V′′ ∈ Ω ≤ ≤ ∈∈x

ξ
ξ ξξ ξ ξ ξ N

 
と問題 0P ′は等価である。ここで、 

 ( , , , ) ( , ) ( , , , ) ( ,I I III IV V VV V= ∩ ∩= x x u u x x x x u u x x)  (4.26) 

とする。しかし、問題 0P
′′から非凸制約 ∈ξ N を取り除いて作られる線形緩和問題 

 
( ) : min [ ( )] , s.t , , [. [ ]]L l l lVP f ≤ ≤′′ ∈ Ω ∈x

ξ
ξ ξξ ξ ξ

  
と LP ′ は等価ではなく、 LP

′′ でなされた緩和は LP ′ の緩和よりも強いものである。整理す

ると、各問題の許容領域に対応する集合 

 

{ }
{ }
{ }
{ }

0 0

0 0

( ) | [ ] , , ,

( ) | [ ] , ,

( ) | [ ] , [ ] , ,

( ) | [ ] , [ ] ,

l

L L l

l l

L L l l

P

P

P V

P V

′ ′ = ∈ Ω ≤ ≤ ∈
′ ′ = ∈ Ω ≤ ≤

′′ ′′ = ∈ Ω ≤ ≤ ∈ ∈

′′ ′′ = ∈ Ω ≤ ≤ ∈

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ,ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ,ξ

F N

F

F N

F  
は包含関係 0 0 L L

′′ ′′′ ′= ⊂ ⊂F F F F を満たす。問題 0P と問題 0P ′ は等価であったので、妥

当不等式によって問題 LP ′より“強い”線形緩和問題 LP
′′ が得られることがわかる。 
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4.2.4 上下限制約の領域縮小 

許容領域 L
′′F は ξ ,ξに依存するので ( , )L

′′ ξ ξF と表す。線形緩和問題 LP
′′ における緩和効

果と設計変数の上下限値 ξ ,ξの大きさとの間には密接な関係がある16)。より強い緩和問題

を得るためには、元問題 0P
′′の許容領域 0

′′F を削ることなく、かつ ≤ ≤ξ ξ ξ により作ら

れる空間ができるだけ小さくなるように ξ ,ξを与える必要がある。すなわち、更新前の上

下限値 ξ , ξ および更新後の上下限値 ′ξ , ′ξ に対して、 0 ( , ) ( , )L L
′′ ′′ ′′′ ′⊂ ⊂ξ ξ ξ ξF F F かつ

′ ′≤ ≤ ≤ξ ξ ξ ξ を満たすように ′ξ , ′ξ を与える必要がある。そのために文献12, 13)の考え

方を基にして、成分ごとの逐次的な領域縮小を行う。 
ξ ,ξが与えられた下でξの第m 成分に関する更新を考える。領域 L

′′F 内で mξ を最小化あ

るいは最大化する線形計画問題を解き、 

 MIN MAXmin{ | ,} a | }m x{m m m mL Lξ ξ ξ ξ′′ ′′= =∈ ∈ξ ξF F  (4.27) 

と表す。上下限値 ξ , ξ の第m 成分のみを MIN
mξ , MAX

mξ に置き換えたもの（すなわち

MIN MAX,m m m mξ ξ ξ ξ← ← ）に対して 

 
( ) ( )
( ) ( )
1 1

R R R R R R
1 1

, , , , , ,

, , , , , ,

X X

U U

T T
R R R R R R

n n
T T

n n

x x x x

u u u u

= =

= =

x x

u u
 (4.28) 

を計算する。ここで、 

{ }
{ }

{ }

1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( )
, ,

( ) ( )
, ,

max ( ) ,min{( / ) ,( / ) }; ( ), 1,2, 3, 4 ,

min ( ) ,max{( / ) ,( / ) }; ( ), 1,2, 3, 4 ,

max , min{ / ( ) , / ( ) }; ( ), 1,2, 3, 4 ,

k k k

k k k

k k kR
i i i j j i j j

k k kR
i i i j j i j j

k kR k k
j j i j j i j j

j

x y z u z u j i k

x y z u z u j i k

u u z x z x i j k

u

= ∈ =

= ∈ =

= ∈ =

K

K

K

{ }( ) ( )
, ,min , max{ / ( ) , / ( ) }; ( ), 1,2, 3, 4 ,k kR k k

j i j j i j ju z x z x i j k= ∈ =K
 

とする。 Rx , Rx , Ru , Ru に対して(4.21)の操作を行い得られるものを 

 ( , , , ), ( , , , ),R R R R R R R R R R= =x x u u x x u uξ ξ ξ ξ  (4.29) 

と表す。 Rξ , Rξ は 0 ( , ) ( , )R R
L L

′′ ′′ ′′⊂ ⊂ξ ξ ξ ξF F F および R R≤ ≤ξ ξ ξ  ≤ ξ を満たす。以

上の操作は第m 成分の更新に対応するものであったので、 ( )R mξ , ( )R mξ と表す。このよう

な操作を繰り返すことで緩和解の精度を向上できる。本研究では、ランダムに順番を決め

てm について更新するという単純な方法を採用する。以下にその方法を示す。 
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アルゴリズム 4.2.1（領域縮小） 

ステップ 1（更新対象の決定）： ξから適当に更新対象となる成分を選び、選ばれた成分に

対応する番号の集合 {1,2 , }n⊂S を与える。ここで、nはξの次元である。 
ステップ 2（1 成分の範囲縮小）：ランダムにm ∈ S を選び、(4.27)より MIN MAX,m mξ ξ を計算

する。 
ステップ 3（領域縮小）：上下限値 ξ ,ξの第m 成分のみを MIN

mξ , MAXmξ に置き換えたものに

対して(4.28),(4.29)から ( )R mξ , ( )R mξ を計算する。上下限値を ( )R m←ξ ξ , ( )R m←ξ ξ と更新

する。 
ステップ 4（繰り返し）： \ { }m←S S  とし、 = ∅S ならば終了し、そうでなければステ

ップ 2 に戻る。 
 
アルゴリズム4.2.1においては計2 | |S の線形計画問題を解く必要があり、これを複数回

繰り返すことも有効である。緩和問題 LP
′′ を解く際に、前処理としてこのような上下限制

約の領域縮小を行う。 
 

4.2.5 超直方体分割法を用いた分枝限定法 

より良い緩和解を得るため、前節で述べた領域縮小に併せて、超直方体分割による分枝

限定法の適用を考える。超直方体分割とは、ある一つの設計変数に対し、許容領域を二分

割して二つの子問題に分ける方法である。どの変数をどのように分割するかに方法の効率

は大きく影響を受ける。本研究では、緩和問題を実際に解いて最も下界を大きくするよう

に逐次選択を行うアプローチを採用する。本節では、緩和問題 LP
′′ の許容領域 L

′′F の

, , ,x x u uへの依存関係を明示して 

 , , [ ]

( , , , )

{ | [ ] ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) }
L

l lV

′′

= ∈ Ω ∈≤ ≤
x x u u

x x u u x x u u x x u uξ ξ ξ ξ ξξ
F

 

と表記する。親問題
( )

0( )M
LP M ∈ を分割前の緩和問題 LP

′′ とする。問題
( )M
LP における上

下限値 , , ,x x u uは問題番号M に依存し、この依存関係を明示して ( ) ( ) ( ) ( ), , ,M M M Mx x u u と

表せば、
( )M
LP は 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) : min [ ( )] , s.t. ( , , , )M M M M M
L l LP f ′′∈x x x u u

ξ
ξ F

 
と表せる。また 0M = に対応する (0)x , (0)x , (0)u , (0)u は元問題 0P における x , x ,u ,uに一

致させるとする。さらに以降では、表記を簡潔にするために ( )Mx , ( )Mx , ( )Mu , ( )Mu も単に

x , x ,u ,uと表すが、これらは元問題 0P のものと一致するとは限らないことに注意された

い。このとき、領域 ≤ ≤x x x について、 mx t= で二つの領域 ( , )B m t≤ ≤x x x ,
( , )B m t ≤ ≤x x xに分割することを考える。すなわち、 ( , )B m tx , ( , ) XnB m t ∈x の第 i成分

( , )B
ix m t , ( , ); 1, ,B

i Xx m t i n= を 
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( ) ( )

( , ) , ( , ) ,
( ) ( )

i iB B
i i

x i m x i m
x m t x m t

t i m t i m

⎧ ⎧≠ ≠⎪ ⎪⎪ ⎪= =⎨ ⎨⎪ ⎪= =⎪ ⎪⎩ ⎩
 (4.30) 

と与える。このような分割に対して、N M> として二つの子問題 

 
( )

( 1)

( ) :min [ ( )] , s.t. ( , ( , ), , ),

( ) : min [ ( )] , s.t. ( ( , ), , , ),

N B
L l L

N B
L l L

P f m t

P f m t+

′′∈

′′∈

x x x u u

x x x u u

ξ

ξ

ξ

ξ

F

F
 (4.31) 

を定義する。(4.31)における成分番号m および分割位置t の決定方法を以下に説明する。 
親問題

( )M
LP の最適解（緩和解）を ˆ ˆ( ,T= yξ とする。緩和解の精度を向上させる

ためには緩和解付近で分割することが望ましい。(4.19)で定義したように ix に
(1)
iy を対応

させたので、分割後に最も下界を上昇させるような最適成分番号m̂を次式から求める。 

 { }(1)
1

{1,2, , }
ˆargmax ( , ), ( , ) | ,

X

B B
N N i

i n
f m t f m t m i t y+

∈
= = =  (4.32) 

ここで、 

 
{ }
{ }

1

( , ) min [ ( )] | ( , ( , ), , ) ,

( , ) min [ ( )] | ( ( , ), , , ) ,

B B
N l L

B B
N l L

f m t f m t

f m t f m t+

′′= ∈

′′= ∈

x x x u u

x x x u u

ξ

ξ

ξ

ξ

F

F
 (4.33) 

とする。なお、(4.32)を解くためには2 Xn 個の線形計画問題を解く必要がある。最適成分

番号m̂を決定した後に、最適分割位置の計算を行う。非凸制約 ∈ξ N を満たせば 

 
(1) (2) (3) (4)1/2 1/3 1/4

(1) (2) (3) (3)1/2 1/3 1/3
, , , ,

( ) ( ) ( )

/ ( / ) ( / ) ( / ) ; ( )
i i i i i

i j j i j j i j j i j j

x y y y y

z u z u z u z u j i

= = = =

= = = = ∈ K
 

が成立するが、緩和解 ξ̂においてこの関係が成立しているとは限らない。そこで、 x̂への

逆写像が存在する上限 

 { }(1) ( ) 1/ˆmax ( ) ,k k
i iy y=  (4.34) 

を与えて、最適分割位置の計算を次式から行う。 

 { }
(1) (1)ˆ

ˆ ˆargmax ( , ),
i i

B
N

y t y

t f m t
≤ ≤

=  (4.35) 

(4.35)は1変数最適化問題であるが、(4.33)を評価するために線形緩和問題を繰り返し解く

必要がある。次章の数値解析例では指定回数を10回以内と与えた黄金分割法14)を用いて最

適分割位置 t̂ を求めた。このような分枝限定法のアルゴリズムを以下に示す。 
 
 
 
 

m̂

1 ˆ( , )
B
Nf m t+

ˆ ˆ, )T T Tu z

( ) 1/
,ˆ ˆ( / ) ; 1,2, 3, 4, ( )k k
i j jz u k j i= ∈ K
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アルゴリズム 4.2.2（超直方体分割を用いた分枝限定法） 
ステップ 0（パラメータ設定）：問題数の上限値 0N > 、上界と下界の許容ギャップ εを与

える。 
ステップ 1（上界の計算）：元問題 0P を非線形最適化ソルバーで解き、得られた局所解に対

する目的関数値 *f を上界値 *f f← とする。 
ステップ 2（下界の初期値）：問題集合 = ∅P を定義する。線形緩和問題

(0)
LP に対しアルゴ

リズム 4.2.1 を適用して領域縮小を行う。領域縮小された問題
(0)
LP を解き、その最適値 f̂

を下界値 ˆf f← とする。さらに線形緩和問題
(0)
LP を問題集合 Pに加える。 

ステップ 3（親問題選択）： Pの中で、最適値が一番低い問題
( )

0( )M
LP M ∈ を選び、 Pか

ら取り除く。 
ステップ 4（成分番号選択）：問題

( )
0( )M

LP M ∈ の最適解（緩和解）に対して(4.34),(4.32)
の操作を行い、分枝対象とする成分番号m̂を選択する。 

ステップ 5（分割位置選択）：ステップ 4 で選択されたm̂について(4.35)の操作を行い、分

割位置 t̂ を選択する。 
ステップ 6（分枝操作）：ステップ 4,5 で選択された成分番号m̂および分割位置 t̂ に対して、

問題
( )M
LP の許容領域を ˆ

ˆ
mx t= で二分割する。(4.31)に示されるような二つの子問題

( ) ( 1),N N
L LP P +

が得られる。それぞれにアルゴリズム 4.2.1 を繰り返し適用して領域縮小を

行ってから
( ) ( 1),N N
L LP P +

を解き、 2N N← + とする。許容解が得られた子問題を Pに加

え、許容な子問題において最も低い最適値を f̂ とする。 f̂ f> の場合、 ˆf f← と更新す

る。 
ステップ 7（終了判定）：N が設定した値N を超えた場合、あるいは緩和ギャップ f f ε− ≤

の場合、 f を下界値として出力して終了する。そうでなければステップ 3 に戻る。 
 
アルゴリズム4.2.2においては多数の緩和問題を解く必要がある。ただし、これらの緩和

問題は線形計画問題であるので、数値的に安定かつ高速な線形計画ソルバーを利用可能で

ある。 
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4.3 数値解析例 

4.3.1 3層3スパンモデル解析例 

図4-6に示す3層3スパン鋼構造純ラーメン骨組モデルの例題を考える。すべての部材で

SN490級鋼を用い、柱部材には角形鋼管、梁部材にはH形鋼を用いる。床荷重の幅を6.4メ
ートルとし、床荷重として基準階7.75kN/m2、R階10.09kN/m2を与え、図4-6に示すよう

に基準階、R階にそれぞれ一様分布荷重を49.6kN/m,64.6 kN/mと与える。さらにAi分布

(C0=0.2)に従った水平荷重を図4-6に示すように与える。本章では仮定1,2,3の下で1次短期

設計のみを考え、1次短期設計用荷重時には鉛直荷重と水平荷重を同時に作用させ、許容

最大層間変形角として全層1/200以下、短期許容応力度として325N/mm2を与える。 
 

 
図4-6 3層3スパンモデル 

 
部材断面の設計変数は図4-6に示す断面番号に対応するように与え、さらに対応する設計

変数の上下限値を次のように与える。 

 
40; 1,2, , 6,

10 20; 7, 8

1

12

0

, ,
i

i

x i

x i

≤⎧⎪⎪⎨⎪ ≤ =⎪

≤

≤⎩

= （柱部材断面）

（梁部材断面）
 (4.36) 

上界として適当な許容解を求めるために、非線形最適化法である有効制約法15)により元

問題 0P を解く。設計変数の初期値としては(4.36)における上限値を与えた。以上より求め

られた上界（局所解の目的関数値）は 31.602mf = であった。この設計解の断面積分布を

線の太さに比例させて描いたものを図4-7に示す。 
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図4-7 上界に対応する局所解の断面積分布 

 
次に変位の上下限値を設定するために、変位の各成分について 

 

,

,
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,
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を求める。ここでも有効制約法を用い、上界に対応する設計解を初期値として与える。以

上に対し、問題数の上限値 300N = 、許容ギャップ 0ε = を与え、アルゴリズム4.2.2を
適用する。実行環境は 

CPU：Intel Core i7 2600K 3.4GHz, OS: Windows 7,  
MATLAB R2011a14), CPLEX 12.216) 

である。この解析例において、一回の分枝すなわちアルゴリズム4.2.2におけるステップ3
からステップ6を一度行うには平均76秒を要した。なお、一回の分枝では多数の線形計画

問題を解いた結果として二つの子問題の最適値が得られる。上下界の目的関数の乖離度を

( ) /f f f− と定義し、子問題を解く回数と乖離度との関係を表4-2および図4-8に示す。表

4-2に示すように、300の子問題を解き終わった段階での乖離度は2.59%であった。これは

図4-8に示した設計解から目的関数値を2.59%以上は減らすことができないことを意味す

る。 
 

表4-2 子問題数と乖離度の関係（3層3スパンモデル） 

子問題数 下界値 f  
(m3) 

上界値 f  
 (m3) 

乖離度 
( ) /f f f−  

0 1.372 1.602 14.34% 
50 1.514 1.602 5.43% 
100 1.538 1.602 3.97% 
200 1.554 1.602 2.97% 
300 1.560 1.602 2.59% 

100cm2
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図4-8 子問題数と乖離度の関係（3層3スパンモデル） 

 
2.59%以下であればさらに小さい目的関数値を持つ設計解が存在する可能性はある。この

ことを確認するために、300の子問題を解き終わった段階でのアルゴリズム4.2.2における

問題集合 Pに含まれる分割領域、すなわち現在の局所解よりも良い設計解が存在する可能

性が残る領域の全てについて、非凸制約(4.20)を考慮して有効制約法を用いて解き直した。

これは、多点探索による非線形最適化を行って上界値を更新したとも解釈できる。以上に

より新たに発見された設計解のうち代表的なものについて、図4-7と同じ縮尺で線の太さに

比例させた断面積分布を 
図4-9に示す。また、これらの設計解の目的関数値、最初に設定した上界、および300の子

問題を解き終わった段階での下界を併せて表4-3に示す。 
 

 
(a) 設計解1     (b) 設計解2       (c) 設計解3   

図4-9 新たに発見された設計解の断面積分布 
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表4-3 新たに発見された局所解の目的関数値 
 上界 下界 設計解 1 設計解 2 設計解 3 

目的関数値(m3) 1.602 1.560 1.569 1.606 1.633 

 
最初に設定した上界よりもさらに小さな目的関数値を持つ設計解が存在することが表4-3よ
り確認され、そのような最良の設計解である設計解1の目的関数値と下界との乖離度は

0.58%であった。さらに小さな目的関数値を持つ設計解が存在する可能性はあるものの、

そのような設計解と設計解1との目的関数値の差は0.58%以内に必ず収まることが保証され

る。必要であれば分枝操作をさらに続けることによりその精度をより高めることも可能で

ある。 
図4-7に示した局所解は下層の柱が上層の柱よりも小さい、所謂チェッカーボード状の断

面積分布である。一方、最良の設計解である 
図4-9における設計解1は中央の柱部材が大きい、言わば中央コアを配置した断面積分布

に近い。チェッカーボード状の断面積分布が非線形最適化法により最適解として得られる

ことが多いが、信頼性の不確かな局所解のみから問題の定性的な傾向を把握する結論付け

ることは難しい。よって、本研究で示すような方法の有用性が例示されたと言える。 
 

4.3.2 7層3スパンモデル解析例 

図4-10に示すような7層3スパン鋼構造純ラーメン骨組モデルの例題を考える。柱部材に

は角形鋼管、梁部材にはH形鋼を用い、設計変数の上下限値を次のように与える。 

 
40; 1,2, ,14,

10 20; 15,16, ,1

15

2i

ix i

x i

≤ ≤ =
≤

⎧⎪⎪
≤⎨⎪⎪⎩ =

（柱部材断面）

（梁部材断面）
 (4.37) 

床荷重の幅を6.4メートルとし、図4-10に示すような鉛直荷重および水平荷重を与える。

その他については前節で述べた3層3スパンモデル解析例と同様に設定する。 
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図4-10 7層3スパンモデル 

 
有効制約法により得られた目的関数値の上界は 310.774mf = であり、一回の分枝を行

うには平均1,049秒を要した。子問題を解く回数と目的関数値の上下界の乖離度との関係

を図4-11に示す。 
 

 

図4-11 子問題数と乖離度の関係（7層3スパンモデル） 
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300の子問題を解き終わった段階での下界と上界との乖離度は6.19%であり、モデルの規

模が大きくなるにつれて緩和界の精度が低下していると推察される。上界に対応する局所

解の断面積分布を線の太さに比例させたものを図4-12(a)に、前節と同様に有効制約法を用

いて新たに探索した設計解を図4-7(b),(c)に示す。また、これらの設計解の目的関数値を表

4-4に示す。 
 

   

(a) 局所解（上界）       (b) 設計解 1          (c) 設計解 2 
  図4-12 各設計解の断面積分布 

 
表4-4 新たに発見された局所解の目的関数値 

 上界 下界 設計解 1 設計解 2 

目的関数値(m3) 10.774 10.106 11.104 11.125 

 
表4-4に示されるように、この解析例においては最初に設定した上界よりも良い目的関数

値を持つ設計解は発見できなかった。また、この解析例においてもチェッカーボード状の

設計解はコスト増加につながっている。どのような設計解が有利かはモデル化や設計条件

により変わり、一概には言えないことが予想される。問題の定性的な考察に本手法は有用

と考えられる。 
  

300cm2
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4.4 まとめ 

本章で得られた結論は以下の通りである。 
(1) 鋼構造平面骨組の最小重量設計問題について多項式計画問題の定式化、およびRLTに

基づく線形緩和問題の定式化を示した。このような定式化により、鋼構造平面骨組に

おける局所解に対して、どの程度妥当な解であるかを評価することができる。 
(2) 領域分割に基づく分枝限定法により、緩和問題の精度を向上する方法を示した。分枝

限定法では多数の緩和問題を解く必要がある。ただし、これらの緩和問題は線形計画

問題であるので、大規模な問題を数値的に安定かつ高速に解くことができる線形計画

ソルバーを利用可能である。 
(3) 緩和解（下界）と局所解（上界）を用いて、局所解の信頼性をどの程度評価すること

が可能かについて、数値解析例を通じて調べた。3層3スパンモデル解析例では、大域

的最適解との目的関数値の差が0.58%以内に保証された設計解を得られた。一方、7層
3スパンモデル解析例では上界と下界との乖離度が6.19％であり、規模が大きくなる

に従い精度は低下した。 
(4) 3層3スパンモデル、7層3スパンモデルどちらの解析例においても、チェッカーボード

状の設計解はコスト増加につながっていた。どのような設計解が有利かは、モデル化

や設計条件により変わることが予想される。そのような問題の定性的な考察に本手法

は有用と考えられる。 
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第5章 結論 

5.1 結論 

本研究では、鋼構造平面骨組の鋼材量最小化問題におけるさまざまな非凸性に注目し、

より良い設計解（局所解）を求める手法、また得られた局所解の良さを定量的に評価する

方法を提案した。 
まず、鋼構造建築物の鋼材量最小化問題において、必要保有水平耐力の算定に用いられ

る構造特性係数に関する非凸性に注目し、構造特性係数に対する線形緩和を利用した最適

化手法を第２章で、半正定値緩和を利用した最適化手法を第３章で示した。設計基準に対

する構造特性係数の選択を含めた最適設計問題を実用的な時間内に解ける手法を提案した。 
第２章では、提案手法を利用し、設計基準と耐震性能の関係を調べた。数値解析例にお

いて、Ai分布に基づく外力分布で全体崩壊形を保証し、かつ設計基準に満たすQun分布に

基づく外力分布で保有水平耐力を求める場合と、崩壊形の指定を与えずにAi分布に基づく

外力分布で保有水平耐力を求める場合と比べると、約１割から３割程度のコスト増加が見

られた。 
第２章の解析例２において、線形緩和問題の初期値依存性が見られた。第３章では、１

層１スパンの解析例において、半正定値緩和を利用した提案手法で線形緩和より良い緩和

解が得られたが、３層３スパンの解析例において、半正定値緩和解の目的関数値が厳密解

より高くなった。これらの理由として、問題の非凸性にあると考えられる。提案した線形

緩和問題と半正定値緩和問題のいずれも構造特性係数のみに対する凸緩和であり、問題全

体が依然非凸計画問題である。混合整数計画問題を直接に多数解く方法と比べて、提案し

た緩和問題を解く方法では目的関数値の初期値依存性が低減されることを解析例において

確認した。しかし、より安定的に良い最適解を得るために、問題全体の凸緩和問題の構築

が必要である。 
第4章では、鋼構造建築物の鋼材量最小化問題におけるすべての非凸性に対する凸緩和問

題の定式化を示した。領域分割に基づく分枝限定法により、緩和問題の精度を向上する方

法も示した。緩和解（下界）と局所解（上界）を用いて、局所解の信頼性をどの程度評価

することが可能かについて、数値解析例を通じて調べた。3層3スパンモデル解析例では、

大域的最適解との目的関数値の差が0.58%以内に保証された設計解を得られた。一方、7層
3スパンモデル解析例では上界と下界との乖離度が6.19％であり、規模が大きくなるに従

い精度は低下した。 
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5.2 将来の展望 

計算環境のさらなる高速化かつ大容量化が今後も予想される。そのような進歩の著しい

計算環境に適した最適化手法についての研究は発展途上にあり、そこでは過去に実用的で

はないとされた考え方が見直されるといったことも起こっている。高い性能を持つ計算機

の利用がますます一般的となれば、ある程度の規模を持つ非凸計画問題についても、実用

的な時間内に実用上十分な精度を持つ緩和解が求められるようになる可能性が高い。建築

構造分野の既往の最適設計についての研究では、どの程度信頼できるか不確かな局所解に

基づいての考察が中心であった。現実的な規模の設計問題について局所解の精度を数理的

に厳密な下界から評価できる方法、さらにそのような方法に則った知見の蓄積は十分では

ない。本研究はそのような問題を解決することを試みたものであり、限定的ではあるもの

のいくつかの新たな知見を得ることができた。本研究で提案したような方法が改善されて

いけば、鋼材量最小解の性質を理論的に明確化することが可能になる。これは建築構造物

の構造設計における本質的な性質の抽出と言え、そこから得られる成果は実務設計的な観

点からも妥当な意義を持つものと予想される。 
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