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Ⅰ 序論

データを用いて経済モデルを推定し，また

データとモデルに基づいて統計的推論を行うと

いう作業は，経済理論の適切性を判断し，また

経済モデルから経済政策に役立つような数量的

な情報を得るために，重要である。そうした経

済分析のための統計処理を，経済モデルから導

出されるモーメント条件を元にして行う手法

は，経済研究において非常に重要となっており，

そのための統計手法に関して多くの研究がなさ

れている。

こうした方法を用いて実際に経済モデルの推

定検定を行う際に，数多くのモーメント条件が

利用可能であるということがある。教科書など

で説明される通常の１次の漸近理論によると，

出来るだけ多くのモーメント条件を用いたほう

が，推定量の分散は小さくなり，また検定の検

出力が高まるとされている。しかし実際には，

統計量は，モーメント条件の数や選び方によっ

て，かなり違った振る舞いをし，またシミュレー

ションなどでも，非常に多くのモーメント条件

を使った場合には，信頼に値する統計分析が難

しくなるということが知られている。こうした

問題を，理論的に解明し，また，理論的な正当

性を持つ対処法を考えるということは，計量経

済学の重要な研究課題である。しかし，先に見

たとおり，通常の理論ではこの問題を取り扱う

ことは困難であり，少し特殊な理論を援用する

必要がある。

モーメント条件が多い場合に起こる問題とそ

の対処法については，モデルが線形同時方程式

体系の一部で分散均一の場合には，何十年にも

わたり，多くの研究がなされてきている。たと

えば，Morimune［1983］などを主な研究として

挙げることが出来る。80 年代半ばまでの研究

結果については，森棟［1985］によくまとめら

れている。森棟［1985］以降の研究で重要なも

のとしては，Bekker［ 1994］，Donald and

Newey［2001］，Chao and Swanson［2005］，

Kuersteiner and Okui［2009］などを挙げるこ

とが出来る。

しかしながら，モーメント条件を用いて統計

推測を行うモデル一般に当てはまる研究はまだ

それほどなく，未だ解明されていない研究課題

も多い。この部分の研究がそれほど進んでいな

い理由としては，理論分析を行う際に必要とな

る計算が非常に煩雑になることが一つである。

また，ある程度の制約をモデルに課さないと漸

近理論の適応が難しくなるため，一般的な場合

の分析が難しくなるということも挙げられる。

本稿では，モーメント条件が多い場合の推定

と検定に関する，これまでの成果をまとめて紹

介する。特に，一般的なモーメント条件を用い

て統計分析を行うモデルの場合についての研究

を紹介する。先に説明したように，この分野は，

最近になってようやく実証研究において有用な

結果が得られるようになったばかりで，未解決

の研究課題も多い。それでも，この段階で，こ

れまでの結果をまとめておくことは，これから

の課題を明確にする上でも有用であると思われ

る。なお注意点として，本稿では基本的に，線

形同時方程式体系の一部で分散均一なモデルの

場合は考えず，そのモデルで得られた結果は，
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詳しく説明しない。興味のある読者は先に挙げ

た文献を参照されるとよい。

本稿で紹介する研究結果を簡単にまとめると

次のようになる。まず，多くの場合において，

Generalized Method of Moment（GMM）推定

量（Hansen［1982］）は，モーメント条件が多く

なると，バイアスが大きくなることがわかって

いる。その一方で，Generalized Empirical

Likelihood（GEL）推定量（Smith［1997］によ

る。またNewey and Smith［2004］も参照され

たい。）においては，モーメント条件の数に依存

するバイアスは大きくないことが知られてい

る。GEL推定量は，このようにバイアスの面で

モーメント条件が多い場合に利点となるのであ

るが，その漸近分散は，通常の漸近理論で与え

られるものよりも，大きくなる。したがって，

検定や信頼区間の構築に必要となる漸近分散推

定量も，修正が必要になるということである。

また，Donald, Imbens and Newey［2009］や

Okui［2009］などにおいて，ある特定のモデル

にしか使えないものの，推定量の性質がよくな

るようにモーメント条件を選ぶ方法も開発され

ている。

本稿の構成は以下のとおりである。次節で

は，この論文で考えるモデルの説明をし，また

ここで議論する推定量を紹介する。第Ⅲ節で

は，モーメント条件が多い場合に起こる，統計

上の問題について，これまでの結果を紹介する。

第Ⅳ節では，そうした問題への対処法として，

これまでどのような手法が考えられてきたのか

を紹介する。第Ⅴ節は，これまでの成果を踏ま

えた上で，これから重要となるであろう課題に

ついて，筆者の意見を述べる。最後に第 VI 節

で結論を述べる。

Ⅱ モデルと統計量

まずはじめに，本稿で論文で考える統計モデ

ルを定義しよう。�z i� i=1, ...,Nをデータとする。

本稿では，特に断りがない場合は，データは無

作為抽出された標本で観測値は互いに独立で同

一な分布に従っているとする（i. i. d. 標本とい

う）。bを経済モデルを規定する母数，b0を真

の母数の値，g pz i, b�を z iと bのベクトル値を

取る関数，g関数の次元を mとする。経済モデ

ルから導出される結果に，この g関数の b0で

の平均は 0であるというモーメント条件，

E pg pz i, b0��/0

があるとする。このモーメント条件を使って，

母数 bの推定や検定を考える。たとえば，

E pg pz i, b��というモーメントをデータを使っ

て推定し，その推定されたモーメントが 0に近

くなるように bを選んで，推定量とするのであ

る。本稿の議論で重要なのは，関数 gの次元 m

であり，mはモーメント条件の数である。本稿

では，mが大きい場合の問題と対処法を議論す

る。

多くの経済モデルが，モーメント条件を利用

して推定されている。重要な例としては，線形

モデルの操作変数による推定が挙げられる。そ

の場合，z iのうちで，z1iを被回帰変数，z2iを説

明変数，z3iを m個の操作変数からなるベクト

ルとすると，g pz i, b�/z3i pz1i,z'2ib�となる。

他の重要な例としては，条件付モーメント制約

のモデルを挙げることが出来る。条件付モーメ

ント制約とは，E ph pz i, b0� �x i�/0のように，条

件付期待値の形でのモーメント条件のことであ

る。この場合，任意の x iの関数は，h pz i, b0�と

直交するので，x iが連続な確率変数なら，無限

に多くのモーメント条件を作ることが出来る。

たとえば，k px i�を m次元の x iの関数とする

と，g pz i, b�/k px i�h pz i, b�として，モデルを推

定することが考えられる。

母数 bの主な推定量を，定義しておこう。経

済の実証研究で最もよく使われてきた推定量

は，Hansen［1982］によって開発された，

Generalized Method of Moment（GMM）推定
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量である。GMM推定量を定義するために，以

下 の 表 記 を 導 入 す る。ま ず，g� pb�/

6N
i=1g pz i, b�/Nとし， を母数空間とする。

GMM推定量の基本的なアイデアは，g� pb�が出

来るだけ 0に近くなるように bを選び，それを

bの推定量とするものである。ここで，mがパ

ラメーターの数より大きいときには，g� pb�を 0

になるように bを選ぶことは一般的には出来

ないので，その２次形式を考える。具体的には，

W� を m-mの対称な重み付け行列として，

GMM推定量は

b�GMM/argmin
b�

g� pb�'W�g� pb�

と定義される。適当な条件の下で，Nを無限に

取る漸近理論を考えると，b�GMMは一致性を持

ち，また，その漸近分布は

� N pb�GMM,b0�� Nd p0, �G'WG	-1G'WSWG �G'WG	-1�

となる。ここで，G/E p�g pz i, b�/�b'/b=b0
�であ

り，WはW��pWとなるような，m-mの対称

行列である。また，S/E pg pz i, b0�g pz i, b0�'�と

している。漸近分散はW� の選び方に依存する

のであるが，最も漸近分散を小さくするような

W� は，その極限であるWがW-1
/Sを満たす

ときであるとわかる。つまり，あらかじめ適当

な一致性を持つ推定量 bkを用意して計算した，

W� opt/r
1

N
6
N

i=1

g pz i, bk�g pz i, bk�'�
-1

を重み付け行列として使うと，GMM推定量の

漸近分布は

� N pb�GMM,b0��dN p0, pG'S-1G�-1�

となり，１次の漸近理論のもとで，GMM推定

量は効率的な推定量となる。

GMM推定量は，モーメント条件で規定され

るモデルの推定に，実際の実証研究で最もよく

使われてきた推定量である。しかし，近年に

なって，他の推定方法も開発され，注目を集め

ている。主なものとして，Hansen, Heaton and

Yaron［1996］による Continuous Updating

Estimator（CU推定量），Qin and Lawless［1994］

による Empirical Likelihood Estimator（EL 推

定量）, Kitamura and Stutzer［1997］ならびに

Imbens, Spady and Johnson［1998］による

Exponential Tilting Estimator（ET推定量）な

どがある。Smith［1997］は EL推定量や ET推

定量が同じような最適化問題の解としてかける

ことを示し，その一般的な形で与えられる推定

量をGeneralized Empirical Likelihood（GEL）

推定量と定義した。また Newey and Smith

［2004］が CU推定量も，GEL推定量の一例で

あると証明した。GEL推定量は

b�GEL/argmin
b�

sup
l�L�n pb�

6
N

i=1

r pl'g px i, b��.

として定義される。ここで，r p��は凹な関数で

あり，r p��が２次関数なら，b�GELはCU推定量

となり，r pv�/ln p1,v�なら EL 推定量，また

r pv�/,evなら ET 推定量となる。L� n pb�は 0

を含む凸な集合である。GMM推定量のときと

同じような条件の下で，GEL推定量は一致性を

持ち，また，その漸近分布は効率的なGMM推

定量と同じとなる。つまり，

� N pb�GEL,b0�� dN p0, pG'S-1G�-1�.

となる。

母数の bの値に関する検定や，信頼区間の構

築を，漸近分布を利用して行うことが出来る。

そのためには，漸近分散の推定量が必要になる

が，これは，b�を GMM推定量あるいは，GEL

推定量として，

G�/
1

N
6
N

i=1

�g pz i, b��

�b'
，S�/

1

N
6
N

i=1

g pz i, b��g pz i, b��'

とし，GMM推定量の漸近分散は，

pG�'W�G��-1G�'W�S�W�G� pG�'W�G��-1

という推定量で推定できる。また，効率的な

GMM推定量や，GEL推定量の漸近分散は，

pG�'S�-1G��-1

として推定できる。これらの漸近分散推定量が

通常の漸近理論の下で一致性を持つことは，比

較的容易に示すことが出来る。

以上が，この論文で考えるモデルと推定量で
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あり，また，統計解析を行う際に使われる漸近

理論の結果である。

Ⅲ モーメント条件が多い場合に起こる

問題

モーメント条件が多い場合にどのような問題

が起こるか。先の節では，通常の１次の漸近理

論の下での推定量の振る舞いを説明した。通常

の漸近理論によって，与えられた漸近分散の形

を調べると，モーメント条件が多いと，漸近分

散が小さくなり，モーメント条件を出来るだけ

多く使ったほうがよいという結論が出る。ここ

では，そうした漸近理論による近似が，モーメ

ント条件が非常に多い場合でもうまくいくの

か，また，もしうまくいかないのなら，どのよ

うな問題が起こっているのかを考えていく。

最初に，モーメント条件の数がどの程度多い

と，問題を起こしうるかを調べた研究を見てい

く。Koenker and Machado［1999］は線形モデ

ルのGMMによる推定を考え，理論的に，通常

の漸近理論が適用可能となるための条件を調べ

た。そこで示された条件は m3/N�0というも

のである。この論文では，モーメント条件がそ

れほど多くないなら，通常の漸近理論を使うこ

とが出来ることを示した一方で，もし，モーメ

ント条件が論文の条件よりも多い場合に何が起

こるかについては，示されていない。Han and

Phillips［2006］はもっと一般的なモデルで，モー

メント条件が多いときの，推定量の振る舞いを

調べた。そこでは，モーメント条件が多いとき

に，GMM推定量が一致性を持たず，真の母数

の値とは違った値に推定量が収束する場合があ

るということを示している。また，GMM推定

量の漸近分布を，モーメント条件の数が無限に

増加する漸近理論を使って導出しており，

GMM推定量が，漸近正規性を持たない場合が

あることを理論的に示している。モーメント条

件が多いことで起こる問題を，１次の漸近理論

の下で示したことは，重要な理論的貢献である。

また CU推定量も論文内で議論されている点も

重要である。他にも，一般的なモデルを考えて

いるわけではないが，GEL推定量のモーメント

条件が多い場合の振る舞いについては，

Donald, Imbens and Newey［2003］が，条件付

モーメント制約モデルの下で，これらの推定量

が，一致性を持ち漸近正規性を持つための条件

を考えている。

これらの研究では，モーメント条件がそれほ

ど多くなければ，通常の漸近理論の結果が適用

でき，特別な問題が起こらないことを示してい

る。しかし，それだけでは不十分であり，やは

り，モーメント条件が多いと起こる問題を，具

体的に見ていく必要がある。

モーメント条件が多い場合に起こる問題とし

て，重要なのはバイアスの問題であろう。この

問題を理解するために，最も重要な文献として，

Newey and Smith［2004］を以下に紹介しよう。

これは，厳密にはモーメント条件が多い場合を

考えた論文ではない。しかし，彼らは，高次漸

近展開を行うことによって，GMM推定量や，

GEL推定量のバイアスの式を導出し，モーメン

ト条件の数が推定量に対してどのような影響を

与えるのかについての理解を深めることに，大

きく貢献した。その結果によると，効率的な

GMM推定量のバイアスは，次の４つの項に分

けることが出来る。

１．モーメント条件を最適に組み合わせた推

定量にも起こるバイアス。このバイアス

は，GMM 推定量にも GEL 推定量にも起

こる。

２．モーメント条件を規定する関数と，その

１次微分との相関から起こるバイアス。こ

の相関は，線形回帰モデルで，回帰変数と

誤差項に相関がある場合に相当するもので

ある。

３．最適な重み付け行列の推定に伴うバイア
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ス。

４．重み付け行列の推定の際に使う推定量

が，効率的でない場合に起こるバイアス。

これらのバイアスのうち，モーメント条件の数

と特に関係が深いのは，２番目のバイアスであ

る。まず，このバイアスが起こる理由を考えて

みる。GMM推定の際に行う最小化問題の１次

の条件は，

G�W�g� pb�GMM�/0.

であり，GMM推定量は，その方程式の解とな

る。ここで，G�と g� pb�は一般には相関してい

る。したがって，真の b0のもとで，上の式の左

辺の期待値を取ったとしても，それは，0 には

ならない。このことが，バイアスを作り出す原

因となるのである。また，このバイアスは，モー

メント条件の数に依存している。この部分のバ

イアスが，モーメント条件が多い場合の GMM

推定量の振る舞いを規定してる。この論文に

は，GEL推定量のバイアスも導出されている。

それによると，GEL推定量には，１番目と３番

目のバイアスしか含まれないということがわ

かった。つまり，GEL推定量には，モーメント

条件が多い場合に問題となる，２番目のバイア

スが，含まれないということである。さらには，

EL 推定量は，３番目のバイアスもなく，１番

目のバイアスしか存在しないということも，示

されている。これらのことから，モーメント条

件が多い場合には，EL 推定量が，少なくとも

バイアスの観点からは，魅力的な推定量である

ということが，導かれる。

Newey and Smith［2004］の研究は，独立同

一分布の場合に絞ったものであるが，この研究

を，定常時系列の場合に拡張したのが，Ana-

tolyev［2005］の研究である。Anatolyev［2005］

は，定常な時系列データの場合の，GMM推定

量や，GEL推定量のバイアスを計算した。ここ

で注意するべきなのは，時系列の場合，観測値

間に相関がある可能性があるため，GMM推定

量の最適な重み付け行列は，その相関を考慮し

て，モーメント条件の長期共分散を考えないと

いけないし，また，GEL推定量には，ある種の

「smoothing」をかけないといけないというこ

とである。Anatolyev［2005］のバイアスに関

する発見は，大体において，Newey and Smith

［2004］のものと同じである。つまり，時系列

の場合でも，GEL推定量，特にEL推定量がバ

イアスが少なく，よいと考えられる。時系列

データの場合に独特の発見としては，もし，デー

タが独立同一分布ではないが，g pz i, b�に系列

相関がないときでも，smoothing をかけた GEL

推定量は，バイアスが出ないが，smoothing を

かけないGEL推定量には，上で言う，２番目の

バイアスが出るということである。この点は，

重要で，時系列データで，多くのモーメント条

件を使って推定する場合には，たとえ，系列相

関をなくすような変換が可能であっても，GEL

推定を行う際には，smoothing をかけるべきで

あるということである。

これらの論文は，推定量のバイアスについて

有用な情報をもたらしているものの，モーメン

ト条件が多い場合を理論的に取り扱っている論

文というわけではない。モーメント条件が多い

場合のバイアスについて考える場合には，モー

メント条件の数を無限に持っていくような漸近

理論のもとでバイアスの形がどのようになるか

を見るのが，より自然であろう。残念ながら，

そのような漸近理論を一般的なモデルで適用す

るのは非常に難しく，そのような研究はまだで

ていない。条件付モーメント制約のモデルの場

合には，Donald, Imbens and Newey［2009］が

GMM推定量と GEL 推定量の平均二乗誤差の

式を導出している。そのバイアスの部分を見る

と，GMM推定量の場合は，先に見た２番目の

バイアスが重要であり，GEL推定量には，その

オーダーでのバイアスは存在しないということ

がわかる。Okui［2009］は，動学パネルモデル
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の GMM 推定を考え，バイアスがどのように

モーメント条件の数に依存するかを考えた。そ

の結果によると，やはり，先に見た２番目のバ

イアスが重要なのであるが，バイアスのオー

ダーは，モーメント条件の総数ではなく，パネ

ルの各時点でのモーメント条件の数に依存する

ということを示した。これらの結果からわかる

とおり，バイアスの形や大きさも，モデルに依

存する部分があり，更なる研究が求められる。

それでは，モーメント条件が多い場合には，

分散はどうなるのであろう。通常の漸近理論に

よると，モーメント条件を使えば使うほど，推

定量の分散は小さくなるという結果が出てい

る。しかし，この結果は必ずしも実際の推定量

の振る舞いを反映しているとはいえない可能性

がある。たとえば，条件付モーメント制約のモ

デルという限られた場合であるが，Donald,

Imben and Newey［2009］の平均二乗誤差の分

散の部分を見ると，モーメント条件の数が増え

ると，大きくなる分散の項があることがわかる。

Newey and Windmeijer［2009］は GEL推定量

の漸近分散を，モーメント条件が多く，またそ

れらが弱い場合について，計算した。ここで，

モーメント条件が弱いとは，g pz i, b�の bに関

する微分が 0に近い範囲が大きく，そのモーメ

ント条件が，bの値に関して，あまり情報を提

供しないということである。そのような状況の

ときには，GEL推定量は，一致性を持ち，漸近

正規性を有する。しかし，その漸近分散は，通

常の漸近理論で与えられるものよりも，大きく

なるのである。したがって，漸近分散の推定量

には，少し変更を加える必要があり，先の節で

紹介したような漸近分散推定量では，一致性を

持たず，小さすぎるということである。この点

については次の節でまた議論する。

Newey and Windmeijer［2009］には，いろい

ろな検定統計量が，モーメント条件が多い場合

に，どのような振る舞いをするかについての議

論もある。特に，注目すべき結果は，モーメン

ト条件が弱い状況に対処するために開発され

た，一般的な，Anderson-Rubin 検定（Gug-

genberger and Smith［2005］による）や，

Kleibergen［ 2005］と Guggenberger and

Smith［2005］によるラグランジェ乗数検定な

どは，モーメント条件が多い場合にも，通常の

漸近理論の結果を使用して検定が出来るという

ことである。

一方 Caner［2007］は，モーメント条件が多

く，またそれらが弱く，そして，モーメント条

件のうち，いくつかのものは，直交条件（つま

り平均が 0ではない）を満たさないという状況

を考えた。ここで，Caner［2007］は直交条件を

満たさないモーメント条件の数は，固定されて

いる一方で，モーメント条件の総数は無限にい

くという状況を考えている。この論文での結果

は，GEL推定量は一致性を持つが，漸近分布に

バイアスが出る可能性があることと，一般的な

Anderson-Rubin 検定は通常の漸近理論の結果

がそのまま使えるものの，他の検定統計量は，

その棄却域に修正を加える必要があるというこ

とである。

Ⅳ 対処法

先の節で見たように，モーメント条件が多い

場合には，いろいろな問題が起こる。したがっ

て，モーメント条件が多い場合には，なんらか

の対処をしなくてはいけない。前節で紹介した

研究によると，このような場合，GMM推定量

は，特にバイアスなどの問題を起こす一方で，

GEL推定量，特にEL推定量は，それほど問題

は深刻ではないのではないかということであっ

た。つまり，一つの対処法は，GMM推定量で

なく，EL 推定量を使うというものである。し

かしながら，EL 推定量でも，モーメント条件

が多い場合には問題は存在するので，これは完

全な解決法とはいえない。
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おそらく，最も自然な対処法は，モーメント

条件のうちの一部を使うことであろう。そのた

めには，モーメント条件を選択する統計手法が

必要になる。一般的な状況で使用可能な，モー

メント条件を選択する方法は，それほど多くな

い。代表的なものとして，Hall and Peixe［2003］

がある。しかし，彼らの方法は，モーメント条

件の中で，まったく母数推定に役に立たないも

のを排除するものであり，モーメント条件が多

いものの，それぞれがたとえ弱くても，母数に

ある程度の情報をもたらす場合には，うまくい

かない。実際，Okui［2008］は線形モデルの操

作変数推定で，操作変数が多い場合において，

いろいろな手法をシミュレーションで試してい

るのであるが，Hall and Peixe［2003］の方法の

結果は芳しいものではなかった。また，モーメ

ント条件の選択法として有名なものに，

Andrews［1999］やAndrews and Lu［2001］に

よる，情報量基準による方法がある。しかし，

これらの方法は，モーメント条件のうち，正し

いもの（真の母数のもとで E pg pz i, b0��/0とな

るもの）と，正しくないもの E pg pz i, b��40と

なる bがないもの)を分ける方法であり，本稿

で考えているような，正しいモーメント条件が

数多くある場合には，適した方法ではない。ま

とめると，現在，一般的に使えるモーメント選

択法は，その目的が，本稿で考えているモーメ

ント条件が多い問題に対処するという目的と合

致せず，他の方法が求められるということであ

る。

先の節で見た，モーメント条件が多いことで

引き起こさせる問題を回避するためのモーメン

ト条件選択法は，一般的なモデルの場合には今

のところ存在しないが，ある種のモデルについ

てはモーメント条件の選択法が開発されてい

る。まず，線形モデルの場合は，Donald and

Newey［2001］の論文で，モーメント条件選択

法が，紹介されている。条件付モーメント条件

モデルの場合には，Donald, Imbens and Newey

［2008］が先ほどのDonald and Newey［2001］

の手法を拡張することにより，モーメント条件

選択法を開発した。Okui［2009］は動学パネル

の GMM 推定の場合にそれを拡張した。これ

らの手法は，推定量の平均二乗誤差を，モーメ

ント条件を観測個数とともに多くしていく漸近

理論を使って近似し，その平均二乗誤差を推定

して，モーメント条件を選ぶための，基準とし

て使うというものである。問題点としては，こ

れらのモーメント条件選択法は，モデルにかな

り依存するということである。一般的に使うこ

との出来るモーメント条件の選択法で，モーメ

ント条件の数が無限に増加するような漸近理論

のもとで開発されたものは，まだない。

モーメント条件を選ぶという方法の他に，全

てのモーメント条件を使うものの，全てを同じ

ように使うのではなく，一部のモーメント条件

は「少し」だけ使うということにして，モーメ

ント条件が多いときに起こる問題を避けようと

する手法もある。このアイデアに従った推定法

としては，条件付モーメント制約のモデルの場

合に使える Shrinkage GMM推定量という推定

量が，Okui［2010］により開発されている。もっ

と一般的な方法としては，Kuersteiner and

Okui［2009］によって考えられた，Model

Averaging の方法があるが，この手法は，今の

ところ，分散均一の線形同時方程式モデルの推

定の場合しか，考えられていない。

たとえ，GEL推定量は一致性を持ち，漸近正

規性を持つにしても，その漸近分散は通常のも

のよりも大きいということを前の節で見た。

Newey and Windmeijer［2009］は，モーメント

条件が多く，またそれらが弱い場合でも，一致

性を持つような漸近分散推定量を提唱した。そ

の漸近分散推定量を定義するために次の表記を

導入しよう。まず，b�を GEL 推定量とする。

また，
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Q� pb�/ sup
l�L� n pb�

1

N
6
N

i=1

r pl'g pz i, b��

l� pb�/arg max
l�L� n pb�

1

N
6
N

i=1

r pl'g pz i, b��

と定義する。次の D�は，G�の代わりに使う統

計量である。これを

D� pb�/6
N

i=1

p� i pb�
�g pz i, b�

�b
,

p� i pb�/
r1 pl� pb�'g pz i, b��

6N
j=1r1 pl� pb�'g(z j, b��

として定義する。そして最後に，

H�/
�2Q� pb��
�b�b'

を定義する。この統計量は，通常の漸近理論の

もとでは，漸近分散推定量として使うことが出

来る。Newey and Windmeijer［2009］による

漸近分散推定量は，

V�/H�-1D� pb�'�S�-1D� pb�H�-1

である。シミュレーションなどでも，この漸近

分散推定量に基づく検定統計量や信頼区間は，

よい振る舞いをすることが観察されている。

他にも，一般的な，Anderson-Rubin 検定

（Guggenberger and Smith［ 2005］）や，

Kleibergen［ 2005］と Guggenberger and

Smith［2005］によるラグランジェ乗数検定な

どといった，モーメント条件が多い場合でも，

特に修正なく使用可能な検定法もあり，それら

の検定を使うというのも，一つの解決策であろ

う。これらの検定統計量を紹介しておく。ま

ず，帰無仮説は，H0：b0/b*である。一般的な

Anderson-Rubin 検定統計量は，

AR pb*�/2nQ� pb*�

で，帰無仮説のもとでの漸近分布は，c2 pm�で

ある。つまり，mが大きいと，漸近分布が右側

に大きく広がっていくが，そのときでも，

c2 pm�近似を使った検定は正しいサイズを持

つ。だた，この検定は，mが大きいときには，

あまり検出力を持たない。また，ラグランジェ

乗数検定統計量は

LM pb*�

/n
�Q� pb*�'

�b
pD� pb*�'W� pb*�-1D� pb*��-1 �Q� pb*�'

�b

である。ここで，W� pb�/6N
i=1g pzi, b�g pzi, b�'/N，

帰無仮説のもとでの漸近分布は c2 pp�であり，

pはパラメーターの数である。この検定も，

モーメント条件が多くとも，漸近的には有意水

準が正しい。先の一般的Anderson-Rubin 検定

と比べると，ラグランジェ乗数検定統計量のほ

うが，検出力が高いことが知られている。

Ⅴ 今後の研究課題

これまでの節で見てきたように，一般的な枠

組みの上で，モーメント条件が多い場合に起こ

る問題を考えた研究は，それなりに発表されて

きた。しかし，この問題に関しては，未だに解

決を見ない部分も多くあり，今後も盛んに研究

が行われることが期待される。この節では，そ

うした，今後研究されるべき課題の中でも特に

重要であると思われる問題を，いくつか紹介し

ていく。

まず，モーメント条件が多い場合に起こるの

は，GMM 推定量にバイアスが出ることや，

GEL 推定量の分散が大きくなる問題である。

これらは，線形同時方程式の場合でも観察され

た問題が，一般的な GMMや GEL の推定でも

起こるということが確認されたに過ぎないとい

うことも出来る。しかし，一般的なモーメント

条件による推定では，重み付け行列の推定が引

き起こす新たな問題がある。この問題は，二段

階最小二乗法による，分散均一な線形同時方程

式の推定に関しては考えなくてもよい。しか

し，ある種のモデルにおいては，重み付け行列

の推定誤差が重大な問題を引き起こすことが，

シミュレーション実験などを通して知られてい

る。たとえば，Altonji and Segal［1996］は，共

分散構造の推定においては，推定する必要のあ

る最適な重み付け行列を使うよりも，推定の必
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要がない恒等行列を使ったほうが，よりよい推

定量を得ることができることを，シミュレー

ションで観察した。しかしながら，重み付け行

列の推定誤差が，モーメント条件が多い場合に

どのようにして問題を引き起こすかは，理論的

にはまだ解明されているとはいいがたく，今後

の研究が期待される点ではある。

これまでの研究では，一般的なモーメント条

件による推定を考えているにしても，条件付

モーメント条件のモデルの推定に関するものな

どが主であったし，モーメント条件の形などに

それなりの制約があった。経済モデルの推定に

よく使われている方法で，これまで研究されて

きた枠組みに入らないものとして，Simulated

Method of Moments，あるいは Indirect Infer-

ence による推定が挙げられる。これは，主に

複雑な経済モデルの推定の際に使われる方法

で，経済モデルをシミュレーションにかけて擬

似データを生成し，そのデータの特性と実際に

観察されるデータの特性とが出来るだけ似通う

ように，パラメーターを選ぶという推定法であ

る。この推定法では，多くのモーメント条件を

考えることが出来るのだが，もし，非常に多く

のモーメント条件を使った場合にどのようなこ

とが起こるのか，またどの程度の数のモーメン

ト条件を使うべきかについては，ほとんど研究

はない。この方法も，基本的には，GMM や

GELの枠組みで書くことは出来るのであるが，

通常の統計誤差に加えて，シミュレーションの

誤差も考慮する必要があることや，条件付モー

メント条件のモデルなどと違って，追加的な

モーメント条件が分散に与える影響を調べるの

が難しいなど，他の問題も出てきており，別途

の研究が必要となる。

モーメント条件が多い場合には，どのように

推定量の効率性というものを考えればよいか，

という問題もある。既存の効率推定の理論は，

モーメント条件の数が有限であるという状況を

考えている。分散均一の線形同時方程式モデル

の場合には，Hahn［2002］やAnderson, Kuni-

tomo and Matsushita［2007］といった文献が，

モーメント条件の数，つまり操作変数の数，が

無限にいく場合の，漸近効率性を考えている。

しかし，一般的なモーメント条件による推定の

場合には，漸近効率性の問題は未だ検討されて

いない問題である。また，モーメント条件が多

い場合には，モーメント条件の選択なども，漸

近効率性の議論に影響を与える問題である。効

率性の問題に関しては，その重要性に比して，

研究がほとんど進んでおらず，今後の進展を期

待したい。

最後に，モーメント条件が多い場合の対処法

については，あるクラスのモデルに関しては，

先の節で見たように，いくつかの方法が提唱さ

れているものの，一般的に使える方法となると，

まだ開発はされていない。Hall and Peixe

［2003］は，一般的に使える方法であるが，

Okui［2008］のシミュレーションで見たように，

モーメント条件が多く，またそれぞれのモーメ

ント条件が弱い場合には，うまくいかないこと

がわかっている。モーメント条件をいかに選ぶ

かといった問題は，実証研究を行う際に重要と

なる問題であり，今後の研究の進展が期待され

る。

他にも，時系列データの場合への拡張，モデ

ル特定化が誤っているときの推定量の振る舞い

（たとえば，Schennach［2007］によると，EL

推定量は，モーメント条件が正しくない場合に

は，収束しない。一方でモーメント条件が多い

とCaner［2007］が指摘したように，その一部

は誤っている可能性も高い。）や，Sieve 推定の

場合の問題，ベイズ統計の枠組みでのモーメン

ト条件による推定の問題など，いくつか重要と

思われる問題はある。

Ⅵ 結論

本稿では，モーメント条件が多い場合の推定
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と検定についての，最近の文献を概観し，また

今後の研究課題としていくつかの重要であると

思われるものを提示した。モーメント条件を用

いた統計分析は，経済学において重要な分析

ツールであり，今後もこのような研究が盛んに

行われることが期待される。

これまでの研究結果を簡単にまとめてみる

と，次のようになる。まず，GMM推定量は，

モーメント条件が多いと，バイアスが大きくな

る可能性がある。バイアスの面では，GEL推定

量，特に EL 推定量は，優れた性質を持ってい

る。一方，GEL推定量の漸近分散は，モーメン

ト条件が多い場合には，通常の漸近理論で出て

くるものよりも，大きくなる。モーメント条件

が多い場合に，どのような対処をすればよいか

であるが，条件付モーメント制約のモデルの場

合には，モーメント条件を選ぶ手法などが，開

発されている。また，モーメント条件が多くて

も，一致性を持つように，GEL推定量の漸近分

散を推定する方法も開発されている。その一方

で，一般的に使用可能なモーメント選択法など，

未だ解決を見ない研究課題も多く，今後の更な

る研究も期待される。

振り返ってみると，モーメント条件が多い場

合に起こる問題というのは，線形で分散均一な

同時方程式の推定で操作変数の数が多い場合の

結果を，他のモデルに拡張したものであること

が多い。Morimune［1983］はそうした線形同

時方程式モデルに関する文献の中でも，特に重

要な位置を占めており，その影響の大きさを窺

うことが出来る。今後も，モーメント条件が多

い問題の研究は数多く行われるであろうから，

Morimune［1983］に代表される一連の研究の

価値はますます高まっていくものと思われる。
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