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第 1章

緒論

1. 1晶析プロセスの概要

溶液や融液からの晶析は、工業界で使用されているもっとも古い分

離・精製プロセスの一つで、ある。晶析によって、多成分の溶液や融液

から、その液とは異なる組成の結晶化した固相が得られる。晶析は、

蒸留と比較すると低いエネルギー消費で、かなり高純度な製品を製造す

ることが可能であるという点で優れている。さらに、晶析は適度なプ

ロセス状態で行われ、化学変化を起こしやすい物質も含む広い範囲の

製品を得ることができる。

品析の経済的重要性は、計り知れないものがある[1]0晶析は、塩化

カリウム(化学肥料)、塩化ナトリウム、硫酸アンモニウム(化学肥

料)のような無機物、アジピン酸(ナイロンの合成原料)、 p-キシレン

(ポリエステルの合成原料) ぺンタエリスリトール(塗料)のよう

な有機物の大量生産のために、大規模な連続操作で行われている。小

規模なものでは、アスバルテーム(甘味料)、 Lセリン(アミノ酸)、

Lアスコルビン酸(ビタミン C) といった高純度な精製化学製品や薬

品を得るために、バッチ操作で晶析が行われている。

晶析の主な推進力は、溶解している成分が結晶化する速度を決定す

る液相、つまり母液の過飽和度であり、母液は存在する結晶の成長や

新しい核の生成によって回相へと転移する。過飽和は、溶媒を蒸発や

冷却することによって起こすことができる[2，3]。多くの溶液、または

懸濁液の品析では物質移動が支配的であり、融液の晶析では熱移動が

支配的となる[4]0 したがって、融液晶析は溶液晶析に比べかなり速い
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成長速度が得られる。

結晶製品は、固相の結晶、溶解している結晶原料や溶媒を含んだウ

エットなスラリーで得られ、結晶製品の品質は、主に形状、純度、結

晶粒径分布 (CrystalSize Distribution， CSD) で表される。例えば、不純

物である固相や母液が包含物として結品格子の中に存在する害IJ合が、

製品結品の純度を決定する。一般に、結晶中の不純物の割合は、品析

で得られた結晶を原材料とするプロセスにおいて、望ましくない副製

品が生成することを防ぐために、規定の値を超えてはいけない。

製品結晶の CSDは非常に重要である。なぜなら、顧客は結晶の破

壊特性、流動特性や溶解速度といった結晶の特性に関して高い品質を

要求し、それらの特性は、直接 CSDに関係しているからである。さ

らに、分級器の操作性やシックナー、遠心分離器、乾燥器といった下

流の他の固液分離装置の性能は、 CSDに影響を受け、バルクの貯蔵や

輸送に関しでも、 CSDや形態の影響を受ける。例えば、乾燥している

結晶の輸送性は結晶が固まるため低く、これは、微小結品の密度や結

晶中の母液の含有密度が非常に高いときに必ず起こる問題である。

CSDがスラリーやノミルクの結晶の特性へ与える影響について、多くの

例が Randolphら[5]によって述べられている。

工業界での広範囲な利用と長い間の経験に関わらず、晶析プロセス

の操作はまだ困難なものとなっている。なぜなら、純度、形態、 CSD

といった製品仕様が、不安定性、つまりプロセス自身の周期振動や外

乱、製品市場の変化に伴う負荷や設定値変更のため、プラントのスタ

ートアップからシャットダウンまでの問に大きく変化してしまうから

である。現在、なお頻繁に起こっている晶析操作における問題点とし

て、以下のことが挙げられる。
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1 .晶析器内部での結晶の付着

ファウリングまたはスケーリングと呼ばれるこの現象は、製品結晶

の一部が晶析器内に残ることから、収率を低下させてしまい、周期的

なシャットダウンや晶析器の持続的な除去が必要になる。ファウリン

グは、懸濁液中の循環する結晶の浸食作用によって押さえられ、一方、

母液の過飽和度が大きいと促進されてしまう [6，7]。

n.晶析プロセスのスタートアップとシャットダウン

多くの連続晶析器では、品析器内部の付着する塩の除去や清掃を目

的とした他の保守管理のため、頻繁にシャットダウンをしなければな

らない。スタートアップからシャットダウンまで、の晶析プロセスの運

転時間は、プロセスの状態や晶析すべき物質により 2日聞から数ヶ月

間へといろいろ変化しうる。また、スタートアップとシャットダウン

において、結品製品のオフセットが生じてしまう。

田.望ましくない成分の蓄積

多くの工業界のプラントでは、母液は固体を分離した後、晶析器へ

リサイクルされるが、この場合、核生成や成長速度に影響を与える溶

解している不純物の蓄積が起こってしまう。このため、周期的または

連続の母液の排出が必要になる。

N. フィード成分の変化

フィード成分の変化は核生成や成長に影響を与え、その結果、 CSD、

結晶の形態、純度の変化が起こってしまう。

V. 種晶の不適当な粒径分布

この問題は、分級した結晶を種品として用いるバッチ品析プロセス

でしばしば起こる。種晶の不適当な粒径分布によって、最終の CSD

がオフスペックになってしまうことがある。
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羽.熱供給の失敗

主に熱供給の失敗によって、製品結晶の収率が減ったり、 CSDが変

イ七してしまう。

VII. 製品抜き出しの失敗

製品抜き出し流れで結晶が詰まることによって、製品抜き出しを失

敗することがあり、これによって、 CSDも変化してしまう。

V1II.温度変化

温度変化は、真空ポンプの不調、季節や昼夜の外温変動により起こ

る。温度変化によって、収率と品析の熱力学が変化してしまう。

IX. すすぎ水の注入

すすぎ水は、晶析器内部に付着する塩を除去したり、詰まったライ

ンや遠心分離器の結晶を溶解させるために注入される。すすぎ水の注

入により、結晶が溶解する局地的に過飽和でない所が生じ、製品結晶

の収率が減ったり、 CSDが変化する。

さらに、工業界で使用されている多くの連続晶析プロセスの重大な問

題点として、緩やかな CSDの振動現象がある。この現象は、晶析に

固有の物理的フィードパック機構により起こり、初めに Randolphら[8]

が、この現象の研究を始めている。周期的な CSDの振動により、製

品結晶の中に微小結晶が大量に存在してしまうことがあり、これは、

下流の固液分離プロセスに問題を引き起こす。

上述したこれらの多くの問題により、工業界で使用されている晶析

プロセスでは、製品結晶の損失や収率の低下が起こる。ここ 20年間

の原料コスト、エネルギーコストの増加、環境の改善や製品品質の向

上に対する要求、世界規模での化学会社聞の競争の激化に伴い、工業

界、大学の研究者たちは、これらの工業界の晶析プロセスで起こって

いる操作上の問題の解決に積極的に取り組まざるを得なくなった。こ
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れらの問題の一部分は、装置設計を改善したり、例えば、結品の付着

を防ぐことができる他の装置材料を使用することにより解決するであ

ろう。しかしながら、多くの問題は予想できず、また、しばしば世相

の変化によってもたらされる。このため、経済的、安全上の制約を満

たして、プロセスの状態を改善できるコントローラ、さらに、周期的

振動を押さえることができるフィードパックコントローラが必要とな

る。

1.2モデル化とシミュレーションに関する既往の研究

晶析プロセスのモデル化の研究は広く行われてきたが、プロセスの

状態量が分布しているという特性、晶析の熱力学に関することが基本

的な研究課題であった。晶析をモテ、ノレで、表現するためには、連続相(空

間や粒径など)に分布している結品のポピュレーションを表すことが

できる方法が必要であるが、一般の分布相系を表現するために発達し

た数学的方法として、ポピュレーションバランスモデルがある。

Tsuchiya ら[9]、Eakman ら[10]、Ramkrishna[11 '"'"' 14]は、この方法を微

生物、 Hidy と Brock[15]、Friedlander[16]、Hidy[17]は、エアロゾルの

ポピュレーションに適用している。 Rawlingと Ray[18'""'-'21]は、エマル

ジョンの重合化をポピュレーションバランスモデルで、表現し、その有

効性を述べている。このポヒ。ュレーションバランスの概念は、 Hulburt

と Katz[22]、Randolph と Larson[23]によって晶析分野に紹介され、晶

析プロセスのモデル化に広く受け入れられた[24'"'"'26]0

いわゆる、晶析缶内は完全混合で結晶は晶析缶内で分級されず抜き

出されることを想定した MSMPR (Mixed Suspension Mixed Product 

Removal) 晶析器[27]が、多くの研究者によって研究されている。この

系では、結晶のポピュレーションバランス式である時間に関する一次

の偏微分方程式をモーメント式に変換できる。このモーメント式は、

低次の連立常微分方程式であり、簡単にシミュレーションできる。 70
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年から 80年代にかけて、この MSMPRモデルによるモーメント式を

用いて、核生成や結晶成長に関する経験的パラメータ推定の研究が多

く報告されている[5，28'"'"'31]0 Randolph[32]は、晶析プロセスのダイナ

ミクスを核生成員Ij中の経験的パラメータの関数として調べている。こ

のように、いくつかの点で、 MSMPRモデルによるモーメント式は晶析

プロセスの解析において有効であったが、プロセスの物理現象をより

正確に表現するには不十分である。なぜなら、 MSMPRモデルによる

モーメント式では、微小結晶や製品結品の抜き出しにおける分級や結

晶成長速度、二次核生成の複雑な粒径依存性といったより精密なプロ

セス構造を表現するのに限界が存在するからである。

近年、さらに詳細なプロセスモデルが、多くの研究者によって提案

されており、晶析プロセスのモデリングに関しては詳しいレビューが

ある[33]0 1984年にオランダの脱出工科大で UNIAKと呼ばれる連続

品析プロセスの研究プロジェクトが始まっている。多くの、特に連続

晶析プロセスのダイナミクスに関する研究の欠点として、信頼性が高

くロバストな測定器や実験装置がないことによって、実験データに基

づき同定されたモデルの妥当性が検討されていなし、点が挙げられた。

そこで、この研究プロジェクトの主な目的は、工業界で用いられてい

る品析器に適用すべきセンサとアクチュエータを含めた制御系の設計

と実験による評価であった。そして、理論かっ実験による晶析プロセ

スのモデル化とオンライン測定システムの設計が行われ、研究成果と

しては、製品分級器を含めた物理モデルの構築と実験による同定、前

方光散乱法による CSDのオンライン測定を可能にする自動サンプリ

ング測定システムの構築が挙げられる[34，35， 37， 39]0 

De Worfら[35]、TsuruokaとRandolphら[36]、Eekら[37，38]、Meadhara

ら[39]は、粒径に関する微分項に有限差分スキームを使用して、ポピ

ュレーションバランス式を集中化し、シミュレーションを行っている

(線の方法)。この方法はモーメント法に比べて柔軟性があり、分級

された微小結晶や製品結晶の抜き出しゃ結晶成長速度の粒径依存性を

組み込みことができる。また、モーメント法では CSDのモーメント
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の情報しか得られず、 CSDの詳細な形状はわからないのに対して、有

限差分法では CSDの詳細な形状が得られる。しかし、有限差分法に

よるモデ、ル式は高次で、制御設計のために用いるのには困難であった。

そこで、 DeWorfとVanDen Hof[ 40]は、制御設計に使用しやすい低次

のモデルを直接、得られるシステム同定の使用を提案している。

Witkowski とRawlings[41]、Rawlingsら[42]は、ポピュレーションバラ

ンス式を有限の連立常微分方程式に変換するため、直交多項式を使用

し、パッチ晶析器の実験で得られたデータから推定パラメータの信頼

幅を出す方法を示している。

1.3 CSDの制御に関する既往の研究

制御に関する研究では、 CSDの制御の問題について多くなされてき

たが、 Randolphら[43'"'"'45]が、この研究のバイオニヤで、ある。彼らは、

塩化カリウムを製造する連続品析プロセスの安定化と外乱除去が、微

小結晶を破壊する速度を操作量、微小結晶、または核の個数密度を被

制御量とする簡単な出力フィードパック制御で可能であることを示し

た。近年、 Randolph[46]は、この制御系に関する特許を取得している。

Rohani[47]は、微小結晶を破壊するライン中の微小結品の濃度を被制

御量とする似たような制御系を述べており、苛性カリを製造する 20f

の品析器で、実験を行っている。このように、バッチ品析器の最適制御

を含めて多くの制御系が提案されている[48'"'"'53]。

しかしながら、信頼性が高くロバストな装置がなかったため、安定

化制御のコントローラの実験による評価は報告されていなかった。さ

らによいモデルがないために、可制御性の評価としづ重要な点が無視

や省かれていた。しかし、近年、 Eek ら[37，38， 54]は、測定器を含め

たプラント装置固有の限界を考慮して達成可能な制御性能を評価し、

測定器では経済的かっ操作上の視点から、どれが一番優れているか、

どのような結晶粒径の範囲を測定すべきか、どのぐらいモデ、ルの正確
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さや複雑さが、ダイナミックモデ、ルを用いたコントローラの設計のた

めに必要かといった点について検討を行っている。

純度と結晶の形態のモデル化と制御に関する研究は、 CSDのそれに

比べてかなり遅れている。結晶の純度と形態の制御は、精製化学製品

や薬品を製造する晶析プロセスにおいて非常に重要であることは言う

までもないが、さらに、通常の晶析においても重要になってきた。

即時[55]は、たとえ少量の不純物でも結晶成長、核生成、結晶形態に

劇的な影響を与える可能性があることを示した。また、不純物(媒品

剤)が存在することによって結品成長速度が速くなる。この分野の現

在の主な研究課題は、不純物が存在するときの結晶形態の予測とプロ

セスの操作条件による結晶不純度の変化についてである[56'"'"'60]0

以上、まとめると、現在も理論的モデル化と制御に関する晶析の文

献は出続けて、 CSDの制御に関する研究はかなり進展した。それにも

関わらず、あまり実際の工業界の連続晶析プロセスに適用されていな

いのが実情であり、多くの晶析プロセスでは、まだ操作量を一定値に

保って品析を行っている[61]0 蒸留塔におけるプロセス制御分野の進

歩と比較すると、晶析プロセスにおける制御はかなりの遅れをとって

し、る[62]0

1.4本研究の目的と内容

従来、連続晶析プロセスのモデル化や CSDの安定化制御が「アー

ト」と呼ばれていたのは、晶析のメカニズムがまだ十分には分かつて

おらず、実験室規模ではなく、プラント規模で直接使用可能な制御系

がないためである 前者に関しては、現在、1.2節で述べたように連

続晶析プロセスのダイナミクスを十分に表現できる詳細なモデ、ルが提

案されている。しかし、シミュレーションを行うために、ポピュレー

ションバランス式を有限差分法で解くのが一般的であるが、その方法

の妥当性に関しては十分な検討がなされていなし、。後者に関しては、
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今まで提案されてきた CSDの安定化制御では、実用上必ず生じる操

作量に対する制約条件が無視されているためである。また、操作量に

対する制約条件がある場合に有効であると考えられる多変数制御に関

する研究はほとんどない。

そこで、本研究では、始めに連続晶析プロセスのシミュレーション

に関する研究として、有限差分法とポピュレーションバランス式のよ

うな一階偏微分方程式を解くのに有効であると考えられる特性曲線法

を比較し、さらに、特性曲線法を拡張した新しいシミュレーション法

を提案することによって、連続晶析プロセスのシミュレーション法に

ついて検討する。次に、連続晶析プロセスにおける CSDの安定化制

御に関する研究として、微小結晶の溶解現象を考慮した外部加熱器の

モデルを構築し、そのモデルを用いて、実用上必ず生じる操作量に対

する制約条件について検討する。さらに、操作量に対する制約条件を

考慮、して、 CSDの安定化制御について従来法と提案するマルチループ

制御法を比較検討する。

本論文では、大きく分けて 2編に分かれている。

第 1編は、連続品析プロセスのシミュレーションに関する研究であ

る(第 2、3章)。

第 2章では、使い方が簡単なことから広く利用されているが、数値

拡散が生じてしまう有限差分法と余り使われていないが、 一階偏微分

方程式を解くのに適している特性曲線法を用いて、連続晶析プロセス

のシミュレーションを行う。その際、通常の特性曲線を拡張し、通常

の特性曲線では不可能だ、った離散型制御系のシミュレーションが行え

るようにする。そして、特性曲線法と有限差分法による数値解を比較

し、制御系設計や制御性能評価に与える影響について検討する。その

結果、有限差分法を使った場合の最適ゲインや最適応答は、特性曲線

法のそれらと明らかな違いがあることを示す。

第 3章では、さらに、第 2章で有効性を述べた特性曲線法を連続晶

析プロセスのシミュレーションに適するように改良する。晶析プロセ
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スのシミュレーションでは、 CSDと過飽和度の経時変化を計算するが、

過飽和度のダイナミクスは CSDのそれに比べて速いので、過飽和度

のダイナミクスに合わせて計算の時間刻みを決定しなければならない。

しかし、従来の特性曲線法では、時間刻みの幅は粒径方向のメッシュ

サイズで決まるが、計算ステップ毎に変化してしまい、過飽和度の経

時変化をうまくシミュレーションできない場合が考えられる。また、

結晶成長速度が時間変化項と粒径依存項の積で表されている場合にし

か適用できない。そこで、これらの欠点をなくすために改良した時間

刻みを一定にした移動ノードによる特性曲線法を提案し、その有効性

について検討する。

第 2編は、連続晶析プロセスにおける CSDの安定化制御に関する

研究である(第 4、5章)。

第 4章では、微小結晶の溶解を考慮した外部加熱器のモデ、ルを構築

し、外部加熱器で、の微小結晶の溶け残りが CSDの安定化制御に与え

る影響について検討する。外部加熱器が付いている等温蒸発式の DTB

型連続晶析器では、微小結品抜き出し流量を上げすぎると、外部加熱

器において微小結品が溶けにくくなり、溶解する微小結晶の量が逆に

減少してしまうことがある。このため、微小結晶抜き出し流量に上限

値を設ける必要があり、既往の研究で提案されている微小結晶抜き出

し流量を操作量とする SISO制御系では、 CSDをうまく安定化できな

い場合があることを示す。

第 5章では、まず、詳細な物理モデルに基づいて、スタートアップ

時の CSDの振動現象を解析することにより、安定化制御に有効な被

制御量および操作量を選択する。そして、シミュレーションによって

制御性能について比較検討し、実際に工業界で使用されている連続晶

析プロセスにおいて考えられる微小結晶抜き出し流量に厳しい制約が

ある場合には、従来から提案されている微小結晶ポヒ。ュレーション密

度を微小結品抜き出し流量で制御する SISO制御系と、大きな結晶の 3

次モーメントを品析器からの抜き出し流量で制御する制御系とを統合

したマルチループ制御系が有効であることが示す。
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第 1編

連続晶析プロセスのシミュレーション



第2章

連続晶析プロセスのシミュレーションにお

ける有限差分法と特性曲線法の比較

2. 1緒言

連続晶析プロセスから得られる製品結晶の結晶粒径分布 (CrystalSize 

Distribution， CSD) は、数時間の周期を持った持続振動を示すことが知

られている。CSDは品質の重要な指標の一つで、あることから、この振

動を抑制する制御系の重要性は古くから認識されており、多くの論文

が発表されている。この問題に関する過去の研究では、一階偏微分方

程式で表される CSDそのものの挙動を表すモデルをシミュレーション

する代わりに、分布の 0次から 3次モーメントの挙動のみに着目した

連立常微分方程式(モーメント式)をもとに考察を行っているものが

多い。モーメントに注目したこのアプローチは 工業界で実際に使用

されている連続晶析器に近いR四 Z晶析器の安定性解析に適している[1]0

この R-z品析器は、晶析缶内は完全混合で結晶は品析缶内で分級されず

抜き出されることを想定した MSMPR (Mixed Suspension Mixed Product 

Removal )晶析器に、ある大きさ以下の微小結晶を抜き出したのち加

熱し溶解させ、液をリサイクルする外部加熱器とある大きさ以上の結

晶を製品結晶として抜き出す製品分級器を付けた晶析器である (Fig.2-

1) 。
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Fig.2-1 Idealized model of R-z (fines dissolve/classified product) crystallizer 

一方、モーメント法では、次のような欠点を持っている。

• MSMPRモデルによるモーメント式では、微小結晶や製品結晶の抜き

出しにおける分級や結晶成長速度、二次核生成の複雑な粒径依存性

といったより精密なフ。ロセス構造を表現できない。

-制御系の評価などを行う場合に、被制御変数として CSDのモーメン

ト以外を考えることができない。

以上の理由から、モーメントの挙動ではなく、 CSDそのもののシミュ

レーションに基づいた検討が望まれている。

ここで注意を要するのは、 CSDの挙動を表すモデ、ルが一階偏微分方

程式である点である。このため、偏微分方程式の数値解法として多用

される有限差分法を使って一階偏微分方程式の数値計算を行うと、数
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値拡散と呼ばれる計算誤差が生 じ、真の解とは明らかに異なる計算結

果が得られてしまう場合がある[2，3]。

数値拡散の問題のない数値解法としては、特性曲線法がある 。

Randolphと Larson[4]は、結晶成長速度が粒径依存性をもたない場合

について、特性曲線法を用いた連続晶析プロセスのシミュレーション

アルゴリズムを示している。 しかし、結品成長速度は粒径依存性を通

常持つため、一般の連続晶析プロセスシミュレーションにこのアルゴ

リズムを適用することはできない。また、特性曲線法で制御シミュレ

ーションを行う際に問題となるのは、時間刻みが計算ステッフ。毎に変

化するため、離散型の制御動作をとりいれにくいという点である。

本章では、有限差分法の問題点を述べたのち、特性曲線法を結晶成

長速度に粒径依存性がある場合、および離散型制御を行う場合にも使

えるよう拡張した結果を示す。まず、特性曲線法と有限差分法を使っ

て得られたオープンループでのシミュレーション結果を比較すること

で、数値拡散が数値解に与える影響を評価し、連続晶析プロセスのシ

ミュレーションに特性曲線法を使う効果について検討する。 さらに、

有限差分法を使って離散型制御系を設計した場合に得られる最適ゲイ

ンと、特性曲線法のそれとを比較し、制御性能への影響を明らかにす

る

2.2有限差分法と特性曲線法

2.2.1一階偏微分方程式の特性曲線

まず、一階偏微分方程式の解に関わりの深い特性曲線について説明

するため、次式で表されるもっとも単純な例に注目する。なお、 一階

偏微分方程式の数学的特徴については Appendix.3に詳細に記述する。
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(2-1) 2.2.2有限差分法の問題点

有限差分法の問題点を明らかにするため、例として G=O.5， 初期条

件 n(x，0)=0、境界条件 n(O，t)= 1の場合について Eq.(2-1)の解を考えて

みる。 この解析解は x=Oに発生したステップが、速度 0.5で右に進む

様子を表すため、時刻 t=1での解析解は Fig.2-3に示すようにステップ

状となる。 この数値解を xに関する微分項を後退差分、 tに関する微分

項を前進差分して得られる有限差分法を使って求めてみると、解析解

ではステッフ。状であった部分が平滑化されて S字曲線を描いている。

このように数値解に見かけ上現れるこの拡散効果は、数値拡散とよば

れる。

この方程式は、初期分布 n(x，0)が形を変えずに x軸の正方向に速度 G

で進む様子を表す。従って、この解は、次式で定義される直線上で一

定の値をもっO

生=G i.e.， x-Gt三 η=const 
dt 

(2-2) 

ここで、 ηは定数である。事実、 Fig.2-2のような座標系を考えると、

Eq.(2-1)は次式のように変形できる。

dn(x(t)，t)1 ハ

= u (2-3) 
dt Iη=印刷

Eq.(2-2)で、定義される直線は特性曲線と呼ばれる。Eq.(2-3)を見ると、

Eq.(2-1)が特性曲線上の数値の変化を表す無数の常微分方程式に書換え

られることが分かる。 このことは、複数の特性曲線開の数値が互いに

影響を及ぼし合わないことも意味している。
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Fig.2-3 Solution of Eq.(2-1) obtained with finite difference scheme 

Fig.2-2 Coordinate along characteristic curves 
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点と W 点を直線補間した数値が N点に代入されていることを意味して

いる。数値がこのように直線補間されると分布の曲率が下がるため、

得られる数値解は解析解よりもより滑らかになる。これが数値拡散の

原因である。

また、後退差分法よりも近似次数の高い中心差分法なども、一階偏

微分方程式のシミュレーションに不適である点も注意を要する。上述

したように、 Eq.(2-1)はx軸の右方向に分布が移動してゆく様子を表し

ているが、中心差分による差分式は次式で表される。

n(E)-n(W) n(N) = n(C) + '~\LJ/~ :~\ .. I d.t (2-7) 
2i1x 

Eq.(2-7)は、 E点を使って、それよりも上流にある N点を決定する式に

なっている。今回対象とした CSDの時間変化を表すモデルに適用した

場合、これは大きな結晶の数が成長によって将来のより小さな結晶の

数に影響を与えることを意味し、物理現象と明らかに矛盾している。

この数値拡散の生じる原因について考えてみる。Eq.(2-1)を有限差分

法によって解く場合、次式で表される双曲型偏微分方程式の数値解の

安定条件を満たすようメッ、ンュを決定すると、メッシュと特性曲線の

関係は Fig.2-4のようになる。

Characteristic Curve 

2.2.3特性曲線法x 

Fig.2-4 Characteristic curve and mesh for finite difference scheme 特性曲線法では、特性曲線上の数値がノード上をうまく伝わってゆ

けるように配慮、し、 Fig.2-5に示すようなメッシュを作成する。このよ

うなメッシュは、次式を満足するようにメツ、ンュの大きさを選ぶと得

られる。

特性曲線の性質から、解析的には N点の値は図の A点に等しくなけ

ればならないが、 A 点にはノードがないため、 N 点の正確な値を求め

る事は出来ない。xに後退差分、 tに前進差分を用いた場合にどのよう

な値が N 点に代入されるかを調べるために差分式を変形すると、次式

が得られる。

G =dxj企t (2-8) 

n(C)-n(W) 
n(N) = n(C)-G --，-/ ~ 

(ムx-Gd.t)n(C) + (Gd.t)n(W) 

(Gd.t) + (Lix -Gd.t) 

(2-5) 

(2-6) 

ここで、 n()は、()内で表すノード上の nを表している。Eq.(2-6)は、 C
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Characteristic Curve 

E 

x 

Fig.2-5 Mesh best suited to the characteristic curve 

時間とともに速度 Gが変化する場合には、 Eq.(2-8)が成立するようメ

ッシュの大きさを G に合わせて変化させなくてはいけない。シミュレ

ーション中にムxを変更するのは困難であるため、時間刻み!:::::.tを各時

刻において、 f1t= flx/Gによって決定してゆくことで、 Eq.(2-8)を満足

させる[4]。

特性曲線法に基づいて差分式を求める際には、 Eq.(2-3)に示されるよ

うに、特性曲線上に沿った時間微分が意味を持つことに留意する必要

がある。すなわち、有限差分法のように時間微分項と距離微分項を別々

に離散化するのではなく、 dn(dt+Gdn/むをまとめて、 dn/ dt Iη と考

えて離散化する。例えば Eq.(2-1)の差分方程式は、次式のようになる。

n(N)-n(W) 。
f1t 

(2-9) 
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2.3特性曲線法による連続晶析プロセスのシミュレー

ション

2.3.1連続晶析プロセス

工業界で実際に使用されている連続晶析プロセスでは、晶析缶内で

大きな結晶を壁や他の結晶に衝突させ、摩耗させることで二次核を発

生させているため、大きな結晶の見かけの成長速度は小さな結晶のそ

れに比べ遅い。このほか種々の原因によって、品析缶内の結晶成長速

度は通常、粒径依存性を持つ。近年、 Eekらは Appendix.lの Fig.Al-l

に示す構造の DTB (Draft Tube Baff1e)型連続晶析プロセスについて、

成長速度の粒径依存性を取り入れたモデル式を実験データから同定し

ている[5]0このモデルの詳細については、 Appendix.lに示す。このモ

デルで CSDの時間変化を表すポピュレーションバランス式は、一階偏

微分方程式であり、次式のように表現される。

an(x，t) . r-. / _" dn(x，t) 
a+Ge(x，t)=f(n，x，f) 
t . e' " dX 

(2-10) 

ここで、 tは時間、 xは粒径、 n(x，t)は大きさ xの結晶のポピュレーショ

ン密度、 Ge(x， t) = Gk(t)GxCx)は結品成長速度を表している。またf(n，x， t) 

は微小結晶抜き出しおよび製品抜き出し等の効果を表す項である。

2.3.2結晶成長速度が粒径に依存する場合

結晶成長速度が粒径に依存する Eq.(2-10)の特性曲線は、複雑に曲が

る。この場合、一般には特性曲線の動きに合うような規則的なメッシ

ュを発生させることはできず、各時刻において粒径方向のメツ、ンュ位

置を変更するなどして、特性曲線の変化に適応する必要がある。

しかし、 Eekらが同定したモデルのように、結晶成長速度が時間依存
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項と粒径依存項の積である場合には、前節で述べたような特性曲線法

が適用できる形にポピュレーションバランス式を変換することができ

る。この変換法を以下に示す。

結晶成長速度の粒径依存性を除くため、次式で定義される新しい独

立変数 sを導入し、 x軸をスケーリングする。

d d ds 1 
Gr(x)一=-::::- i.e.， - =一一一 (2-11 ) 

.(， / dx ds 'dx Gx(x) 

このとき、 n がポピュレーション 密 度 で あ る こ と か ら 、

n(x，t)dx = n(s，t)ds、すなわち n(x，t)Gx(x)= n(s，t)に注意すると、

Eq.(2-10)は次式のように変形できる。

dn(s，t) . r-r /，' dn(s，t) 
一て一一+Gk (t)一て一一=g(n，s，t) (2-12) 

Ol OS 

ここで、 g(n，s，t)は、微小結晶抜き出しゃ製品抜き出し等の効果を粒径

xではなく、変数 sを使って表した項である。この式の成長速度を表す

項は時間依存項Glt)のみで、あるため、 2.2節で述べた特性曲線法で数値

計算することができる。

以上の考え方に基づいてシミュレーションを行うには、各 sの値に対

して xの値を計算するサブ、ルーチンなどが必要となる。 しかし、以上

と等価な以下のアルゴリズムを使うと、この様な計算を避け、 tとxを

独立変数としたままで計算することができる。

Eq.(2-8)を成長速度式に適用すると、次式が得られる。

Gι引ωkパv(tοt帆)
一 !J.t

(2-13) 

結晶成長速度が fのみの関数と xのみの関数の積であることから、この

式は次式のように変数分離できる。

I1tGk (t) =ー竺一 (2-14) 
'" ' . Gx(x) 

Eq.(2-14)の分離定数を αとおくと、結品成長速度の時間依存項と時間刻

み、粒径依存項と粒径方向の刻みを関係、づける次式で表される 2つの

式が得られる。
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一坐一 =α，I1tGv (t) =α 
Gx(x) 凡

(2-15) 

これらは、ムxの大きさは粒径依存項のみから、ムIは時間依存項のみ

からそれぞれ決定できる事を示している。まず、シミュレーション開

始時に、次式を用いて x方向のメッ、ンュを生成する。

Xj+1 -xj =αG x (x;) (2-16) 

ここで、 X，は、 x軸方向の i番目のノードにおける粒径を表している。

そして、次式を用いて各時刻において時間刻みを決定してゆくことで、

特性曲線に合ったメッシュが作られる。

I1t=α/ Gk (t) (2-17) 

このとき、 Eq.(2-11)と Eq.(2-15)の第 1式を比較すると分かるように、

αはムSに相当している。従って、 Eq.(2-15)によって x軸方向の刻み幅

を決めることは、 s軸上に一定間隔の刻み幅を与えることと等価である。

2.4オープンループ系での比較

ここでは、 Eekらが同定したモデルに基づき、連続品析フ。ロセスを有

限差分法、および特性曲線法によってシミュレーションし、得られた

解を比較することで、数値拡散が解に及ぼす影響を明らかにする。CSD

の初期値としてはロージン・ラムラ一分布を用いた。モデルパラメー

タには Eekの論文[5]の実験 1のデータを用い、製品分級の無い場合を

シミュレーションした (Appendix.lのTablesAl-l '"'-'AI-3)。
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2.4.1メッシュ依存性

有限差分法のメッシュ依存性を調べるため、時間刻みを 0.1分とし、

粒径方向の区分数を変化させてシミュレーションを行った。ただし粒

径範囲は 0"-'1850μmで一定とした。それぞれの区分数で得られた 3

時間後の CSDの様子を Fig.2-6に示す。

35 

Z30 

ε20 
c 

100 500 1 000 1 500 1 850 
crystal size [μm] 

Fig.2-6 Mesh dependence of finite difference solution 

Fig.2-6を見ると、粒径 550μmあたりに極小値があるが、これはシミ

ュレーション開始時に粒径 0に発生する不連続な点が結晶の成長と共

に図の右側に移動して生じたものである。メッシュを少なくするにつ

れてこの谷の部分が浅くなっているのは、数値拡散によって不連続な

部分がスムージングされたことによるものである。Fig.2-6を見ると、

有限差分法による数値解が強し 1メツ、ンュ依存性を示すことが分かる。

次に特性曲線法のメツ、ンュ依存性を調べた結果を Figユ7に示す。こ

のアルゴリズムでは、メッシュを Eq.(2-15)から発生させるので、 αの

値とメッシュ数によってシミュレーションされる計算範囲が決まる。
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ここではいずれのメッシュ数においても一定の粒径範囲のシミュレー

ションが行えるよう、 Table2-1に示すようなαとメッ、ンュ数を用いた。

35 

Z30 

ε20 
c 

100 

1000 Mesh 
1500 
5000 

500 1 000 1 500 1 850 
crystal size [μm] 

Fig.2-7 Mesh dependence of the method of characteristics 

Table 2-1 Simulation conditions for the method of characteristics 

α Number nf Mesh Simulated Interval [μm] 

1.0 X 10-5 1000 0"-' 1806 

6.7 X 10-6 1500 0~1806 

1.0 X 10-6 5000 0~1806 

Fig.2-7を見ると、それぞれの条件での計算結果には大きな違いが見ら

れず、特性曲線法はメッ、ンュ依存性が非常に小さいことがわかる。

また、特性曲線法のメッシュ数を 500以下とすると不安定な解が得

られた。一定の粒径範囲を少ないメッシュ数で、シミュレーションする

には、 αを大きくとる必要があり、それに伴い時間刻みも Eq.(2-17)に

よって大きくなる。このような原因により、比較的早いダイナミクス

をもっ過飽和度の動きをうまくシミュレーションできなくなり、解が
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不安定となる。

2.4.2数値解の比較検討〈その 1)

有限差分法と特性曲線法から得られる解の違いを検討するため、両

アルゴリズムから得られた 3時間後と 10時間後のポピュレーション密

度分布を Fig.2-8~こ示す。 いずれの計算法においても 、 メッシュ数は 1000

とした。

35 

E30 

ε20 
c 

100 

一-finite difference 
一-methodof characteristics 

time=10[h] 

500 1 000 1 500 1 850 
crystal size [μm] 

Fig.2-8 Comparison of numerical solutions 

Fig.2-8を見ると 、CSDが結品の成長と共に図の右側へ動いてし、 く様子

が分かる。Fig.2-6では、メッシュ数を 1000から 1500に増やしてもシ

ミュレーション結果に大き な差がみられない。よって、メ ッシュ数を

1000とすることで正確なシミュレーショ ンが行われているよ うに見え

るが、Fig.2-8では、特性曲線法と 比較すると明 らかな差異が認め られ

る。この違いは最大で約 20倍にまで達している。有限差分法の計算を

メッシュ数 1000から 1500に増や して行ったが、解を特性曲線法の計

算結果に近づけることはできなかった。曲率の大きな極小値の近くで
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両者の違いが大きいことから、これが有限差分法の解に現れる数値拡

散に起因するものであることが分かる。以上から、有限差分法による

連続晶析プロセスの数値解は、数値拡散による誤差が大きいことが明

らかとなった。

有限差分法において、時間刻みを大きくしたり、メッ、ンュ数を増や

したりして、 Eq.(2-8)の条件が満たされるようにすると、数値拡散の影

響が抑えられ、数値解を特性曲線法による解に近づけることができる。

しかし、単にメッシュを細かくしただけでは、特性曲線法と同じ解を

得ることはできない。この理由は、差分方程式の違いである。特性曲

線法では 1つの特性曲線上のノードしか差分方程式に含まれないのに

対し、有限差分法ではそれ以外の点が含まれるため、特性曲線に沿わ

ない方向に数値の影響が伝わってしまう。

さらに、結晶成長速度が時間と粒径に依存することにも注意が必要

である。このために、一定の刻み幅を用いる有限差分法では、計算対

象となる粒径と時間の範囲すべてにおいて Eq.(2-8)を成立させること

はできない。近似的に Eq.(2-8)が成立するようなメッシュを発生させて

も、 Eq.(2-8)は双曲型偏微分方程式の数値解の安定限界となっているた

め、結品成長速度が変化すると、数値が不安定となる恐れがある D

以上から、連続品析プロセスの挙動を正確にシミュレーションする

には、特性曲線法によるアルゴリズムが欠かせないと結論される。

2.5離散型制御系での比較

2. 5. 1離散型制御のための特性曲線法

離散型制御のシミュレーションでは、一定の時間間隔で変数の読み

だし、変更をおこなう必要がある。 しかし、 特性曲線法では時間刻み

をステップ毎に変更 してゆくため、サンプリングとシミュ レーション
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の時刻が一致することはない。ここでは、この問題を解決するアルゴ

リズムを示す。

Fig.2-9に示すように、次の時間ステップの間に制御のためのサンプ

リング時刻が存在する場合を考える。

B" 

Fig.2-9 Method of characteristics for digital control simulation 

このとき、時刻 fで計算される時間刻みをムt 現時刻から制御のため

のサンプリング時刻までの時間をムt)とする。まず時間ステップム1)だ

け積分を行い、サンプリング時刻を表す線上の A'点、 B'点での値を求

める。そして A'点を通る特性曲線が次の x方向のメッ、ンュに到達する

ようにムんを決定する。このとき制御動作によって結晶成長速度が変わ

り、特性曲線の傾きが変化するのを考慮、に入れて決定する必要がある。

まず、特性曲線法を利用していることから、次式が成立する 0

L1x. ， 

1ニ~= !1t]G" (t)， (2-18) 
Gx(x) κ 

AX，代

以 =!1t2G k (t + !1t)) '¥Ii (2明 19)
G x (xi 

+ d.xi.l) 民

また、粒径依存項 Gμ)が各メッシュ区間内で一定であるとすると、次
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式が全てのメッ、ンュ区間で成立するo

Axhl+AXi.2 L1x; _. LJ 

=ーームー =α ¥ll (2-20) 

Gx(x) Gx(x) 

以上、 Eqs.(2-18)'"'-'(2-20)を組み合わせれば、次式が得られる。

!1t 1 G k (t) + !1t 2 G k (t + !1t 1 ) =α (2-21) 

Eq.(2-21)を解けば、ム12が計算できる。このとき、ムI)Gρ)および Gil+

ム1))の値が全ての範囲で、同じ値をとるので、上式から求まるム12も全て

のメッシュ上で同じ値となる。この性質のため、特性曲線がステップ

の途中で折れ曲がっても、ム12ステップの積分によって全ての特性曲線

が次のノードに同時に到達するため、以降の計算を通常通り行うこと

ができる。

2.5.2数値解の比較検討〈その 2)

ここでは離散型制御の行われている連続晶析フ。ロセスをシミュレー

ションした場合に現れる両アルゴリズムの違いについて検討する。

BeckmanとRandolphは微小粒子のポピュレーション密度を微小粒子

抜き出し流量によって操作する制御系を提案している[1]。この制御系

は多くの研究者によってその有効性が確かめられている。本研究でも

同じ制御系を考え、被制御量として 70μmでのポピュレーション密度

を採用し、微小粒子抜き出し流量を操作量として採用する。

ここでは、定常状態にある連続晶析プロセスが外乱を受けた時に、

CSDが持続振動に陥ること無く、 CSDを安定に保つ制御系について考

えた。CSDの安定化を目的としているのでコントローラとしては P制

御を用いた。比例ゲインを様々変化させて制御系が外乱を除去する様

子をシミュレーションし、 ISE(被制御量の偏差の二乗和)で評価した

外乱除去性能と比例ゲインとの関係に着目した。シミュレーション時

間は、 40時間とし、サンプリング間隔は 5分とした。モデルパラメー
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タは Eekの論文[5]の実験 1と呼ばれるデータで製品分級を考慮したも

のを用いた (Appendix.1のTablesA1-1 ------Al-3)。

CSDが振動する場合には、比較的 stI仔な過飽和度が激しく振動する

ため、シミュレーションには小さな時間刻みを使わなくてはならない。

このため特性曲線法の αは小さくとり、メッ、ンュ数も大きくして計算

を行う必要がある。ここでは特性曲線法はメッシュ 6∞0、α=5X 10-7 

で行った。このとき計算の対象となる粒径の範囲は 0------1551μmであっ

た。このシミュレーションでは粒径の大きな粒子があまり発生しない

ので、粒径範囲が狭くなることは問題ではない。

外乱としては、以下の二種類を想定した。

1 .加熱量の外乱

定常状態にあるプロセスの加熱量が 30分間だけ、定常値の 800/0とな

る場合を想定する。

一一-methodof characteristics 
一一-finitedifference， mesh= 1 000 
--=finite difference， mesh=2000 1 e+27 I ¥ ___n__ ----- ----7' 

¥ ~，，~ 0 =optimal 

N5e+2611 K=021 

~ I、
2叫 6t、¥日28 _ --- ~ 

¥よご土lf五仁ー-------------
1 e+26 I ー

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

Propo吋ionalGain 

Fig.2-10 Comparison of optimal gains (heat duty change) 

n.製品抜き出しの外乱

連続晶析プロセスの製品抜きだしラインは、国体が付着したり、閉

塞したりするので、抜きだしラインを止めて、洗浄する必要がある。

ここでは、プロセスが定常状態にある時に抜きだしラインが 30分間止

まる場合を想定する。

一一一methodof characteristics 
一一一finitedifference， mesh= 1 000 
---finite difference. mesh=2000 

1e+27 1¥ ~ン
o =optimal 

¥… 
¥、 ノノ/

¥三二、~ー互=JL4l_------
--_ー二一一七る包一一一一一ー

5e+26 
内
匂
パ
内

これらの外乱を除去する最適なコントローラゲインをそれぞれ特性

曲線法と有限差分法を用いたシミュレーションによって求めた。この

ときの比例ゲインと評価値の関係をそれぞれ Figs.2-10，2-11に示す。

2e+26 

1e+26 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

Proportional Gain K 

Fig.2-11 Comparison of optimal gains (product flow blockage) 
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Figs.2-10， 2-11を見ると、数値拡散の影響のため、特性曲線法から求ま

る ISEは有限差分法のそれよりもかなり大きいことが分かる。また、

求まる最適ゲインを比較すると、有限差分法でメッシュ数が少ないと

特性曲線法から求まる数値から離れていくことが分かる。また、製品

抜き出しの外乱の場合では、メッシュ 2000を用いても、有限差分法か

ら得られるゲインは、特性曲線法から得られるゲインの約 3倍もの値

と大きく異なってしまっている (Fig.2・11)。

この違いが有意なものかを調べるため、特性曲線法と有限差分法、

それぞれで得られた最適ゲインを用いて、それぞれの方法でシミュレ

ーションを行ったときの応答を Figs.2-12，2-13 ，こ示す。 さらに、特性

曲線法と有限差分法、それぞれで得られた最適ゲインを用いて、特性

曲線法でシミュレーションを行ったときの応答を Figs.2-14，2-15に示

す。
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Fig.2-12 Comparison of optimal responses (heat duty change) 
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Fig.2-13 Comparison of optimal responses (product flow blockage) 
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Fig.2-14 Crystallizer response simulated by method of characteristics using 

optimal gains obtained with various numerical schemes 

(heat duty change) 
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Fig.2-15 Crystallizer response simulated by method of characteristics using 

optimal gains obtained with various numerical schemes 

(product f10w blockage) 

Figs.2-12， 2-13に示すように、特性曲線法では最初に大きな振動が見ら

れるが、有限差分法ではこれが見られない。この原因は 2.4節で述べた

ように、有限差分法では CSDの変化が小さめに求められてしまうため
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である。また、 Figs.2-14，2-15に示すように、有限差分法から得られた

比例ゲインによる制御系では、特性曲線によって求められた最適応答

よりも振動が大きくなっている。 これは有限差分法では真の最適ゲイ

ンに近い解が得られておらず、制御性能の評価には特性曲線法による

検討が欠かせないことを意味している。

2.6結雷

結晶成長速度が粒径依存性を持つ場合、特性曲線が複雑に曲がるた

め通常の特性曲線法によって連続晶析プロセスをシミュレーションす

るのは困難である。本研究では、特性曲線法を拡張し、結晶成長速度

が粒径依存項と時間依存項の積で表されている場合のシミュレーショ

ンが可能なアルゴリズムを開発した。 さらに、離散型制御のシミュレ

ーションができるよう、任意の時刻に計算ステップが置けるように拡

張した。

有限差分法と特性曲線法を使ってオーフ。ンルーフ。で、の連続品析フ。ロ

セスのシミュレーションを行い、有限差分法の解に生じる数値拡散の

問題を検討した。有限差分法の解は、数値拡散のため著しいメッシコー

依存性を示したが、特性曲線を使って得られた解はメッシュ依存性を

示さなかった。そして、これら 2つのアルゴリズムから得られる数値

解には明らかな違いが見られた。

有限差分法による離散型制御系のシミュレーションでは、応答の様

子が特性曲線法と異なるほか、最適な制御性能をしめす比例ゲインに

も違いが見られた。 このことから、有限差分法では閉ループの挙動を

十分に表現できていないことが明らかになった。特性曲線法は有限差

分法よりも正確な数値解が得られるので、制御性能を確かめたりする

場合には特性曲線法によるシミュレーションに利点がある。
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使用配号

f= function 

G= velocity 

Gk = kinetic crystal growth rate 

Gx = length-dependent crystal growth rate 

Ge=e仔ectivecrystal growth rate 

g = function 

n = population density 

s = independent variable 

t = tI口le

x = crystal size 

Greek letters 

α= separatlOn constant 

η= constant 
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第3章

時間刻みを一定にした移動ノードによる特

性曲線法

3. 1緒言

化学産業界では、 DCSが普及したことにより、一定の時間間隔で制

御動作を加える離散型制御が多用されている。一般に設計された制御

系は、実装される前に計算機上のシミュレーションによってその性能

が評価されるが、離散型制御系をもっ連続晶析フ。ロセスを評価するた

めの数値計算法は、次の条件を満たさなくてはならない。

第一に、離散型制御の動作が表現できるよう一定の時間間隔で数値

の計算ができることである。第二に、一階偏微分方程式で表される結

晶粒径分布 (CrystalSize Distribution， CSD)の動特性が正しく再現でき

ることである。過去の研究においては、一階偏微分方程式を直接、シ

ミュレーションする代りに、その 0次から 3次までのモーメントを状

態変数とする連立常微分方程式を求めて数値計算する方法(モーメン

ト法)がよく行なわれていた。 しかし、この方法では、成長速度が粒

径依存性を持つ場合や、分級抜きだしのある連続晶析フ。ロセスを対象

とした場合が扱えないなどの理由から、 CSDの動特性を表す偏微分方

程式が、有限差分法によって解かれるようになった。 しかし、その偏

微分方程式が双曲型であることから、有限差分法によって得られる数

値解は数値拡散による誤差が非常に大きく、 制御性能が正しく評価で

きないことが示されている。

そこで、 双曲型偏微分方程式に適 した特性曲線法による数値計算法
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が重要となっている[1，2]0RandolphとLarson[3]は、特性曲線法に基づ

いてメッシュの大きさおよび差分式を求める方法を示し、成長速度が

粒径依存性を持たない場合の計算法を述べている。このアルゴリズム

では、時間方向の刻み幅ムtと粒径方向の刻み幅ムxが、 G=ムx/ムfの

関係を満たすような大きさに決定される。ここで G は結品成長速度で

ある。結品成長速度には時間依存性があるため、この関係を常に成立

させるためには、結晶成長速度の変化に合わせてムtを変化させなくて

はならない。このため、この方法では一定の時間間隔で制御動作を加

える離散型制御系を備えた連続晶析フ。ロセスをシミュレーションする

ことはできない。第 2章では、このアルゴリズムを拡張し、離散型制

御系のシミュレーションを考慮、した計算法を提案した。 しかし、この

方法は、離散型制御動作を行なうための特殊なアルゴリズムを要する

ほか、結品成長速度が時間変化項と粒径依存項の積で表されている場

合にしか適用できない。

本章では、時間刻みを一定とし、ノードの位置を時間とともに変更

してゆく(移動ノード)アルゴリズムに注目する。これは特性曲線法

の一種であるため、数値拡散を全く示さないほか、結晶成長速度の粒

径依存性をもっ場合のシミュレーションも可能である一方で、計算が

進むにつれてノード数が増え、計算負荷が増大する欠点がある。そこ

で、これを連続品析プロセスのシミュレーションに適用した場合につ

いて、計算負荷の軽減に最も有利なノード消去則について考察する。
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3.2移動ノードによる特性曲線法

3.2.1従来の特性曲線法

ここでは、次式で表される CSDの時間変化を CSDの時間変化を表す

ポピュレーションバランス式を例にとり、従来の特性曲線法を簡単に

説明した後、時間刻みを一定にした移動ノードによる特性曲線法を説

明する。

an(x，t) . r< / ~， dn(x，t) 
at +Ge(x，f)a+f(n，x，t)=0 。x (3-1) 

ここで、 tは時間、 xは粒径、 n(x，t)は大きさ xの結晶のポピュレーショ

ン密度、 Ge(x， t)は結晶成長速度、 f(n，x， t)は結晶の抜き出しをそれぞれ

表している。

通常の特性曲線法では、まず、ある規則によって x方向のメッシュ

を発生させておく 。次に Fig.3-1(a)のように、あるノードを通る特性曲

線が隣のノードまでに達する時間ムfを、成長速度 Geを使って各時刻に

おいて求め、これをその時刻での時間刻みとして採用する。一次近似

による差分の場合、 A'での値を次の差分式から求める。

n(A') = n(A) -f (n， x，札d，.t (3-2) 

ここで、 n()は、()内で表すノード上の nを表している。

移動ノードによる計算方法は、 Fig.3-1(b)に示されるように、時間刻

みムtの聞に結晶が成長した分だけ、各ノードが代表する粒径を移動さ

せることで、特性曲線の動きをとらえる方法である。このため、各時

刻において各ノードの結晶ポピュレーション密度と、そのノードが示

す粒径を求めなくてはならない。

この計算開始時には、初期分布が表せるように各ノードを配置し、

各ノードのポピュレーション密度を求め、ムtを与える。各時刻におい
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て、結晶ポピュレーション密度を Eq.(3-2)によって計算する。これと同

時にムtの間の結品成長量に合わせて、次式を用いてノードが表してい

る粒径を更新する。

Xr+ór •i = Xr•i + Lixr.i = Xr•i + G e (x r•i ，t)d，.t (3・3)

ここで、んは、時刻 tにおいて結晶核のポピュレーション密度を表すノ

ードから数えて i番目のノードの粒径を表している。また、核のポピュ

レーション密度を表すノードを各時間ステッフ。に一つずつ発生させる

ことも必要である。

(a) Conventional method of characteristics 

Xt.i I Xt.i+l 

(b) method of characteristics by moving nodes 

Fig.3-1 Mesh for the method of characteristics 
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この特性曲線法は、時間刻みを自由に決定できるので、 離散型制御

系のシミュレーションが容易に行えるという利点をもっO また、第 2

章で述べたアルゴリズム(以下、旧来法と呼ぶ)は、結晶成長速度が

時間依存項と粒径依存項の積で表現された結晶成長速度を持つ系にし

か適用できないという制約があったが、この方法ではこの制約が無く、

より一般的な系のシミュレーションに用いることができる。

その一方で、旧来法ではノードが結晶ポピュレーション密度のデー

タのみをもっていれば良かったのに対し、移動ノードによる方法では

ポピュレーション密度と粒径の 2つのデータを保持しなくてはならな

いほか、成長量を計算することも必要となるので、ノードあたりの計

算負荷は増大する。さらに、計算が進むに連れてノード数が増加して

ゆくため、シミュレーションしようとする時間の 2乗に比例して CPU

時聞が長くなる。とれは、連続晶析プロセスの制御性能評価を行うた

めに長い期間をシミュレーションするとき、重大な問題となる。この

ため、何かの規則を設けて、計算結果に影響しないノードを少しずつ

消去してゆく必要がある。

3.2.2ノード消去則

ノード消去則は移動ノードアルゴリズムの最も大事な要素の一つで

ある。これは、ノード消去則が適切でない場合、計算負荷が軽減でき

ないほか、計算誤差も大きくなるためである。 しかし、消去しでも計

算結果に影響を与えないようなノードをどのように見つけるかは難し

い問題である。本研究では、 適当と考えられる以下の 3つのノード消

去則を使ってシミュレーションを行ない、 有効性を比較した。

1 .規則 1

打ち切り粒径xω よりも大きな結品を表すノードを消去する。大きな

結晶は製品結晶として抜き出されるため、品析缶内の存在量が小さく
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無視できると考えられるからである。

II.規則 2

ポヒ。ュレーション密度の値が打ち切りポピュレーション密度nCU(以下

になったノードを消去する。

m.規則 3

両隣のノードまでの距離が、共に打ち切り距離ムXCUI以下となったノ

ードを消去する。結晶成長速度は粒径が大きくなるに従って単調減少

してゆくため、十分な時聞が経過した後は、粒径の大きな部分に多く

のノードが集積する。粒径の小さい部分では、比較的粗いノードで分

布を表現しているので、分布の一部だけを細かいノードで表現しても

精度の向上は期待されない。以上のような理由から、ノードが密集し

すぎないよう、隣のノードとの距離が短いものを消去する方法が考え

られる。

3.3シミュレーション結果とその考察

3. 3. 1計算条件

3つのノード消去則の有効性を調べるため、シミュレーションによる

検討を行なった。今回、シミュレーションに用いた連続晶析プロセス

のモデルは Eekら[4，5]が同定したモデル (Appendix.l)である。シミュ

レーションで用いた操作条件、使用したパラメータ値は Eekらが用い

たもの (Appendix.lのTablesAl-1 "'-'Al-3) と等しいものとした。この

モデルの定常状態で、の様子を Fig.3-2に示す。シミュレーションには、

DEC Alpha-500MHzを用いた。
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Fig.3-2 Steady state of crystal size distribution 

この連続晶析プロ セスの初期分布がある粒径分布に従 うと仮定 して、

20時間の変化の様子を旧来法によってシミュレーションした。その結

果得 られた過飽和度ムC と製品結晶の質量平均径 Xsoの経時変化を

Fig.3-3 ，こ示す。との計算には 170sを要 した。
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Fig.3-3 Simulation results obtained with fixedムXalogrithm 

Fig.3-3から、過飽和度と製品結晶の質量平均径がそれぞれ、およそ 2

kg/m3、および 600μmを中心にして振動 している ことが分かる。
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3.3.2時間刻みの検討
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比較のための計算に用いる時間刻みを決定するため、ノードを消去

しない条件で計算を行なった。時間刻みを 30秒、 12秒、 6秒、 3秒と

して計算を行ない、 30秒の計算結果からの差を Fig.3-4に示す。Fig.3-4

の縦軸 8(ムC)，8 (ムX50)，ま、それぞれ時間刻みを 30秒で計算したとき

の過飽和度、製品結晶の質量平均径の値からの差を、横軸は経過時間

を示している。初期条件は lμm間隔においた 1500のノードを使って

表現した。Fig.3-4の縦軸は、さきほど求めた変化幅の=t1%を示すよう

にした。時間刻みを 6秒から 3秒に短くしても、計算結果はあまり変

化していなし¥。さらに、時間刻みを 6秒として得られた計算結果は旧

来法によるものと良く一致していた このため、時間刻みを 6秒とし

た計算で、十分正確な数値解が得られていると判断し、以下のノード消

去則の比較では、時間刻みを 6秒とする。

また、時間刻みを 6秒として、ノード、消去を行なわなかった場合の

CPU時間は、 840秒であり、ノード数も計算開始時の 9倍の 13500に

達していた。

-5e-06 
20 15 10 

Time [h] 

Fig.3-4 Dependence of solutions on step size for time 
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3.3.3規則 1
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規則 1によるノード消去の効果を調べた。過飽和度と製品結晶の質

量平均径について、打ち切り粒径を変化させて規則 1による計算を行

なった場合に得られた値とノードを全く消去しない場合に得られた値

のとの差を Fig.3-5~こ示す。 ただし、それぞれを e( ムC )， e( X50 )と表す。

Fig.3-5を見ると、質量平均径の最大値が現れる時刻 7時間付近から

(Fig.3-3)、質量平均径の計算誤差が非常に大きくなっていることが分

かる。この理由は、質量平均径の最大値の現れる時刻では、打ち切り

粒径付近のノード上においてもポピュレーション密度が大きくなって

いるためである。Fig.3-5から、計算誤差を小さくするには、打ち切り

粒径を 1050μm以上とする必要があることが分かる。Table3-1に、規

則 1を使ったシミュレーションに要した CPU時間、 e(ムC)、e(X50 )の

二乗和を示す。Table3-1を見ると、打ち切り粒径が 1050μm以上では、

670秒以上の CPU時聞が必要であることが分かる。
1050件m

10∞件m
Table 3-1 Simulation results (Rule 1) 

20 15 10 

Time [h] 

-5e-06 

X
CU1 

[μm] 1100 1050 1000 

CPU time [s] 693 674 656 

L， e(ムC)2 1.2e-7 7.5e-5 1.1e-2 

L， e( X50 
) 2 6.1e-13 2.2e-l0 1.7e-8 

Fig.3-5 Simulation e汀orcaused by deleting nodes using Rule 1 
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3.3.4規則 2
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次に、規則 2によるノード消去の効果を調べた。ノード消去を行な

わずに得られた数値解と、規則 2による計算結果との差を Fig.3・6に示

す。Fig.3-6を見ると、打ち切りポピュレーション密度を大きくすると

製品結晶の質量平均径の差は時刻 8時間付近に加え、計算開始時にも

大きくなっていることが分かる。これは、打ち切りポピュレーション

密度が大きいと、製品結晶の CSDを表現するのに必要な粒径範囲のノ

ードまで消去してしまうためである。時刻 5時間付近で過飽和度の誤

差が大きくなった原因は、 2次モーメントに大きな影響を与える中ぐら

いの大きさ (800μm程度)の粒径の結晶を表すノードが消去され、過

飽和度の消費量の計算に誤差が生じたためである。

Fig.3-6から、打ち切りポピュレーション密度を 10101/m4とした場合

には、計算誤差が 1%以上に達している。この場合の計算には、打ち切

りポピュレーション密度を 1091/m4以下とする必要がある。

Table 3-2に、規則 2を使ったシミュレーションに要した CPU時間、

e(ムC)、e(Xso )の二乗和を示す。Table3-2を見ると、打ち切りのポピュ

レーション密度が 109 1/m4以下では、 610秒以上の CPU時間が必要で

あることが分かる。

Time [h] 

Fig.3-6 Simulation e汀orcaused by deleting nodes using Rule 2 
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Table 3-2 Simulation results (Rule 2) 

ncur [1/m
4
] 108 109 1010 

CPU time [s] 642 610 578 

Le(ムC)2 5.2e-5 5.1e-3 1.8e-1 

L e( xso ) 2 9.1e-12 7.4e-10 5.1e-8 
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3.3.5規則 3
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最後に、規則 3によるノード消去の効果を調べた。規則J3の場合に

おける同様の比較を Fig.3-7に示す。Fig.3-7を見ると、打ち切り距離を

大きくとっても打ち切りのない場合との誤差が小さいことが分かる。

Table 3-3に、規則 3を使ったシミュレーションに要した CPU時間、 e(ム

C)、e(X50 )の二乗和を示す。Table3-3を見ると、打ちきり距離が 0.5μ

mでは、誤差がほとんどみられないにも拘らず、 CPU時聞が 1/3に短

縮されていることが分かる。1.0μmとすると、旧来法とほぼ同じ時間

で計算が完了しており、 0.10/0の誤差が許されれば、打ちきり距離を 2.0

μmとすることで、旧来法の半分の時間で計算できることが分かる。 5e-06 
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Table 3-3 Simulation results (Rule 3) 

ムxω[μm] 0.1 0.5 1.0 2.0 

CPU time [s] 725 273 137 71 

l:e(ムC)2 1.0e-5 1.5e-4 8.ge-3 9.1e-2 

l: e( X
50 

) 2 5.5e-14 2.4e-12 5.4e-11 3.4e-10 -5e-06 
20 ~5 ~O 

Time [h] 

5 

Fig.3-7 Simulation e汀orcaused by deleting nodes using Rule 3 
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3.3.6消去規則の比較

以上の計算結果からも、規則 3による計算を使えば、正確な計算結

果が短時間のうちに得られることが明らかとなった。規則 1や 2が規

則 3に劣る理由は、 CPU時間とともにノード数が増加してゆくからで

ある。Fig.3-8に計算終了時のノード位置を示す。これは、小さい粒径

を表すノードから)1慎に数えて 100個毎のノードの位置を示している。

l i l l l l l F i以X: d 企似xa剖ベ叩|1?l?g

RULE 1， total= 9538 
i川川l川川l川川l川川11川l川111111111111川川川11川川l川川川l川川川11川川川11川川11川川11川川11川川11川川川11川川川l日川川1111川11111問.1掴聞.阻阻.幽l剛111酬11

1""""'1" " '"川川川l川川川"川川11川川"川川川"川川"川川"川川"川川"川川"川川"川川11川"'"川l団.品阻幽阻凶剛酬酬11削1111川11川川11川川11川川"川川"川川"川"川川l川川"川川"川11川川川11川川"川l川川川"川川"川"川"ι，'，いlH川lH 1 

RUしE2， total= 9556 

RULE 3. total= 2588 
11 1 1 1 1 1 1 1 ， 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 

o 500 1 000 1 500 1850 

pa吋iclesize [μm] 

Fig.3-8 Distribution of nodes at the end of simulation 

規則 lでは、 打ち切 り粒径 1050μm、規則J2では打ち切 りポピュレー

ション密度 109 1/m4、規則 3では、打ち切 り距離 0.5μmをそれぞれ用

いた場合の計算結果である。Fig.3-8に示すように、 旧来法では結晶成

長速度の下がる 1000μm以上の粒径範囲でノードが密集 しており、こ

の部分に多くの CPU時聞が使われていた。規則 lおよび 2では、この

部分のノードが消去されているが、粒径 600μm付近にノー ドが密集し

ており 、計算終了時のノード数が 9000を超えている。

ノー ドが局所的に密集する原因は、発生するノ ー ドの間隔が結晶成
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長速度に依存しているためである。すなわち、過飽和度の低下によっ

て結晶成長が遅くなると、核(粒径 0)があまり成長しないうちに、次

のノードが粒径 0の位置に発生するため、ノード間隔も短くなる。計

算終了時に粒径 600μm付近にある結晶は、過飽和度が 12時間付近で

最小値を取っている時に発生したものである。

3.4結雷

離散型制御系の連続品析プロセスのシミュレーションが行なえるよ

う、時間刻みを一定にした移動ノードアルゴリズムによる特性曲線法

に注目した。結晶粒径、ポピュレーション密度、ノード問の距離に着

目した 3つのノード消去則を使用してシミュレーション結果を比較し

た。精度を落とすことなく計算負荷を下げるには、ノード間隔に基づ

く消去則が最も有利であることが示された。

この時間刻みを一定にしたアルゴリズムを使うと、離散型制御系の

連続晶析プロセスのシミュレーションだけでなく、複数の CSDのシミ

ュレーションを同期させることもできる。そのため、複数の CSD聞の

情報交換も可能となり、コンパートメントモテ、ルなどのシミュレーシ

ョンにも応用できる。
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使用配号

C = concentration 

Cs = saturation concentration 

ムC= C -Cs = supersaturation 

e = error 

f = function 

Ge=e仔'ectivecrystal growth rate 

n = population density 

nω= cuto仔populationdensity 

t = tIme 

X = crystal size 

Xso = mass mean diameter 

Xcur= cuto仔 size

ムXcur=cuto汀distance

Greek letters 

ム=di百erenceoperator 

8 = difference operator of e汀or

L = sum operator 
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第2編

連続晶析プロセスにおける CSD

の安定化制御



第4章

外部加熱器における微小結晶の溶け残りが

CSDの安定化制御ヘ与える影響

4. 1錯冒

現在、多くの工業プラントにおいて、 Fig.4-1に示すような等温蒸発

式の DTB(Draft Tube Baffle)型連続品析器が使用されている。DTB型

連続晶析器は、晶析缶、外部加熱器(微小結晶溶解装置)、製品分級器

から構成され、溶液を外部加熱器で加熱し、蒸発させることによって

晶析缶内の過飽和度を上げ、結晶を析出、成長させる。晶析缶内での

核生成は、 携枠によっておこる衝突や摩耗による二次核生成が支配的

である。また、過飽和度を上げるために、重力沈降を利用して分級さ

れた微小結晶は、外部加熱器へ送られ(微小結晶抜き出し流れ)、溶解

された後、晶析缶へリサイクルされる。成長した結晶は、重力沈降を

利用した分級脚と呼ばれる製品分級器で分級され、製品として取り出

される。
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Steam 

DTB型連続品析器に関する既往の研究においては、外部加熱器で微

小結晶はすべて溶解すると仮定されている。 しかし、微小結晶抜き出

し流量が変化したとき、外部加熱器での温度上昇や滞留時間は変化す

るため、操作条件によっては必ずしも外部加熱器で、微小結晶がすべて

溶解するとは限らず、溶け残りが生じる場合がある。したがって、 DTB

型連続品析器の正確な挙動を解析するためには、微小結晶の溶解現象

を考慮、した外部加熱器のモデ、ルを構築する必要がある。

DTB型連続晶析器では、結晶粒径分布 (CrystalSize Distribution， CSD) 
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がしばしば周期振動し、一定の平均粒径を持った製品結晶を得ること

は困難な場合がある[1]0これは工業界において重大な問題となってお

り、 CSDの安定化制御の実用化が強く望まれている。CSDの安定化制

御に関する既往の研究でも、外部加熱器で、微小結晶はすべて溶解する

と仮定され、溶解する微小結晶の量は、微小結晶抜き出し流量を操作

することで容易に調整できることが前提になっている。 しかし、現実

で、は外部加熱器で、微小結晶の溶け残りが生じる場合があり、これが

CSDの安定化制御にどのように影響するかを明確にしておく必要があ

る。

現実の DTB型連続晶析器の外部加熱器における微小結晶の溶け残り

の影響を検討するには、できるだけ実機に近いモデルを採用する必要

がある。また、モテ、ル中のパラメータ値についても、実験から導出さ

れたものを用いることが望ましい。このような観点から本研究では、

実験によってモデルパラメータが報告されている Eek ら[2------4]が用い

たDTB型連続晶析器 (Appendix.1のFig.A1-1) を考察の対象とする。

そして、微小結晶の溶解現象を考慮した外部加熱器のモデルを構築し、

そのモデ、ルを組み込んだ、 DTB型連続晶析器の詳細な動的モデルを作成

する。 さらに、作成したモデ、ルを用いて シミュレーションによって

外部加熱器で、の微小結晶の溶け残りが CSDの安定化制御に与える影響

について考察する。

4.2遠鏡晶析プロセス

4.2.1 DTB型連続晶析器のモデル

Eekらは、 Fig.4-2に示すような外部加熱器と製品分級器を有するパイ

ロットプラント(容積は970e) のDTB型連続品析器を用いて硫安を製

造する実験を行い、この晶析プロセスをそデ、ル化している。
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Qj， nj' T，ムC Qpj， n 

ここで、 Vは晶析器の体積、 n，n" nf， npは、それぞれ晶析缶内、外部

加熱器出口内、外部加熱器入口内、製品結晶の CSD、ムCは過飽和度、

Geは有効結晶成長速度、 Q" Qf' Qpは、それぞれ外部加熱器出口での

懸濁液流量、微小結晶抜き出し流量、製品抜き出し流量である。
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-過飽和度収支式

結晶、塩(溶質と結晶)および全物質(溶液と結品)の物質収支式

と熱収支式から、次の過飽和度収支式が得られる。 この過飽和度収支

式の導出方法については、 Appendix.2に記述する。

d!1C(t) 
Ve(n(x，t))一つ万一

V， T， n，ムC

PexllQ門 n"T" Cr1 1 11 Qp"ちr

Pin Qi' Ti， C 

Fig.4-2 Block scheme of suspension crystallizer， equipped with fines 

and product removal systems 

+Q，(t)ε，(n，(x，t))C，(t) + kc1QP(t) + kc2Q/t) 

+ ω ρ刈刈小)[1 一 附附ωrぷ似川(x仏ωx丸υ川，t心t))]卜+ω rρ刈(οω仰仇t)併仇)兇比附E久r

+ω小一久吋附帆(付hωn叫r

v2メ(Ge(x，!1C(οωt)リ)，n(μx，t))
+ k c7Pin(t) + k c8 T L.' ~ e，'~'-;; '"' /" ""~'.II (4-2) 

d PC 

ここで、 kCIl"'， kC8は晶析器の動的特性から計算された定数、 E， E f' 

E ，は、それぞれ品析缶からの抜き出し、微小結晶抜き出し流れ内、外

部加熱器出口内の空間率、 Pinは晶析缶内への加熱熱量、 ρcは結晶密度、

T，は外部加熱器出口の温度である。変数qJiG e(x，!1C(t))，n(x，t))は、懸濁

液中に存在している結晶への結晶材質の付着による過飽和度の減少を

表している。

本研究では、外部加熱器の詳細なモデルをEekのモデルに組み込むた

めに、 Appendix.lの仮定のうち仮定(13)，(14)を除外した。 この場合、

Appendix.lで記述した製品分級器を含めた晶析缶のモデルのうち、以下

に示すCSDのポピュレーションバランス式、過飽和度収支式が異なる

式となる。また、外部加熱器のモデ、ルについては4ユ2節で詳細に記述

する。

-ポピュレーションバランス式

CSDのポピュレーションバランス式は、次式で表される。

v坐包企+VdGμムC(t))n(x，t) 
()t .• ()x 

+ Q /t)n /x，t) -Q，(t)nμ，t) + Qp(t)np(x，t) = 0 (4-1) 
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4.2.2外部加熱器のモデル

ここでは、微小結品の溶解現象を考慮、した外部加熱器のモデルを構

築する。Fig.4-2に示すように外部加熱器への入力は、微小結晶抜き出

し流量 Qf、微小結晶の CSDnf、晶析缶内の温度 T、過飽和度ムCの 4

変数で、外部加熱器からの出力は流量 Q，.CSD n，、温度 T，、溶質濃度 C，

の 4変数で特徴づけられる。外部加熱器のモデルを導出するにあたっ

て、以下のことを仮定した。

(15)DTB型連続晶析器の外部加熱器は管型熱交換器とし、管内は押し出

し流れとする。

(16)外部加熱器出口の CSDのダイナミクスは、晶析缶内の CSDのダイ

ナミクスにくらべて非常に速いので、外部加熱器内は擬定常状態で

ある。

(17)外部加熱器内での温度変化の幅は小さく、その範囲での硫安を含む

溶液および硫安の結晶密度の温度依存性は低いので、溶液および結

晶密度は外部加熱器内の温度変化に関わらず、一定とする。さらに、

外部加熱器内で、の溶質濃度の変化は小さいので、溶液密度は溶質濃

度の変化に関わらず、一定とする。

(18)外部加熱器への加熱熱量は、一定とする。

(19)外部加熱器に流入する結晶は微小結晶で、あり、 Appendix.1の

Eq.(Al-15)の結晶溶解(または成長)速度式の粒径依存項はほとん

ど効いてこない。よって、結晶溶解(または成長)速度の粒径依存

性はないものとする。

(20)外部加熱器内の微小結晶の溶解や成長を考える上では、外部加熱器

内の溶質濃度の変化はないものとする。外部加熱器に流入するスラ

リー濃度はかなり低いので、溶質濃度の変化量は、外部加熱器内の

温度上昇による飽和濃度の変化量に比べて小さい。したがって、溶

質濃度の変化が微小結晶の溶解や成長に与える影響は無視できる。
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(21)(20)と同様に、外部加熱器内の微小結晶の溶解や成長を考える上で

は、懸濁液の流量は外部加熱器内で一定とみなす。なぜなら、外部

加熱器に流入するスラリー濃度はかなり低く、溶解しでも体積変化

はほとんどなし、からである。

仮定(15)'"'"'(21)をもとに、外部加熱器出口の CSDn，を求める式を導出

する。外部加熱器内の結晶溶解(または成長)速度式 Gexは、次式で与

えられる。

[ P 6 = P 6+ C ex -C s > 0 
Gex =一 =P 6 [C ex -C J i 

dτu  lP6=P6-cex-Csgo 
(4-3) 

ここで、 Cexは外部加熱器内の溶質濃度で、仮定(20)より外部加熱器入

口の溶質濃度 Cに等しい。また、 Csは硫安の飽和濃度を表している。

Cex-Cs>Oのとき結晶は外部加熱器内で成長し、逆に Cex-CsくOのとき

溶解する。速度定数P6は、成長時と溶解時では異なった値をとり、 Jager

ら[5]は、溶解の速度定数の方が成長の速度定数より大きくなることを

報告している。 τは外部加熱器内で経過した時間を表している。

Eq.(4-3)中の硫安の飽和濃度の計算には、次式のような温度に関する

二次の相関式を用いた。

cs=αlTe: +αよx+α3 (4-4) 

ここで、 α1'"'"'α3は定数であり、硫安の物性により決定される。また、

Texは外部加熱器内の温度を表している。

仮定(17)，(18)， (20)の物性、流量、加熱熱量が変化しないという仮

定より、外部加熱器内の温度は、次式のように入口から出口へ向けて

直線的に上昇していくことが導出できる。

Tex =α4τ+α5 (4-5) 

ここで、 α4'a 5は定数である。

外部加熱器に微小結晶が入ってから、その微小結晶の溶解が始まる
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までに要する時間 τ2は、 Cex一-Cs=Oで与えられる τに関する二次方程

式 (Eqs.(4-4)， (4-5)を用いて導出される)の正の解である。また、外部

加熱器の滞留時間 τlは、次式で与えられる。

τ1 =V， /Qf (4-6) 

ここで、 V，は外部加熱器の体積である。

Eq.(4-3)を時間 0から滞留時間 τlまで積分すれば、微小結晶の粒径の

変化量ムxが次式のように求まる。

む =P 6+ I 0"3 [C ex -C s ]仇 +P6-j:kex-cjdτ 件-7)

ここで、 τ3= min( r h r 2)で、ある。Eq.(4-7)で、求まるムxを使うと、外部

加熱器出口でのポピュレーション密度は次式で表すことができ、外部

加熱器出口での CSDn，が求まる。

n，(x) = nバx- ムx) (4-8) 

以上の計算では、外部加熱器出口での溶質濃度、流量を一定として

いるので、溶解した結晶の量が無視され物質収支が合わなくなる。そ

こで、上で求めた外部加熱器出口での CSDを用いて、外部加熱器出口

での溶質濃度、流量を物質収支式から、以下のように求める。

外部加熱器における塩(溶質と結晶)の物質収支式より、次式が得

られる。

[e，c， + [1ー ε，]p，]Q，= [ε什 1-εf]中 (4-9) 

ここで、 E" E fは、それぞれ外部加熱器出口と入口における懸濁液の

空間率であり、 ρcは結晶密度である。さらに、外部加熱器における全

物質(溶液と結晶)の物質収支式より、次式が得られる。

lε，p + [1 -εゆ=卜fP+ [1 -叫Qf (4-10) 

ここで、 ρは溶液密度である。

Eqs.(4-9)， (4-10)を解くことにより、外部加熱器出口での溶質濃度 C，、
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流量Q，が求まる。また、外部加熱器の出口温度 T，は、 Eq.(4-7)にて 1を

代入すると求まる。

4.3外部加熱器における微小結晶の溶解現象

4.3.1操作条件、パラメータ値の股定

今回、シミュレーションで用いた操作条件、使用したパラメータ値

のうち、本研究で、新たに設定したものをそれぞれTables4-1，4-2に示す。

その他のシミュレーションで用いた操作条件、使用したパラメータ値

はEekらが用いたもの (Appendix.1のTablesA1-1 '"'-'A1-3) と等しいも

のとした。

Table 4-1 Operation Condition 

Extemal heat 

Extemal heater volume 

Table 4-2 Parameters 

Parameter Description 

35kW 

60 e 

p6+[m
4
j(kg・s)] Growth rate in extemal heater 

P6_[m4
j(kg・s)] Dissolution rate in extemal heater 

Value 

1.0 x 10・8

2.0 X 10-7 

本研究では、定常時で外部加熱器の出口温度が 60
0

C、滞留時聞が一

分になるように外部加熱器への加熱熱量、外部加熱器の体積を決定し

た。外部加熱器内の結品成長速度定数の値は、品析缶内の結晶成長速

度定数の値と等しいとしたが、結晶溶解速度定数の値に関しては正確
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なデータがなかった。緒言でも述べたが、現実の晶析プロセスでは、

微小結晶抜き出し流量の操作条件によっては必ずしも外部加熱器で微

小結品がすべて溶解するとは限らず、溶け残りが生じる場合がある。

本研究の目的は、この現象が CSDの安定化制御へ与える影響について

考察することであり、この現象がシミュレーションでも現れるように

結晶溶解速度定数の値を決定し、結晶成長速度定数の値の 20倍とした。

この値は、微小結品抜き出し流量がl.0f_fs (定常値)のとき、 外部加熱

器で、微小結晶がスラリー量に換算して約 900/0溶解する値であり、 Fig.3

に示すように、微小結晶の粒径は約 80μm(=ムx)減少する。なお、

結晶溶解速度定数の値を結晶成長速度定数の値の 5倍とした場合、微

小結晶抜き出し流量が 1.0fJsのとき、微小結晶はスラリー量に換算し

て約 50%しか溶解しなくなる。逆に 100倍とした場合、微小結晶抜き

出し流量が 2.0f/sのときでも、約 80%)溶解する。

400 

[E 300 

ご 200
話

100 

。
0.5 1 .0 1 .5 2.0 

Fines flow rate [f/s] 

Fig.4-3 Amount of dissolution in terms of diameter 
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4.3.2微小結晶溶解量への影響

微小結晶抜き出し流量を変化させると晶析缶内の CSDや過飽和度も

変化し、その結果、微小結晶抜き出し流れ中の CSDや過飽和度も変化

してしまう 。 したがって、外部加熱器で、の微小結晶の溶け残りが、連

続品析プロセスにどのような影響を与えるかを検討するにあたって

プロセス全体を同時に考える前に、外部加熱器のみに着目し、 DTB型

連続品析器から切り離して、微小結晶抜き出し流量や過飽和度が外部

加熱器で、の微小結晶の溶解現象に与える影響をまず解析する。

4.2節で、述べたモデルより定常状態における外部加熱器入口の CSD

と過飽和度を求め、それを外部加熱器への基準入力状態とした。以後、

このときの過飽和度をムCo(= 1.87 kg/m3
) と表す。そして、微小結晶

抜き出し流量、過飽和度を変化させ、外部加熱器で、の微小結晶溶解量

を調べ、外部加熱器における微小結晶の溶解現象の特徴を検討する。

入力過飽和度が異なる 3ケース (0.5ムCo，ムCo，2.0ムCo)について、

微小結晶抜き出し流量が外部加熱器における微小結晶の溶解量に与え

る影響を調べた。Fig.4-4は、縦軸に Qf(1ーリ -Qr(1-E ふ 横軸に微

小結晶抜き出し流量をとった図であり、微小結晶抜き出し流量、過飽

和度の変化に伴う外部加熱器で、の微小結晶の溶解の様子を表すO
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り、微小結晶が溶解しにくくなるためである。特に過飽和度がd.C。の 2

倍のとき、溶解する微小結晶の量には極大値が存在し、微小結品抜き

出し流量を上げすぎると逆に溶解する微小結晶の量は減少してしまう。

Fig.4-5にオーフンループにおける微小結晶抜き出し流れ中の微小結

晶の量 1-E fと晶析缶内の過飽和度の経時変化を示すO さらに、 Fig.4-6

に定常時の晶析缶内の CSD、微小結晶抜き出し流れ中の微小結晶の量

が最大のとき(経過時聞が 19時間)と最小のとき(経過時間が 28時

間)の CSD、Fig.4-7に結晶成長による溶質の消費に関係する全結晶の

有効表面積 (Appendix.1のEq.(Al-22)の右辺の積分項)の経時変化を示

す。
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Fig.4-4 Dissolution rate of fine crystals 

Qf (1-Eか-Q，(l-E ，)は、外部加熱器によって単位時間あたりに溶解

する微小結晶の量を表している。既往の研究における仮定である微小

結晶抜き出し流量、過飽和度の値に関わらず、外部加熱器で、微小結品

がすべて溶解する場合 (P6二∞のとき、つまり、すべての微小結晶で、 n，

= 0)の結果を合わせて、 Fig.4-4に示す。Fig.4-4を見ると、外部加熱器

で、微小結晶がすべて溶解する場合は、微小結晶抜き出し流量が上がる

につれて、溶解する微小結晶の量も増えている。また、微小結晶抜き

出し流量が上がるにつれて微小結晶抜き出しの分級効率 (Appendix.1

の Eq.(A1-7)) も変化し、大きな微小結品も晶析缶内から抜き出されや

すくなるため、溶解する微小結晶の増加量も増えている。一方、外部

加熱器における微小結晶の溶解現象を考慮、した場合、過飽和度が高い

ときほど、溶解する微小結晶の量は減少する。これは、微小結晶抜き

出し流量が上がるにつれて、晶析缶内から抜き出される微小結品の量

は上昇するが、逆に外部加熱器の出口温度は下がり滞留時間も短くな
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Fig.4-5を見ると、微小結晶の量と過飽和度は時間経過に伴い周期振動

し、両者は似たよ うな動きをしていることが分かる。この品析フ。ロセ

スでは、二次核生成が支配的である。 したがって、 Fig.4-6の微小結品

抜き出 し流れ中の微小結品の量が最大のとき(経過時間が 19時間)の

CSDのように、定常値より微小結晶の量が多いときは、母結晶である

粗大結晶の量も多いときである。このとき、 Fig.6-7に示すように、全

結晶の有効表面積は小さく、結晶成長による溶質の消費量も小さい。

その結果、微小結晶の量が多いときは晶析缶内の過飽和度も高くなっ

ていると考えられる。

次に、微小結晶抜き出し流れ中の微小結晶の量の変化が、外部加熱

器で、の微小結晶の溶解現象に与える影響について検討する。ただし、

上述したように、微小結晶の量と過飽和度は強い相関を持っているの

で、オーフ。ンループρで、のシミュレーションで、得た微小結晶の量が最小

のときと最大のときの CSDと過飽和度を外部加熱器の入力状態とした。

1000 
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密度の変動へと伝播してし、く 。 したがって、微小結晶のポピュレーシ

ョン密度を安定させれば、自動的に CSD全体も安定する。 しかし、微

小結晶のポピュレーション密度は各粒径に対して分布している状態量

であり、操作変数の個数は有限なので、微小結晶のポピュレーション

密度そのものを被制御量とすることは困難である。そこで、微小結晶

のポピュレーション密度に関連する物理量である微小結晶の個数、あ

る粒径における微小結品のポピュレーション密度、微小結晶の量など

を被制御量として採用することが考えられる。また、これらの被制御

量を制御できる操作量としては、微小結晶を溶解させる外部加熱器へ

懸濁液を送る微小結晶抜き出し流れの流量をとることができる。

本研究では、 CSDの安定化制御として、微小結晶の量を被制御量、

微小結晶抜き出し流量を操作量とした SISO制御系を考えた。この場合、

微小結晶抜き出し流れ中の微小結晶の量を被制御量とすることも可能

であるが、 2節で述べたように、微小結晶抜き出し流量が変化すると微

小結晶抜き出しの分級効率も変化し、それに伴い微小結品抜き出し流

れ中の微小結晶の量も変化してしまう。 よって、微小結晶抜き出し流

れ中の微小結晶の量を被制御量とするのは適当でない。そこで、品析

缶にバイパスを設け、分級効率を一定に保つために一定流量で晶析缶

内の懸濁液を循環させ、その液中の微小結晶の量を被制御量とした。

今回、 CSDの安定化に重点をおいているので、コントローラは比例動

作のみとした。また、比例ゲインは制御開始時刻から 30時間後までの

ISE (被制御量の偏差の二乗和)が最小になるようにチューニングし、

この時間内で晶析缶内のCSDが安定しない場合は現実的にCSDを安定

化させることはできないと判断した。ただし、制御はスタートアップ

開始時刻から 10時間後に開始した。 このように、微小結晶のポピュレ

ーション密度に関連する物理量を被制御量、微小結晶抜き出し流量を

操作量する SISO制御系は、CSDの安定化制御においてよく利用されて

いる[2，3，6，7]。

晶析缶内の微小結品の量が多く、微小結品抜き出し流量を増加させ

なければならないときは、過飽和度も定常値より高く、ますます外部

この二つの入力状態に対して、微小結晶抜き出し流量を変化させ、単

位時間あたりに外部加熱器で溶かされる微小結晶の量を調べた結果を

Fig.4-8 ，こ示す。Fig.4-8を見ると、微小結晶抜き出し流れ中の微小結晶

の量が最小のときと異なり、最大のときは微小結晶抜き出し流量を上

げすぎると逆に溶解する微小結晶の量は減少してしまうのが分かる。

これは、 Fig.4-4に示したように、過飽和度が高いときほど微小結晶は

溶解しにくくなるためだと考えられる。
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Fig.4-8 Dissolution rate of fine crystals for two typical cases 

4.4 CSDの安定化制御

ここでは、外部加熱器で、の微小結晶の溶け残りが CSDの安定化制御

にどのような影響を与えるかについて検討する。晶析缶内の微小結晶

は、時間経過に伴い大きな結晶へ成長していくので、微小結晶のポピ

ュレーション密度の変動は、それより大きな結晶のポピュレーション
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加熱器で、微小結晶が溶けにくい状態になっている。 したがって、この

ような状況下では、微小結晶抜き出し流量を増加させても一概に微小

結晶の溶解量が増加するとは言えない。そこで、微小結晶抜き出し流

量(定常時では 1.0I!/s)の操作範囲の下限値を 0.5I!/sで固定し、上限

値を 1.1"'2.0 I!/sまで 0.1I!/s刻みで変更させ各々の場合で、の最小の ISE

を求め、上限値を変化させたときの影響を調べた。各上限値に対して、

得られた最小の ISEをプロットした図を Fig.4-9~こ示す。
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Fig.4-10 Changes in measured slurry density and fines flow rate 
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Fig.4-10に示すように、上限値が 1.8I!/s以上では CSDを安定化させる

ことはできない。上限値を1.8I!/s以上にしても、最適な比例ゲインを

用いたときの微小結晶抜き出し流量は1.8I!/s以上にならないため、上

限値が 1.8I!/s以上での ISEは同じ値となる。このときのおEの値は、

オーフ。ンノレーフ。で、の値とほぼ同じである。また、上限値が 1.7I!/s以下

では CSDを安定化させることはできるが、一概に微小結晶抜き出し流

量を増加させればよいわけではなく、上限値が 1.2I!/sのとき、 ISEは最

小となっている。上限値が 1.2fJsのときの被制御量である微小結晶の

量、操作量である微小結晶抜き出し流量の経時変化を Fig.4-11に示す。

2.0 

Fig.4-9に示すように、微小結晶抜き出し流量の操作範囲の上限値が1.8

fJs以上のとき、 ISEは同じ値を取っている。上限値が1.8I!/sのときの

被制御量である微小結晶の量、操作量である微小結晶抜き出し流量の
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Fig.4-9 ISE of measured slurry density 
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経時変化を Fig.4・10に示す。
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外部加熱器における微小結晶の溶解現象を考慮、した場合との比較の

ため、既往の研究の仮定である微小結晶抜き出し流量、過飽和度の値

に関わらず、外部加熱器で、微小結晶がすべて溶解する場合についても、

CSDの安定化制御のシミュレーションを行った。微小結晶抜き出し流

量の操作範囲の上限値に対して、得られた最小の ISEをプロットした

図を Fig.4-12に示す。
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Fig.4-12 ISE of measured slurry density (complete dissolution) 

Fig.4-12に示すように、外部加熱器における微小結晶の溶解現象を考慮

した場合と異なり、上限値が大きくなるほど ISEは小さくなり、上限

値が 1.4f_/s以上のとき、 ISEは等しく、かっ最小となっている。上限値

が 1.4f_fsのときの被制御量である微小結晶の量、操作量である微小結

晶抜き出し流量の経時変化を Fig.4-13~こ示す。 Fig.4-13 に示すように、

最適な比例ゲインのときの微小結品抜き出し流量は 1.4f_/s以上になら

ないため、上限値が 1.4f_/s以上での ISEは同じ値となる。
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Fig.4-13 Changes in measured slurry density and fines flow rate 

(Qf:0.5-1.4 f/s) (complete dissolution) 

上述したように、今回使用した SISO制御系は、微小結晶の量が定常

値より大きければ微小結晶抜き出し流量を操作して、それを減らし、

少なければ増やして定常値に落ち着かせる制御系である。したがって、

少なくとも微小結品抜き出し流量を大きくしたとき、単位時間あたり

に外部加熱器で溶かされる微小結晶の量が、定常時の微小結晶抜き出

し流量 (1.0f/s) にしたときより大きいことが必要になる。4.3節で述

べたように、微小結晶抜き出し流量が大きくなると、外部加熱器入口

と出口問で、の温度上昇の幅が小さくなり、滞留時間も短くなることか

ら、微小結晶は溶けにくくなる。その結果、微小結晶抜き出し流量を

上げすぎてしまうと、かえって、単位時間あたりに外部加熱器で溶か

される微小結品の量は、定常時の微小結晶抜き出し流量にしたときよ

り減少してしまう恐れがある。それならば、どの範囲までなら、それ

が起きなし、かが問題となるが、晶析缶内の CSDと過飽和度の状態によ
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り単位時間あたりに外部加熱器で溶かされる微小結晶の量は変化して

しまうので、微小結晶抜き出し流量の上限値を明確に決定することは

難しい。 しかし、少なくともオーフ。ンルーフ。で、の運転において、微小

結晶の溶け残りが最も生じやすいとき(缶内の微小結品の量が多く、

過飽和度が高いとき)、最大の微小結晶抜き出し流量で、の微小結晶の溶

解量が定常時の溶解量より減少しないように、微小結晶抜き出し流量

の上限値を決定しておけばよい。 したがって、 Fig.4-5に示したオープ

ンルーフ。で、の微小結品の量の経時変化で、微小結品の量が最大のとき

(経過時聞が 19時間)の CSDと過飽和度を外部加熱器への入力状態

として、微小結品抜き出し流量を変化させ、外部加熱器で、の微小結晶

溶解量を調べれば (Fig.4-8)、微小結晶抜き出し流量の上限値の見当が

つく 。Fig.4-8に示すように、微小結晶抜き出し流量が約 1.7f/s以上に

なると、単位時間あたりに外部加熱器で溶かされる微小結晶の量は定

常時より減少するので、 CSDを安定化できる微小結晶抜き出し流量の

上限値は約 1.7f!sと考えられる。また、約 1.2f/sまで、は微小結晶抜き

出し流量の増加に伴い単位時間あたりに外部加熱器で溶かされる微小

結晶の量も増加するので、この範囲で制御を行えば一番ょいと考えら

れる。これらの知見は、 Fig.4-9に示した結果と一致している。

4.5結言

本研究では、微小結晶の溶解現象を考慮、した外部加熱器のモデルを

組み込んだ DTB型連続品析器のモデルを構築した。そして、そのモデ

ルを用いて、外部加熱器で、の微小結晶の溶け残りが DTB型連続晶析器

内の CSDの安定化制御に与える影響について検討した。

外部加熱器において微小結晶の溶け残りが生じない場合、通常考え

られるように、微小結品抜き出し流量を上げれば、単位時間あたりに

外部加熱器で溶かされる微小結晶の量は増加する。 しかしながら、微

小結品の溶け残りが生じる場合、微小結晶抜き出し流量を上げすぎる
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と、単位時間あたりに外部加熱器で溶かされる微小結晶の量が減少す

る場合があることをシミュレーションで明らかにした。 このような現

象は、過飽和度が高いとき顕著に表れるが、晶析缶内の微小結晶の量

が多いとき、過飽和度も高くなる。よって、 CSDの安定化制御を考え

る際には、微小結晶の溶け残りの影響を考慮する必要がある。

DTB型連続晶析器における CSDの安定化制御において、これまで提

案されてきた S1S0制御系では、外部加熱器で、の微小結品の溶け残りの

ため、 CSDの安定化制御がうまくし 1かない場合があることを示した。

その場合、 CSDの安定化制御が可能な微小結晶抜き出し流量の操作範

囲が存在することを明らかにした。そして、この操作範囲および制御

の評価を最適にする操作範囲は、オーフ。ンルーフ。で、の被制御量の経時

変化の結果から推測可能であることを示した。微小結晶抜き出し流量

の操作範囲に厳しい制約を設けたことによる制御性能の悪化を改善す

るためには、次章で述べるマルチループ。制御や、晶析缶内の CSDと過

飽和度を用いて最適な微小結晶抜き出し流量を決定する非線形制御が

有効となるであろう。
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使用配号

α= constant 

B = secondary nucleation rate 

C = concentration 

Cs = saturation concentration 

ムC= C -Cs = supersaturation 

GA = kinetic crystal growth rate 

Gx = length-dependent crystal growth rate 

Ge = effective crystal growth rate 

h = removal probability function 

kc = physical constant 

kν= volume-based crystal shape factor 

mB3 = third moment of large crystals 

n = population density 

p = empirical parameter 

P = power input 

Q = flow rate 

t = tIme 

T = temperature 

V = volume of crystallizer vessel 

x = crystal size 

Xc = cut-slze 

Greek letters 

E = void fraction 

ρ= density 

t = residence time 

W 2 = contribution of growth-rate balances 
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[1/(m3 
• s)] 

[kg/m3
] 

[kg/m3
] 

[kg/m3
] 

[m/s] 

[ー]

[m/s] 

[-] 

[-] 

[ -] 

[ 1/(m3・m)]

[kW] 

[m3/s] 

[s] 

[K] 

[m3
] 

[m] 

[m] 

[ー]

[kg/ m3
] 

[s] 

[kg/s] 



Subscripts 

o = left boundary of spatial domain 

c = solid phase (crystals) 

ex = extemal 

f = related to removal system 

i = input flow 

in = intemal 

p = related to product removal 

pf = feed of product removal system 

pr = retum product removal system 

r = retum fines removal system 

v = vapor 

96 

参考文献

[1] Randolph， A. D.， J. R. Be伐ckmanand Z. 1. Kra討li詑ev吋ich比1χ;

Diおst凶ributionDynamics i凶na Classified Crηystallizおe釘r仁:Part 1. Experimental 

and Theoretical Study of Cycling in a Potassium Chloride Crystallizer，" 

AIChE J.， 23， 500-510 (1977) 

[2] Eek， R. A.; Control and Dynamic Modelling of Industrial Suspension 

Crystallizers， Ph.D.Thesis， Delft Univ. of Tech.， The Netherlands (1995) 

[3] Eek， R. A.， H. A. A. Pouw and O. H. Bosgra;“Design and Experimental 

Evaluation of Stabilizing Feedback Controllers for Continuous 

Crystallizers，" Powder Technology， 82， 21-35 (1995) 

[4] Eek， R. A.， S. Dijkstra and G. M. van Rosmalen;“Dynamic Modeling of 

Suspension Crystallizers， Using Experimental Data，" AIChE J.， 41， 571-

584 (1995) 

[5] Jager， J.， S. de Wolf， H. J. M. Kramer， B. Scarlett， and E. J. de Jong; 

“Effect of Scale of Operation on CSD Dynamics in Evaporative 

Crystallizers，" AIChE J.， 37， 182-192 (1991) 

[6] Beckman， J. R. and A. D. Randolph;“Crystal Size Distribution Dynamics 

in a Classified Crystallizer: Part II. Simulated Control of Crystal Size 

Distribution，" AIChE J.， 23， 510-520 (1977) 

[7] Rohani， S.;“Dynamic Study and Control of Crystal Size Distribution 

(CSD) in a KCl Crystallizer，" Can. J. Chem. Eng.， 64， 112-116 (1986) 

97 



第5章

マルチループ制御によるCSDの安定化制御

5. 1緒雷

連続晶析において、核生成速度と結晶成長速度の聞に強し、相関があ

る場合、結晶粒径分布 (CrystalSize Distribution， CSD)が振動し、安定

して製品を取り出すことが困難になることが知られている。また、工

業界で通常、使用される外部加熱器と製品分級器を有する連続晶析フ。

ロセスでは、核生成速度と結晶成長速度との間の相関が弱い場合でも

CSDの振動現象が見られる。

Randolphら[1]は、連続晶析器に外部加熱器と製品分級器が付いたシ

ステム構造がCSDの振動を引き起こす原因であることを理論的に示し

た。そして、 CSDの安定化をはかるため、結品核ポピュレーション密

度を被制御量、微小結晶抜き出し流量を操作量としたSISO制御系を提

案した。

一方、現在までに提案されている品析プロセスのモデルの多くは、

核生成速度に経験的べき乗員Ijを利用し、結晶成長速度の粒径依存性を

無視したモデ、ルやこのモデ、ルをモーメント法で集中定数化したモデル

であった。前者では、現実プロセスのCSDの動特性を表現するのには

不正確であり、後者はさらにCSDの分布に関する情報が不十分となる

ので、制御系の構築に利用するに満足できるモデ、ルで、はなかった。 し

かし、近年、 Eekら[2]は核生成速度、結晶成長速度のモデルを詳細化し、

品析プロセスの動特性を正確に表現できるモデ、ルを同定し、このモデ

ルを用いれば、シミュレーションベースでの制御系の検討が十分可能

であることを示した。
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既往の研究において、品析プロセスの動特性を正確に表現できるモ

デ、ルを利用した多変数制御に関する研究はほとんどなく、わずかにEek

ら[3]による製品分級器を持たない晶析器に対する研究が見られる程度

である。また、実用上必ず生じる操作量に対する制約条件がある場合

を考慮、した研究は皆無である。本研究では、詳細なモデルを利用して、

シミュレーションにより連続晶析フ。ロセスにおけるCSDの振動現象を

解析する。CSDは分布をもっ状態量であるため、 CSDそのものを被制御

量とすることはできない。そこで、 CSDを代表可能な指標の選択方法

および、その指標に基づく CSDの安定化制御について検討する。 さら

に、操作量に対する制約条件を考慮、して、従来法と提案するマルチル

ープ制御を比較検討する。

5.2連続晶析プロセスのモデル

今回、シミュレーションに用いた連続晶析プロセスのモデノレはEekら

[4]が同定したモデル (Appendix.l)である。シミュレーションで用いた

操作条件、使用したパラメータ値はEekらが用いたもの (Appendix.1の

Tables A 1-1 "'-Al-3) と等しいものとした。

5.3 CSDの振動現象

CSDの振動現象が如何にして起こるかを調べるために、 5.1節で記述

した連続晶析プロセスのモデ、ルを用いてオーフ。ンノレープでのシミュレ

ーションを行った。晶析器内のCSDのスタートアップ開始時間からの

経時変化をFigふ 1に示す。
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Fig.5-1 Changes in CSD (open-loop) Fig.5-2 Time response of some characteristic variables (open-loop) 

Fig.5-1から、生成した核が時聞が経過するにつれて大きな結晶に成長し

てし 1く様子がよく分かる。次に晶析に関する物理量(結晶の空間率

(1-ε)、結晶核ポピュレーション密度n(x=xo)、核生成速度B、過飽和度

dC) の経時変化をFig.5-2に示す。なお、 Fig.5-2中の各物理量は、平均

が0で分散が1になるように正規化しである。

Fig.5-2から、結晶の空間率の変化lこ5時間ぐらい遅れて核生成速度が変

化しているのが分かる。これは、核生成速度に影響を与える結晶の粒

径はかなり大きいので、結晶の空間率が大きなときはまだ大きな結晶

の個数は少なく、だいぶ遅れて増加していくためである。さらに、過

飽和度は、結晶核ポピュレーション密度の経時変化に少し遅れて似た

ような挙動を示していることも分かる。これは、結晶核ポピュレーシ

ョン密度が増加するとそれだけ溶解する結品個数も増加するので、そ

の結果、過飽和度は増加し、逆に結晶核ポピュレーション密度が減少

するとそれだけ溶解する結晶個数も減少するため、結果として過飽和

度が減少することに起因している。
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5.4制御系の選定

CSDの安定化をはかる際、 CSDは分布関数であるので、そのまま被制

御量にすることはできず、 CSDの分布特性を集中化した代替変数を被

制御量に選ぶ必要がある。Figs.5-1，5-2に示すように微小結晶ポピュレ

ーション密度の振動が、時間経過に伴い大きな結晶のポピュレーシヨ

ン密度の振動へと伝播してし¥く 。このことから、微小結晶ポピュレー

ション密度の振動を抑えれば、大きな結晶のポピュレーション密度の

振動は自動的に抑えられ、その結果、 CSDは安定すると考えられるの

で、微小結品ポピュレーション密度を被制御量のーっとして選択した。

また、大きな結晶の3次モーメントの振動を抑えることにより核生成速

度の振動は抑えられ、その結果、間接的に微小結品のポピュレーショ

ン密度の振動も抑えられるので、大きな結品の3次モーメントを第二の

被制御量として選んだ。

操作量としては、微小結晶抜き出し流量、連続晶析器からの抜き出

し、流量が考えられる。これは、微小結晶抜き出し流量、連続品析器か

らの抜き出し流量を操作することによって、それぞれ微小結晶のポピ

ュレーション密度、大きな結晶のポピュレーション密度が瞬時に影響

を受けるからである。 したがって、 CSDを安定化するための制御方法

として以下に挙げる3種類の制御方法を検討した。

①微小結晶ポピュレーション密度nf(今回は粒径70μmにおけるポピュ

レーション密度)を被制御量、微小結晶抜き出し流量Qfを操作量と

したS1S0制御系(従来法)

②大きな結晶(今回は粒径700μm以上)の3次モーメントmB3を被制御

量、連続晶析器からの抜き出し流量Qpfを操作量としたS1S0制御系

③上記の二つを組み合わせたマノレチルーフ。制御系

②および③の制御系が新しく提案する制御系である。③のマルチル
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ープ制御系のブロック線図をFig.5-3lこ示すo Fig.5-3中で、C)，C2
はそれぞ、

れ、制御系①および②のコントローラを表している。pは晶析プロセス

を表している。プロセスからの出力としてCSDが得られるが、 CSDは分

布関数(無限次元)なので、 CSDをフィルタF)によって一次元の微小結

晶ポピュレーション密度へ、フィルタF2によって一次元の大きな結晶の

3次モーメントへ変換している。また、①および②のS1S0制御系のブロ

ック線図は、 Fig.5-3中のそれぞれ上および下のルーフ。で、表される。

mB3 

Fig.5-3 Block diagram of multi-loop control system 

Beckmanら[5]は、結晶核ポヒ。ュレーション密度を被制御量、微小結晶

抜き出し流量を操作量としたS1S0制御系を提案している。 しかし、結

晶核ポピュレーション密度を被制御量とした場合、微小結品抜き出し

流量を操作すると、結晶核ポピュレーション密度は逆応答を示す。 し

たがって、 Eekら[6]は、結晶核ポピュレーション密度は被制御量に向か

ないとし、逆応答を示さない大きさの微小結晶ポピュレーション密度

を被制御量とする制御系を提案している。ただし、ある程度大きな微

小結晶のポピュレーション密度を被制御量とすると、今度は応答に大
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きな遅れが生じてしまうとしづ問題が起こる。 5.5.1微小結晶綾き出し流量に対する

制約がない場合

5.5 CSDの安定化制御の結果および考察

①，②，③の制御系のいずれの場合も、コントローラは離散型P制御

である。今回、スタートアップにおけるCSDの安定化に重点をおいて

いるので、コントローラはP制御で十分である。①および②の制御系に

おけるPコントローラの比例ゲインは、スタートアップ開始時刻から40

時間後までのISE(被制御量の偏差の二乗和)が最小になるようにシミ

ュレーションにより決定した。

5.1節で記述したようにAppendix.1のFig.Al-lのパイロットプラント

では、熱は晶析器本体と外部加熱器に別々に加えられ、加熱熱量は全

体で一定になるよう操作されている。 したがって、微小結晶抜き出し

流量が変化しでも、外部加熱器に加える熱量を調節することにより、

外部加熱器からリサイクルされる液の温度を一定に保つことができる。

一方、工業プラントでの晶析器においては、 Eekらが使用した晶析器と

異なり、品析器本体は加熱せず、すべての熱が外部加熱器のみに供給

されている場合が多い。このような品析プロセスでは、微小結晶抜き

出し流量が変化したとき、外部加熱器からリサイクルされる液の温度

を一定に保つことはできない。 したがって、微小結晶抜き出し流量が

少ないと温度が上昇して管内で沸騰を引き起こし、また、流量が多い

と結晶が部分的にしか溶けなくなってしまうので、微小結晶抜き出し

流量の操作範囲に厳しい制約が課せられるのが通常である。そこで、

この点を考慮して微小結晶抜き出し流量の操作範囲に制約がない場合

とある場合におけるCSDの安定化制御について検討した。

まず、スタートアップにおけるCSDの安定化制御の例として、③のマ

ノレチルーフ。の制御系での晶析器内のCSDの経時変化をFig.5-4~こ示すO

Fig.5-4を見ると、時間が経過するにつれてCSDが安定していくのが分か

る。
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Fig.5-4 Changes in CSD (③) 
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Figs.5-4， 5-5に示すように、平均粒径の経時変化を見ることで、 CSD全

体の経時変化の安定性を判断できる。つまり、平均粒径が安定すれば

CSD全体も安定している。そこで、今後はCSDの安定性を判断するため

に、平均粒径の経時変化を見ることとする。Fig.5-5を見ると、①のS1SO

制御系と③のマルチノレーフ。制御系の制御性能の違いはほとんどない。

②の制御系では、十分にはCSDを安定化できなかった。結晶核ポピュ

レーション密度は、 Appendix.lのEq.(Al-20)で、示すように核生成速度と

結晶成長速度(つまり過飽和度)により決まる。 したがって、核生成

速度を一定にしても過飽和度が制御できていない (Fig.5-6)ため、結果

として結晶核ポピュレーション密度を安定化できないと考えられる。

このときの晶析器内のCSDの体積基準平均粒径 (CSDの4次モーメン

トを3次モーメントで害IJった値)、過飽和度の経時変化をそれぞれ

Figs.5δ，5-6に示す。
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微小結晶抜き出し流量の制約条件として、 0.7'"'-'l.3 fJsの流量変化が許

容される場合と0.9'"'-'1.1 f)sの流量変化しか認められない場合の①およ

び③の制御系の制御性能を調べた。スタートアップにおけるCSDの安

定化制御の結果として、平均粒径の経時変化をFig.5-7，こ示すO また、①

のS1SO制御系における被制御量と操作量の経時変化をFigs.5-8'こ、③の

マルチルーフ。制御系における被制御量と操作量の経時変化をFigs.5-9お

よび下igs.5-10に示すO

Fig.5-5 Changes in mean crystal size 
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Fig.5-6 Changes in supersaturation 
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Fig.5-8 Changes in fines population density and fines flow rate (①) 
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Fig.5-10 Changes in third moment and product classifier feed flow rate (③) 
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Fig.5-9 Changes in fines population density and fines flow rate (③) 
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Fig.5-7を見ると、流量制約が厳しくない場合 (0.7'"'-'1.3f/s)、①のSISO

制御系と③のマルチルーフ。制御系の制御性能の違いはあまりない。 し

かし、流量制約が厳しい場合 (0.9'"'-'1.1 f/s) 、①のSISO制御系に比べ

③のマルチループ制御系は、 CSDの振動を良く抑えているのが分かる。

①のSISO制御系では十分にはCSDを安定化できていないが、③のマノレ

チループ制御系で、は安定化で、きている。③のマルチルーフ。の制御系で

は、連続晶析器からの抜き出し流量を操作することによって晶析器内

の核生成速度の振動を抑えられるために、微小結晶ポピュレーション

密度の変化は、①のSISO制御系に比べて小さくなる。その結果、 CSD

の振動も小さく抑えることができる。

今回、従来の微小結晶ポピュレーション密度を被制御量、微小結晶

抜き出し流量を操作量としたSISO制御系で、操作量の変更範囲に厳し

い制約条件が付加されていて、 CSDの安定化制御が困難な場合でも、

大きな結晶の3次モーメントを被制御量、連続晶析器からの抜き出し流

量を操作量とする制御系を付加的に使用することによって、 CSDの安

定化の制御性能を向上させることが可能であることが明らかとなった。

5.6結雷

本研究ではCSDの安定化制御を考え、 CSDの振動現象を解析すること

により、従来から提案されている微小結晶ポピュレーション密度を被

制御量、微小結晶抜き出し流量を操作量としたSISO制御系に、大きな

結晶の3次モーメントを被制御量、連続品析器からの抜き出し、流量を操

作量する制御系を付加したマルチルーフ。制御系を提案した。

新しく提案したマルチルーフ。制御系と従来のSISO制御系について、

シミュレーションにより制御性能を比較した。実際に工業界で使用さ

れている連続晶析プロセスにおいて考えられる微小結晶抜き出し流量

に厳しい制約がある場合には、提案した制御法が有効であることが確

認できた。
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本研究では、Eekらが同定した外部加熱器と製品分級器を有するDTB

型晶析器による硫安製造プロセスを対象とした。 しかし、外部加熱器

と製品分級器を有するDTB型晶析器で、かつ、捜枠による二次核生成

が支配的な晶析プロセスであるなら、核生成速度は大きな結晶の3次モ

ーメントの変化に影響を受けるので、新しく提案したマルチループ制

御系は有効であると考えられる。
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使用記号

B = secondary nucleation rate 

C = concentration 

Cs = saturation concentration 

!l.C = c -Cs = supersaturation concentration 

Gk = kinetic crystal growth rate 

G， = length-dependent crystal growth rate 

G. = effective crystal growth rate 

h = removal probability function 

kc = physical constant 

k、=volume-based crystal shape factor 

m83 = third moment of large crystals 

n = population density 

p = empirical parameter 

P = power input 

Q = flow rate 

t = tIme 

T = temperature 

V = volume of crystallizer vessel 

x = crystal size 

Xc = cut-slze 

Greek letters 

y = flow split factor 

p = density 

E = void fraction 

¥}J2 = contribution of growth-rate balances 
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[1/(m3・s)]

[kg/m3
] 

[kg/m3
] 

[kg/m3
] 

[m/s] 

[ -] 

[m/s] 

[自]

[ー]

[ー]

[ 1/(m3・m)]

[kW] 

[m3/s] 

[s] 

[K] 

[m3
] 

[m] 

[m] 

[ー]

[kg/ m3
] 

[-] 

[kg/s] 

Subscripts 

o = left boundary of spatial domain 

c = solid phase (crystals) 

ex = extemal 

f = related to removal system 

グ=feedof fines removal system 

i = input flow 

in = intemal 

1 = liquid phase 

p = related to product removal 

pf = feed of product removal system 

pr = retum product removal system 

r = retum or recycle of fines and product 

v = vapor 
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第 6章

総論

6. 1本研究の総愉

晶析は、工業界で使用されているもっとも重要かつ古い分離・精製

プロセスの一つであるにも関わらず、同じ分離・生成フ。ロセスである

蒸留塔におけるプロセス制御分野の進歩と比較すると、その制御はか

なりの遅れをとってしまっている。なぜなら、品析は、その特性から

プロセスの動的モデルが偏微分方程式で、表される分布定数系として取

り扱わなければならず、さらに実験室規模ではなく現実のプラントで

使用可能な制御系がなかったからである。前者に関しては、連続晶析

プロセスの動特性をシミュレーションできるために、一階偏微分方程

式で表されるポピュレーションバランス式を正確に解ける方法につい

て検討する必要がある。後者に関しては、今まで提案されてきた CSD

の安定化制御では実用上必ず生じる操作量の操作範囲の制約条件が無

視されており、また、操作範囲の制約条件がある場合に有効であると

考えられる多変数制御に関する研究はぼどんど皆無なので、それらの

検討を行う必要がある。

そこで、本論文では、このような必要性から連続晶析プロセスの動

特性を正確にシミュレーションできる方法、および連続晶析プロセス

において、実用上必ず生じる操作量の操作範囲の制約条件を考慮、した

CSDの安定化制御に関して検討を行った。

本論文では、大きく分けると 2つの編で構成されている。

第 l編は、連続晶析プロセスのシミュレーションに関する研究であ

る(第 2、3章)。
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第 2章では、一階偏微分方程式のシミュレーションに適した数値解

法である特性曲線法を拡張し、結晶成長速度が粒径依存項と時間依存

項の積で表される場合に使用可能な、晶析プロセスシミュレーション

アルゴリズムを開発した。 さらに、離散型制御のシミュレーションが

できるよう、任意の時刻に計算ステッフ。が置けるように拡張した。偏

微分方程式の数値計算によく用いられる有限差分法と開発した特性曲

線法を使って、オーブンループでの晶析プロセスモデルのシミュレー

ションを行い、計算結果を比較した。有限差分法では、解が強いメッ

シュ依存性を示したのに対し、特性曲線法では、メッシュ数を変えて

も同一の解が得られた。また、これら 2つの計算法を使って得られる

解の聞には明らかな違いが見られたため、有限差分法による数値解は

数値拡散による大きな誤差を含むことが明らかとなった。有限差分法

による離散型制御系のシミュレーションでは、応答の様子が特性曲線

法と異なるほか、最適な制御性能をしめす比例ゲインにも違いが見ら

れた。このことから、有限差分法で、は閉ループ。の挙動を十分に表現で

きていないことが明らかになった。特性曲線法は有限差分法よりも正

確な数値解が得られるので、制御性能を確かめたりする場合には特性

曲線法によるシミュレーションに利点があることがわかった。

第 3章では、第 2章で提案した特性曲線法による連続晶析プロセス

のシミュレーションをさらに柔軟性があるものにするため、時間刻み

を一定としノードの位置を時間とともに変更してゆく(移動ノード)

アルゴリズムに注目した。これは特性曲線法の一種であり、数値拡散

を全く示さないほか、結晶成長速度が粒径依存項と時間依存項に分離

できない場合でもシミュレーションが可能である。 しかしながら、一

方で計算が進むにつれてノード数が増え、計算負荷が増大する欠点が

ある。そこで、これを連続晶析プロセスのシミュレーションに適用し

た場合について、計算負荷の軽減に最も有利なノード消去則について

検討した。その結果、精度を落とすことなく計算負荷を下げるには、

ノード間隔に基づく消去則が最も有利であることがわかった。

第 2編は、連続晶析プロセスにおける CSDの安定化制御に関する研
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究である(第 4、5章)。

第 4章では、微小結晶の溶解現象を考慮した外部加熱器のモデルを

構築し、そのモデルを用いて微小結晶の溶け残りが CSDの安定化制御

に与える影響について検討した。通常、 DTB型連続晶析器のモデ、ル化

や CSDの安定化制御に関する研究では、外部加熱器で、微小結晶はすべ

て溶解すると仮定されている。 しかしながら、現実の DTB型連続晶析

器では、微小結晶の溶け残りが生じる場合がある。その結果、微小結

晶抜き出し流量を上げすぎると、外部加熱器において微小結晶が溶け

にくくなり、溶解する微小結品の量が逆に減少してしまうことがわか

った。このため、これまで提案されてきた微小結晶抜き出し流量を操

作量とする SISO制御系では、 CSDをうまく安定化できない場合があり、

安定化させるためには、微小結晶抜き出し流量に上限値を設ける必要

があることを示した。また、オープンループのシミュレーション結果

から、この上限値を推定可能であることを示した。

第 5章では、詳細な物理モデ、ルに基づいて、スタートアップ時の CSD

の振動現象を解析することにより、 CSDの持続的振動を抑制するため

に必要な CSDの安定化制御に有効な被制御量および操作量を選択した。

なぜなら、 CSDは分布関数であるため、直接そのものを被制御量とす

ることはできなし、からである。そして、シミュレーションによって制

御性能について比較検討した結果、従来から提案されている微小結晶

ポピュレーション密度を微小結晶抜き出し流量で制御する SISO制御系

と、大きな結晶の 3次モーメントを晶析器からの抜き出し流量で制御

する制御系とを統合したマルチルーフ。制御系が有効で、あるととがわか

った。 さらに、このマルチルーフ。制御系が操作量に対する制約条件が

存在する場合にも効果的に機能することを確認した。
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6.2今後の検討課題

近年、化学プロセスの省エネルギー化、高品質化といった要求が高

まるに応じ、分布定数系の制御が重要となってきている。そのために

は、連続晶析フ。ロセスを具体的な対象とした「分布定数系のプロセス

を対象としたオベレーションシステム」の開発が必要不可欠である。

連続品析プロセスを研究対象とすると、プロセスシステム工学の視点

から、以下に示すようなモデリング、制御、最適化に関する問題が挙

げられる。

1 .モデリング

・物理モデルの構築〈偏微分方程式による表現〉

一般に晶析プロセスでは、結晶化させたい物質の物性、不純物の有

無、装置構造、横枠翼の回転数や加熱熱量といった操作条件の違いに

よって核生成や結晶成長の機構が異なるものとなる。 したがって、対

象とする連続晶析プロセスに合わせて、その動特性を表現できる物理

モデ、ルを構築する必要がある。

-運転データに基づくパラメータ同定

上で述べたように、晶析現象のメカニズムは非常に複雑なものなの

で、構築した晶析プロセスの物理モデ、ルには、パラメータを含んだ形

にならざるを得ない。そこで、対象とする連続晶析プロセスの動特性

を正確に表しているモデルを得るためには、実際の運転データに基づ

いたパラメータの同定法に関して検討する必要がある。
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-正確なシミュレーション(特性曲線法の利用)

同定した連続晶析フ。ロセスのモデ、ルは、偏微分方程式を含んだもの

となる。以下に述べる制御、最適化の検討を行う上では、そのモデル

の動特性を正確にシミュレーションできることが不可欠であり、シミ

ュレーション法の検討が必要である。

11.制御

・安定化制御(被制御量と操作量の選択〉

CSDは分布をもっ状態量であるため、 CSDそのものを被制御量とす

ることはできない。そこで、 CSDを代表可能な指標の選択方法および、

実際に工業界で使用されている連続晶析フ。ロセスにおいて考えられる

操作量の制約条件を考慮、した CSDの安定化制御について検討する必要

がある。

m.最適化

・最適操作量条件の導出(定常状態解析)

所望の製品結昌の品質 (CSDや平均粒径など)を得るためには、上

で述べた連続晶析プロセスの動的モデルの時間変化項を無視した静的

モデ、ルを用いて最適な操作条件を探索し、決定することが重要になる。

さらに、外乱がプロセスに与える影響を調べるために、操作量の変化

が製品結晶の品質へし、かなる影響を与えるかについて検討する必要が

ある(感度解析)。

.A適な操作手順の導出〈スタートアップ〉

一般に連続晶析フ。ロセスのダイナミクスは非常に遅いので、スター

トアップ時に大量のオフスペックが生じる可能性がある。そこで、 CSD

の持続振動現象を抑え、かつ CSDを最短時間で所望の定常値へ落ち着

かせるために、スタートップ時の最適な操作手順を検討することが必

要である。
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本論文では、このうち連続晶析フ。ロセスのシミュレーション方法、

および、連続晶析フ。ロセスにおける CSDの安定化制御に関して、一定の

成果が得られた。今後は、本研究で得られた知見に上述した他のテー

マについての研究によって得られる知見を補完していくことによって

完成される「分布定数系のプロセスを対象としたオペレーションシス

テム」によって、現在ではまだ不十分である連続晶析プロセスによっ

て製造される製品結晶の高機能化、高品質化が可能になるであろう。
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Appendix.l 

連続晶析プロセスのモデル

A. 1. 1 モデル化における仮定

Eekらは、 Figs.Al-l，Al-2に示すような外部加熱器と製品分級器を有

するパイロットプラント(容積は 970g)のDTB型連続晶析器を用いて

硫安を製造する実験を行い、この晶析フ。ロセスをモデル化している[1，

2]0この DTB型連続晶析器は、品析缶、外部加熱器、製品分級器から

構成されている。一般の連続晶析器では、加熱する場所は外部加熱器

のみであるが、この DTB型連続晶析器では、熱は晶析缶 (PjJと外部

加熱器 (Pe) の両方に加えられている。また、製品分級器はふるい式

の装置で、ふるい上の結晶は製品として抜き出され、ふるい下の結晶

は品析缶へリサイクルされる。Eekらは、以下の仮定のもとに、この

DTB型連続品析器のモデル式を導出した。

(1)晶析缶内の懸濁液の体積Vは一定である。つまり、体積Vはフィード

流量Qi~こよって一定値に制御されている。 また、晶析缶内は完全混

合である。

(2)フィードは結晶を含まず、その温度は一定である。

(3)結晶の凝集は、初期CSDの形成時を除いて起きない。

(4)蒸気流れは塩や結晶を含まない。

(5)品析缶内の圧力は一定で、沸点上昇は無視する。

(6)晶析缶内で生成する結晶核の粒径は0とする。

(7)結晶成長速度は粒径と過飽和度の関数で表され、同じ粒径の結晶は

同じ成長速度を持つO
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(8)製品分級器のホールドアップはなしとする。

(9)微小結晶抜き出しの分級効率は粒径と微小結晶抜き出し流量の関数、

製品抜き出しの分級効率は粒径の関数で表されるものとする。

(10)晶析缶内に種晶は仕込まず、初期CSDは一次核生成とその凝集によ

り形成される。

(11)溶液密度は、溶質濃度に依存せず一定である。

(12)微小結晶抜き出しラインにおいて、車輸命送によるむだ時間は無視するO

(α13め)外部加熱器出口の温度T)はま、 P

た、 ~nを調節することによって、全加熱熱量Pωt (=~n+ Pex)は一定

に保たれている。

(14)外部加熱器で、微小結晶はすべて溶解する。

Qf' nf Qpf' n 

「ー

Crystallizer 

Vessel 

V，T，n， E 

Tr ah 4h 4ha Qpr' nr 

Fig.A 1-1 Block scheme of suspension crystallizer， equipped with fines 

and product removal systems 
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Feed 

‘ Crystallizer 
・・・・・......

Vessel 

Internal 

Heater 

Classifier 
Steam 

External Heater (Fines Dissolver) 

Condensate Outlet 

Fig.A 1-2 Schematics of a draft tube baffle (DTB) crystallizer 
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A.1.2 分級のモデル化

Fig.AI-3で表されるような微小結晶抜き出しシステムと製品抜き出

しシステムにおける分級機構のモデル化を行う。

Qo(t)， no(x，t) Q)(t)， n)(x，t) 

Fig.A 1-3 Schematic drawing of a particle size classifier 

分級器の固相、液相の物質収支式は、次式で表される。

Qo(t)[ 1一柳o川)]= Q)(t)[ 1-E)(n)川]+ Q2仲

(A 1-1) 

Qo(t)ε。(no(x，t))= Q)(t)ε)(n)(x，t)) + Qit)Einix，t)) (A 1-2) 

一方、 CSDの収支式は、次式で表すことができる。

[ 1 -h(x，t) ]Qo(州 (AI-3) 

h(x，t)Qo(t)no(x，t) = Q2(t)n2(x，t) (A1-4) 

ここで、 Qは流量、 nはポピュレーション密度、 hは品析器から抜き出

される粒径xの結品の抜き出し率、 Eは空間率を表しており、次式で

与えられる。
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仰 (い仏川x丸， (AI-5) 

ここでで、、 kνは体積基準の晶析形状係数である。

A. 1. 2. 1微小結晶抜き出し

微小結品抜き出し流れ中の CSDは、 Eq.(A.I-4)より、次のように表さ

れる。

Q ff(t) 
n /x，t) = ~)) ('f~ h f(x，xc(Q/t)))n(x，t) Q /t) •. J "~"~c'~ J 

(Aト6)

ここで、 nf、nは、それぞれ微小結晶抜き出し流れと晶析器内のポピュ

レーション密度関数、 Qfは微小結晶抜き出し流量、 Qffは分級区間に入

ってくる流量を表している。微小結晶抜き出し効率関数 hfは次の非線

形 2パラメータ関数で表す。

h /x，xcCQf(仰 =4./LIPf2

~ . ¥ xcCQ/t)) J 

(A 1-7) 

ここで、カットサイズXcは、晶析器から取り出される確率が 50010であ

る結晶の粒径と定義され、Stokesの関係から沈降速度を計算することで、

次のようになる O

xc(Q/t)) =ゾPf1Q/t) (A 1-8) 

ここで、 Pflは粘度による定数係数(温度依存性あり)である。

A.1.2.2製品抜き出し

製品抜き出しには、機械的な分離器、重力を利用した分離器、遠心

分離器などがある。これらの機器では、製品の CSDは微小結晶抜き出
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し効率関数と似たような式で計算できる。。vf(t)
/x，t) = 一ι~; h p(x，t)n(x，t) 

Q/t) 

A.1.3.2結晶成長速度式
(Al-9) 

(Al-l1) 

結晶成長速度は、次に与えられる有効成長速度式で定義される。

Ge(x，d.C(t)) = Gk(d.C(t))G ix) (Al-13) 

関数 Gkは母液の過飽和による結晶の成長速度を表しており、広く受

け入れられているパラメータ式は次のようである。

Gk(d.C(t)) = p6d.C(t)円 (Al-14)

関数 Gxは、結晶の成長遅れの効果を表している。この関数は、次の

式で定義される、単純で経験的な S字曲線として選ばれる。

xP81 X!:8 + x!:81 
G x( X) = 1 - ~ ~- ~ (A 1-15) 

x:8( xP8 + x:8 ) 

ここで、 xaは屈曲点、 xは最大結晶粒径を表しており、各々未知のパラ

メータ P9とPIOでパラメータ化されている。以上より、品析現象のモデ

ル化に関係するパラメータは、次のようになる。

ここで、 Qpは製品結晶の抜き出し流量、 Qpfは品析缶からの抜き出し流

量を表している。

そして、製品抜き出しにおける分級は、次式のような分級の一般的

なモデ、ルで、表現で、きる。

Pp3 + (1 -2P
P
3)(副Pp2

hよx)= {'..... '/0 

1 + (1 -2pp3){合fP
(A1-10) 

この関数には、 3つのパラメータがある。カットサイズが PPI、インパ

ーフェクションが PP2、オフセットがPP3である。以上より、微小結晶抜

き出しと製品抜き出しの分級に関係するパラメータは、次のようにな

る。

A.1.3晶析現象のモデル化 、l-
t
l

nu p
 

p
 

f
l
J
I
t
 --

K
 

A
り (Al-16) 

A. 1. 3. 1核生成速度式

微小結晶抜き出し効率関数 hf、製品抜き出し効率関数 hp、成長速度

関数 Gxの例を Fig.Al-4に示す。ただし、パラメータ値は TablesAl-2， 3 

に載せた値を用いている。

核生成速度式は次のように表わされる。

仰 (μω山xμf

ここでで、、 Pぃ...，Psはパラメー夕、過飽和度はd.C(t)= C(t)ーに、 Cは溶

質濃度、 Csは溶質の飽和濃度を表している。この関数は粒径x>P4の範

囲の CSDと核生成の聞に物理的フィードバックルーフ。が存在している

ことを表している。
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Fig.A 1-4 Examples of classification functions んandhp 

and the growth rate function Gx 

A.1.4初期状態のモデル式

初期状態ns(x，t= to，8s)は、次式で表されるロジン・ラムラ一分布で近

似する。

ゆ)= PilPi2Pか (Al-17) 

8 s = {Pi1 ，Pi2，Pi3} (Al-18) 

ここで、パラメータベクトノレ8sは、初期分布の位置、広がり、高さに

関する三つの未知のパラメータを含んでいる。

A.1.5ポピュレーションバランス式

晶析のポピュレーションバランス式は、次式の一階偏微分方程式で

表される。
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'Tdn(X，t) τrdG e(x，~C(t) )n(x，t) 
v-=--否「+V Eb+Qf(f)Yfhf(xlc(Qf(t)))n(x，t) 

+ Q p(t)y ~ p(x)n(x，t) = 0 (Al-19) 

Qff ~. Qpf 日
こで、 Yf = n

JJ 

， Y D =一一、 Vは問析器の体積で、ある。
J Qf、Ip-Qp 

境界条件は、次式で与えられるo

n(xo，t) = B(n(x， t) ，~C(t)) / G e(XO ，~C(t)) (Al-20) 

そして、パラメータ化された初期条件民(x，t= to，8 s)は、 Eq.(Al-17)で与

えられる。

A.1.6過飽和度収支式

結品、塩(溶質と結品)および全物質(溶液と結晶)の物質収支式

と熱収支式から、過飽和度収支式が得られる。

A. 1.6. 1結晶の物質収支式

結晶の物質収支式は、次式で表される。

づ[[1 -ω，t)叫=一札(t)[1一句附

+ 'l'iG e(x，~C(t))，n(x，t)) (Al-21) 

ここで、 E， Ef' Epは、それぞれ晶析缶、微小結晶抜き出し流れ、製

品抜き出し流れ中の空間率、 ρcは結晶密度である 。 変数

'l'iG e(x，~C(t))，n(x，t)) は、懸濁液中に存在している結晶への結晶材質の

付着による過飽和度の減少を表しており、次式で表される。
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民向 A.1.6.4勲収支式

A.1.6.2塩〈溶質と結晶〉の物質収支式
熱収支式は、次式で表される。

町長|ε川戸pl+ [1叩))]P ，c '" 1 =ω川

叫 f山川1-ε川 )]P，c '" 1寸
戸J十i卜T 

一仏ωω釧(οω叫t)川)川|

一Qr(ωt)p仏似rぷ(ωt)cらprTr一Qv(ωt)pvβHv 一Pin(t) (Alト-2お5)

ここで、 T，T，は、それぞれ晶析缶内の温度および外部加熱器出口の温

度、 Pvは蒸気密度、 Hvは蒸発潜熱、 Cp" Cpd  Cprはそれぞれ、晶析缶内の

溶液、結晶、外部加熱器出口の溶液の比熱容量を表している。
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A.1.6.3金物質〈溶液と結晶〉の物質収支式
A.1.6.5外部加熱器〈微小結晶溶解装置〉

全物質(溶液と結晶)の物質収支式は、次式で表される。

づ[E(n(X，I))p+ [ 1一山))]p，1卜= 

ω 叶山川一山tの))]

一仏似ωω叶(οωぺtのイ)[
+ Qrぷ(tの)Prパ(οt)一Qvぷ(οtの)Qνぷ(t) (Alト-之24の) 

ここで、 Qνは蒸発量、 ρ，ρr' ρtは、それぞれ品析缶内、外部加熱器

出口、フィードの溶液密度を表している。

外部加熱器での溶液と溶質濃度の物質収支式は、

される。

ω ，(1) = Q/I+f川 1-叫，1 

Qο)Cr(門外川+[ド1-E刊叩叫fパρ刈川(οω叶tの付)オl
外部加熱器でで、の熱収支式は、次式で表される O

PexCt) = Q/叫Tr-T] 

ここで、とは溶液の体積基準の比熱である。

それぞれ次式で表

(Al-26) 

(Al-27) 

(Al-28) 
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A.1.6.6式変形

Eqs.(Al-21)， (Al-23)， (Al-27)より、次式で表される溶質濃度の物質収

支式が得られる。

dC(t) /"¥ U ，i' • /"¥ /~，..r _ i'U ， lr 1 ~ /__ /__ ~'\'\ 1 
VE(n(x，t))-d;-' =仏(t)Cj+ Q/t)lp c -C(t) Jl1 -E f(n /x，t)) J 

Pc - C(t) 
_ QP(t)C(t) -r c p: ，-， ¥}12(Ge(XムC(t))，n(x，t)) (A 1-29) 

この式中で、 Qiが未知変数であるので、次に塩および全物質の物質収

支式、熱収支式を使って解き出す。

Eqs.(Al-21)， (A1陪 24)より、次式が得られる。

同 (t)= Qp(卯 +Qv(t)pv + Q/t)[p -Pc][ 1ー ε州 x，t))] 

。-p--pプ¥}1i G e(x ，~C(t) )，n(x，t)) (Al-30) 

この式中で、 QiJ Qvが未知変数である。

一方、 Eqs.(A1-21)， (A 1-25)， (A 1-26)， (A 1-28)より、次式が得られるo

pJl vQv(t) = ?tol - Q川十T]+ QtCt+r(nt，t)わ川cλ

+ Qlt)p jC pjTj -Qp(t)pc p，T -Q /t)pc p，T 

¥I' i G ，， (x ，~C(t) )，n(x，t)) r 1 
+ 1 - - () 1 pc p/ -P cC pc 1 (Al-31) 

この式中で、 QiJ Qνが未知変数である。

Eqs.(A 1-30)， (A 1-31)から、 Qiについて解き出すと次式が得られる。

H-c~T.r lr 1 

PI H Y Qバt)= QP(t)p + Q/t)lp -Pc111-ε/n /X，t)) I 

p-p --pプ¥}1lG e(X ，~C(t) )，n(x，t)) 
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+まIpto1- Qパt昨

-QP(t)pc p，T -Q/t)pc p，T 

+TVlGe(x午(t))，n(x， t)~rOc . -() c 11 
1 0 _ 1 pc p/ -P cC pc 11 (Al-32) 

Eq.(Al-32)を Eq.(Al-29)に代入して整理すると、次式で表される溶質

濃度の収支式が得られる。

V刷妖仰刷nω(
一一~ D:IH ν 一 Cp7ilドI L _JL J 

。-p
--pプ\}1lGe(x，~Cο))，仰，t))

+まP101- Qf中 -T]+仰)卜川内-Pc] +斗ヱ

-Q p(t)pc p，T -Q /t)pC p，T 

市 kI'?(G ，，(x，~C(t) )，n(x，t)) r 11 
+ 1 - - 0 1 pC p/ -P cC pc 11 

+ Q/t)[Pc -C(t)][ 1一山川))]

Pc -C(t) 
-QP(t)C(t) -r c p: ，-/ \}1iGeCx，~C(t))，n(x， t)) (Al-33) 

Eq.(Al-33)を整理すると、次式で表される過飽和度収支式が得られる。
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dI1C(t) 
Ve(n(x，t))一万f一=

L / / ." 1 ¥}I2( G e(x，~C(t) )，n(x，t)) -QP(t) -QtCt)l1-ε/n /x，t)) 1+ -~，- e ，--'-~ ，-//，--，--，-// I~C(t) 

+ kcJQp(t) +ω小一帆
、¥}Iら2メ(GeCいxムC(οt))，n(いx，tω)リ) 

+ k c4 -..' -'" ' n ' "， ， ， / / + k c5P附
(AI-34)

ここで、 kc1'.・.，kc5は定数であり、それぞれ次式で与えられる。

kC1 = k7P -k7kgk9 -Cs (AI-35) 

k c2 = k 7k 3 - k 3k 7k gk 11 + P c -C s (AI-36) 

kC3 =叶一k10 + k 11[ k3 + P， J ~ k9] (AI-37) 

kC4 = k7k g (AI-38) 

kC5 = -k7k3 + k 1k7kgT -Pc + Cs (AI-39) 

ととで、 ko，...，k11は定数であり、それぞれ次式で与えられる。

k 0 = H v -C piTi (AI-40) 

k 1 = pC pl -P cC pc (A1-41) 

k2 = Hv (AI-42) 

k3=p-pc (AI-43) 

k，，= cik2 
7 - Pik。 (AI-44) 

ko=+-8ー k2 
(AI-45) 
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k9 = pCp，T (AI-46) 

k 10 = c[ Tr - T] (AI-47) 

k 11 = C prTr (AI-48) 

過飽和度の初期値は、厳密には測定できないので 1としている。 し

かし、結晶の成長に対する過飽和度の経時変化はかなり速いので、 CSD

の経時変化に対して初期値の過飽和度の誤差の影響は少ない。

この連続晶析フ。ロセスのモデルは、時間 tについて一次の非線形分布

定数系であり、このモデ、ルにおける状態変数は、 CSD(ポピュレーシ

ョン密度関数)nと過飽和度ムCである。未知のモデ、ルのパラメータは、

9= {9s，9k，9c} とまとめられる。

Eekらは、パイロット晶析器から得られた実験データにより未知のモ

デノレパラメータを推定している[1， 2]0その操作条件を TableAl-l、パ

ラメータ推定の際、一定に固定したパラメータを TableAI-2、推定した

パラメータを TableAI-3に載せる。

Table Aト1Set-point values for local PID controllers 

Fines f10w rate 1.0 f/s 

Total heat 120kW 

Product classifier feed flow rate 0.75 f /s 

Product f10w rate 0.215 f /s 

Stirrer speed 350 rpm 

Temperature of fines f10w 60
0
C 

Temperature of vessel 50
0
C 

Temperature of input flow 55
0
C 

Vessel volume 970 f 
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Table A 1-2 Values of kinetic parameters kept constant during parameter 

使用記号
estImatlOn 

Parameter Description Value 

P2[ -] Power supersaturation nucleation 0.0 

p6[m4/(kg・s)] Constant factor growth rate 1.0 X 10-8 

P7[ -] Power supersaturation growth 1.0 

PlO[m] Final size attrition 1850 X 10-6 

B = secondary nucleation rate 

C = concentration 

Cs = saturation concentration 

ムc= C -c~ = supersaturation 

C p = specific heat 

GJ. = kinetic crystal growth rate 

Gx = length-dependent crystal growth rate 

Gr = effective crystal growth rate 

Hv = specific enthalpy of vapor 

h = removal probability function 

kc = physical constant 

k，. = volume-based crystal shape factor 

mB3 = third moment of large crystals 

n = population density 

P = empirical parameter 

P = power input 

Q = fIow rate 

t = tI灯le

Table A-3 Estimated parameter values 

Parameter Description Value 

Pρ[m] Cut-size fines classifier 0.232 X 10-5 

pj2[s/m] Efficiency fines classifier 4.68 

Pl[ー] Power moment nucleation 0.76 

P3[] Constant factor nucleation 2.92 X 108 

P4[m] Lower bound nucleation 674 X 10-6 

P5[] Number moment nucleation 2.76 

P8[ー] Efficiency attrition 5.97 

P9[m] Initial size attrition 1191XI0・6

Pil[ -] Location of initial CSD 5.83 X 108 

Pi2[ー] Width of initial CSD 2.41 

Pi3[ 11m
3
] Height of initial CSD 0.46 X 1010 

ppl[m] Cut-size product classifier 800 X 10-6 

PP2[ー] Imperfection 6.0 

Pp3[ -] Offset 2.92 X 10-2 

T = temperature 

V = volume of crystallizer vessel 

x = crystal size 

Xc = cut-slze 

Greek letters 

ム=difference operator 

γ=  f10w split factor 

ε= void 合action
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[ 1/(m3・s)]

[kg/m3
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[kg/m3
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[kglm3] 

[kJ/(kg・OC)]
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[ー]

[] 

[ー]
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] 

[] 

[kW] 
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ρ= density 

e = empirical parameter vector 

W 2 = contribution of growth-rate balances 

~ = specific heat 

Subscripts 

o = left boundary of spatial domain 

c = solid phase (crystals) 

ex = extemal 

f = related to removal system 

ff =feed of fines removal system 

i = input flow; initial condition 

in = intemal 

1 = liquid phase 

p = related to product removal 

pf = feed of product removal system 

pr = retum product removal system 

r = retum fines removal system 

v = vapor 
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[kg/ m3
] 

[kg/s] 

[lcJ/(m3 
• O~)] 

参考文献

[1] Eek， R. A.; Control and Dynamic Modelling of Industrial Suspension 

Crystallizers， Ph.D.Thesis， Delft Univ. ofTech.， The Netherlands (1995) 

[2] Eek， R. A.， S. Dijkstra and G. M. van Rosmalen;“Dynamic Modeling of 

Suspension Crystallizers， Using Experimental Data，" AIChE J.， 41， 571-

584 (1995) 

141 



Appendix.2 + Q，(t)[ε(n川 (A2-2) 

過飽和度収支式の導出〈外部加熱器で微小

結晶の溶け残りがある場合〉

A.2.3全物質の物質収支式

結晶、塩(溶質と結晶)および全物質(溶液と結晶)の物質収支式

と熱収支式から、過飽和度収支式が得られる。
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A.2.1結晶の物質収支式

結晶の物質収支式は、次式で表される。

づ[[1 -ω I))]p，l = -仏(t)[1 -e /n /X，t))]p c 一仏(t)[1 一ιり巾帆(似仇附np

+Qι似ωωrパρ刈(οωIの)[1 一久帆川(似仇州n叫州rパ(川!トp仏c+ "p町叩2メ川凡(ρGιe凶 C(ω仰例ωοω仰肌tのω伽州))以川)，n川，刀刈n川(川) (A.2-1) 

A.2.4熱収支式

熱収支式は、次式で表される。

A.2.2 塩 〈測と結晶)の物質収支式 I VT叶叫委4非|卜ε川戸肌附川川p〆川ぺ岬l片什→+[中[1トド[1 -e(n(ト山吋川司一→引吋州ε妖仰刷山(例例仰附川n川仰ω(μωxμf

塩(溶質と結晶)の物質収支式は、次式で表される。

十ω))C(t)+[ 1 -e(n叫]=
川一仏仰仰釧什(οω(1)[のイ)[

一仏ωω(οωイfのイ)[

一印刷ん川

一-Qp仏p小バμ仇州np吋pバμμ川川川(μ仏ω川xムN川刷，t)ルt)ω))p引 lド1一%吋巾帆(似仇np吋pバ(x，t恥戸

+サ叫仰叶Q似ωω什(οωイ←t)イ)[
一 Qvぷぷ刈(οωt)pνβH ν 一 Pin(t) (仏A2-4引) 
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Eqs.(A2-1)， (A2-2)から溶質の物質収支式が得られる。

dC(t) 
Vε(n(x，t))-d;-/ =仏(t)Ci-Q/t)C(t) -Qp(t)C(t) 

Pc -C(t) 
_ r-c p~'-/ 'P2(Ge(X，~C(t)) ，n(x，t)) 

+サ叫Qιr(咋一ム以附帆(似仇n叫r

この式中でで、、 Qμ)が未知変数で、あるので、次に塩および全物質の物質

収支式、熱収支式を使って解き出す。Eqs.(A2-1)，(A2-3)から、次式が

得られる。

p iQlt) = QP(t)p + QvCt)pν+ Q /t)p -Qr(t)Cr(nr(x，t))p r 

p仏iHv工ム正:??p戸λ~~iヱiTiQi弘Qιωiバμ件(οt

n一 n
+ Q/t)p-~プ'P2(Ge(X ，~C(t))，n(x，t)) 

+まIp山 )[ε…
A.2.5式変形

-QP(t)pc p，T -Q/t)pc p，T 

+ Q/t)[ 1一久(nr

r ~ _ / / ....... 1_ P一 Pc
一-Qrρ刈川(tω叫Iの川)lド1一附 r(μx，t川，t)川tのω)け川)リ中l炉p一7ア甲民町2メ(ρGe(μx，ムM刈企M似Cαωω(οωt)ω札))ル)，刀爪n

Eq(仏A2乙引-1り)， (A2-4)から、次式が得られる。

山 …

+Qμ)PiCんcpiTj一 Qpバ(tの)pcらp〆，T一 Qfパ(t)pcp〆，T

+Qιωrぷρ(ο仲t

1哩V主P2(G，，(いx，~C(οωt)) ， n(いx，tの))汁r _ 1 + T ~ L' ~ e ，'.'-~ ，. //'" -，--，-// I pc pl - P cC pc I (A2-7) 

Eqs.(A2-6)， (A2-7)から Qy(t)を消去すると、次式が得られる。

IP l G e(x，~C(t) )，n(x，t))r 11 
o _' ，，， ， " I pc pl - Pんc11 (A2-8) 

Eq.(A2-8)をEq.(A2-5)に代入し整理すると、 Eq.(4-2)が得られる。

ただし、 Eq.(4-2)中の定数 kc1'"" ，kC8は、次式で表される。

k_， =叫H
y

- 叶-c
cl-PtlHvーらiTi]-¥J  

(A2-9) 

k_" =叫HνーらTLc
c2ー p{Hν 一 CpiT

i
]ーし5

(A2-10) 

kc3=PiICcpバ[-H，p + 
(A2-11) 
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(A2-12) 

(A2-13) 

144 145 



k ~" = r C iP r
C 
pr -

C6-Pilffv-cベ
k ~.， = r Ci -
C7-PilHv一日;.]

ん
=piitJ

-PC + Cs 

(A2-14) 

(A2-15) 

(A2-16) 
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使用配号

C = concentration 

Cs = saturation concentration 

ムC= c -Cs = supersaturation 

C p = specific heat 

Gk = kinetic crystal growth rate 

Hv = specific enthalpy of vapor 

kc = physical constant 

n = population density 

P = power input 

Q = flow rate 

t = tIme 

T = temperature 

V = volume of crystallizer vessel 

x = crystal size 

Greek letters 

E = void仕action

ρ= density 

W 2 = contribution of growth-rate balances 
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[kg/m3
] 

[kg/m3
] 

[kg/m3
] 

[kJ/(kg・OC)]

[mjs] 

[kJ/kg] 

[1!(m3・m)]

[kW] 

[m3/s] 

[s] 

[K] 

[m3] 

[m] 

[-] 

[kg/ m
3
] 

[kg/s] 



Subscripts 

f = related to removal system 

i = input flow 

in = intemal 

p = related to product removal 

pf = feed of product removal system 

r = retum fines removal system 

v = vapor 
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Appendix.3 

一階偏微分方程式の数学的特徴

A.3.1準線形一階偏微分方程式

物理、工学、応用数学などの分野の問題を数式で表すとき、その中

に一階偏微分方程式やその解が含まれることが多い。ここでは、ラグ

ランジュの特性曲線の方法を使って一階偏微分方程式の解を求める方

法について記述する。

まず、 uは独立変数 x，yの関数とし、次の型の一階偏微分方程式を

考える。

P(x，y，味 +Q(x，y，u)常=R(旬以) (A3-1) 

P， Q， Rは x，y， uの関数でしかも uの微分は含まないものとする。

Eq.(A3-1)の型の方程式を準線形一階偏微分方程式と言う。線形一階偏

微分方程式は準線形一階偏微分方程式の特別な形、すなわち、 P，Qが

x， yのみの関数であって、 Rは uについては l次以下の項のみを持つ

場合である。 したがって、線形一階偏微分方程式の一般の型は、次式

のように書ける。

P(x，y)髭+Qい，味=Ro州 (A3-2) 

Eq.(A3-2)は、 uのべき乗に 1つの uの偏導関数を掛けた項すなわち u2ux，

duy，U2などのような非線形な項を含んでもよい。偏導関数に関して非

線形な項 uλ uxUyなどを含む式を非線形方程式と呼ぶ。このような非

線形な項を含む偏微分方程式にラグランジュの方法を適用した場合、

準線形な方程式に適用したときとは様子が異なってくる。だから、非
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線形一階偏微分方程式と準線形一階偏微分方程式とは区別して考える。

A.3.2特性曲薗

一般の準線形一階偏微分方程式 Eq.(A3-1)が与えられるとき、それか

ら自然に解曲面

f(x，y，u) = 0 (A3-3) 

が決まり、逆に解曲面が与えられると自然に準線形一階偏微分方程式

が決まる。Eq.(A3-3)を見ると任意の 2つの変数の値が与えられたとき、

3番目の変数の値は決まってしまうから、この式は曲面の方程式と見る

ことができる。Eq.(A3-3)において、 uをx，yの関数と見て角科、たもの

を Eq.(A3-1)に代入したとき符号が成り立てば、曲面 Eq.(A3-3)は

Eq.(A3-1)の解曲面という。今、 uがEq.(A3-1)の解で、あるとして、 fの満

たす微分方程式を作ってみる。

まず、 Eq.(A3-3)の全微分をとると、次式が得られるo

df ，J~. ， df ，J.. ， df 
df = ;~.dx + ;~.dy +一 -du= 0 (A3-4) a x~"'" 1 a y ~.r ' -(j u ー

さらに uを独立な変数x，yの関数と見ると、次式が得られるo

a f ~~ I a f ~.. 1 a f r、、 ..1
4f=-dx+-dy+-14dx+一旦dvl

ax~"'" 1 dy~.r I aU" dXUA -. dyU)' ， 

I a f 1 a f au L~. ， I a f ， a f au I 
= l a~ +有利dx+I万+万五万Idy= 0 (A3-5) 

Eq.(A3-5)は合成関数の微分を使って、等式fIxふu(x，y)]=oを微分して直

接得ることもできる。x，yは独立な変数だから、 Eq.(A3-5)が成り立つ

ためにはの，dyの係数はそれぞれ 0とならなければならない。このこ

とから次の 2つの等式が得られる。

df _Ldfau_(¥ df 1 dfau ハ
百十耳石=u，可+百万=U (A3・6)
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uについて解けるとしづ仮定から、 df/山学 Oだから、Eq.(A3-6)の 2

式は uの偏導関数について解くことができて、次式が得られるo

du af/dx du _ af / dy 
dxニ - d f / du' d y --d f / du 

(A3-7) 

こうして得られた UX• uyをEq.(A3・1)に代入して整理すると、次式で表さ

れるfについての偏微分方程式が得られる。

θf ， i¥ 1._ _. •. ¥ a f I D 1.. .. •• ¥ d f _ 
P(x小u)石 +Q(x，y，u)一 +R(x，y，u)一一 o (A3-8) d y ， H¥A，)'，"'-I dU -

これは、最初の微分方程式 Eq.(A3・1)を uの代わりに解曲面の式fを使

って表した物にほかならない。fのグラジエントは

V'f =主Li+ ~f i + ~f k (A3-9) -axt+可J+石

と表される。 ここで、 i，j， kは通常のそれぞれ x，y， z方向の単位ベ

クトルで、ある。次のベクトル V

V(x，y，u)三 P(x，y，u)i+ Q(x，y，u)j + R(x，y，u)k (A3-10) 

を考える。P，Q，Rは x，y， uの関数だから Eq.(A3-10)は空間の各点 (x，

y， u)にベクトル V(x，y， u)を対応させている。このため Vをベクトル場と

呼ぶ。Eq.(A3-9)と Eq.(A3・10)を合わせて考えると Eq.(A3-8)は、次のよ

うに VとV'fの内積の形に表すことができる。

v.V'f=O (A3-11) 

V'fは曲面f=定数に直交するベクトルを与えるベクトル場で、 Eq.(A3-

11)から Vは各点でV'fに直交している。 したがって、 Vは各点で曲面f

=定数の接ベクトルを与えていること、その特別な場合として/=0の接

ベクトルを与えていることが分かる。このことは Eq.(A3-1)の解曲面は、

Vの積分曲線すなわち、接線が Vに平行な曲線を用いて表すことがで

きることを示している。このような積分曲線を Eq.(A3-1)の特性曲線と

よぶ。
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A.3.3特性曲線

幾何学的な解釈から特性曲面を構成して Eq.(A3-1)の一般の解を求め

る方法を導くことができる。rは 3次元空間 (x，y， u)の位置ベクトルと

する。デカルト座標 x，y， uを用いてこの位置ベクトルを

r = xi + yj + uk (A3-12) 

と表す。ここで、 x，y， uはパラメータ tの関数とする。このとき rもt

の関数となる。

r(t) = x(t)i + y(t)j + u(t)k (A3-13) 

tが連続的に変化するにつれて r(t)は空間の曲線を描く 。 この曲線の接

ベクトルは、 Eq.(A3-13)をtについて微分すると得られ次式で表される。

dr dx ~ . dy ~ ， d 
一一="":'~l +一一J+一旦kdt dt ~ . dt J . dt (A3-14) 

パラメータ tが時間を表しているときには、この接ベクトルはこの曲線

に沿う動きの r(t)における速度を表す。ここで、 r(t)はベクトル場 Vの

積分曲線だと仮定しよう 。 このことは Eq.(A3-14)の接ベクトルが

Eq.(A3-10)と等しいと仮定することと同等である。すなわち、

dr dx ~ ， dy ~ ， d 
一 =--:;:1 + _;# J +ー勾=Pi + Qj + Rk dt dt ~ . dt J . dt 

(A3-15) 

この等式は Vの積分曲線の定義と見ることもできる。Eq.(A3-15)のベク

トルの独立な座標成分をそれぞれ等しいとおくと、特性曲線のデカノレ

ト座標成分は次の等式を満たすことが分かるo

dx n dy i¥ d 
一 =P -=Q  一旦 =Rdt ~， dt :.:::.-' dt 

これを用いて、 Eq.(A3-8)を次のように書くことができるo

a f dx ， a f dy ， a f duーハ
一一一一一一一一-
dx dt ' d y dt ' du dt -V 

(A3-16) 

(A3-17) 

この式の左辺をfの tに対する全微分と見ると、 fに関する微分方程式
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Eq.(A3-8)は簡単に

df _ () 
dt ~ 

(A3-18) 

と表せる。このことから特性曲線の特徴の 1つ、特性曲線は準線形一

階偏微分方程式にとって最も自然な座標系を与えると言うことが分か

る。この自然なと言う意味は特性曲線を座標にとると準線形一階偏微

分方程式は最も簡単な形に表すことができるという意味である。

残っているのは、特性曲線をどのようにして決定するかという問題

だけである。Eq.(A3-16)から dtを消去すると、 3つの等式は次のように

まとめることができる。

dx _ dy _ du 
P Q R (A3-19) 

Eq.(A3-19)の解は特'性曲線で、あり、次の 3つのうち任意の 2つの独立な

常微分方程式を解けば決定できる。

dx _ dy dx _ du dy _ du 
P-Q' p-7[' Q-R (A3-20) 

このように、ベクトル場 Vの積分曲線を使って Eq.(A3-1)を書き直して、

偏微分方程式を解くことを 2つの独立な常微分方程式を解くととに帰

着させることができる。
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使用記号

f = function 

i = umt vector 

J = umt vector 

k = unit vector 

P = function 

Q = function 

r = poslhon vector 

R = function 

t = parameter 

u = function 

V = vector 

x = independent variable 

y = independent variable 
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