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1 .序

1.1 研究の背景及び目的

任意の曲率をもっ薄板の曲面構造体を殻(シェル、 Shell) とよぶ。シェルの板厚内重心面を中立

面と呼び、その形状により、ンェル構造を分類することができる。筒状形、任意の平面曲線を平面曲

線と同一平面内にある lつの直線まわりに回転することによって得られる回転形、任意の平面曲線

をある曲線に沿って得られる推動形、直線群よりなる線織面、その他微分幾何学的に表される自由

な曲面形等を考えることができるが、このように形で分類すると複数の分類に属する形状が出てく

るので、 IASSにより提唱されたガウス曲率による分類を用いる方法が一般に用いられている。ガウ

ス曲率は、中立面上の任意の点に於ける曲率半径を Rいんとしたとき、 K=I/(R， R2)と定義され、こ

のガウス曲率の符号によって、曲面の曲りが次の 3種類に分類される。

K>O:楕円面 球形、ンェルなど

K=O:平坦面 筒状形、線織形など

Kく 0:双曲面 H.P.シェル (HypabolicPalaboloid Shell) など

本論文で取り扱う球形、ンェルはガ、ウス曲率がEであり、かつ、 2つの曲率半径 RI、R2が全ての任

意点で一定となる完全球殻(真球)を平面で切り欠いたものである。また、シェルの厚さは一定と

しており境界都は !ヶ所の真円となっている。境界部を形成している真円の直径をスパン、境界部

を含む平面からもっとも離れた中立面上の点を頂点、また境界部を含む平面から頂点までの距離を

ライズと呼ぶ。この様な形状は、'球殻の半径(α)、球殻の厚さ(h)、経線に沿う方向の頂点からの境界

部までの開角(仇)により表すことができる。

本論で扱う球形シヱノレを含む一般大スパン構造の設計において、外乱としての地震や風の影響を

無視することは出来ない。実強度設計においては外乱を静的外力として取り扱うことも可能である

が、これらの外乱は周波数特性を有しているため、静的外力としての評価には、その固有振動数が

近接した値を持つことが知られているこの種の構造物の振動特性をも考慮せねばならずその評価は

難しい。また強度のみならず、 機能性の面からも外乱に対する応答挙動を知ることが必要な場合も

ある。

本論文のr=!l' 'Jは、これら外乱に対する球形シェノレの仁何学的非線形動的応答性状をパラメトリ ッ

クに調査することにある。ところで、ここで用いられヘ シェノレ理論は、連続体の理論に実際の形状

および荷重が作則したときの応答挙動について以下ぴ仮定を設けて導カ亙れる。

1 ) シェルの厚さは半径に比べて充分小さいとする

2) 中立面の法線方向の伸縮などの歪みは他の変形・応力に比べて充分小さく無視できる

3) 変形前に中立面に垂直な線素は変形後も中立面に垂直で直線を保つ

4) シェル表面は滑らかで、荷重が作用している間も滑らかさを維持する、つまり、座標系、

l 

傾斜、変位、回転などが全て連続性を保ち、折れ曲がりを生じない。(数学的な表現ではこの

状態を COおよびClクラスの連続性としづ。)

上記の仮定 1)"-3)はKirchho作Loveの仮定と呼ばれ、古典的なシェル理論を述べた著書には必ず仮

定されるものである。また仮定 4)は解析解による定式化においては当然成立しなければならない自

明なことであり、仮定として取り上げられることはなかったが、有限要素法によりシェル理論を取

り扱う場合にこれらを緩和する理論が用いられるため、ここでは敢えて仮定の 1っとして取り上げ

ている。これは、解析的な手法では、シェノレ表面は滑らかで、荷重が作用している問も滑らかさを

維持する、つまり、座標系、傾斜、変位、回転などが全て連続性を保ち、折れ曲がりを生じていな

いことを保証した定式化が成される一方、有限要素法でこれら数学的な表現でいうところの COおよ

びCIクラスの連続性を保つためには、節点の座標と要素の傾きを幾何学的に正確に入力するために

曲線座標系で入力する必要があり、このようなタイプの自由度は取り扱いがむずかしく、今では殆

ど使われなくなり、シェルが COおよび Clクラスの連続性を保たなくてもよいという Mindlin理論

による定式化がなされ仮定の 4)を明確に記述する必要が生じていることを意味している。また、そ

の後、 1980年代初頭には離散化 Kirchhoff理論と呼ばれる中立面での法線保持、厚さ方向の伸縮はな

いという Loveの仮定の 2)を緩和した(要素全体で一様に満足するのではなく、雛散点においてのみ

満たす)理論により、 Clクラスの連続性を要求しない薄肉のシェルに適用できる要素が開発された

が、 COおよび Clクラスの連続性を保つ連続体であるシェルの挙動をどの程度まで把握できるのか

は明確にされていない。有限要素法による解析で、正確な意味でのパラメトリックな解析(助変数的

な解析)が行えないといわれる所以はここにある。解析解を用いた定式化では、応答性状を把握す

る構造特性として半径一板厚比、.材料パラメータを陽にすることができ、かつ、個別のモードの応

答特性をより明確に把握することができる。上記の理由により、本論文では解析解を用いた動的応

答解析を行う。球形シェルの動的応答解析の既往研究には有限要素法を用いた個別の形状に対する

ものは数多く存在するが、解析解によるものは園枝らによる上下方向動的応答解析[21，22，26，28，30，31，

32，34，35]、およびかなり近似の強い単一の逆対称変形モード‘を扱ったもの[18，19]のみであり、複数の

逆対称変形モード、を同時に扱ったものが見られないことも理由の lつであるロ数多く行われてきた

有限要素法等の数値解析解との比較検討のためにも解析解を用いた動的応答解析は必要であると考

えられる。

ところで、スパンに比してライズが低いシェルの場合、偏平・ンエル理論あるし、は Donnel型の理論

[例えば 33参照]と呼ばれる平板を僅かに曲げた形状を対象にする理論等を用いて動的応答性状は明

らかにされてきた。この偏平シェル理論は、通常の直交座標系のもとで定式化が行えると考えられ

るシェルを対象としているため、その定式化は比較的容易に行われる。しかしながら、本論文で扱

う球形シェルはライズの高いものであり、通常の直交座標系を用いることはできない。本論文では、

経線に沿う方向の頂点からの開角(併)、球殻の中心からの距離(r)、緯線に沿う方向の角度(θ)を 3つ

の軸とする球座標を用いる。

本論で扱うシェルの振動については、 19世紀の後半より研究は行われており、それは主に固有振
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動数のみを得ようとするものであった。 Lamb[1]は Extensional状態の振動、 Rayleigh[2]は Extensional

および Inextensional状態の固有振動数を求めているが、これらは基本仮定そのものが後の論文で示

されるように実際状態とはかなり違っており、正しい固有振動数を与えているとは言い難いもので

あった。 20世紀半ば、 Reissner[3，4]が偏平な場合について、応力関数表示により固有振動数を求めよ

うとした。彼は接線方向慣性項および回転慣性項を無視し、且つ軸対称、振動時のみを取り扱ってい

る。その後、 P.M.Naghdi[6]によって一般偏平シェルの動的状態における応力関数表示が示され、一

般シェルの軸対称振動はこれを拡張適用して解かれている。また坪井は、 Reissnerと同じ手法で逆対

称振動の場合についての解を示している。これら Reissnerおよび P.M.Naghdiによる方法は解の不足

を伴うものであり、一般的な境界条件において使用することができない。変位を基本として全ての

解を含み、表現、取り扱いの簡便な未知量を導入した振動時の厳正式は園枝ら[10，11]により示され

た。そこでは、解に対する特性方程式によって固有振動数と振動性状との関係が詳細に検討されて

いる。その l年前には、 P.M.Naghdi、A.Kalnis[7]も園枝らとは異なる別の手法により、似た表示によ

り解を示しているが、その誘導過程が不明確であって、園枝らのはその誘導過程が明確であるロそ

の後、 H.Kraus[15]はこの解を用い任意の外乱を受ける過渡振動状態の解を積分形式により表示して

いる。ところで、園枝らにより示されたこれらの一般厳正解[10，11]は、座標変数について複素数次

及び非整数次の Legendre陪関数で表されている。解析的取り扱いでは、連続体の応答解析はモード

重畳法により行われるが、これら厳正解を応答解析に用い Galerkin法を適用すると、座標変数によ

る領域積分が一般には閉形関数で表され得ないので数値計算が極めて困難になる。 1970年代に入る

とコンビューターの発達により有限要素法等の数値解析法がこの種の構造物の解析に用いられるよ

うになり、解析的な手法を扱った論文は数少なくなってゆく。解析的な手法により球形シェノレの非

線形振動特性を調べようとするものも幾つか存在するが、先に述べた困難を克服するため、近似的

な固有モードを設定する二とによりその応答性状を述べている[18，19]0 しかしながら、これらは l

次の固有モードのみを取り扱うものであり、高次のモードの影響を考慮、できないものとなっている。

その後、充分な精度と実用性を持った複数の固有モードを同時に作成する手法が園枝により展開さ

れ[21，22，29]、球形シェルの上下方向非線形振動特性が詳細に調べられている[30，31，32，34，35]0 この

園枝により示された近似固有モード作成法[29]は軸対称変形モードのみであり、本論では、この手法

を逆対称および非対称変形モードに拡張し、その有効性を確認した後、球形、ンェルの逆対称非線形

振動特性を詳細に調査する。なお、この問、シェル理論を含む著書が幾つか出版されるが[20，25，27]、

その中に見られる解析的な手法による振動を扱った解は、ステップ、インパルス等[20]で表される強

制外力のものや、動的外力を準静的外力として取り扱ったもの[27]しか見られず、球形シェルの非線

形振動解析を行っているものは存在しない。

本論文では、初めに、園枝により示された球形、ンェルの軸対称近似固有モード作成法を拡張し、

応答解析に充分な精度と実用性をもって適用可能な逆対称及び非対称自由振動時の近似解を求める。

この近似解は、固有振動数、固有モードが厳正解のそれらと充分な精度で一致しており、応答解析

における Galerkin法適用時の座標変数による領域積分は全て閉形関数で与えることができる。本論

3 

文の後半では、得られた近似固有モード式を用いて、主に水平方向外力を受ける球形シェルの幾何

学的非線形振動性状について述べる。

本論文の概要は以下の通りである。

2章では園枝らにより示された球形、ンエノレの一般厳正解および軸対称近似固有モード作成法を参

照しつつ、応答解析に充分な精度と実用性を持って使用可能な球形‘ンェルの自由振動時近似固有モ

ード作成法を展開する。近似固有モード・は周方向に余弦級数展開を行い、経線に沿う方向に Legendre

多項式の和として示されるが、周方向余弦展開次数が Oのものを軸対称近似固有モード、 lのものを

逆対称近似固有モード、 2以上のものを非対称近似固有モードと呼ぶ。この周方向余弦展開次数が l

以上の値を持っときに表れる剛体変位相当項が本来計算結果として得られる固有振動数の関数で表

されるので、逆対称および非対称時の近似固有モードを得る際には工夫が必要となる。

3章では 2章で得られた近似固有モードの内、逆対称近似固有モードのみを用い、水平地震動を受

ける球形シェルの線形応答解析を行う。幾何学的ノミラメー夕、材料学的ノミラメータの値によって大

きな応答加速度が表れることを示す。

4章では 5章以降で用いる軸対称及び逆対称変形モードを同時に考慮した幾何学的非線形応答方

程式および各合応力の詳細な定式化を示す。得られた幾何学的非線形応答方程式を用いるとモード

の達成作用を詳細に調べることができ、5章で、は動的座屈荷重以下でのモードの連成作用効果および

初期不整の影響の解明を行い、 6--8章では動的安定問題について検討する。動的安定問題は動的外

力による動的座屈を扱う問題と周期外力の下での共振現象を扱う問題に大別されるが、これらの章

では得られた幾何学的非線形応答方程式の係数のうち逆対称変形に関するもののみを用い、6章では

水平地震動のみを受ける当該構造物の動的座屈問題、7輩では周期外力下でのある lつのモードに於

ける水平回転方向 Traveling応答モードの考察、また 8章では複数のモードを同時に考慮、したときの

定常振動解の安定性問題について検討する。具体的な内容を以下に示す。

5章では、有限要素法解析に基づ、き水平地震動入力により上下方向応答が誘起されるといわれてい

る現象の解明を行うため、 4章で得られた幾何学的非線形応答方程式を用い、モードの連成作用によ

り発生すると考えられる水平方向加振による上下方向応答モードの誘起、および上下方向加振によ

る水平方向応答モードの誘起という対称性の異なるモード間のモードの誘起現象の解明、および初

期不整の影響の解明を行うことを目的とした数値解析を行う。得られた結果として、モードの連成

作用効果による水平方向加振時に於ける上下方向応答モードの誘起はごくわずかであり、有限要素

法による結果で上下方向応答と呼んでいるものは、逆対称変形モードの上下方向変位成分であるこ

と、また初期不整の影響は殆ど認められないことを示す。

6輩では逆対称変形モードの動的座屈問題を扱う。神戸海洋気象台による阪神・淡路大震災地震動

記録 CKobe-JMA)及び EICentro水平地震動記録を用いた応答計算を行い地震動の動的安定臨界入

力加速度を求める。動座屈現象は応力度あるいは変位で表されるものと考えられるが、応答加速度

が急激に増大するときには、応答応力、応答変位も急激に増大する。臨界入力加速度を得るための

指標は応力、変位、速度および加速度の何れをとっても同じことになると考えられることから、本
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章では線形応答解析時の最大応答加速度が幾何学的・材料学的パラメータによって大きく異なる値

をとるという 3章の結果を受け、最大応答加速度を指標とした「非線形加速度応答比j を「非線形

応答解析時最大応答加速度を線形応答解析時最大応答加速度で争lった値Jと定義し、その値の変化

を調べることで目的を達する。球形、ンェル構造物の形態によっては非線形応答解析が不可欠であり、

線形応答解析では予期しきれない応答が表れることを示す。

7章では周期外力下における iつの逆対称モードの幾何学的非線形定常振動状態について解明す

ることを目的としている。応答変形が加振方向に対応する「加振型モードJの他にそれに直交する

方向にも生じる「随伴型モードJが存在すると仮定し、定常振動解および安定行列式の導出を行い、

水平振動による当該構造物の安定性を論じる。非線形定常振動状態を考えるとき、加振型モードの

安定な定常振動状態より低い振幅で随伴型モードの安定した定常振動状態が存在するので、定常応

答振動解析には、伝播型モードの採用の必要性があることを示す。

8章では周期外力下における複数の逆対称モードを同時に考慮した幾何学的非線形定常振動状態

について解明することを目的としている。数値解析の結果、入力加速度の振幅がある値を超えると、

複数のモードを考慮、した場合の各モードの応答振幅は、各々のモードのみを考慮、した応答振幅に比

べて小さくなることがわかる。これは、あるモードが非線形効果により、その共振曲線が hardening

の性状を見せ始め、そこに含まれる不安定領域の影響により近接固有値を持つ高次側の固有モード

の応答に影響を与え、モードの連成作用効果による減衰効果類似の現象が生じていると考えられる。

本論文ではこの現象を「構造減衰j と呼ぶこととし、モード問の連成作用効果による構造減衰が、

個別のモードが不安定領域を生じ始める周期外力の振幅値により評価できることを示し、これらの

値をパラメトリックに整理する 0 ・

本論文では、主に逆対称変形のみを考慮した幾何学的非線形振動性状についてまとめているが、 2

章で示した近似固有モード式を適切に用い 4章で示した手法で幾何学的非線形応答方程式を作成す

ることで、今まで解析が困難であった球形シェルの幾何学的非線形非対称振動性状をパラメトリッ

クに明らかにすることができ、より多くの知見を得ることができると考えられる。

1.2 本論文中に用いられる記号およびシェルの GeometηF

(1 ) 記号

令

。

α 

h

E

 
V 

g 

Q 

経線に沿う方向の頂点からの開角

円周方向角

時間

半径

板厚

ヤング係数

ポワソン比

重力加速度

一般化固有振動数

~U 

W(B=π12) 

ゆ。 球形、ンェルの半開角

m シェル中立面単位面積当たり重量

U、Y、W 上下方向および水平方向外力

n 円周方向余弦級数展開次数

(モードの対称性を示す。 n=Oのとき軸対称、 n= 1のとさ逆対称、)

乃、行 Legendre多項式および Legendre陪多項式

Mo 、Mj 使用する軸対称および逆対称モードの数

No 、N， Mo 、M，により定まる、使用する Legendre(陪)多項式の数

GjI、G;t 近似固有モードを形成する Legendre.:多項式の係数

w，n (併) n次の対称性をもっ近似固有モードの i番目

w，n (ゆ) n次の対称性をもっ近似固有モードを求めるための仮のモード

Jf、kf W，n(が)を求める際に使用する Legendre(陪)多項式の上下限値

円(t)、斤(1)、寸(1) i次の軸対称および逆対称モードの時間関数

A = ma
2 

材料学的パラメータ
Ehg 

D=~h
3

、 K=一色で λ =i1 -v) {2 -j (j + 1) } -K 

12(l-vL
).  l-v.!' J l-v-j(j+l) 

5 

『
，
.
-

G

一

、、，，ノ-

、
，
.
-

V

一2
一
一
ム
H

-aE'a

-

，，，E
1
-

qノ
』
一

-
E

・E

・--一一K
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rN句+Nぷdθ

刈

No州
θ.(ニコサ

------ブー dθ ア l 
--ー，-三:-'¥ / I 

rァ'asinOi 

応力の向き(4) 

B=空-
dt 

B'=空、
dθ 

微分演算子

B() =空、
dゆ

(2) 

Q争軸応力

叩 )= B(){) + cot o . B(J +古B"

H2(B) = Ho(B) + 2B H， (B) = Ho(B) + (1-v)B、

互。(wo)= B()(J + coto・B()

互，(B)=互。(B)+(l-lノ)B、互2(B)=互。(B)+2B

万o(wo)= BO

() + coto. B() -古B

H2(B) = Ho(B)+2B HI (B) = H o(B) + (1-v)B、

Noe + N，ゐdゆ
行7三円，n(cos O) ) Legendre陪多項式漸化式(ただし、(3) 

NJN:d中々が耐 +cotop;'" +{j(j+ 1)-n2csc2ø}~jn =0 

。U
J
u
 

'
刷
叩M

、
十
、

-
l
V」
l
:
!

/

-、

A
V
d

、

モーメント
(j -n+ 1)尽l一(2j+ l)cos内，n+ (j + n)尽}=o

尽l一厚l一(2j+1)siリPf斗 =0

P):1ー cosOP/+ (j -n + 1) sin内n-I= 0 

C056Pf-尽1+(j+n)sin砂町ー'=0

(j -n)cosO庁一(j+n)尽1+ sin oPj

n
+
1 
= 0 

(j -n+ 1)1立l一(j+ n + 1)cosゆ庁+sinゆ庁+1= 0 

rj7+2-2(n+l)cotゆp/+I+(j-n)(j+n+1)P; = 0 

-slnゆp)n"= (j + l)cosop)n -(j -n + l)p)n+， 

-SlnゆPf'=(j+n)尽J- jcoso庁

8 

-m4Pf“= Sln 砂町~+I -ncosOP; 

-Slnゆp;，，， = ncosOP; -(j + n)(j -n + l)sinゆPfl

7 



2. 近似固有モード作成法

2.1 はじめに

園枝らにより示された球形シェルの一般厳正解[10，11]は複素数次および非整数次の Legendre陪関

数で表現されているため、これらの解を応答解析に用い、通常用いられる Galerkin法を適用すると

座標変数による領域積分が一般には閉形関数では表され得ないので、数値計算が極めて困難になる。

園枝は、その困難さを回避するため、充分な精度と実用性を持って応答解析に適用可能な軸対称、自

由振動時の近似解の作成方法を提案した[21，29]。この近似解を用いると応答解析における上記積分

は全て閉形関数で与えられ、応答解析が簡便に実行できることを示し[23]、幾何学的非線形振動状態、

を含む球形、ンェルの軸対称振動時の応答性状を詳細に調査している[26，28，30，31，32，34，35)。本章では、

この園枝により示された軸対称近似固有モード作成方法を逆対称、非対称の場合に一般に拡張する。

逆対称、自由振動時の厳正解には、軸対称自由振動時には含まれない接線方向変位成分 U，Vの回転に

よる剛体変位相当項が存在する。この岡11体変位相当項は本来計算結果として求められる固有振動数

の関数であるが、本論では、初めに適当な値を固有振動数として与え、計算結果として出てきた固

有振動数を再び与えて計算する方法をとったo 数回操作を繰り返すことでこの固有振動数の値は充

分な収数が認められた。

ところで、一般厳正解に基づく固有振動数、モードの計算結果[13，23]によると、接線方向変位成

分 u、vによる慣性項をも含めた normal振動とこれらを無視した flexural振動とでは通常実設計に用

いられる球形、ンェルの幾何学的寸法、材料学的常数の範囲において極めて軽微な差異しか見られな

い。他方 flexural振動の仮定を導入すると応答解析は極めて簡略化される。従ってここでは flexural

振動の仮定を導入する。また、ここで取り扱う球形シ::r...Jレは頂点が閉じており、境界がーヶ所だけ

のドーム型とする。

なお、得られた近似固有モード式のうち、周方向余弦展開次数が Oのものを軸対称近似固有モー

ド、 iのものを逆対称近似固有モード、 2以上のものを非対称近似固有モードと呼ぶ。

2.2 支配式と厳正解

本論では、園枝らによる球形シェルの一般厳正解[10]のうち振動解に関するものを厳正解と呼ぶこ

ととし、逆対称、および非対称自由振動時の厳正解には、軸対称自由振動時には含まれない接線方向

変位成分 U，νの回転による剛体変位相当項が存在することを明記するため、本節に園校らによる厳

正解を再録する。

flexural 振動の仮定に基づく自由振動時の法線方向運動方程式および適合条件式はJ.L.Sanders[9]の

一般非線形、ンェル理論を球形シェルに適用し D'Alambertの原理を用いることにより以下のように表

9 

される。(詳細な定式化は 4.2節参照)。

HA(w)-4H2(V)+竺斗==0
D _-.. gD (2.1 ) 

D 
H2HJ Clj/)一(l-v)7JH2H2(w)+EhaH2(w)=O(2.2)

ここに、 wは法線方向変位成分であり、 vは応力関数、 αは球形シェルの半径、 hは板厚、 m は球形

シェル中立面単位面積当たり重量、 gは重力加速度、 vはポアソン比、また係数 D は Eh3/J2(1・v)で

あり、 H，およびH2は以下の伎方向および併方向の微分を行う微分演算子を示す。

Ho(B) = Bω+CMBO+Jr-B" 
sln-o 

HJ (B) = Ho(B) + (1-v)B、H2(B)= Ho(B) + 2B 

ここに、上付の o、primeおよび dotは以下の意味を持つ。

BO == dB. R' = dB R == dB 
=一一、 B'==一=-， B ==一一

drjJ" dθ dt 

なお、 θは円周方向角、併は経線に沿う方向の頂点からの開角、 fは時間を示す。(1.2節(1)記号の項

参照)

ここに、応力関数字/は断面力、シェル面接線方向変位成分 U，V と次の関係にある。

Nθ=去(vv-3H2例

N-l  jv"H'l  
o == a2 i石弓+lj/∞tゆ+1jI-:::_ H2 (w)ト

I ~Ul qJ a I 

(1 + v) υI  
u=-一一_:_'II""+ーでf'

Eha' sino 

ν一 (l+V)L_r
一一一一EhαsinO J 

/は応力関数であり、法線方向運動方程式(2.1)および適合条件式(2.2)に含まれる応力関数Vだ、けで

は表現しきれなかった逆対称および非対称状態の一部の解を含んでいる。

一般厳正解では、法線方向運動方程式(2.1)および適合条件式(2勾を満たす頂点の閉じた境界がー

ケ所のドームの変位 wは、 Legendre陪関数々の和を用いて、以下のように表される。

w==ヱAtp;，納cosnBcosωi (2.3) 

ここに、川まシェルの周方向級数展開次数であり、対称 (n=O)、逆対称 (J)、非対称 (2以上)と分

類される。 μ，はポアソン比、半径一板厚比、本来計算結果として求められる固有振動数、等を係数

として持つ 3次方程式の解より得られる値であり、一般に複素数および非整数となっている。また、

egendre関数の引数として与えられるμtが計算結果として得られる固有振動数の関数であることか
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ら、未知量である A/は固有振動数を与え境界条件を満たすように決定されなくてはならないものと

なっている。

(2.3)式により、応力関数1If，!は次式で、表される。

'f=ヱη/A，P;cosn8cosωt 
，=1 

f=竺三GP:.sinn8cosωt 
Eha fl 

これらを用いると接線方向変位成分 U.Vは次式で表される。

u=I-~土とす A.P.~ J. + GP.~ _n_1 cos nθcosωf 
I Eha ~ ・ fl，.V' 内 sint/JI 

(2.4) 

(2.5) 

ν = I Iとーとわ P/~ + Gp，~. t/; Isin n8ωωt (2.6) I Eha sin砂土「』 μ，I '-'... J.I~.ø I 

(2.5)、(2.6)式を見ると判るように、 nが1以上の値を持っとき(逆対称、非対称時)には、 nが O

の時(対称時)では表れない未知常数 Gを含む項が表れることが判る。これは序論で述べた、 U，V 

の回転による剛体変位相当項であり、逆対称および非対称時の近似固有モードを求める際に工夫が

必要となる。

2.3 近似解の作成

前節で示したように球形シェルの自由振動時の一般厳正解(2.3)、(2.5)および(2.6)式は Legendre階

関数で表されており、その引数は複素数および非整数となっているが、近似固有モードはこの

Legendre陪関数を比較的取り扱いが簡便な直交関数である Legendre陪多項式により展開することに

より得るものとする。また、本来、厳正解を直交関数で展開するには直交関数の無限級数和としな

ければならないが、ここでは有限級数和としており、求めようとする固有モードの高次の数個のモ

ードにのみその影響が表れていることを次節の数値計算例で示す。

2.3.1 仮のモードの設定

球形ドームの半開角を仇とする。 図校による軸対称、近似固有モード作成方法[29]を拡張し、 (2.1) 

及び(2.2)式の解 w を Legendre陪多項式を用いて次のように表すものとする。(園枝による軸対称近

似固有モード式は(2.7)式の Legendre陪多項式の階数 nが0である Legendre多項式を用いている)

w=工B:IWパゆ)cosnθcosuJ，t、Wパゆ)=ヱF;:pj

n 
(cosゆ) (2.7) 

N:モードの数、 P/':Legendre陪多項式

ここにWJは仮モードであり、一般厳正解表示が(2.3)式のように Legendre階関数の和で表される

11 

ところを、直交関数である Legendre陪多項式の刀"'-K/nの範囲の和によって 1つのモードを表し、そ

のモードの重ね合わせによって解 wを表現している。この仮モードに含まれる J/'，K/'の選定がここ

での近似解の精度を決定する。階数 nがOの時には、 Legendre多項式を表すものとする。(つまり、

P10=pI)。

ところで n時の Legendre陪多項式は nが奇数、偶数によって

奇数時

Pn~ (cosrjJ) = Dm sin m砂+Func.(sin k砂;k = 0…(m -1)) 

偶数時

Pn7 (cos砂)= Dm cosmrjJ + Func.(coskrjJ; k = 0・…(m-1)) 

のように級数表現される。即ち Pmnの曲線を描くと、 0<砂豆900の領域でこの曲線には m/2個の節点

が存在する。ここでこの節点が Oから 900

の問に均等に分布していると仮定する(但し充分に大きな

m についてである)。従って、 0 く ø~三 4。の領域に i 個の節点がある状態を考えると上記の m の替わり

に I90
0
/仇を用いればよい。 (2.7)式の々が第 i次のモードに仮に対応するとすると、

kf=i件J+n+l

K，" = inf~~ i J 

(n*O) 

(n=O) 

(2.8) 

であれば、町は i次モードを表現し得る Legendre陪多項式PLを含むことになる。ここに、記号

Intは[]内の iより小さし、値を切り落とす操作(Integer)を示している。実際、 n=Iのときの Legendre

陪多項式の節点分布を調べると、この(2.8)式は i個の節点を適切に取り出していることが分かる。だ

が、 4。が 90
0を超え且つその近辺では Legendre陪多項式の節点分布に偏りが生じていることから、

(2.8)式に微小な値 (0.3程度)を加え、切り溶とし操作を多少制御するとより望ましい結果が得られ

る。

一方、 (2.7)式の係数ろnを求めるための条件式の数は後に述べるように、 i番目の仮のモードがそ

れまでに求めた(i-I)個の仮のモードに直交する条件が(i-l)個と、境界条件が非対称モード (nミ1)で

は、 4個(未知積分定数 Gを含む)の(i+3)個であるから

J，n = K，n -(i +3) 

制l対称時 (n=O) には、境界条件は 3個であり、条件数は(i+2)個であるから

J，O = K，o -(i + 2) 

であればよい。しかしながら、この条件では i番目の仮のモードを求めるための Legendre陪多項式

の範囲(J:'"'-K，n)と、その lつ前の(i・1)番目の仮のモ「ドを求めるための Legendre陪多項式の範囲

(J:|~Kム)との間に使用されないあるいはどちらのモードにも含まれてしまう Legendre陪多項式
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が存在する可能性がある。(つまり、 Kム+l<jく Jfあるし、はJf豆jgk:!となるj番目の Legendre

陪多項式庁が存在する可能性がある)。これらの範囲の Legendre陪多項式の有無による解の変化を

詳細に調べた結果、どちらの仮のモードにも含まれる Legendre陪多項式は存在してもよく、またど

ちらの仮のモードにも含まれない Legendre陪多項式の存在は解の精度に大きな影響を与えることが

わかったので、仮のモードを決定するJfは以下のようにすればよいことがわかる。

逆対称 ・非対称時では

J/n 
= min.[K，n 

- (i + 3)， K:， + 1] 

軸対称時には、

Jf=mi川K，O-(i + 2)， Ki~1 + 1] 

であるから

λ 一(1-v){2 -j(j + 1)} -K 
-

J 1-v -j(j + 1) 

が求められる。ここで、この4nは円周方向展開次数 nに独立したものとなることがわかるので、上

式をみと置き直すことにより、応力関数vを仮のモード式に含まれる係数を用いて以下のように書き

表すことができる。

ι M . . .  DιM _ _ M 
v=〉;BfkEJtn(砂)cosnθCOSωJ、q;/n(ゆ)=.::_ LF/~λ， /p/n (cosゆ)

αFJne ， ， 

1 (1 -v) {2 -j (j + 1) } -K 
a ー

. -J 1-v -j(j + 1) 

、，

ι--
O

一

、、i
/
-

、F
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2.3.2 境界条件

頂点の閉じた球形‘ンェルの逆対称および非対称モ-~.の境界条件は、砂=仇において固定境界のと

きw= u = v = WO = 0、単純支持のとき w= u= v=M;= 0となる。(軸対称モードの境界条件にはそれ

ぞれの条件には v=Oが含まれなし、)。これらの式を仮定した近似固有モー ドにより表現するため、

応力関数vを以下のように仮定する。

.J!__ ~_M. . . Dι 
lf/= ヲ~B月Jパゆ)cosn θcos (J) ， I 、 守Jパゆ) =- 2J F;λ，~PJn (cosゆ)

G 長人n

この式を式(2.4)の応力関数vの代わりに用いると式(2.5)および式(2.6)の変位 uおよびvは以下のよう

に表すことができる。

1 +v手、 υ 1+ V ~_fl n 
ド一一 一 ):B川n"(件)cosnθCOSω 1+一一一司GP;，-.-'--， cosn{)cos(J)/1 Eha ~ -/ ~， 'T" -~ ~ . ，- --~ --r EJ仰向 sinO (2.5') 

1 ， .. ._ N l+v n ..r.__._...... _ l+V~_fl 
ν=ι一一一一.〉〉;Bn叩k守町f'/町J〈イt;パF

Eh加?悶αsnリ合台ft t EhG μ4 

(2.6') 

応力関数fをそのまま用いた結果、これらの式には Gを含む項が存在することになる。これらは II、v

の回転による岡IJ体変位に相当する項であり、境界条件を満たすため、これらの項を無視してはいけ

上式と仮のモード式(2.7)のw を適合条件式(2.2)に代入すると、
ない。

Eha2 
-(1-v)H2H2 (P1

n cosnθ)+一一'_H2(庁cosn ())] COS叫1=0
J / D 

ところで、 Legendre陪関数Pょの引数μ4は園枝らにより以下のように与えられている。

1 11 
μ4 =一一+•• J一+{2 + 2(1 + v)O~} 

匂 2 ~ 4 

ここに、 vはポアソン比、Qは本来計算結果として求められる固有振動数であり、固有モードを求

める際に工夫が必要となる。

以上より、非対称固有モード (nミ1)の固定境界(w= u =ν= WO = 0)の条件は式(2.5')、(2.6')より、

第 i次のモードに対して次式となる。

N K，n 

LB，n LFJ~ [H2 HI (勾pJ
n
cosnθ) 
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H1 (}う~ cosn{)) = Ho(P; c∞osnθめ)+ (l一Vけ)P;c∞osn 

H2(P庁fc∞osn{)θめ)=H民O(P庁;C∞osnθめ)+2P庁fC∞osn 
であ り、また

WIn=O 

_ q;n. +Gn一竺_pn=0 
'.'1' sinO 戸

(w=O) 

(u=O) 

K 二 EhG2=120-f)G2
-
D hl. 

の記号を導入すると、上式[]内は任意の~，について成 り 立つので

An， {2 -j (j + 1) } { (1 -v)一j(j+l)}p，n-(トけ{2-j(j十1)}2 }プ+K {2 -j (j + 1) } P;' = 0 

_n_q;n _GnP'l ..1. =0 
sinq; ， 州伊

(v=O) 

rV/o = 0 (WO=O) 

上式の Legendre陪多項式を用いた表現は以下のようになる。
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LFj;庁(cos仇)= 0 (2.9) 

一立すF，7A I ~ j cot o 0 p/n 
(∞sOo) -午手尽I(∞S6o)l+Gn17弓(c叫 0)= 0 

GJEJ7，nJ' J  L J Slnpo J j biWo 

一 n K; 
rt了三LηλjPJn(cosOo) -G

n ~よ ) (∞sOo) = 0 
、Ul'fo u ，=.J，n 

sn(市)=r円 (cosO)庁(cosO) sin Od o (2.12) 

1 ~/~ I 1¥ 1 n( n I 1¥ [(s -r) cosøp_~n p，nー (s+n)尽IP，n+(r+n)p_cn々と1]州，(r手 s)
= i r(r十 1)-s(s + 1) 
1_ [P; p;，-1 sinO]付 +(r + n)(r -n + l)sn-I (r，r)， (r = s) 

また、 Legendre陪多項式の階数が Oのときの(2.12)式の積分は園枝により以下のように与えられてい

る。

ぶ[. • I n n / _ _ _ l' (j + n) n n 1 ~ ~ ~ A.. ¥ l ヲFfj・coto Op
J

n (COSOO)-十アp，n_1(cos OO )ト=0
Zn J l d Sln p o l  

ここにぴは未知常数であり、 (2.5)、(2.6)式の GをGn三 (a/h)Gと置き換えている。また、単純支持の

場合には(w= u = v = Mo= 0)であり、 Mt=Oの条件は

ぶ |λj(1 + v)11 11 ..\~，，+Á. DnO I J f1_，，\~_ ifi.J..nlpn I 
ゅ=ーですFj;i 1- ト|一(1-v)似舛+↑(1-v)でτヌ-j(j + 1)昨|∞snB

a ~ 7::1 J' L K J L J L …rp J J 

S(r，s) = SO (ハ中 r'~、 (cosØ)PrC∞sØ)sin ØdØ

1[(s-r)cospi-s九I}う+rPλー1]何" (r:;t: s) 
r(r+1)-s(s+1) 
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2.3.4 近似固有モード

最終的な近似固有モードは次の 2つの過程を経て決定する。先ず仮モードWJを境界条件(2.9)と互

いの仮モードが直交する条件(2.11)を満たすように定める。これらの条件を満たすこの仮モードは固

有モードとしての条件を満たしており、応答解析に適用することも可能であるが、 i番目の仮モード

がJfから kfという限定された範囲の Legendre陪多項式の和で表されているためその精度はよくな

い。そこで、次にこの仮モードを自由振動支配式(2.りに代入し、 Galerkin法を適用して一般化座標

Bfを定め、最終的な近似固有モ」ドw，n(ゆ)を求める方法をとる。

2.3.3 直交条件

支配式(2.1)及び適合条件式(2.2)より、 i次の仮モードに対する次の直交条件式が求められる。(本

章の Appendix参照)

!'[H2H2(町)-';H2(¥}';)]玖nsinO dO 

= r'[H2H2(貯)-，; H 2 (¥}'t )]陀 sinOdO 

この式は、 i次の仮のモードをそれまでに求めた(i-1)個の仮のモー ドに直交するようにする条件であ

(2.10) 

一{2-j(j+l)}2+λJ{2 -j(j + l)} ]sn (q，j) = 0 (2.11 ) 

第一段階(仮モードWJの決定)

逆対称以上 (nミ1)のモードを求める際には、境界条件の中に未知常数C"が含まれることから以

下のように第 l番目の仮モードとそれ以降の仮モードの設定に分けて考える。ここで注意すべき点

は境界条件に含まれる p.~ が、本来計算結果として求められるQの関数であることである。 i 次の仮
μ4 

モードに関する固有振動数を0，、対応する Legendre陪関数々の引数を改めてん Jとおくと

1 f 1 
41 -一一+，/-:-+ {2 + 2(1十v)Q;}

2 V 4 

となっている。

本論では、初めに厳正解を参照して

る。積分を行ってこの式を書き換えると、次の閉形関数表示で与えられる。

かむ[{2-q(q+l)}2一久山(q+ l)} 
q=./，n j=./~ 

ここに、関数 S叱qJ)は Legendre陪多項式の 2重積の積分であり、以下のように定義されるロ

sn (r，s) = !' p.: (coso)p，n (c州 sinOdO

この式は Legendre陪多項式の積の式で表すことができ以下のように求められる。(定式の詳細は

4.4.3( 1)を参照)

n. = 0.7 + 0.2 x土
‘ N 

(Nは求めようとしている固有モードの個数)

なる値を初期値として与え、計算結果として求められる固有振動数の値.0;を再び与えて計算を行う
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方法をとった。この過程を数回繰り返すことでこの固有振動数の値は充分な収数が認められたロ

(a) 第 l 番目のモードについて FJ~ 1バ =1とおき (2.9)式の 4個の境界条件を用いて

FJ~ (j:f:. J1

n
)と未知常数G

n
を求める。

(b)第i番目のモードに付いてい)で求めたG
n
を用いてい1)個の直交条件と 4個の境界条件を

満たすようにF;を求める。

(a) 、 (b)の方法で逆対称以上の~~を i について順次定めることが出来る。

軸対称時 (n=O) のモードを求める際には、未定常数G"は含まれないため、以下のように刀を

求めている。

(a')第 l番目のモードについてηI
j
:.I11= 1とおき(2.9)式の 3個の境界条件を用いて

FJ~ (j:f:. J1

0
)を求める。

(b')第i番目のモードに付いてい1)個の直交条件と 3個の境界条件を満たすようにら0を求め

る。

但し、 F;~ を定める連立方程式の係数行列は一般に正則にはならない。 kf を(2.8)式のように決定し

ているからである。矩形行列を係数行列とする連立方程式の解法はいくつか与えられているが、こ

の第 1段階では 1組の解さえ得られておればよいので、最も容易な"最小二乗最小ノルム"法をこ

こでは採用した。

第2段階(固有モード W，nの決定)

第 1段階で定まったfγを用いて仮モード(2.7)式を法線方向運動方程式(2.1)、適合条件式(2.2)式に

代入し、 Galerkin1:去を適用すると(2.7)式の B，nに関する次の式が得られる。

-n2[m;']{B;}+[k;]{B;'} = 0 (2.13) 

K~ K~ …月 2

m~ = m7， = ): ) :F; F¥.7 sn (r，s)、Q2=とこω2
ム444 r，.vEhg  
r=J，.s=Jj 

1 K" K~ 

k，~ = k7， =土玄玄Fr;F; {2一昨+1)} {2一昨+1)一λr}sn (リ)
Kμ，'x=J; 

(2.13)式の ktjHが対称になるのは仮モードに対する直交条件式(2.10)式を採用しているからである。

(2.13)式より固有振動数0，と一般化座標ベクトル{B/，}I
が通常の手法で計算できるので{B/，}Iを(2.7)式

に代入すると最終的に次のように固有モードが計算される。

h 2計玖
n(rj;ω砂)ω η町m仰 n

叱
n(1ωfけ) 玖町門附川

n

叱"Crj;)ωω砂ω州)μ川=ペ哨哨(伊何何川B叱町::『

17 

G;' =ヱ{B;};F; (2.14) 

ここに Wパ併)が得られた第 i次の近似固有モードであり、球形シェルの全領域に渡った表現では、

wfゆ)cosnθとなる。

2.4 数値計算例および考察

半開角として 15度から 135度の問を 15度刻みにした 9種類、半径一板厚比(αIh)を 100、400、500、

1000の4種類、境界条件と して固定および単純支持の 2種類、またモードの周方向展開次数 nとし

て 1(逆対称)、および 2、3(非対称)の 3種類の組み合わせについて、この近似解による計算結果

の固有振動数を表 lに、また固有モードの形状を図 lおよび図 2に示す。表 lの縦軸は半開角(h.o.a:

half open angle)、横軸はモードの次数となっている。

表 lの固有振動数は式(2.13)に表される正規化された振動数Qであり、材料パラメータ A(=ma2IEhg)

の平方根で害fJることにより、実際の形状に於ける固有振動数を得ることができるので、設計時の基

準参考資料として用いることができる。なお、周方向展開次数nは Legendre陪多項式の階数である

から、表中では rankとして示している。

また図 iおよび図 2中の数値は半開角を示している。ところで、近似固有モードはWパゆ)cosnθ

の形で与えられ球形シェルの全面に渡って定義されているものではあるが、表示の簡便さおよび厳

正解との比較の容易さから周方向にθ=0となる平面で切った断面図として表 している。(このとき

この断面図では周方向展開次数が奇数の場合には逆対称形、偶数の場合には線対称形となる。)

また数値計算上、周方向展開次数 nが奇数時には、半開角が 900 のとき、使用している Legendre

陪多項式がか900で必ず0となることから境界都での重ね合わせを充分に行うことが出来ないので、

89.80を替わりに用いて解を求めている。この値は 900前後で厳正解に収束するこ とは確認しているロ

周方向展開次数 nが 1(逆対称モード)の近似解による固有モードと厳正解[13，23]のそれを比較する

とその差は極めて小さいことが分かる。周方向展開次数 nが 2以上のものの厳正解固有振動数は計

算されておらず、比較対象が存在しないが、近似固有モードの形状を見る限りにおいて、かなり正

確な固有モードが得られていると確信できる。

また、モード図からも分かるように求めようとしている最高次のモード (N番目のモード)ある

いはその近辺のモードに乱れが見られる。これは、本来 Legendre陪多項式の無限級数和で表される

べきモードを KNまでの有限和としたための truncationerrorによるためである。従って、応答解析に

用いようとするモードの個数に数個加えたモードまで求めて、後の数個は捨てることが必要である。

近(以解による固有振動数の値を見ると半開角が大きくなるほど、また半径一板厚比が大きくなる

ほど固有振動数は小さくなることがわかる。固有娠動数は l次のモードを除いてかなり近接した値

を持ち、半開角が大きくなるほどその性質は顕著になる。これらの表は周方向展開次数 nにより分
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けて示しているが、実在の球形、ンェルを考える場合には当然のことながら周方向展開次数が異なる

モードが共存しているので、球形シェルはかなり近接した固有振動数を持つ構造物で、あり、その振

動性状を把握するためには幾何学的非線形振動応答解析の遂行が必要であるといえる。

Appendix :直交条件について

支配式

2.5 まとめ
H2H2(w)ーさ孔(V)+41b=O

LJ gu 

H2Hl(V)-(l-v)12H2H2(W)+EhaH2(w)=0 
α 

、l
jl
 

J
a

・、

本章では、園枝により示された軸対称近似固有モード作成方法を逆対称、非対称の場合に拡張し

た近似固有モード作成方法を展開した。非対称自由振動時の厳正解には、軸対称自由振動時には含

まれない接線方向変位成分 U，Vの回転による剛体変位相当項が存在し、その項は本来計算結果とし

て求められる固有振動数の関数であるが、本論では、初めに適当な値を固有振動数として与え、計

算結果として出てきた固有振動数を再び与えて計算する方法により解を得ることができることを示

した。固有振動数、固有モードが厳正解のそれらと充分な精度で一致し、得られた近似固有モード

の妥当性を確認した。半開角が 90度であることを基準とした Legendre陪多項式の節点分布の近似に

よる係数 K!'jの計算式は、多少の補正を必要とするものの、充分実用に耐えることがわかるロ

以下の章では、本章で得られた近似固有モード式のうち、軸対称および逆対称固有モードを用い

て球形シェルの幾何学的非線形運動方程式を定式化し、球形シェルの幾何学的非線形応答性状を調

(2) 

たわみ wの仮定

w=ヱBlnw，パ利cosnθCOSuJ;I (3) 

桁川〔ゆ納争約十〕い=fトぞm

一般的な直交条件について

[m]{i}+[k]{x} ={O} 

のときの固有値、固有ベクトルを求めると

[kJ{ur
}=ω;[m]{ur

} 

(4) 

(a) 

、1
1

L
U
 

，，‘‘、

ベる。 [k]{〆}=ω;[m]{が} (c) 

となる。 (b)、(c)の両辺にそれぞれ左から{uf}T、{U}Tを掛けて差をとると、 [m]が対称であることか

ら、右辺は

(ω;-ω.\~ ) { U .¥' } T [ m ] { U r} = 0 ( d) 

であるから、(左辺)=0より、領域全般に渡って積分した次式が求められるロ

f{u'¥'} 7'[刷

(1)式に於ける直交条件について

(1 )式を以下のように考える。

M(w) + K(w， 11/) = 0 

このとき、

(5) 

M(ω)=竺2-1b
gD 

(6) 

K(w，lI/) = H2H2仲 (7) 

である。また、 V を以下の 2つの式を満たすようにする。 (Wjを求めてから(2')に代入し、 V を

求める。ここに、 (JRf)Jれになる)
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Gn  W1G4~ 

H2H2(W;)-; H2(¥}J;)+一一(W;).II= 0 
p

J gD 

D _... ..... "， ... ~n ， y-， 7 TT  'T';"'; 

H
2
H

1
(¥}J;)一(1-v)~ H2H2(W;) + EhaH2(W;) = 0 

α 

表1.1 近似解による固有振動数(半径一板厚比 100)
、・・a
Ji

 
f--

(2') 

fixed end， aIh= 1 00， rank= 1 

h.0.a.1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 12 13 14 15 

1511.3864 2.8703 5.4167 8.9435 

3011.0411 1.2116 1.6614 2.4137 3.4382 4.7118 6.2171 7.9739 

4510.9903 1.0403 1.1579 1.3947 1.7672 2.2706 2.8936 3.6309 4.4758 5.4265 6.4805 7.6349 

6010.9330 0.9961 1.0434 1.1338 1.2887 1.5185 1.8242 2.2025 2.6511 3.1647 3.7387 4.3751 5.0679 5.8068 6.6259 

7510.8370 0.9755 1.0073 1.0496 1.1216 1.2340 1.3938 1.6027 1.8608 2.1660 2.5154 2.9067 3.3392 3.8174 4.3245 

9010.7050 0.9571 0.9911 1.0168 1.0553 1.1157 1.2041 1.3245 1.4786 1.6670 1.8884 2.1439 2.4363 2.7505 3.2130 

10510.4924 0.9359 0.9794 1.0002 1.0239 1.0588 1.1101 1.1816 1.2762 1.3954 1.5403 1.7090 1.9030 2.1287 2.3850 

12010.3961 0.9162 0.9695 0.9902 1.0076 1.0302 1.0623 1.1076 1.1681 1.2470 1.3419 1.4583 1.5970 1.7491 1.9250 

13510.2676 0.8964 0.9596 0.9823 0.9974 1.0137 1.0354 1.0651 1.1053 1.1575 1.2209 1.3177 1.4131 1.5080 1.7543 

ここで、 (e)の形式をとるが、球形、ンェルの微小要素を考えると、

dD = (rsinゆdゆ).rd砂=r2 sin Odθd砂

θ= 0 ........... 2π 、科=0...........仇

となるから、

IJr l' [H2H2め -2H2(円)]玖n
r
2sin o dOdθ 

= i
Jr 

!' [H2H2 (貯 )-2H2(町)]わ
2sinO dOdθ 

h.0.a.1 1 2 3 4 5 

1511.2106 2.3645 4.6439 7.8663 

Simply 5UppO口.alh=IOO、rank=1

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

(8) 

3011.0368 1也 1436 1.5121 2.1902 3.1460 4.3538 5.7941 7.4690 

4510.9901 1.0270 1.1173 1.3205 1.6582 2.1292 2.7237 3.4329 4.2562 5.1835 6.2030 7.3499 

6010.9282 0.9902 1.0300 1.1 063 1.2428 1.4525 1.7385 2.0984 2.5279 3.0231 3.5813 4.1995 4.8828 5.6380 6.4149 
7510.8258 0.9708 1.0016 1.0382 1.1012 1.2024 1.3493 1.5448 1.7890 2.0799 2.4155 2.7937 3.2130 3.6716 4.1719 

9010.6921 0.9524 0.9876 1.0112 1.0453 卜0992 1.1798 1.2914 1.4367 1.6162 1.8292 2.0759 2.3514 2.6637 2.9948 

10510.6131 0.9344 0.9770 0.9971 1.0186 1.0500 1.0964 1.1622 1.2502 1.3625 1.4998 1.6619 1.8486 2.0773 2.2995 

12010.3466 0.9098 0.9663 0.9875 1.0041 1.0248 1.0541 1.0956 1.1520 1.2260 1.3240 1.4255 1.5583 1.7149 1.8782 

13510.2217 0.8891 0.9547 0.9784 0.9933 ト0085 1.0280 1.0551 1.0929 1.1417 1.2056 1.2826 1.3766 1.4834 1.6101 gで積分後、 2πr2で害lJると、直交条件式が以下のように求められる。(ただし、 p= }...........(n-1)) 

!' [H2H2 (陀)-2H2(叱)]~nsinO dO h.0.a.1 1 2 3 4 

1511.8420 3.8666 6.9093 

5 
fixed end. aIh= 100. rank=2 

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

= f'[H2H2(内 -2H2州防sinOdO (9) 

3011.0651 1.3653 1.9687 2.8591 4.0054 5.3876 7.0264 

4510.9979 1.0759 1.2488 1.5523 1.9907 2.5549 3.2366 4.0293 4.9300 5.9315 7.0367 

6010.9718 1.0146 1.0794 1.1995 1.3907 1.6612 2.0045 2.4182 2.9005 3.4469 4.0532 4.7182 5.4561 6.2409 7.0972 

7510.9456 0.9923 1.0256 1.0809 1.1717 1.3067 1.4900 1.7220 2.0071 2.3277 2.6940 3.1031 3.5542 4.0396 4.5738 

9010.9173 0.9787 1.0036 1.0343 1.0829 1.1566 1.2605 1.3987 1.5694 1.7744 2.0164 2.2853 2.6001 2.9462 3.3171 

10510.8956 0.9672 0.9913 1.0119 1.0406 1.0833 1.1445 1.2275 1.3344 1.4667 1.6241 1.8065 2.0139 2.2545 2.5205 

12010.8836 0.9576 0.9830 0.9998 1.0193 1.0464 1.0849 1.1381 1.2073 1.2958 1.4036 1.5419 1.6732 1.8638 2.0914 

13510.8741 0.9490 0.9759 0.9915 1.0063 1.0249 1.0503 1.0852 1.1315 1.1906 1.2642 1.3531 1.4587 1.5750 1.7228 

h o.a.1 1 2 3 

1511.5281 3.2546 6.0153 

4 5 

simply 5U pport. a/h= 1 00. rank=2 

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

3011.0325 1.2619 1.7865 2.6065 3.6899 5.0158 6.5722 

4510.9896 1.0508 1.1940 1.4626 1.8673 2.4008 3.0533 3.8173 4.6877 5.6614 6.7370 
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h.0.a.1 1 2 3 4 

1512.4703 5.0067 8.7740 

5 

日xedend， a/h=IOO， rank=3 

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

3011.1470 1.5835 2.3291 3.3479 4.6140 6.1382 7.9208 

4511.0246 1.1377 1.3692 1.7379 2.2391 2.8621 3.5988 4.4427 5.3993 6.4696 7.8169 

6010.9962 1.0410 1.1282 1.2800 1.5073 1.8112 2.1885 2.6336 3.1447 3.7180 4.3582 5.0484 5.8016 6.6059 7.4768 

7510.9811 1.0094 1.0505 1.1213 1.2328 1.3914 1.5992 1.8562 2.1603 2.5102 2.9004 3.3311 3.8083 4.3005 4.9243 

9010.9686 0.9944 1.0192 1.0575 1.1175 1.2055 1.3254 1.4792 1.6679 1.8886 2.1429 2.4274 2.7455 3.0877 3.4750 

10510.9526 0.9828 1.0022 1.0260 1.0613 1.1129 1.1848 1.2797 1.3994 1.5442 1.7139 1.9088 2.1252 2.3778 2.6324 

12010.9465 0.9760 0.9932 1.0103 1.0332 1.0658 1.1115 1.1723 1.2508 1.3478 1.4642 1.6008 1.7618 1.9343 2.1475 

13510.9427 0.9709 0.9870 1.0009 1.0172 1.0393 1.0699 1.1110 1.1651 1.2423 1.3207 1.4063 1.5183 1.6845 1.8039 

h o.a.1 1 2 3 4 

1512.0372 4.2967 7.5917 

simply Suppo口， a/h= 1 00. rank=3 

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

3011.0933 1.4478 2.1168 3.0691 4.2793 5.7346 7.4036 

4511.0140 1.1019 1.2996 1.6332 2.1017 2.6948 3.4112 4.2423 5.1492 6.1744 7.2981 

6010.9931 1.0291 1.1020 1.2358 1.4433 1.7279 2.0868 2.5157 3.0109 3.5688 4.1865 4.8677 5.6004 6.3939 7.2545 

7510.9795 1.0045 1.0392 1.1009 1.2011 1.3470 1.5418 1.7853 2.0759 2.4114 2.7896 3.2083 3.6690 4.16814.7323 

9010.9673 0.9917 1.0136 1.0472 1.1008 1.1810 1.2924 1.4375 1.6167 1.8298 2.0752 2.3526 2.6583 3.0086 3.3591 

10510.9562 0.9826 1.0000 1.0211 1.0526 1.0994 1.1657 1.2546 1.3679 1.5064 1.6699 1.8574 2.0702 2.3235 2.6134 

12010.9418 0.9726 0.9902 1.0064 1.0272 1.0569 1.0987 1.1552 1.2288 1.3203 1.4319 1.5649 1.7105 1.8962 2.1140 

13510.9423 0.9702 0.9861 0.9995 1.0149 1.0356 1.0639 1.1021 1.1522 1.2175 1.2973 1.3959 1.5024 1.7002 1.9061 

21 22 



表1.2 近似解による固有振動数(半径一板厚比 400) 表1.3 近似解による固有振動数(半径一板厚比 500)

fixed end、a/h=400.rank= 1 

h.0.a.1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1511.0575 1.2213 ト67002.4353 

3011.0025 1.0306 1.0674 1.1468 1.2986 1.5286 1.8361 2.2131 

4510.9838 0.9997 1.0116 1.0301 1.0647 1.1228 1.2094 1.3288 1.4819 1.6687 1.8897 2.1489 

60仰.92840.9833 0.9955 1.0045 1.0175 1.0378 1.0687 1.1128 1.1725 1.2502 1.3472 1.4637 1.5991 1.7604 1.9303 

75仰.8221 0.9681 0.9883 0.9964 1.0035 1.0128 1.0263 1.0456 1.0722 1.1072 1.1520 1.2078 1.2762 1.3579 1.4500 

90仰.69860.9515 0.9814 0.9914 0.9973 1.0032 1.0105 1.0205 1.0341 1.0522 1.0755 1.1049 1.1416 1.1849 1.2439 

105仰.47680.9306 0.9733 0.9866 0.9931 0.9979 1.0028 1.0088 1.0166 1.0269 1.0402 1.0573 1.0782 1.1038 1.1359 

120仰.3881 0.9122 0.9651 0.9818 0‘9896 0.9944 0.9985 1.0027 1.0079 1.0144 1.0226 1.0331 1.0460 1.0628 1.0848 

135的25960.8926 0.9557 0.9762 0.9857 0.9912 0.9952 0.9984 1.0020 卜0068 1.0124 1.0188 1.0258 卜0377 1.0508 

simply support. a/h=400， rank= 1 

h.0.8.1 1 2 3 4 5 6 7 8 9. 10 11 12 13 14 15 

1511.0560 1.1553 1 5172 2.1941 

3011.0003 1.0285 1.0624 1.1 179 1.2494 1.4574 1.7433 2.1158 

4510.9832 0.9994 1.0112 1.0249 1.0535 1.1048 1.1836 1.2939 1.4377 1.6165 1.8317 2.0838 

6010.9266 0.9819 0.9942 1.0026 1.0140 1.0321 1.0598 1.1001 1.1554 1.2277 1.3183 卜4278 1.5572 1.7050 1.8960 

7510.8167 0.9660 0.9871 0.9954 1.0021 1.0106 1.0228 1.0405 1.0650 1.0978 1.1401 1.1931 1.2596 1.3343 1.4622 

9010.93810.9779 0.98990.9960 1.0019 1.0083 1.0176 1.0299 1.0472 1.0681 1.0951 1.1277 1.1561 1.2101 1.2738 

10510.6076 0.9319 0.9727 0.9859 0.9925 0.9973 1.0020 1.0076 1.0151 1.0253 1.0377 1.0603 1.0825 1.1 087 1.1454 

12010.3528 0.9083 0.9634 0.9809 0.9889 0.9938 0.9979 1.0022 1.0071 1.0136 1.0217 1.0325 1.0461 1.0640 1.0837 

13510.2095 0.8835 0.9466 0.9692 0.9815 0.9886 0.9932 0.9971 1.0009 1.0049 1.0099 1.0163 1.0245 1.0346 1.0468 

h.0.a.1 1 2 3 4 

1511.0463 1.1550 1.4694 2.0545 

3010.9998 1.0217 1.0521 1.1000 1.20例1.3607 1.5820 1.8826 

4510.9835 0.9981 1.0076 1.0202 1.ω23 1.0803 1.1385 1.2202 1.3285 1.4646 1.6281 1.8180 

6010.9281 0.9829 0.9943 1.0013 1.0101 1.0236 1.0439 1.0732 1.1135 1.1662 1.2320 1.3185 1.4184 1.5511 1.6746 

7510.8258 0.9678 0.9878 0.9952 1.0006 1.0071 1.0161 1.0288 1.0464 1.0700 1.1003 1.1382 1.1848 1.2398 1.3040 

?01?69~5 ?9512 0.9811 0.9908 0.9960 1.0004 1.0055 1.0122 1β212 1.0332 1.0486 1.0685 1.0933 1.1217 1.げ31

10510.4765 0.9303 0.9730 0.9862 0.9924 0.9965 1.0002 1.0044 1.0098 1.0164 1.0252 1.0364 1.0505 1.0678 1.0888 

12010.3856 0.9116 0.9647 0.9814 0.9890 0.9935 0.9969 1.0001 1.0037 1.0080 1.0135 1.0203 1.0290 1.0400 1.0533 

135ω.2558 0.8908 0.9534 0.9737 0.9835 0.9892 0.9933 0.9963 0.9992 1.0026 卜0062 1.0107 1.0163 1.0233 1.0325 

5 6 
fixed c:nd. a!h=500， rank= 1 

7 8 9 10 11 12 13 14 15 

h 0.8.1 1 2 3 4 

1511.0701 1.3675 1.9753 

5 

fixed end. a/h=400. rank=2 

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

h.0.a.1 1 2 3 4 

1511.0459 1.1158 1.3568 1.8564 

3010.9980 1.0186 1.0521 1.0835 I.l671 1.3118 1.51811刊 69

4510.9828 0.9978 1.0076 1.0181 1.0352 1.0684 1.1210 1.1963 1.29-72 1.4253 15807 1.7664 

~010 .9265 0.9816 0.9933 1.0000 1.0079 1.0199 1.0381 1.0647 1.1016 1.1506 1.2131 1.2901 U822 1.4897 1.6125 

7510.8165 0.9658 0.9867 0.9943 0.9996 1.0056 1.0138 1.0254 1.0415 1.0631 1.0913 1.1270 1.1735 1.2238 1.3332 

9010.9392 0.9780 0.9896 0.99510.9995 1.0042 1.0105 1.0188 1.0298 1.0443 1.0581 1.0845 1.1087 1.1431 1.1863 

10510.6080 0.9322 0.9726 0.9857 0.9919 0.9963 0.9995 1.0038 1加 87 I.O 162 1.0244 1.0361 1.0498 1.0710 1.0998 

12010.3567 0.9081 0.9632 0.9806 0.9884 0.9930 0.9964 0.9996 1.0031 1.0074 1.0126 1.0192 1.0271 1.0374 1.0487 

135ω.2135 0.8839 0.9461 0.9685 0.9809 0.9880 0.9924 0.9957 0.9986 1.0017 1.0052 1.0095 1.0195 1.0244 1.0314 

行xedend‘a!h=500. rank=2 

ho.a.1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 I 12 13 14 1 5 

1511.0449 1.2476 1.6903 

3010.9962 1.0146 1.0547 1.1338 1.2653 1.4564 1.7099 

4510.9829 0.9972 1.0078 1.0257 1.0562 1.1040 1.1736 1.2683 1.3892 1.5402 1.7467 

6010.9637 0.9893 0.9976 1.0050 1.0158 1.0323 1.0567 1.0911 1.1371 1.1964 1.2698 1.3584 1.4640 1.5869 17249 

7510.9380 0.9810 0.9920 0.9979 1.0036 1.0111 1.0218 1.0367 1.0568 1.0834 1.1171 1.1590 1.2095 1.2700 1.3402 

9010.9096 0.97160.9870 0.9937 0.9983 1.0031 1.0089 1.0164 1.0267 1.0404 1.0576 1.0794 1.1062 1.1384 1.1772 

10510.8906 0.9621 0.9818 0.9900 0.9947 0.9984 1.0023 1.0070 1.0130 1.0207 1.0306 1.0432 1.0591 1.0788 1.1019 

12010.8809 0.9540 0.9767 0.9865 0.9918 0.9954 0.9986 1.0020 1.0059 1.0108 1.0170 1.0248 1.0346 1.0478 1.0610 

135ω.8727 0.9457 0.9702 0.9813 0.9877 0.9919 0.9952 0.9981 1.0013 1.0047 1.0088 1.0139 1.0198 1.0277 1.0442 

5 11 12 13 14 15 
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h.0.a.1 1 2 3 

1511.0378 1.2640 1.7894 

4 5 

simply suppo門司a/h=400、Tank=2

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 h.0.a.1 1 2 3 

1511.0238 1.1756 1.5521 
4 5 

simply suppo円、 a/h=500，rank=2 

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

3010.9954 1.0159 1.0651 1.1664 1‘3368 1.5839 1.9066 3010.9945 1.0093 1.0416 1.1091 1.2261 卜4018 1.6419 

4510.9815 0.9957 1.0052 1.0205 1.0472 1.0902 1.1538 1.2416 1.3557 1.5040 1.6708 

6010.9618 0.9881 0.9965 1.0034 1.0130 1.0278 1.0499 1.0813 1.1240 1.1795 1.2492 1.3338 1.4339 1.5497 1.7132 

7510.93510.9796 0.9912 0.9970 1.0024 1.0093 1.0191 1.0328 1.0515 1.0763 1.1082 1.1480 1.1961 1.2547 1.3268 

9010.9632 0.9847 0.9925 0.9971 1.0017 1.0068 1.0142 1.0238 1.0365 1.0530 1.0732 1.0975 1.1279 1.1592 1.2084 

10510.9059 0.9644 0.9820 0.9897 0.9944 0.9980 1.0018 1.0063 1.0121 1.0195 1.0292 1.0413 1.0564 1.0771 1.0993 

12010.8412 0.9456 0.9740 0.9852 0.9910 0.9948 0.9980 1.0012 1.0050 1.0096 1.0155 1.0228 1.0321 1.0472 1.0588 

135的86400.9116 0.9526 0.9743 0.9845 0.9901 0.9939 0.9969 0.9998 1.0030 1.0069 1.0123 1.0198 1.0313 1.0454 

日xedend. a/h=500. rank=3 

h.0.a.1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1511.0966 1.4008 2.0089 

3011.0037 1.0288 1.0845 1.1866 1.3458 1.5677 1.8837 

4510.9940 1.0031 1.0160 1.0388 1.0768 1.1344 1.2155 し3226 1.4573 1.6192 1.8905 

6010.9861 0.9957 1.0022 1.0107 1.0238 1.0436 1.0724 1.1119 1.1639 1.2297 1.3104 1刈 78 1.5192 1.6444 1.7969 

7510.9766 0.9903 0.9963 1.0014 1.0077 1.0167 1.0292 1.0467 1.0700 1.1002 1.1383 1.1846 1.2405 1.3071 1.3887 

9010.9660 0.9847 0.9922 0.9968 1.0012 1.0072 ".0139 1.0287 1.0342 1.0495 1.0692 1.0944 1.1252 1.1662 1.1996 

10510.9487 0.9761 0.9871 0.9927 0.9967 1.0004 1.0046 1.0099 1.0166 1.0253 1.0364 1.0502 1.0693 1.0883 1.1134 

12010.9446 0.9716 0.9836 0.9900 0.9940 0別 72 1.0005 1.0制1.00911.0154 1.0247 1.0319 1.0441 1.0583 1.0735

135ω.9418 0.9680 0.9806 0.9875 0.9919 0.9950 0.9978 1.0006 1.0037 1.0075 1.0121 1.0178 1.0294 1.0417 1.0483 

4510.9817 0.9971 1.0100 1.0330 1.0736 1.1383 1.2323 1.3590 1.5201 1.7171 1.9457 

6010.9619 0.9886 0.9980 1.0074 1.0216 1.0441 1.0777 1.1251 1.1887 1.2700 1.3702 1.4895 1.6275 1.7848 1.9812 

7510.9354 0.9799 0.9918 0.9986 卜0059 1.0161 1.0309 1.0517 1.0802 1.1176 1.1652 1.2239 1.3021 1.3820 1.4991 

9010.9108 0.9707 0.9866 0.9938 0.9992 1.0052 1.0131 1.0239 1.0385 1.0578 1.0825 1.1145 1.1525 1.2000 1.2543 

10510.90590.96450.98220.99020.99530.9998 1.0049 1.0115 1.0205 1.0314 1.0462 1.0647 1.0889 1.1180 1.1516 

12010.8407 0.9456 0.97410.9855 0.9915 0.9959 0.9999 1.0043 1.0100 1.0172 1.0265 1.0391 卜0537 1.0767 1.0950 

13510.86750.9272 0.9562 0.9755 0.9853 0.9910 0.99510.9988 1.0025 1.0068 1.0135 1.0221 1.0318 1.0446 1.0612 

fixed end. a/h=400， rank=3 

h.0.a.1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 I1 12 13 14 15 

1511.1477 1.5822 2.3980 

3011.0073 1.0452 1.1295 1.2797 1.5064 1.8149 2.2897 

4510.9947 1.0065 1.0256 1.0605 1.1179 1.2036 1.3215 1.4733 1.6595 1.8902 2.2322 

6010.9864 0.9968 1.0053 1.0178 1.0377 1.0680 1.1115 1.1706 1.2471 1.3422 1.4574 1.5905 1.7437 1.9162 2.1039 

7510.9767 0.9907 0.9976 1.0044 1.0136 1.0270 1.0468 1.0728 1.1078 1.1529 1.2080 1.2774 1.3575 1.4522 1.5535 

9010.9660 0.9849 0.9928 0.9982 1.0039 1.0112 1.0212 1.0347 1.0528 1.0764 1.1062 1.1439 1.1860 1.2511 1.3061 

10510.9490 0.9764 0.9875 0.9936 0.9982 卜0031 1.0092 1.0170 1.0272 1.0405 1.0572 1.0781 1.1035 1.1342 1.1758 

12010.9446 0.9718 0.9839 0.9905 0.9950 0.9989 1.0032 1.0084 1.0149 1.0232 1.0336 1.0468 1.0628 1.0823 1.1041 

13510.9418 0.9681 0.9808 0.9878 0.9925 0.9961 0.9995 1.0033 1.0078 1.0133 1.0203 1.0283 1.0393 1.0532 1.0768 

h.0.a.1 1 2 3 4 

1511.0933 1.4463 2.1385 

5 

simply suppo口.alh=400. rank=3 

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 h o.a.1 1 2 3 4 

1511.0605 1.3033 1.8137 
5 

Simply suppo民 a/h=500.rank=3 
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3011.0020 1.0211 1.0670 1.1559 1.3000 1.5059 1.7783 

4510.9939 1.0022 1.0126 1.0320 1.0656 1.1178 1.1927 1.2932 1.4208 1.5761 1.7796 

6010.9861 0.9956 1.0014 1.0086 1.0201 1.0380 1.0642 1.1009 1.1496 1.2118 1.2886 1.3805 1.4877 1.6105 1万 00

7510.9766 0別 01 0.9959 1.0006 1.0063 1.0143 1.0257 1.0417 1.0632 1.0913 1.1269 1.1707 1.2235 1.2856 1.3627 

9010.9658 0.9844 0.9918 0.9962 1.0002 1.0049 1.0111 1.0196 1.0326 1.0461 1.0651 1.0982 1.1142 1.1489 1.2024 

10510.9552 0.9784 0.9878 0.9929 0.9966 1.0001 1.0041 1.0096 1.0168 1.0268 1.0378 1.0503 1.0678 1.0896 1.1138 

12010.9397 0.9688 0.9822 0.9891 0.9933 0.9966 0.9997 1.0032 1.0073 1.0124 1.0188 1.0268 1.0367 1.0486 1.0646 

13510.9417 0.9682 0.9808 0.9877 0.9921 0.9953 0.9982 1.0013 1.0049 1.0099 1.0139 1.0205 1.0268 1.0370 1.0491 

23 24 
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15 14 13 

近似解による固有振動数(半径一板厚比 1000)

12 11 10 
fixed end. a/h=1000. rank=1 

7 89  h.o.a.1 1 

1511.0194 1.0665 1 1468 1.3387 

3010.9960 1.0051 1.0216 1.0425 1.0662 1.1100 1.1802 1.2904 

6 5 

表 1.4

4 3 2 

4510.9826 0.9956 1.0005 1.0061 1.0132 1.0223 1.0370 1.0596 1.0916 1.1337 1.1888 1.2571 

6010.9281 0.9821 0.9927 0.9971 1.0004 1.0044 1.0100 1.0180 1.0290 1.0436 1.0629 1.0874 1.1175 1.1537 1.1975 

7510.8192 0.9665 0.9867 0.9933 0.9967 0.9994 1.0022 1.0058 1.0105 1.0168 1.0249 1.0352 ト0485 1.0646 1.0853 

9010.6846 0.9499 0.9803 0.9897 0.9941 0.9967 0.9989 1.0012 1.0038 1.0071 1.0113 1.0165 1.0235 1.0319 1.0412 

10510.4713 0.9294 0.9724 0.9854 0.9912 0.9944 0.9966 0.9985 1.0004 1.0025 1.0050 1.0080 ト0119 1.0168 1.0218 

12010.3882 0.9116 0.9645 0.9810 0.9884 0.9923 0.9948 0.9967 0.9983 0.9999 1.0017 1.0037 1.0062 1.0092 1.0130 

150 

~---、、・-_
札ーー~

13510.2563 0.8249 0.9060 0.9598 0.9782 0.9865 0.9910 0.9938 0.9958 0.9979 0.9985 1.0010 1.0022 1.0047 1.0079 

simply support. aIh=lOOO， rank=1 
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3010.9949 1.0032 1.0159 1.0387 1.0640 1.0911 1.1530 1.2756 
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3. 水平地震動を受ける球形シェルの線形振動応答

3.1 はじめに

球形シェル構造物等を含む大スパン構造物はライズに比してスパンが大きなものが多く、そのた

め上下方向地震外力等の上下方向外乱が設計に大きな影響を与えると考えられており、園枝は球形

シェノレの軸対称近似固有モード[21，29]を用いて上下地震動を受ける当該構造物の線形応答解析[22]

を行っている。そこでは、 EICentro'40の上下地震動記録を用い、応答加速度がある条件のもとで減

衰率 5%時に約 6000ガルに達することを報告している。本章では、球形、ンェル構造物に水平方向地

震力がかかったときの応答性状の概要を知るため、モード重畳法による線形応答解析を遂行する。 2

章で示した近似固有モードを用いると、Galerkin法を適用するとき時間関数に関する最終支配方程式

の係数は全て閉形関数で表現でき、また、 A三 mc?lEhg(ここに、 m はシェル中立面単位面積当たり

重量、 αは半径、 hは板厚、 gは重力加速度、 Eはヤング係数を示す)で定義される 1つの材料学的

なパラメータを用いて振動応答性状を示すことができることがわかる。この材料学的なパラメータ d

と近似固有モードを求める際に使用した半開角(仇)および半径一板厚比等 (alh) の幾何学的なパ

ラメータの値によっては、 シェル表面のある点では入力地震波の数十倍の応答加速度が生じること

がわかる。

3.2 逆対称線形応答最終支配方程式

水平方向(θ=0方向)に動的外力 Yを受ける半開角が仇である球形ドームの逆対称振動時の運動方

程式に少しの操作を行い、 flexural振動の仮定を導入すると、自由振動時の法線方向運動方程式(2.1) 

式の右辺は次の外力項で置き換わった式となる。

z…日 日

二二=--V sinゆcosθ
gD 

ここに、 mは、ンエノレ中立面単位面積当たり重量、 αは半径、 gは重力加速度を示す。なお、 θは円周

方向角、併は経線に沿う方向の頂点からの開角を示す。(1.2節(1)記号の項参照)よって支配式は以

下のように表すことができる。

けla _ ma 
H2H2(W)-~ H2(1f/) +一=-w= 3':':":'="_V sinゆcosθ

gD gD 

D 
H2H1

(1f/)一(1-v):::_H2H2 (w) + EhaH2 (w) = 0 
G 

(3.1 ) 

(3.2) 

ここに、 w は法線方向変位成分、 vは応力関数、 vはポアソン比、係数 D は EhJハ2(トv)であり、 H，

およびH2は2章で示した反方向および砂方向の微分を行う微分演算子を示している。
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答解析を実行するためには、近似固有モードを求めるために必要とされるパラメータ以外には、材

料学的な特性を示すパラメータ Aのみを与えればよいことがわかる。つまり、幾何学的なパラメー

タである半開角(仇)、半径一板厚比(a/h)、境界条件が一意に決定された条件では、応答解析にはシェ

/レ中立面単位面積当たり重量(m)、ヤング係数(E)といった情報は必要でなく、これらの材料学的なパ

ラメータを 1つにまとめたパラメータ A(=md/Ehg)を与えるのみで応答解析を遂行でき、その応答性

状も材料パラメータ Aのみを用いて表現することができることを示している。同様に材料パラメー

タAには半径(α)や板厚(h)も含まれているが、これらを与えることなく応答解析を遂行することはで

きない。ここでは実地震波による応答解析を行うことを目的としており、その地震波に含まれる実

次元の長さの単位を必要とするので、応答解析時には半径(あるいは板厚)を与えなくてはならな

い白よって、ここでは半径を 30mとして計算を行う。

なお、水平加速度Yは、逆対称変形時の断面力と次の関係にある。
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ここに、上付の lは逆対称時の固有モードの周方向余弦展開次数が 1であることを示している。

運動方程式(3.1)の解 wを、近似固有モード式(2.14)のうち逆対称近似固有モード式 (w/(ゆ))を用

いて以下のように仮定する。

W = Wc cosθ (3.3) 3.3 入力データについて

Wc=2wrl附 C(t)，W/ =主G川W

T1c+tβIT;'"=，s2V (3.4) 

数値計算例として EICentro及び神戸地震波記録 (Kobe-JMA)の水平振動 NS成分の加速度ピーク

値を 100galに正規化したものを外力として用いたときの応答を計算する。これらの記録は 0.02秒間

隔のデジタノレ量で与えられているので(3.4)式の未知関数 T;'"(t)は解析的に求め得ない。ここでは

Nigam Jennings法により直接数値的に計算する。しかしながら、通常用いられる程度の球形ドームの

低次の固有振動数は、これら地震動の卓越振動数より低くはないので、この 0.02秒程度の間隔で採

取されたデジタル量をそのまま用いたのでは解の精度と収数性が保証されないと考えられる。従っ

て、本計算ではデータ問を数十分割し線形補完したデータに基づいて数値計算を行うこととした。

線形補完するための分割数について幾つかの数値解析により検討した結果、 10分割で精度、収数性

共に望ましい結果が得られることが確かめられたので、本計算はデータ聞を 10分割した結果を示す。

その他の入力パラメータは表 lのようになっている。

ここに、 tは時間、 M1は使用する逆対称近似固有モードの数、行、 N1は Legendre陪多項式及び

それを使用する数を示し、係数G~i は 2 章の近似固有モード作成法により半開角、半径一板厚比、ポ

アソン比および境界条件を満たすよう定数として得られたものとなっている。モード重畳法による

応答解析を遂行するため、 (3.3)式をこの支配式に代入し、 Galerkin法を適用すると 、時間関数T，C(t)

についてー自由度系に等価な次の微分方程式が得られる。 (i=1'--"'N) 

，so =泣G~/G~i刈， k) 
k=1 )=1 
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tA=-L立GJISl(ね)
， fJo k=1 j=1 

A ， -..， J ， 

入力地震波 EI Centro・NS.Kobe-JMA-NS

ポアソン比 0.3 

減衰率 0.02 

半開角 30，45，60，75，90度

半径一板厚比 (a/h) 100、400、1000

使用する固有モード . 1st ---6th 

境界条件 固定支持、単純支持

半径 3，000cm 

材料パフメータA .0.000075---0.001500 
A=竺 : K-12(l-f)G2一一

Ehg h.! 

であり時間関数T、および水平入力加速度Yは板厚で正規化している。(つまり、片=寸 Ih、

Y三 V/h)。詳細な定式化は 4章を参照されたい。 (S"(j，k)は(2.12)式と同じ)

逆対称モードによる応答解析は(3.4)式を解く問題に帰せられる。 (3.4)式より明らかなように、応

パラメータ Aの値は実構造物を想定して数値範囲を設定し、半開角として 5種類、半径一板厚比

として 3種類、境界条件として 2種類のそれぞれの組み合わせについて材料学的パラメータ Aを変

化させて計算を行う。
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計算に使用している固有モードの一般化固有振動数Qを表 2に示す。これらの値に材料パラメータ

dの平方根の逆数を掛けたものが実際に考慮、した、ンェルの固有円振動数となる。ここでは表 Iに示

すように材料パラメータとして 0.000075から 0.0015までを採用しており、表 2に掛ける材料パラメ

ータ dの平方恨の逆数の値は、およそ 26.46から 115.5となる。例えば、材料学的パラメータ Aが

0.0001であるとすると、(この値は半径が 30m の場合、材料学的パラメータ Aに陽に含まれる半径

一板厚比に関係なくヤング係数、単位体積重量としてコンクリート材料のそれらを用いていること

を想定していることになる)、その逆数の平方根は約 31.6となるので、一般化固有振動数の値が 0.1

の差を持つ固有モードは実構造物では僅か 3Hz程度の固有円振動数の差しか持たない固有モー ドと

なっており、かなり近接した固有円振動数を持つ構造物で、あることがわかる。

Modified Natural frequency n of Dome; Simply Supported，がh=lOOO

h.o.a. I 1 st 2nd 3rd 4th 5th 6th 

30 I 0.9949 1.0032 1.0159 1.0387 1.0640 1.0911 

45 I 0.9821 0.9952 1.0001 1.0056 1.0129 1.0203 

60 I 0.9222 0.9807 0.9920 0.9965 0.9997 1.0034 

75 I 0.8157 0.9652 0.9860 0.9929 0.9963 0.9989 

90 I 0.7491 0.9487 0.9795 0.9892 0.9937 0.9964 

3.4 逆対称変形時の各応力

表 2 逆対称固有振動数Q、 (ω=D./..[A) 

逆対称変形時の各応力は(3.3)式のように変数分離したとき Legendre陪多項式により以下のように

表される。(詳細な定式化は 4.5および 4.6節参照)

N mムム 1-1. cot mp10 + plj A. (_1_ -t-1 -j(，. -t-n i -? +. i( i -1-n 11 。=沿いiーいot針。+ぺ弓li竹A，jl什十刊ル川一寸j川
I -I -¥ Sln伊 ) I I Modified Natural tTequency n ofDome; Fixed End， aIh=lOO 

h.o.a. I 1 st 2nd 3rd 4th 5th 6th 

30 I 1.0411 1.2116 1.6614 2.4137 3.4382 4.7118 

45 I 0.9903 1.0403 1.1579 1.3947 1. 7672 2.2706 

60 I 0.9330 0.9961 1.0434 1.1338 1.2887 1.5185 

75 I 0.8370 0.9755 1.0073 1.0496 1.1216 1.2340 

90 I 0.7050 0.9571 0.9911 1.0168 1.0553 1.1157 

Modified Natural仕equencyn of Dome; Simply Supported，がh=IOO

h.o.a. I 1 st 2nd 3rd 4th 5th 6th 

30 I 1.0368 1.1436 1.5121 2.1902 3.1460 4.3538 

45 I 0.9901 1.0270 1.1173 1.3205 1.6582 2.1292 

60 I 0.9282 0.9902 1.0300 1.1063 1.2428 1.4525 

75 I 0.8258 0.9708 1.0016 1.0382 1.1012 1.2024 

90 I 0.6921 0.9524 0.9876 1.0112 1.0453 1.0992 
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Modified Natural仕equencyn of Dome; Fixed End，がh=400

h.o.a. 1 st 2nd 3rd 4th 5th 6th 

30 1.0025 1.0306 1.0674 1.1468 1.2986 1.5286 

45 0.9838 0.9997 1.0116 1.0301 1.0647 1.1228 

60 0.9284 0.9833 0.9955 1.0045 1.0175 1.0378 

75 0.8221 0.9681 0.9883 0.9964 1.0035 1.0128 

90 0.6986 0.9515 0.9814 0.9914 0.9973 1.0032 
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Modified Natural frequency n of Dome; Simply Supported， alh=400 

h.o.a. I 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 

30 I 1.0003 1.0285 1.0624 1.1 179 1.2494 し4574

45 I 0.9832 0.9994 1.0112 1.0249 1.0535 1. 1 048 

60 I 0.9266 0.9819 0.9942 1.0026 1.0140 1.0321 

75 I 0.8167 0.9660 0.9871 0.9954 1.0021 1.0106 

90 I 0.9381 0.9779 0.9899 0.9960 1.0019 1.0083 

Modified Natural什equencyn of Dome; Fixed End， aIh= 1 000 

h.o.a. I 1 st 2nd 3rd 4th 5th 6th 

30 I 0.9960 1.0051 1.0216 1.0425 1.0662 1. 1 100 

45 I 0.9826 0.9956 1.0005 1.0061 1.0132 1.0223 

60 I 0.9281 0.9821 0.9927 0.9971 1.0004 1.0044 

75 I 0.8192 0.9665 0.9867 0.9933 0.9967 0.9994 

90 I 0.6846 0.9499 0.9803 0.9897 0.9941 0.9967 

Moぞtt，c;+-ÂJ(~+V)}卜1- v)cot内1"+{出-j(j + 1川ι∞sθ

M印=一旦(1-必芝G~A l -λ; (1 + v)iliy-2幻11T;C sinθ 
'j:( -JI l- K J L sin o -J sin 2 o -J r I 

Qo =一号224ρ-j山門∞s

Qe =竺土泣 G;，.{2-j(j + l)}~' T/ sin{} 
U 凡 JUlr j=1 }=I 
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3.5 数値解析結果及び考察

表 lに示す半開角 5種類、半径一板厚比 3種類、境界条件 2種類の組み合わせについて材料学的

パラメータ dを変化させた応答解析を遂行した。球面上の位置、時刻に関係なく、応答加速度の絶

対値が最大となる値のみを取り出し材料パラメータ Aとの関係を示したのが図 1である。図1.1は

入力地震波を EICentro NS成分としたもの、図1.2は KobeJMA NS成分としたものである。償軸に

材料学的パラメータ A、縦軸に応答加速度の絶対値の最大値をとり、凡例として半開角を採用して

いる。図1.1および図 1.2はそれぞれ上下3段組、左右 2段組となっているが、上段が半径一板厚比

が 100のもの、中段が 400、下段が 1000のものであり、左側に固定境界、右側に単純支持の応答解

析結果をそれぞれ示している。これら想定した入力地震波の区別なく、最大応答加速度だけを見る

場合、単純支持よりも固定境界の球形シェルの方が地震応答が大きく現れることがわかる。また想

定した材料学的パラメータの範囲では、その値が大きくなるほど、 地震応答加速度が大きく現れる

ことがわかる。

続いて、半開角、半径一板厚比、材料学的パラメ ータ等が同じで境界条件のみが異なる球形シェ

ルの応力分布状態の比較を行った。応力分布状態例を、 横軸に頂点を 0とした半開角、縦軸に各応

力をヤング係数で正規化し図 2に示す。半開角が 75度、材料学的パラメータが 0.0001、半径一板厚

比が 400である球形、ンェルを対象に、 KobeJMA NS波を水平方向地震外力として与え、左側に固定

境界の応力分布状態、右側に単純境界の応力分布状態を示す。境界条件の違いによる球形シェルの

振動応答を比較するには、発生した時刻およびシェル面上の位置に関係なくそれぞれの応力の最大

応答値を取り出し調査する方法、，あるいは応答変位の絶対値の最大値が発生する時刻での応力分布

状態を調査する方法などが考えられるが、ここでは応力分布状態を比較するだけの目的で最大応答

加速度が発生した時刻の各応力の分布状態を経線に沿う方向に示している。各応力の応答値および

応答分布状態を比較することが目的であるので、境界条件の違いにより発生する最大応答加速度の

差がなるべく小さくなる幾何寸法および材料常数を選択した。対象としている形状の、ンェルに Kobe

JMA NS波を水平地震外力として与えたとき、固定境界では時刻 3.42secのとき最大応答加速度

14.64gal、単純境界では時刻 2.62secのとき最大応答加速度 10.69galが発生しており、固定境界のも

のが単純境界のものと比べておよそ 1.4倍の最大応答加速度が発生している。

ところで、各応力は前節に示すように周方向の分布状態を示す cosθ あるし 1は sinθが掛かった式

となっている。応力分布状態はこれらの周方向成分を掛けて表示されるべきではあるが、表示を簡

便にするため cosθ が掛かる応力に関してはθ=o~ sinθ が掛かる応力に関してはB=rc/2の経線に沿

う方向併について表示している。図 2の境界条件による各応力の応答値が正負逆に見えるのは、こ

れらθの方向について示したためであり、最大応答値がθに関して逆対称となっているにすぎない。

本計算例において固定境界のシェルが単純境界のものと比べておよそ1.4倍の最大応答加速度が発

生していることは述べたが、この1.4倍という数値も図 2の各応力の分布状態の最大値を見る限りに

おいてはあまり意味を持つとはいえない。面内軸力 Nおよび面外せん断力 Qは単純境界の方がその
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応答値が固定境界のそれより大きな値となっている。

球形シェルを実際に設計するには、発生する応力の分布状態を知ることが必要である。前節に示

すように各応力は時間関数 7アとそれに掛かる係数の積の和で表されるが、固有振動数が互いに近接

しているため、何れか 1つの時間関数のみが卓越した値を持つことはなく、またその正負も予測で

きないので、仮定した地震波において個別の形状の応答解析を遂行せずに応力分布状態を把握する

ことは出来ないといえる。

なお、本計算例では最大応答加速度が発生したときの応力分布状態を示したが、仮に最大応答変

位が発生したときの応力分布状態を考察の対象としても上記と同様に単純な比較検討では設計資料

となり得る結論は得られない。

3.6 まとめ

逆対称線形強制振動応答解析が近似固有モードを用いることにより容易に行えることを示した。

領域積分が閉形関数で表され定式化が極めて簡便になり、幾何学的パラメー夕、材料学的パラメー

タの値によって大きな応答加速度が表れることがわかる。

また、振動時における各応力分布状態を示し、最大応答加速度や最大応答変位のみを考慮するだ

けでは、実設計に必要な各応力を推定することは出来ないことを示した。固有振動数が互いに近接

した当該構造物においては、何れか 1つのモードの時間関数のみが卓越した値を持つことはなく、

またその正負も予測できないので、個別の形状を仮定した地震波において応答解析を遂行せずに応

力分布状態を把握することは出来ないことがわかる。
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図1.2最大応答加速度 (EICentro NS成分)
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対称・逆対称モード共存時の球殻非線形運動方程式の閉形表現4. 

はじめに4.1 

前章では線形理論に基づく地震応答解析を遂行したが、薄肉ドームでは内在するであろう幾何学

的非線形性の影響を解明することは、外乱応答特性を明確にする上で極めて重要なことである。本

章では上下地震動および水平地震動を受ける当該構造物の幾何学的非線形方程式を導く。既往研究

。
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地震動のみを受ける球形、ンェル構造の動的不安定挙動を調べたもの[30，31，32，34，35]およびかなり近
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似性の高い逆対称変形モードを用いたもの[18，19]のみであり、上下地震動および水平地震動を同時

に受ける当該構造物の幾何学的非線形挙動把握のための定式化を行ったものは初めてである。

本章では、 2章において示した球形、ンェル近似固有モードのうち、軸対称および逆対称、近似固有モ

ここで得られる非線形運動方程つまり、ードを同時に考!害、した幾何学的非線形運動方程式を導く 。

，F 

-

¥

 

-、
』
¥

』.、
』

J

h

ご.、~』
』マ

『

この非線形運動方程式の各係

数を必要に応じて使用することにより、次章以降で行う水平地震動のみを受ける当該構造物の非連

成動的座屈問題、応答変形が緯線方向に伝播型となる Travelingモードの考察、定常振動解の安定性
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なお、本論で取り扱う球形本節では法線方向非線形運動方程式および適合条件式の誘導を行う。

Uを無また、 u、vの慣性項が、シェノレは頂点が閉じており、境界がーヶ所だけのドーム型である。

視 した、flexural振動を仮定する。

運動方程式4.2.1 

D'Alambertの原理を用いる と、幾

何学的非線形運動方程式は、上下、水平方向 2方向に動的外力を受ける場合、以下のように表され
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(Nωsinゆ)υ +N~ + Neo COSrp -Qe sinrp 
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g 'otl. 
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(Qo sin砂)0+Q~ +sin砂(No+Nθ) 

+ (No sinrpφI+Nωsin砂φ2)0+ (φINω+φ2Nθ)' 

一竺笠三sinrp三三乙4!Lkデバ(μw一U∞叫sゆ砂一川砂仰仇∞ωωsOθ一W仇附附r、1冶S討αi訂inrpsi
• g ， otJ. 

(MosinOt+Mみ-Mθcos砂+aQosinO = 0 

M~+(M印 sinØ)O + M印 coso+aQθsln砂=0

=-:. ，こ、

φl=1(u+wn)=L〆、
a a 

φ7=i(ν+ヱ二):::::: W' 
" a ' sinゆ αslnゆ

(4.1.c) 

( 4.1.d) 

(4.1.e) 

(4.1.η 

であり、 αv， wはそれぞれ上下方向、 θ=0軸上の水平方向、 θ=90軸上の水平方向強制変位である。

ふU

4.2.2 歪一変位成分関係、式

り=jv-w+会(W
o
)2}=l. 

eo=工{ucotが L7-w+J-(手了)2}三Lee+Nee
αsln  (/) La Sln o 

eui古川叫+去る)吋Neθ4
G 

ke=与(w(}(1 +w)+よら三1.K o+ N K o 
a- a 

Kθ=与(iJwfJcot砂川)+ieθ 日 +NKθ
a- Sln-(/) a 

W(θ=π/2) 

. ... 1 .... 1 
kω-~ ・ 1(-w'cot ゆ +w' (1 一 τ WOw')+-=-e印三L Keo十NKω

a-Sln (/) L a 
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(4.2.a) 

(4.2.b) 

(4.2.c) 

(4.2.d) 

(4.2.e) 

(4.2.t) 

4.2.3 応力一歪関係式

Aグt Eh
3 

o = ヲ (KtiJ+VKθ) 
"1' 12(1-vJ.)'''' (7 

Ad Eh
J 

= ヲ (Kθ+VKtiJ)

12(1-vJ.)' v 'p 

M山 Eh3 ん

L1.J. = KLl-" 

叩 24(1+ v) 叩

Ni Eh f ヶ...'}(e(j¥+veθ) 
1-V-

N Eh 
θ=ァーマ(veo+ eθ) 

1-V-

N Eh e - -
θe-2(l+v)じθ，

4.2.4 面外せん断力 QφQθ

(4.3.a) 

(4.3.b) 

(4.3.c) 

( 4.3.d) 

(4.3.e) 

(4.3.η 

モーメントー曲率関係式(4.3.a-4.3.c)及び曲率一変位関係式(4.2.d-4.2.ηをゆ軸まわり回転釣合式

( 4.l.d)に代入し、垂直応力一歪関係式(4.3.d-4.3.t)及びo，()方向釣合式(4.I.a， 4.1.b)を用いると、

r. D ，-1 D __... _ D 
Qo =一11+ττ| 寸H~)(w) 勾一二千万~(w)

¥ a-l¥_ } a- a-
(4.4) 

が得られ、同様にθ軸まわり回転釣合式 (4.l.e)を用いると

{乃 ll D D 

Qe = -11 +千万I J~ ， H~(w):::::: 1~ ，H;(w) 
¥α"" K) a.) sin砂 aj sinO ~ 

(4.5) 

が得られる。ここに、

D = _E_h_J_. K = _E_h - ---
12(1-v2

) 一 1-v2 

である。

4.2.5 面内せん断力 N.;.N(t Noo 

本論では f1exural振動を仮定しており、 u、vの慣性項が、ジを無視した、(4.1.a)、(4.l.b)式を満た

すように、応力関数vを導入し、 No，、N小 Nooを以下のようにおく。

No=I.No + NNo 

Nθ三I.Nθ+NNθ

Nn-，，=，NLl， +..N θo -1.-'" eo I N θ。

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

ここに右辺に於ける左下付きの Lは線形項、 Nは非線形項を表し、以下のように求めることが出
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来る。

(1)線形項分

Nø = 与~ • Y/; 1 ゲ cotO+v-EH2(叫
a-I Sln -o a I 

…υ.. 
+二ニ{UCOSo + V sin砂cosθ+W sinOsinθ) 

g 

L
Nθ=去{V'川

…υ .. 
+二二{Ucos件+V sinOcosθ+ W sinrpsinθ) 

g 

LNd-JTJL+呉b，l
'1' a.! l sinゆ sinL o' J 

(2)非線形項分

N~ = Eh _ (、 1 Eh 1 ，、 (~1 ~ ， =亡v2¥N e， +v Neθ ) 寸亡戸~ (W")-+ VIー-・「

N" = Eh _ (.， e" +v.，e ~ ) = ~ Eh _ J V( 、 (~1 ~ 
θ一亡戸 e"+v.，eρ コ亡内川 ‘判 inoJ i 

Eh _Eh wOw' 
，1.， _ ，.~ー -

Nυθゅ-2(1+v) Nレθ'-2a2(l+v)sin砂

4ユ6 支配方程式

(1)法線方向運動方程式

法線方向釣合式(4.1.c)に、 (4.4)"'(4.8)式を代入すると、以下の法線方向運動方程式が得られる。

ma4 
_._ a3 1 .. . _ -:-:-

[H2H2(w)--:... H2(l/f) +一~ w]一一一一(sin仰 1/.N， + sinρ2/.Nω)
。

gD ~ D sin o ' . 11. '1' 

-:-:-.. a
3 1 

一一一一(φ 1I• Noけφ2 1. Nθ )' 一一一一{sin凡NけNNo )}
D sin o' 11. V 'I' '-" V ， D sin o 

a
3 1 

_ a~ ._1 . (sinρI N̂午+sinρ2N NOo)υ一一一一(φINNω+φ2NNo)'
D sir1666D  sir16 

=3竺2:{UC054+vmがcosθ+WsinOsinθ}+一二U{cosrpHo(w)-w(Jsinrp} 
gD " gD 

+竺三附nrpHo(w)+w(}c叫 -w'些).. 
g1J Sln伊
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(4.6.L) 

(4.7.L) 

(4.8.L) 

(4.6.N) 

(4.7.N) 

(4.8.N) 

+itwMo山。∞srp+w 竺t~}
slno 

(4.9) 

(2)適合条件式

歪一変位成分関係式(4.2)より以下の適合条件式を得る。

D 
H2H1 (l/f)一(1-v) -=-H 2 H 2 ( w)十 EhaH2(w)

α 

ー 1 W'....， ... W' 
+ Eh{w()() HO(w)一(W(}oy2一(νwννογJ

S剖ln-o s剖ln-dJ 
(4.10) 

4.3 たわみモードの仮定

球形ドームの半開角を4。とする。 (4.9)および(4.10)の解 wを、2章で示した球形シェル軸対称、及び

逆対称近似固有モード式 (W，(三 W;O)、W，I) を用いて以下のように仮定する。

w= Wo +w事 sinθ+ Wc cosθ (4.11) 

Wo=ヱW，(ゆ)T， (t) 、~(ゆ)=ヱGλ(cosrp)
1=1 J=I 

A
m
y
 

F
3
 

0
 

c
 

f
f
 

G
 

M

叶ヤ
ム
同'

W
F
 

mL，
 

，
e' w，

 

川
ヤ
ム
同

W
 

T
l
t
 

，A
u
r
 wf 

叫
す
臼
同

w
 

ここに、 Mo，M1は使用する軸対称及び逆対称モードの数、 PJ、P/，~。、 N1 は Legendre (陪)多項

式及びそれらを使用する数を示す。 Gj人 Gjllは 2章の近似固有モード作成法により計算される定数

であり、球形シェノレの半開角、半径一板厚比および境界条件等を満たすように求められた定数であ

る。 T，(t)、Tj勺)、行(1)は時間関数を示し、上付の文字がないものが軸対称変形モードに関するもの、

cあるいは sとなっているものが逆対称変形モードに関するものであり、逆対称変形モードを cosθ

とsinθ の積の和で表すことにより、緯線方向に伝播型の応答変形を考慮、した応答解析が可能なもの

となっている。

また、適合条件式(4.10)の線形項のみを用いて、上式(4.11)より応力関数vは以下のように計算され

る。適合条件式(4.10)は、非線形項を含む歪一変位成分関係式(4.2)より計算されたものであるが、応

力関数vは面内せん断力 No、No、N(J8の成分の内、線形項を満たすように導入したものであるので、

応力関数を求める際には線形項のみで計算を行わなくてはならない。線形項のみを用いることから、

応力関数vは軸対称および逆対称モードそれぞれについて以下のように求めることができる。

(1)軸対称近似固有モードに対する応力関数

適合条件式の線形項

D 
H2HJ(Ijf)一(1-V)~H2H2(W) + EhaH2(w) = 0 

α 
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に、軸対称たわみモード式

Wo=bM)TI(f)、w;(rjJ) =芝Gλ(cosrjJ)

と、それに対応する応力関数式を以下のように仮定し

r、ん~ N。
Vo=7ZVt(砂川(1)、¥.f'， (ゆ)= LGJ1λλ(∞srp) 

代入すると、

芝泣2Gqj〆川t

となるo ここで、微分演算子 H。等と Legendre多項式の関係

H叫町0〆(何叩乃り小)=可庁庁r小M川~川rυ川)+co村叩叩C∞ω O飢t川川P+ 」τブP"=-←寸一ゴ)(いj介川川+叶叫lり閃)川弓
δ出ln-(ω μ 

H1(弓)= HO(弓)+(l-V)Pj

H2(Pj) = HO(弓)+2Pj

Eha2 12(1-v2 )a2 

D h2 ー

を考慮すると、上式[]内は任意の Gjlについて成り立つので

λj {2 -j (j + 1) } { (1 -v) -j () + 1) }弓一(1-v){2 -j(j + 1)}2弓+K {2 -j (j + 1) }弓 =0

より

守 (l-v){2-j(j+1)}-K 
a ー

--j 1 -v -j (j + 1) 

が求められるので、軸対称近似固有モードに対する応力関数は以下のように求められる。

n M() Nu 

Vo=7ZY(砂川(t)、 ¥.f'， (ゆ)= LGjiAλ (cosrp) 
)=1 

勺 (1-v){2-j(j+1)}-K 
a ー. -j 1 -v -j (j + 1) 

(2)非対称近似固有モードに対する応力関数

逆対称変形モードを含む非対称変形モードを

Mn 
N 

Wn=¥芝rω)0(t)cosnB、WJゆ)=ヱG;;Pj
n
いosrjJ)

と仮定するとき、それに対応する応力関数式を以下のように仮定する。
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n Mn Nn 

Vn=75vf(砂川(t)cosnB、¥.f't(砂)=LG;初 (cosrjJ)
j=1 

軸対称時と同様に適合条件式の線形項に代入すると

M_ N 

LLGJ，[H2HI(λ;庁cosnθ)-(1-v)町民(庁cosnθ)+Eha三H2(Pj
n cosnθ)]T， = 0 

D ..' J 

(__()() . __() n
2 --， 

Ho(Pjn cosnθ) =1庁 +cotφpn 一一'2.1p，n IcosnB=-j(j+1)庁cosnB
¥ - - Sln -o .' J 

H1(}プcosnB)= HO(庁cosnθ)+(l-v)Pj
ncosnθ 

H2(P/ cosnθ) = Ho(P/ cosnθ) + 2Pj
n 
c∞osn 

であり、これらを考慮すると軸対称称、時と同様にして

1n (l-v){2-j(j+1)}-K 
-

--j 1-v-j(}+l) 

が得られる。明らかにこの式は周方向展開次数 nに独立しているので

勾=叱

より、非対称近似固有モードに対する応力関数は以下のように表すことができる。

1"'¥ M_ N I I .-. n 

v n=75wmcM、Rn仲

、-、-，司，
、ー..._!、ー、

λ ー (1-v){2-j(j+1)}-K -
J 1-v -j(j + 1) 

以上をまとめると、式(4.11)に対応する応力関数vは以下のように表すことができる。

If/ = D {If/ 0 + If/s sin B + If/ c cosθ} 
α 

(4.12) 

If/o = L ¥.f'，(砂川(1)、史的 =L Gj;AjPj (cosゆ)
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cd o
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f
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す

f
]

同

V
 

T
t
r
 

，mv' v
 

M
川

γ人
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λ ー (1-v){2 -j(j + 1)} -K -
j 1 -v -j (j + 1) 
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0右辺

…リ..
3ぶ二ι{Ucoso + V sinOcosθ+ W sin Osin B} 
gD 

非線形連立2階常微分方程式4.4 

(4.20) 
モード重畳法は、法モード重畳法による幾何学的非線形応答方程式の定式化を行う。本節では、

…ー・ 2・
ぷ云U{cosOHo(w) -w(l sin件}
gυ 

線方向運動方程式(4.9)に、 (4.1.η、(4.6)、(4.7)式を考慮、しながら、仮定したたわみモード式(4.11)及び
(4.21) 

i岩ty {い似S討叫i
.. 

sln (J) 

応力関数式(4.12)を代入し、続いて、得られた運動方程式の両辺に、 3種の近似固有モード式

軸対称固有モード(a) :的sin砂
(4.22) 

(4.23) 盟 :W{Un仰 o(w)+WO cos砂+w'竺B}
.. 

gD ' ， V'  / T sin o 
これらの操

(b) :的IsinOcose逆対称固有モード (cosθ系列)

を乗じ、 θを(0，2π)の範囲で、併を(0，仇)の範囲で積分する Galerkin法により行われる。

作を行うと、 l番目のモードに関する時間関数 T"T/" T/のみを含んだ非線形連立 2階常微分方程式が

逆対称固有モード (sinθ系列)(c) :的Isinゆsinθ

また、微分演算子

H2(w) = H2(wO) + H2(w~)sinθ + H 2 (W，..)COSθ 最終的に得られる。以下の定式化中で用いている数式番号に含まれる(a)、(b)、(c)は、上述の 3種類

を採用する。の近似固有モードを掛けた GaJerkin法を適用する操作を行っていることを示している。

なお、各上式の性質から、 (4.13)、(4.14)式を線形項 l、2、(4.15)'"'-'(4.19)式を非線形項 1'"'-'5、(4.20) これら、 (a)'"'-'(c)の近似固有モードはθ方向にはい)1 、(b)cosθ、(c)sinθの、 4方向にはい)Wk si時、

を線形外力項、 (4.21)'"'-'(4.23)式を非線形外力項 1'"'-'3と呼ぶこととする。(b)的1sin仇 (c)的1sinOの成分を持ち、また仮定したたわみモード式(4.11)等も変数θおよび併につい

て独立した式となっているので、 GaJerkin法による領域積分は、初めにθに関する近似固有モードに

線形項積分4.4.1 含まれるこれらの成分を掛けた後θに関して(0，2坊の範囲で積分を行い、その後併に関する近似固有

初めに線形項 ((4.13)、(4.14)、(4.20)式)に Galerkin法を適用する。モードに含まれるこれらの成分を掛けた後併に関して(0，仇)の範囲で積分を行う。

(a)1、(b)cosθ、(c)sinθ、を掛けたあと 0'"'-'2πまでθについて積分しπで曾jった結果を示し、その後、ここで、定式化を明確に表現するため、法線方向運動方程式(4.9)中の各項に以下の式番号(4.13)'"'-'

(a)的 sin件、 (b)的 1si時、 (c)的1sin併を掛け O'"'-'rA。までゆについて積分する。なお、併方向の積分の際(4.23)を付ける。 (4.13)、(4.14)、(4.20)式が線形項であり、その他の項は非線形項となっている。

に幾つかの Legendre陪多項式のヨ重積の積分を定義するが、それらはまとめて後ほど示す。

(4.13) 

0左辺

mH2(W)-2H2(V)] 
0線形項 1((4.13)式)

HA(W)-2H2(V) (4.14) 
ma 
一一一-).1ノ

gD 
(4.13) 

(4.13.a): 

( 4.15) 44(ゆ 1f，九十S帆凡)。
iノ slno ω7向積分

~r附2(W)-2H2(V脚=2(互2互2州 -3丘2(lf/O)] -2:」一(φILNIθ+φ21.NIθ)'
D si n o' "， V '1' 

( 4.16) 

上式に W，sin併を掛け、ゅに関して 0'"'-'仇の範囲で積分する。

(4.17) 一ιJ-{sinゆ(NNo+NNθ)}D sin o ' . ，，. '1' 
同1___ __ a 

2[" [互2丘2(wo) -:. H 2 ('1/0 )]~ sin OdO .() ~-...-..， v'  D-

，A
V
'
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一一
(4.18) 447(mρ1 NN， +s明 NNeo)υ

Lノ Sln(J) 

=2555GFIl{2ーか1)}{2-}(}+1)一λJ}fl P，P'叫ゆス
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(4.19) 
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モードの直交性より、

N.. N 

=2芝ZGjlGIl{2-j(j+川{2-1'(1' + 1)一人}S(1'，i)T， == A，2T， 

ここに、以下の式を定義する。

S(1'，←t' Pj P， sin Odゆ

(上式の積分は園枝により Legendre多項式の級数で与えられており [21，22，29]、4.4.4節に採録してい

る。)

(4.13.b) : 

妨向積分

~r附2(W)-2H2附ωdθ=万2E2(wu)-F2W

上式に w/sinOを掛け、例こ関して 0"""'"仇の範囲で積分する。

'[H2H2(W
c
)一τH2 (ljIC))]W，' sin Odゆr' [H 2 H 2 (Wc ) - ~ H 

=主主G~/Gi~{2ーか1印ーか1) 一 λj}SIω

ここに、以下の式を定義する。

内 ，i)= !' P) p;1 sin Odゆ

(4.4.3項で Legendre陪多項式の級数として表されることを示す)

(4.13.c): 

θ方向積分

iYWA例ーもH州 sinBdB =日州ーもE削

(b)のときと同様にして、

'[H 2 H 2(Ws)一τH2 (ljIJ)]W/ sin Odゆf一一 :-

= 主主G~/G山ーか1)} {2ーか1)ーん}SI(1'，i)ド BfTlx

0線形項 2((4.14)式)

(4.14) けla
4

一一一-W
gD 

(4.14.a) : 
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妨向積分

I mfl /'t.tr mfl 

A ニニ J wdθ=2ニニ仇 =2ι4w"
πgD ./) gD V V 

併方向積分

N.. N 

2 μ [' が向oW，sin 砂μd砂←=2むμ42エ=:LGj〆i'ρ舟Iρ点G"刈 /

)=1 1=1 

(4.14.b) 

G方向積分

I mfl /'t.tr mfl 

二二二 Iwcosθdθ=ニニが“=凶がI
1! gDぬ gD " .. 

件方向積分

N， N 

lC4 rJ

品川1sinμゅ=IC4:LL G~/Gi~SI (j，i)えC 三 BJZc
j=1 ;=1 

(4.14.c) 

妨向積分

I mn  I'!t.tr rnll 

二一二二 Iwsinθdθ=二二-)4ι=KAw.. 
1! gDみ gD 吊 '

ゅ方向積分

KA r' W'¥'W，' sinOdO =凶器何IGi~ SI(1' 前三科

0線形外力項 ((4.20)式)

(4.20.a) : 

3 4 {U coゆ+ VsinO ω +W仇内内討m叫i泊n砂れ似州仰S討山ωinBθ
gυ 

紡向積分

(4.20) 

山月4 1 ~tr ....  .._ __ • _ _ ma4 

2こよ ["{U cosがけslnゆcosθ+WsiリSlnθ}dθ=3一一・2UCOSo = 6KAU COSo 
gDπゐ gD

ゆ方向積分

ωf叫 M4=64Ghc川

N， 

= 6KAU:LGjlS(1，1') = A，7U (・.・ coso=汽)
}=1 

(4.20.b) : 

妨向積分
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3竺4乙工斗f1r{Uc叫 +VsinOωθ+W仇州彬仇内S討叫i
包υπ4

山口 u 

=3ニニ • V sin o = 3KA V sinゆ
gD 

併方向積分

wZGJlhls川 (".・sinO= ~I) 

三 BI7y

(4.20.c) 

妨向積分

34土r1r

{U cos o + V sin o cos e + W sin o sinθ)ωdθ 
gυπ 到

山口 ・・
=3二二.Wsin砂=3KAW sinO 

gD 

4方向積分:(b)のときと同様にして

=BJPF 

4.4.2 非線形項積分

非線形項となる部分の項の定式化を示す。非線形項は Legendre(陪)多項式の多重積分を含むた

め、初めに、これらの積分を行うときに使用する係数α/、blの定義を行い、 DZn、Df，n、Dfln、

Dr，n、ιの記号を導入する。その後、 θに関して 0""2πの区間で、積分した式を示し、続いて、。

方向積分を実行する。なお、前項と同様にゆ方向の積分の際に幾つかの Legendre陪多項式の 2重積

および3重積の積分を定義するが、それらは Legendre陪多項式の級数で表され、それらはまとめて

後ほど示す。

(1 )係数 al、blおよびD丈n、Dたn、Dff，n、Drn、広，kの定義

Legendre (陪)多項式の 3重積分、 4重積分を行うため、これらの記号の定義を行う。

O係数α/について

P，(cosO)三よ-;P，' (cos砂)
slno -

を定義すると、この乃は以下のように Legendre多項式の和で表すことができる。

予μむちゃドヱa/~

71 

ここに、 alは以下の係数となる。

d=J2l+l f<ja州 j-11= odd 
I 0 otherwise 

0係数blについて

先に定義した乃を用いて、以下の式を満たす係数blを定義することができる。

ザ=(j + 1)て-え1-土問
ここで、

子炉s約=ヱαiPi 
1=0 

を用いると、係数 blは以下のようになる。

ダ =1 (j + 1)2ーイ1 (1 = j) 
I l-a(+1 (/-::j; j) 

ODrn、Df.n、Dfん、 D3.n、Eμ

下記の式を満たすDr，n、DXn、D丸、 Dflnを導入する。

pn 
p什α

 

G
 

村
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ム
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パ
で
ム
ハ間
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D

j

 

小
で
ノ
釘
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p行'D 
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川

パ
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ム
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ル
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ち
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]
州

芝Df;λ=泣阿川r

これらの式の両辺に Poを掛けてー1""+1まで積分すると左辺で非ゼロとなるのはn=Oのときのみであ

り、このとき左辺は 2/(2n+l)をとるので

D之n = LLa(α:1 F
O 
(1， m， n) x (2 n + 1) / 2 

1=1 m=1 

D ;:.n = L L a ( b/~ F 
0 
(1， m， n) x (2n + 1) / 2 

1=1 m=1 

D丸 =LLbjαI~I FO 
(1， m， n) x (2n + 1) / 2 

'=1 m=1 

D::JE=ヱヱbjb:'F
o 
(/， m，n) x (2n + 1)/2 

1=1 m=1 

となる。ここに、 関数 FはGauntにより示された Legendre陪多項式の 3重積の積分を Legendre陪多
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INY=-」7WCOt州 +vJ2(wJ
Sln -(/) 

項式の級数で表したものであり、その内容は 4.4.4項に示す。

N川;o~= 一」77明-;lfIc:帆κc:汁.十代+代C∞叫O
S剖ln一の

また、以下の式を満たすEljkを導入する。

LN;l=vfJ+Vx-H2(wz) LN;。=vfJ+Vo一互2(WO)、

日 10 1 … υ • COStt ... …一.".. .，. 
LUN-sin4Y5・sin2 o 'f' 

LN;。=v;JO+Vt・-H2(Wι)

h，OI _ 1 …。 coso... 
L 均一 sincb 'f/ c 平2O'f/

PJPトヱEリIP'

このとき右
両辺に Poを掛けて-1'"'-'+ 1まで積分すると、右辺で非ゼロとなるのは /=0のときのみで、

辺は 2/(2/+1)をとるので、

E Ijk = F 1 (i， j， k) x (2 k + 1) / 2 

となる。
N~O = 2w~wo 

N"O 

NN;l=2wy-2-与-wyι
vιsinl. cb 

N?I = 2w九tノυNnO 

NN~2 = (W，~)2 +で与で(W;)2、
ー Sln-o 

N N~o = (W;)2、

(2)θ 方向積分

θに関して整理すると式(4.1.f)および式(4.6)"'(4.8)にたわみモード式(4.11)および(4.12)を代入し、

NN;。 =(w;)2+で与で(W~)2
Sln-o 

以下のように表すことが出来る。

φl=i(φ?
。
+φ!lsinθ+φlocosθ) 

α N~O = 2vw~w~ N ~. 8 

NN;l=2w:Jw:-2-LwxPvt-
siI126 

N~I = 2vw~wυ 

Nθ 

NN;2=v(w.7)2+Jr(w:)2、
Sln司 o

NN;
。
=v(w;)2、

φ2=1(φ;l sinθ+φ;o cosθ) 
α 

[.No =与(川0+LN;lsinθ+LN;omθ)
a-

NNZ=一(l-v)」でwfwt
slno 

NN;。=巾;)2+Jずで (W.~)2
sln -o 

ペ =(l-v)4w;wz、
smo 

NNZ=一(1-v)」で川町.、
Slno 

[.Nθ=与しN;0+l，
N;imθ+LN;omθ)。

NN，却=(i-v)」7w;!wx
Slno バレ(l-v)」7(w以 -w;JWc)、

Slno 

f.Nω=九時sinB+1.N込cosB)
α 

NNe=」72川 ;0+NN;lmhN;omθ
'1' 2a'" 1 -v '" '.. '1' 

であり、上付の 2桁の数字は十の位がその式に掛かる cosBの個数、ーの位がその式に掛かる sinθ の

(つまり、上付の数字が 21であると cos2θ sinθ に掛、かる式であることを示して個数を示している。+ .， N~2 sin 2θ+.，N:1 cosθSlnθ+ NN;O COS2θ) 
φ N' 'o ........~ v'  ~AAA V'  . N ψ 

いる。)。この 2桁の数字を用いると抗方向の積分結果を容易に表すことができるので、非線形項 1""'5
NNθ=」727(パ。+NN;lω+NNrmθ

2a'" 1-v'" (( 4.15)""'( 4.19)式)に(a)l、(b)cosθ、(c)sinθを乗じ 0"'2πまでθについて積分しπで、害IJった結果のみを

示す。+NN;2幻n2θ+NN;lcosθSlnθ+NN;o COS2θ) 

1 Eh 
NNω=一一一τ(パJmθ+ペcω

2a
2 1-v2 

(4.15) 

(( 4.15)式)

4?」4~Lιkτづ(幻
Lノ SI口Lωp 

0非線形項 l

+NNZ sin2θ+NNAmθmθ+NNZm2θ) 

(415a):-」ThinO(2dolN;0+φiWO叫 111叫 OLNZ+φ!lLNZ}10
αSlno 一，

bγ

w.一・
m

φ
 

'" w 
φ:l=一一」一、

i. sincb 
φ(。=w:、dl=w: φ00 = w~ 1 -"0、
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(μ4.1目5.b叶)ド:一」でづ背[si
αSln a♂ p 

(415c):--L7[sin砂{針。川1+叫lLNY}10
αSlno 

0非線形項 2 ((4.16)式)

一三3 1一(φ1L万θ+φ2L万θ)'
D sinO' ，... V 'I' 

(4.16.a):0 

(4.16.b) : _ __1づ針。Ld+φ!lLNY]
αSlno 

(4.16.c) :斗:[叫OLNμ;OLN;。]
aSlno 

0非線形項 3((4.17)式)

_ ~ ._1 . {sinゆ(NNo+NNθ)}
DsinqJ' .，，， '1' 

(4.17.a) :一手川0引 ;o叫 0+NN;o叫 2+NNF]

(4.17.b) :一手[川0刊 0]

(4.17.c) :伊川l刊 1] 

0非線形項 4((4.18)式)

一三二」一(sinρINNφ+sinρ2NNθorD sinqJ ， • .，. '1' 

(4.18) 

6 1 r ~. _ .1 / '" "'" 00 AT 00 ， "" 00 l'.T 20 ， rh 00 
(4.18.a) :ーーす一一一[sinゆ(2φlN N，+φl N N，+φl N Ne+φl N N4 

hL. sin砂

+φ!l NN;i+φfNNぷ+φ;lNN;)]υ 

6 1 r'  I / ...... 00 1 T 1 0 . "'" 1 0 ;¥ T 00 ， 3 "" 1 0 A r 20 ， 1 
(4.18.b): _~-.-A-l[sin qJ(φ!川0+φl NN，プl川 07lNNJ 

n-Sln o 

+jφ!lNN;l十YNd+jφfNNZ+jφ;lNNA)Y

(4.18.c) : _;'__.1_， [sinqJ(φOO NOl+iφ~O "N~' +φOlNN;0+ldlNNY 
ゴ石Z l N4  4l  Nd  l 

75 

(4.16) 

(4.17) 

十!lN巧2十;oNNA+jφ!lペ十~I NN:)r 

0非線形項 5((4.19)式)

a

3

ー
1_，(φINN，θ+φ2NN，θ)'

D sin qJ' IIV rnp 

(4.19.a) : 0 

6 1 r....OO ト 1_ In _ .11 1 
(419b):-F平戸町UNN印+ZφlONNん+zdlNNZ+zdlAFNZ

+がONNJl+φ;l川 0+jφ;lNバ。十!lN川2] 

6 1 r rh 00 AT 1 0 ， 3 "" 1 0 lIT 20 . 1 
(4.19.c) :京平五[φlNN印 +ZφlNN印 +ZφlNNぷ+zdlNNA

3 ~ 1 n _ .，n 1 _ 1 n _ _ n"l 1 
+φ;oNN;oづφ;o川。+zφ;oNN;2+戸lAl]

続いて併方向に関する積分を実行する。

(3)軸対称支配方程式に含まれる非線形項分

・時間関数が 2次式えRとなる項

(4.15.a)、(4.17.a)の一部

1 r'  ，~~ nn _ .nn ，，， oa __ _ _( 
一石ずiリ 2φfor]υ 主[叫0+川 0]

に W，sin併を掛け、例こ関して 0""ゆ。まで積分することで得られる。

01項目

_ ~ tl 

[sin qJ . 2φ!仁川。]旬d砂
G 吠柑J 

=士M 叫川川O旬町川κ町附]~トf

=i:'MWJIN;。叫dゆ

α 吐噌， 

=主主主2qzGJlfRTIN?叫 d侭
u s=1 1=1 }=I 

=7222Cωf川 oS仰え
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1当芝芝泣芝芝2C丸Ck.'らh‘，G)I[1 Pkλぺ[μ叫4いj戸C叫庁わ+バ+{A.υ什λ
u s=1 1作=1k=O j=1 l 

=72228mmM+{ム-2+j(j +l)}S(k，j)阿

- -，干
、ー』・1'-、

S2(k，j) = [， PkP/ c叫 d砂

であり 、園枝により Legendre多項式の級数として表されており [21，22，29]、4.4.4項に採録している。

02項目

一予引引t'[2川2
=一手(1+v)tl

州 2w，sin仰

=--L盟主主叩jlt P/' P;，w， sin od(l/rcT， 
(l-v)x=l t=l t=l j=l 心

=-LZZ2;Gxt fl既sinOdOT_cT， 
(1-v) ~、 =1 向!?コ心

=-1'1

K
..，L!!むhlGjIf' Pk~ sinOd何

(1-v)恒 11=lj=!?:ta  

._ Mn Mu Nn N2 

=一1'1 1¥._.'¥ LLLLChIG)IS(k，j)明
(1-v) ~作l jzltコ

これら 2つの式を合わせると以下のようになる。

1 Aイ Mn NI) N2 

~ LLLL[2A.
j
ChんS.，(k， j) + {2{ム-2 + j (j + 1) }Cかん

U ，¥'=1 1=1 )=1 k=O 

ーぽhlGjl/(1-v) }S(k， j)]T_，、T，

-時間関数が 2次式 T、cTtとなる項(行T/の項と一致する)

(4.15.a)と(4.17.a)の一部

-斗で[siリ(φlolNYdltN;l+φylN3+φjllNZ}10。slno

一手川0+NN;o叫 2+NN;2]

より求められる。第 l項の{}内を展開すると、

ー- . _ W.. I 1 " cos o I 

w:147W叫山c-H2(wJ]一寸-.---， 'f'~: 一寸川sin 2 o 'r C ' '-'V 1. 't' 't' c I 't' C A.O L ¥ .. c: I j sin o l sin o / c_. sin.! o ' L J 
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+ W.~ [ -+lfI_c + coto. lfI，~ + lfIs -H 2 (W，c)]一何でこでv;-J官}
， 1 . _() cos ffJ I 

sin L o ' .. " " ， .. ， ，，， ~ sin o l sin o '.' sin" o . .， 1 

となり 、時間関数7了7;cと時間関数T、xTJに関して対称、な式になるこ とがわかる。また、 第2項の[] 

内も同様に

(れ1μ+り川州{れ(W，巧のが:つブ)y2+ 」で(州w叱り'c)山)
I Sln -o Sln -o I 

であるから、時間関数々-zcと時間関数TJTに関して対称な式になることがわかるので、 ここでは

時間関数TJTに関する項のみを計算すればよい。よって、

一」でIsin砂川 {__.1刊 十 似 6v:+V44一万2(Wc)} 

a Sln (/) I I Sln -(/) 

Wc ( 1 υ cos砂 lI 6a /1 ， .. '¥ L _..0 '¥ 2. 1 / _.. '¥ 2 I 
-一一-:-;lf/ ~~ -~ lfIι}ト|一τ(1+ v)イ (Wl~ ) 2 + で了(~ι)マ
slnゆsinO

T C

sin2O
T

C.lJI h1
'- '''l ι sln伊 j

に W，sin併を掛け、釧こ関して 0.........仇まで積分すること で得られる。部分積分を実行 し境界条件 (w=Oat 

p仇)および sinO=Oを考慮すると非積分項は 0となるので、 上式を併に関 して積分した結果は以下

のようになる。
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=:22222州 Gkll' P;' [sin oP，l() A.) {-布行+coto. ~1 (1 + ~I} 

寸附I(){2 -j(j + 1)}P}ー λ内-LY-半弓1}]dOT_ccT，C 

j --r I l sin o -j sin 2伊

-K 泣泣か;tGIrlIRI'pI'--L刊 ]sinOd釘 TJ
2α(1-v)ロl同体1)=1 k=1 ゐ l siI126 

よって、

j立泣きG，~~G~， Gk'[ λ) {-QI川 )-QI川)

+ Q 2 (k， j， i) + Q 3 (k， j， i)} + {λj -2+ j(j+l)}Q4(k，j，i) 

-K{Qs (k， j， i) + Q6 (k， j， i)} / 2(1-v)}] (T_ccT，" + T_csT，'¥') 

Legendre多項式の 3重積分を以下のように定義する。
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仏(i，j，k)=ードl明器34
Q4(i，j，k) = -tl 

p'
lp)pr

J 

sinOdrt 

Qs(川)= tl 

p'pj

10 
pr

J 

sin rtdrt 

Q6(i，j，k) = [U p，p/えl主婦
叫J Slno 

これらの式は r4.4.3項 Legendre陪多項式重積の積分j で閉形表現を与える。

-時間関数が 3次式えT，におよび九T，'"TII'となる項(え行九cの項はれT/T，/の項と一致する)

これらの項は(4.18.a)式より計算される。

(4.18.a) _ .6.， _.1_. [sinO(2針。NN;。+針。NNJO+針。NNf+φ;oNNjo
h2 sin rt 

+φ?lNN;l+φ;ONNZ+φ!iNNぷ)]。

=一τ _._1_.[2(W~)3 sin砂川;叩州+古川6 1 

hl. sin砂 ν

+叫w刈ψ仙;h何凶S討Sln泊ωn
slnω 

に W，sin併を掛け、ゅに関して 0--仇まで積分することで得られる。部分積分を実行し時間関数の 2次

式TJTのときと同様に境界条件等を考慮すると、上式を併に関して積分した結果は以下のようにな

る。

会rll 

川
3 
Wl 

eJ 

S討叫i

引刈桝附例川川既貯m附川日1勺引{σ似川川3沢叫州(例附州叫附げ)2古川nμ仰砂

+引去訂tl卜ド仰仰J)川附明w刈伊明桝桝川;Wm附WW既町貯lJf，υJ

上式の第 11項賓より時間関数の 3次式 TヱR九，に関する係数が言計十算される。また第 2項及び第 3項は

時間関数T、cTと時間関数TJTに関して対称な式になっており、第 2項のみを用いて時間関数の 3

次式えT1'"TIICおよび時間関数の 3次式えT/T，;{に関する係数を導出することが出来る。

0第 l項(時間関数の 3次式えT，T"に関する係数)
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会[11 2( W~ )3~() S討叫i

= 去玲22器2》2幻均叫G，

=会2222GwflmloM
=会222222丸 ，G，uG}1rl ~P， 行J叫

=3522222MulfmM 
=見盟主主2Ch，C，u，S(k，j) 

ζ ん"11 ，1.1"ん{II N， N， 

=云エエエ工芸2Cks，Cju，S(仁川町

0第 2項(時間関数の 3次式 T.vT，'T"Cおよび T:.T/T，/に関する係数)

訂lwWlfJ{3(w:)2古川n仰

t::. M (1 lv'lI NII _J. 1 

=去LL L G，sGjl r p，O p;J {3(W;)2十でうτ(W
C
)2}山ゆd侭

n -.v=1 i=J }=J 
- <lJ Sln -tp 

寸22CゎIr九州)2+
古川M 侭

=32222諮問
T
t
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6
一Jr

(4)逆対称支配方程式に含まれる非線形項分

-時間関数が 2次式えT，'となる項 (T.vTi、の項と一致する)

(4.15.b)+(4.16.b)+(4.17.b)に Wノsiゆを掛け、釧こ関して 0--仇まで積分することで得られる。

-jf[叫同川0+φ101幻O}]旬 Id砂一j汀汀汀1
11

かII[<D怜帆φ

1 6α2例

一一て7r[NNlo+，vN;olsin4WIld件
αn 叫

第 i項を部分積分し、境界条件等を考慮すると、

80 



=_!_ (u[{針。lNlO+φ;OLN00}]既1
0

sin似o-~ rO [叫olN;+φ~I LN~o ]W/d砂
Q.u 恥 Q o(J

1半 (1+ v) rl 
W;W;w，1 sin Od件

α n- <CJ 

=_!_ (nw;[_~V'ι+ cot rp . V'; + V'ι. -H2(W，，)]w，I() sinOdO 
α.u Sln-o 

+if"[cot砂.V'; + V'o一互2(wo)lwyl11inμゅ
αO(J 

一二 c[W; {-. A _， V'~:-ーらι・}一 {V';o +V'O -H2(wO)}苧汁]W，ldゆ
l仇 1 .() 

G 必 V 'sin rp '.. sin 1. rp . ..' ，. v • v -_.  v. ， sin砂

一1一壬一L'勺Vt
Q (1一v)必 V .. • 

1 Mu M1 Nu N1 N1 
= ~LLLLLG，sG~/G;/[ 

u .f=1 1=1 ，=1 j=1 k=1 

fT14{-」ィ1+cot併号、行}一{2-j(j + 1)}行]小inOd砂
Sln-o 

+ r"[λi{∞t rp. p;o + p;}一{2-i(i+l)}刑判。sinOdrp

-rγ[-LpifJ一旦幻I]Pk1drp
ゐ ・ ιslnゆ J sinL rp J J ，. 

+ ![ -A.，{cotoP;(} +i(i州

一~. K " III P/pt~1 sin仰
(1-v)・o

rrcT，" 

1MυM1 Nu N1 N1 
= ~LLLLLGi_v G~/G;1トム {QI (i， j， k) + QI (i， k， j)} 

u .¥'"，1 1=1 ，，，，1 }=I k=1 

+(λ;+λj)Q2(i，j，k) +(一λ，+λj)Q)(i，j，k)+{λ} -2 + j(j + 1)}Q4 (i，j，k) 

-KQ4(i，k，j)/(1-v) +{λ， -2+i(i+l)}Qs(i，j，k) 

+{-i(i+l)λ，+λI -2+i(i+l)}Q6(i，j，k)] ~(T/， 

-その他の逆対称、支配方程式に含まれる非線形項分

(4.18.b)と(4.19.b)より得られる。

一歩rU

[叫 州ONN;0+叫 ON幻0十 3φ!odo+φlON巧2

+①!lNN;l+3φfNNZ+φUNZ+φ~I NN~)]旬Idrþ
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一歩f附。ペ+φ;oN叫+φflNぽ+刈lペ
+叫んrN~1 +4φ;lNN;。 +φ~I NN~o +3φ~I NN~2]w，ld砂

第 1項を部分積分し、境界条件を考膚すると、

=三-r』sin6Wllo[12w;w;w;]dゆ
2h2ゐ

+三4τ ["れ“、'冶sinrpW，既r附/JffパlドW吋(}[3~吋;:!W叫::!WV
2hZ ゐ 、 c.. s 町

sin2o 
_. 

C'. .¥'五 sin.!.o 

+4rsMwfIMfw;JW川 wowwJπ]drp 
2hーゐ " 

"c.; .."ιsinL o 

3 仇 1 ___1 
_ 

• 
""  +一τ {・7ーでW，1[4wcw~w~ ]dゆ

2h.!. JJ sino I も V V 

3 仇 1 ___1 

+-71--WIll3wcw;!w?-2MMw+3w w w-τ一]dO
2h2占 sinO

I 、 ι、.f. _.. 
C 

. . s . . 
S 

sin 2伊

3 ~l 1 ___1 

+一τ[--PRi[wwV-3w w w一τ--;-]drp 
2h・ゐ sinrp 

I L' C:" (.' c: . . 
C: 

. . 
C' c.: 

sin Z 
rp 

以上より、第 l項と第 4項の和から時間関数の 3次式 T，T"T/の項が出てくる。

J会~r作[3叫附w叫叫伊;y所阿~~訊即MM附W既昨Mr附lJJfμlド刊~rο)川J)Wn-0(柑) Sln tω p 

t:.. Mo Mu Nn NIJ ..J. 

=汚さ詰問ttrMlyyJsi 
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第 2項と第 5項の和から時間関数の 3次式 T1ιT，/丈高に関する項が出てくる。

三主?rlれ』冶sinrpw，既昨Mr附JJfパlド刊fυ(/[附M叫叫;:!w;:川!vv川W.'叫.;川:?J4内h.!.必 sin1. o 
~.'" sin"伊

+ つ [ 一 W既町附~I [3下[3川w
3 伺仇I 1 ___1 

2hl. JJ sinO 
・油、 sin" o 

'1 M1 M1 M1 N1 N1 N1 N1 -'-
=二τLLLLLLLGi~fG~，G~IIG;，(r"[ 
Ln-fzl I=l u=1 1=l plk=l nJ=l

心
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的 111040sin砂川lm140主 -2RlhlU4
SlnωSlnω  

3叫PR:F0
- Sln伊 - Sln伊- S剖ln~ 伊

ところで、 Legendre多項式の 4重積分は、

:刊spJBp;:山中d中

=主主川 p"Pq~1 凡J 叩=かfwym

=主的之主桝rn

P"PqP， sinØdゆ=主主的刈qrl~が例。

=芝芝めD:;.qS(p，q) 

同様にして、

r' ~I(}~，I~1弓ο占ω=芝lkU川河川
..，U J. 'f/ ，，=0 '1=0 

fRl月刊;古dd=tZ2KZMqS(p，q)

となるので、上式の併に関する積分は
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となる。係数 a/の上限は(i・1)であるが、表現を簡便にするため、

a/ = 0 (lミi)

とおくと、

L L[3D:~I' D::'.q + 3D.九D2.q-2D;〉DC1.q
，，=0 '1=0 

3D;~f1D.ふ -2D九D;:'.q + 3D;~"D:，q]S(p ， q) 

と表すことができるので、 T，CT，/T_/に関する項は以下のように表すことができる。

3 !A ~ :/J， .A .t， ~ .A 
LLLLLLLG，~\， G~/G~Il G~'I LL[ 3D~~"D::' ，q +3D九DCq

2h
2コゴコィ:i47:71:idtゴ
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-2DβD;:'，Cf 
+ 3D;~"D::'.q -2D九D;:'.q+ 3D;~"D::'.q ]S(p， q)行TRf

また、第 3 項と第 6 項の和より時間関数の 3 次式 ~CT" Cえt に関する項が出てくる。

irsinwmwywo+woww」τ]dO
2h2必 ι(.' .. c ιιsin l dJ 

+ 土 i よ W既附附附/J川川川
1
[恥い[ドい
μ干W，，">>νκ九りノ4今い'"l

2h2占
sino / L 

" 

.. c .. C -
.• c

ιSln 伊

一、
M、M、M、N、N、N、N

‘

=歩Z5555Z許可tGLAIf[

山:了》刊m叫争和い川+什叫PR刊:
Sln伊

キPJOP10pip;14づ叫P;p;p;JRldw:T:T:
Sln ~ 

• Sln-伊

時間関数の 3次式 T，CT，/T./に関する項と同様にして 4重積分を実行すると、以下のように時間関数の

3次式 T，CTIICT./に関する項を求めることができる。
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川
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合

叫
す
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仏
で
合

叫す白川

3
一以

3D;〉DC，q+D;3D2.q+D;;DZ.q+3D;3DZ.qlS(p，q)ZTだ

(5) 非線形外力項積分

続いて非線形外力項 }--3 ((4.21 )--(4.23)式)に、たわみモード式(4.11)を代入し、 (a)1、(b)cosθ、

(c)sinθを乗じ 0--2πまでθについて積分しπで、割った結果を示す。その後、 (a)的 sin件、 (b)的
Jsin件、

(c)的
1sin併を乗じ 0""仇までゆについて積分する。

0非線形外力項 1((4.21)式)

…υ 日

二二U{cosrpHo(w)-wυSlnゆ}
gD ' ， v 

に、たわみモード式(4.11)を代入すると

竺じt[cos rp{互O(WO)+ H o(w.Jsinθ+万o(w，，) COSθ} 
α 

(4.21 ) 

一{w;+w:Jsinθ+川COSθ}sinゆ]

となる。

(4.21.a) : 

θ方向積分結果は以下のようになる。

2壬iü{cos催。(wo)-sinrpw~}
G 
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つづいて、砂方向積分を行う。上式{}内は

coscb互。(wo)-sinçbw~ 

Mu NII 

= _L_LG，.J-i(i + l)~cos ゆ - p，() sin cb ]I: 

i(i + 1)(i + 2) n i(i -l)(i + 1) 
- P  lIR 2i + 1 .. i+1 2i + 1 -，+1 =_L_LG，J 

となるので、

-2刊誌久町出[(i+ 2)S(i + 1，j) + (i -l)S(i -l ， j)]r~ 

(4.2J.b) : 

妨向積分結果は以下のようになる。

… ー

ニU{cos州 o(wc)-sin州)
α 

つづいて、 ゆ方向積分を行う D 上式{}内は

coscbHo(wι)-sin6w: 

=芝主Gtl可卜i(i+ 1川c叫 -R10叫 Jrt"

=52G;戸[_i
2
(i + 2)凡l一川(i2-1)~ 

となるので、

._A M， N， N 

一子UZZZGM;ltI[i2(i+2)Sl(i+U)+川 (i
2
ーりSI(iー川行

(4.2I.c) : 

妨向積分結果は以下のようになる。

一ー
ニU{cos州 o(り -sln伽:)
α 

この式は(4.21.b)式のものと一致するので、

子U222G川

0非線形外力項 2(( 4.22)式)

4Y(sin仰 o(W)+ w() costjJ -w'些}
gυsln伊

に、たわみモード式(4.11)を代入すると
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(4.22) 

子V[sincb{互o附 Ho川 nθ+Ho帆 )co

+ωが{小川slnθ+w;: cosθ}-4{WJinθ-円-tf}]
smo COSti 

となる。

(4.22.a) : 

妨向積分結果は以下のようになる。

2壬iV[sin催。(wo)+ cos州]
α 

つづいて、伊方向積分を行う。上式{}内は

sinO互。(wo)+ cosçbw~ 

= _L_L G，.¥.[-i(i + 1)P' sinゎrm砂rr:

M.. N.. 1 

=55qzltI←い)花l+(i2-l山

となるので、

(4.22.b) : 

___A M‘，、

2~V_L_L_L G，sGバJー{-i(i + 2)S) (j， i + 1) + (i2 -1)S3 (j， i -1)} ]r~ 
-hl t=l j=12i+l 

広方向積分結果は以下のようになる。

竺V[sin州o(wJ 十 cosØw;~ 十」でwJ
a sln (/) 

つづいて、砂方向積分を行う。上式[]内は

叫Ho(wJ+ ∞sçbw~: +よ-;w(.'
slno 

ん1，N 

=冨q日-i川 R!川 +f叫 +;tJRl]

= _LIG，~Ji(i + l){icos同 一iP，_I}十 coscb_Lb;え+Ia九JI:'

=之芝立岱め払芝トbかか釘釘Gqq《仰げdtJ;江Ji:1ピJ写itf[ピfif2川 2(仇川R九ι仕日+刊fλ1-刈-イ4引R凡ιω-斗Jぺ1) 
t訂:コゴt̂  2μk+叶1 訂

となるので、

どv芝主主GJ、G;I[i2川 2{S3(i+lJ)+S3Hj)}
=同 J212i+l
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+ZbJ戸…

(4.22.c) : 

妨向積分結果は以下のようになる。

二V[sin州o(w.~ ) +∞s砂川-47WJ一一

αslno  

この式は(4.22.b)式の Wcを W.rにし、 αl'を含む項の符号が負になるものなので、

ふふふ I.rdr 
i2(i+1)2 

~v)うう ~G:'çG:J[' ~'.' :' {S3Ci+1，j)+S3Ci-1，j)} 
α 告守合問 JIL 

2i + 1 

+主bJJー {(k+問 (k+川+応3(k -1， j)} -L a~S3 (k， j)V~S 
ロ 2k+ 1 

0非線形外力項 3((4.23)式)

笠 :W{討n仰 o(w) + w() cos o + w'ーで} (4.23) 
cotθ 

gD 
'V'  • 

Sln併

に、たわみモード式(4.11)を代入すると

(4.23.a) : 

笠V[sinゆ(互o(wo)+ H o(w.~)sinθ + H o(Wc)COSθ} 
一-

G 

1 sin 2θ 
+ COSØ{W~ +叫slnθ+w; cosθ}+一一{w一一一-wιcosθ}]

sin O 
¥ S 

COSθ 

妨向積分結果は

2壬iW[sin組。(wo)+ COSØW~J 
α 

であ り、これは(4.22.a)式のYの代わりにWとしたものと一致するので、

.，1 M.. N.. N.. 1 

2ヂ 555GJJl[示戸川)S)(j，i+1)+(i
2
一川j，i -1)} ]T~ 

(4.23.b) : 

反方向積分結果は

こ W[sin州 o(wJ+ω砂川 1τw，.]
…ー

。 sln伊

であり、これは(4.22.c)式の YをW とし、 W.rを引としたものと一致するので、

ふふふ 1r>lri2(i+l)2
~W). 'y~ γ GLG~J[' ~'.' :' {SJ(i+l，j)+S3(i-l，j)} 
G tf仕合f“JIL 

2i + 1 
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?直{(k+ 1附 +1，j) + kS3 (k叶ド(k，j)V.~' 
(4.23.c) : 

妨向積分結果は

壬iW[sin件万o(wJ+ cos砂川+」でwJ
α sln  o 

であり、これは(4.22.b)式のYをWとし、 w を w としたものと一致するので、

自立会lG11[i2(i + 1~川 j)+S3い ，j)}
作 lf=l J=l UJ2i+13 

+叫χDυbκJ一~Lk川(αω仙(μわ川kれ川川山川+叶叫州叫州lり肘叫川)川爪則Sふ刊3パ(kれ川川川川+刊叫刈刈1，jω，j)ρ)叩 一川 吃争也かα4が;戸山山仰川附S丸町附机仙川1(ぷ仏1(k，jμ仇向k丸幻，J
t乞訂=コゴt" 2μk+什1 

4.4.3 Legendre陪多項式重積の積分

(1) Legendre陪多項式の 2重積 Sk(m，n)関数閉形表現

内，n)=(， PJ(X)PJ(材 ( rll p'~(C吋ヴ(c州sinØdØ ) について、 Legend;e 陪多項式の

級数で表す。ここに、 kミiであり、炉0である Legendre多項式の 2重積の積分は園枝[21，22，29]によ

り与えられており、その内容は、 4.4.4項に採録している。

Om~n のとき

P:(x)は次の Legendreの陪微分方程式

判(1-x
2
)生ト+い(n+ 1) ー ~~y=O

ax I ax J I 1 -x-J 

を満たすから、

が(l-X2)tmn(n+i)-TELlイ=0
1 (← r J I 1

ー
l

出(lーが内!汁m(m+l)-TELld=0
1 ax J I 

一一

l

(4.24) x Pn~ -(4.25片付より

{m(m + 1) -n(n + 1) }p'，
k P，，~ 

=どか1-のか}-Rftωーのか}
両辺をxに関して区間 (Xo""'1 )について積分すると
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(4.26) 
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+ki付命ー(k-仰 +k)(n -k +吋げlr

{tmd=ド可けIL + (n + k)(n -k + 1) 1. p"-Ip"-I 

よって、

dx = -sin併ゅより

f'庁庁sinOdO=判

E"kを用D~，~ jk，n、
n.ha 
，._， jk ，n、Da~ }k.n、

Legendre陪多項式の 3重積 Q関数閉形表現

3重積の積分は 4.4.2項の(1)で定義した係数 al、blおよびD丸、

いて以下のように Legendre陪多項式の級数として表される。

QIωlパl(i人ωuω，}ふjムμ州，k刈kめト)ト=一一f打Rl机明lよdω6←ト=←一一イ["~刊t"YY'TYηRr何lτ宅詑沿土むb仰;
必 sln併ぬ l

( 4.27) 

より(4.28) 

右辺を部分積分すると、積分項は 0になり以下の項のみ残る。
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および庁(1)= 0より、

{m(m+い
x = COSoとおくと、

= -lcm ーかp"kP;+(n+k)校I P，，~ -(m + k)庁p;-Jfo

dx = -sinrtdOより

f庁(cosO)ど(c州叫ゆ

x = cosoとおくと、

(2) 

= / ，， 1 / . ，， [(m-n)c叫々々 +(n + k)ιl月一 (m+川Pn~-ll(1
m(m + 1) -n(n + 1) L'， 

Om=nのとき

「 τdnk-I/_"¥ . (k -l)x 
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(4.29.c) 

上式に含まれる係数は以下のように、閉形表現で与えられる。
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時間関数に関する最終支配方程式4.4.4 

+Q2(k，j，i)+Q3(k，j，i)} +{λj 
-2 + j(j + 1)}Q4 (k，j， i) 

-K{Q5 (k，)， i) + Q6 (k， j， i)} 12(1-v)}] 

V三 V/h、U三 U/h、T:三 T:ih T:三 T:ih、T， 三 T，/ h、時間関数および外力を、

W=Wlhと板厚で正規化しすると時間関数に関する最終支配方程式は次のように表され、 f番目の
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ru イモードに関する時間関数九、 η、ηのみを含んだ非線形連立 2階常微分方程式となる。 (4.29.a)はよ

下方向支配方程式、 (4.29.b)、(4.29.c)は水平方向支配方程式を示し、それぞれ、考慮するモードの数
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(上下方向に Mo個および水平方向に M，個)の連立方程式となっている。
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(4.29.a) 
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Q2(川

仏(i，jめ=-fm13334=か〆加
B，2 / h = 主主G;，G，~ {2ーか川 {2ーか1)一λJ}SI (j， i) 

、‘，J，J
 

F
K
 

Q
 

+
 

L
Mル

.
F
J
 

Q
 

今

AG
 

G
 

G
 

ム、，ムハ間
十
合

的
ヤ
ム

J
問

、El
i
-
-
l
j

h
一
α

/
i
l
l
-
、

一一'n 
，.，，
e
 

f
u
 

B
 

Q4(川)= -fl _f;J月九10m仰 =-Z土Eij，b:'S(l，m) +(λ，+λJ)Q2(i，j，k) + (一λ，+λJ)Q3(i，j，k)+{λ) -2 + j (j + 1) } Q 4 (i， j， k) 

Q5(以)= fl ~P)()~J(} S岬砂=芝Dμ(i，n)
-KQ4(i，k，j)/(1-v) +{人-2 + i(i + 1)}仏(i，j，k)

Q6 (i，j， k) == C P;PJI凡144=丸山(i，n)
町 ・ Slnψ n=O 

D又n=LLα/α:，F
O 
(1， m， n) x (2n + 1)/2 

D;:，n = LLα( b/~ F 0 (l， m， n) x (2n + 1) / 2 

D丸=LLbja:，Fo(l，m，n)x(2n+1)/2 

D丸=LLb/ b;Fo 
(I，m，n) x (2n + 1)/2 

ElJk =F'(i，j，k)x(2k+1)1.2 
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(l =F j) 

l<j&|j-l|=odd bf=j(j+i)2ーイl，
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ここで用いている Legendre(陪)多項式 3重積の一部の解は Gauntにより求められており、以下の

ように表される。

FI/(I，m，n) = r P/(C叫)応(c叫)乃(∞sO)sin仰

(1-u)!(m + u)!n!n!(2s -2n)!s! 
= (-1)ト '2

(s -/)!(s -m)!(s -n)!(2s + 1)! 

エン (1+ u + t)!(m + n -u -t)! 
(-1)' -:: 

(1-u -t)!(m -n + u + t)!(n -t)!t! 

+{-i(i+1)λ，+λ， -2+i(i+1)}Q6(i，j，k)] 
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山 =3dG;l内 j)

B恥刷f汽伶川(οωSけ)/h = 一d斗4刷(μ問互~1殴芝泣芝むかG，可例tJ1刈vβ刈G何;
l α j 向吋lj =41 2 i + 1 

+ (i + 1)2 (i -l)S' (i -l，j)] 

( h iやふ J r i2(i+l)2 
B;(s)/ h = 1041 ~ I玄玄GハG:，[':'，' ~/ {S3(i+l，j)+S3(i-l，j)} 

\a)~ゴロ J' ~ 2i + 1 

?直{(k+l)S3(k

( h iふふ 'r i
2
(i+1)2 

Bloo-)/h=dl-177G GI[{S3(i+l，j)+S3(i-l，j)} 
I ，-/. •. . --¥ a )7.:17=1 -，.¥. - J1 L 2i + 1 l - J 

+ 芝bκJ Jてづ{(似k+川+叶1附)
乞i Lκ+1 

総和 tの範囲は、 Max.(O，n-m-u)から Min.(n，l-u， m+か u)であり、また m+nミミfミm-n，lミu，l~n・m を j前
(ma]/Ehg)、αは半径、 Nl=2N()を示す。ここにAは材料学的パラメータ

この三角条件式を満たさぬものは 0となる。たすものである。
また、 Legendre(陪)多項式の 3重積の積分 Q，(i，j， k)-..，;Qrli， j， k)は次のように計算される。

Legendre (陪)多項式の 2重積の積分 S"(η s)，S(円s)，S2(π s)， Slηs)は次のように計算される。 (S(/:s)、

SJ，(円s)，SJCr， s)は園枝[21，22，29]により示されたものである。)
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Qi(i，jl)=-hlplr-Lゅ=-LLD;:，na;S(/，n) 
ゐ， -) -k sin o 叫んO
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sn(r，s) = l' f~尺n(仰C∞ωOωSゆ洲砂ω例rjJ)p'n児貯乃庁引仰n吋勺い(や仰C∞叫O

I / . n 1 ./_ ， 1'¥ [的(οS一rけ)c∞os侭nPrf一 (οs+n吟)尽ιI}庁rナ~+吋(r+n)川f尺1nRι払と二1 ]例州"
= J rべ(r+ 1り)一s(s+lり) 

IRJT-l sinゆ]州 +(r + n)(r -n + l)sn-' (r，r)， 

S(r，s) = SO(r，s) =ド(cos州 (c州 sinrjxiO

1 [(s-r)cos侭尽 -s九IP，+r尺fうー1]州 ， (r学 s)
r(r+1)-s(s+1) 

Jて[1-p，P， c叫]州 -2L(2r+1-4p)So(r，r-2p)，(r = s) 
Lr + 1 芦

(4.32) eθo=t.eθO+Ne θ6 

(4.33) Ko =1. Ko+.vKo 

(4.34) 
(r * s) 

Kθ=[.Kθ+NK θ 

( 4.35) 
(r = s) 

K卯=一LKeo+N K θ併

S2(r，s) = -t' P'(c叫

例~ 2/+1 
S3(r，s) = l' P，(cosO)f/(cosO)sin似ゆ =sI:一一[c，FO

(/，r，s) -k，Fo 
(/，r，s -1)] ゐロ 2

2 i -1 _ ~._ _L n I ， (i -1) 
2 

k，=つ~sin何ー， Iø哨+つ「kt-2 、 kO =ゅ。、 k，= sinrjJO 

Ct=
」-sirl何|州+」-k

ト l、Co= Sln件。
i + 1 

C削 =LLGpsGq， p，qDk、
ー

:!
:
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一一

cu

ed

一

今
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信
一

r''
‘、-一一

、‘.，
JS

 

J

，，‘、R
 

0， 1 p-q 1= even 

& k = even or 1 p -q 1= odd & k = odd 

1 2k+ 1 
D. = ~-:-

....，...: 
. {p(p+l)+q(q+l)-k(k+1)} 

p，q 
L/  k - 1 2 P + q + k + 1 

， otherwise 

なお、ここに与えた Legendre(陪)多項式の 2重積の積分および 3重積の積分の級数による表現が

正しいことは数値的に確認している。

4.5 歪み

歪一変位成分関係式(4.2)にたわみモード式(4.11)と応力関数式(4.12)を代入すると、歪み成分が線形

項および非線形項の和として以下のように展開される。

e，=， e，+ ε o-/.中 N"O
( 4.30) 

(4.31 ) e" =， e，，+lIe θ-，.θNθ 
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ここに、左下付き文字Lは線形項を示し、 Nは非線形項を示し以下のように表されるo

A=lv-w+J-(川}
a Lα 

=<(午v川)<(午v川

=立2Gイ17E4r+乃}r，
1 M1 N， (唱， .，、
すLLG~/~子明1 1111

+弓
1

r x Cl;" sinB叫 cosθ} (4.30.L) 

eθ=j{ucotゆ+ヰ-w}=-~(午叫 v;叫)

サ午(c山一おvト}sin

-~{子(c山古小サcosθ

= 諾~GJI{件午苧4いいC∞叫O

」芝位主G~/~伴1己土立工λ4小.Jバ(ドい川叫C∞ω叫吋O叫仰岬tψ吠J砂F炉〆〆f>.I()ド刊() 一」十γバ汁乃行引1Iυ|い+叶乃りlづ~ x川 θ川+ベ宅1;'"cos()∞ωω叫Oωω州s()叫θ的} 
j=l|K  L 

J SIn伊)
J 

1 
(4.31.L) 

LVj(ν
。
-cotゆν+ョシ)
(1 + v) 1 1 …} • cotゆ… 1__ _ 

/1 ， 2(1 + v) 1 1 …οcotゆ…|
= 

-，~ 
， . 11一一一-u/:+一一:I_w..1 cosθ+ 

-v  ' . 
'1一一-w一一一'E....w..Isinθ 

aK 1 siけ
T S 

siけ
T .~ 1-

---
a K I sin o T (.' 

sin rjJ 
T ιI 

2(l+v)ふも 1 f 1 nl() cotrjJ nl 1 アラ: {--P1ーごと竺弓
1
~ x {T/ sinθ-Tcosθ} 

似合ffゴ
j 〆lsin o -) 

sin o -1 
J 

(4.32.L) 

'.K，j =与(wω +w)+よ，soa- a 

1 ( 
(J(1 1 + v .. ()() i . 1 (.. (J() 1 + v .. .1111 ) _ 

:._ 11 ， 1 (仰 1+ V ...1111 ) 

=-7|wr---v;υ|+-71W---KJhinθ+寸|叱一一-'1/ιIcosθ
a--~ 

-
K -) a-¥. K ) a-¥. K } 
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(4.33.L) 1 ~!!J.， _. (. 1ムυl
+うLL引一二-44ltt×{Tsinθ+号、OSθ}

;:i7:i ~ L K ') =1 1=1 l ，.. J 

( 4.3I.N) X {Tf'τ電COS2θ-2I:，'τcsinθCOSθ+行行sir12θ} 

en.J. = ~ w w 
J¥'''"'θo _2 _:._ .1 

a-Slno 

I.Kθ寸おw"+ cotゅw〆叶υ
=す十去シC∞叫O叫叫イtψo{い叫一1午ミ子互斗以叫v凶~}} 

-_2!l(w;+w;pmθ+w;!ωθ)(以 ωθ-Wc sinθ) 
a-Slno 

βυ n
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(4.32.N) x {TfCT，f COS2θ+(Tr-7;ι24・)sinθcosθ-TfST，C sin 2θ} 

NKo =よ(W
O)2

La 

=Jτ[(W~)2 +叫 (w.7sM+wfmθ)+(wfsM+w:ωθ)2] 
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=合LLG)li1一二こλjドot町宅
;:t )=1 ' L K -J 

(4.34.L) 。ucd 
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I.Kω=2?t(-wFcotが WHJ)+iL匂7α-Sln ( /)α  

= 詰品22器22 G G 
4σ 

(4.33.N) 
1 M， M， N， N， 

+会5555qqr判。×mx山
-2T/T，C sin B∞sθ十行-rdθ} 

町会(三'oJ 

=内 3!2~{(WJ2ば θ -2w凡ωθmθ+(Wt)2dθ}
La-sm-o 

P
J
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I
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仏
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(4.34.N) ×{RT COS2θ-2Tc

s
T，c sinθcosθ+7;4

・2csin2θ}

-JJ:-!tEW-cotわ千件}in

(4.35.L) =拾三G~lil-!立 λトlLY-22h11×(Tcod-Tsinθ}

I=l jzl l k 
jj lsin件) sinゆ j
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-J! ，(w;+w;!sinθ+w;!ωθ)(W，f COSθ-w" Slnθ) 
a' smo 
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一
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一
α

+3!盟主主GJ4R11l
U .:lUl'f/、=11=1 1=1 )=1 

×(ZUT cOS2θ+ (I:~τs ースcT)sinθcosθ-RTsir12θ} (4.35.N) 

4.6 応力表現

応力一歪関係式(4.3)および式(4.6)"-'(4.8)に式(4.30)"-'(4.35)を代入することにより、 (4.3)式の各応力

は線形項、非線形項および外力項の和として以下のように表現できる。

Ne=LNθ+NNθ+fNe、
(4.36) 

No=l.No+NNo+fNo 
( 4.37) 

Noe=/，N oe+ NN oe 
( 4.38) 

Me=λAイθ+NAイθ、
( 4.39) 

Aイo='，/I.グ。+NAイ，
(4.40) 

Aイoe=，.Aイμ+NMOθ
(4.41 ) 

4.6.1 応力の線形項分(左下付き文字が Lのもの)

Eh~~ 
LNe =戸惑Gパームc叫 ο+{λj-2+か

+2224川

-j(j+帆 +Jけ 1} P) ] X {T，'¥' sinθ+ T，c cosθ} 
sm (/) 

(4.36.し)

r1  M 、N、

l九=竺LLGρj∞t何 '+{λ)-2 + j(j + 1)}円]T，
U 凡 (=1)=1 

Ehムム 1 ~ A • ~I 
+~ Y)~G~([λ/ cot Op/I" + {λ1 -2 + j(j + 1)ーァ7τλj}行]

aK '7:i;i - - S1n 伊

x{寸s1nθ+T，c cosθ} 

Eh ~ ~ ，.， 1 '1 I 1 n 1" cot o D 1 t 
L川N，peθ=一一2エ=LGλパ{一P 一一P川トx{何RT円刊C、1wS討Sln凶nBθ一引刊OωS

Ki伊同=1)=斗lJ〆I"'jl s討1nけ砂 ) sinゆ J J 

(4.37.L) 

(4.38.L) 
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EhλIfI的

I.Mθ=755GAl-い内/K} {(1-V)coto庁ーザ山

];'/" M1 

+7ZZGJt[{1ー(1+川 /K}((l一市ot針。

一{主ろ+げ(j+ 1)}P)] x {~S ω+穴C ∞sθ}
slnω 

( 4.39.L) 

Eh~~ 
LM，=7ZZGII{l一(1叫ん/K}←(I -V)coto町一j(j+ 1 

/" M1 N1 

+7ZZG;t[{l一(1+川 /K}ト(1一v)似何l

+{主ろ-j(j + 1)}汽，1]X {T，
s sinθ+RC∞sθ} 

slnω 

Ehιム手入 I 1 ，0 r.()t rh . I 
1. lVl oe -一立G~t (1-v){l一(l+ v)λ/ K} ~_._1_， p，[O _ c~t~ p，' ~ 

f:ff:;d J J IsiMj siM 
J j 

(4.40.L) 

x {T，'~ cosθ-r，c sinθ} ( 4.41.L) 
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Q
 

(4.42) 

Eh~~ 
Q，=-Z554hU+1)}弓

1"
X {T，

x sinθ+ T，t: COSθ} (4.43) 

4.6.2 応力の外力項分(/)と非線形項分 (N)

…一 一
JNθ=

二二{Ucoso + V sin o cosθ+ W sinOsinθ} 
g 

(4.36.F) 

…υ .. 

fNo =
二二{Ucos o + V sin o cosθ+ W sinOsinθ) 
g 

6E~!;“ N.. N 

NNo=vzzzzGJrmTt 

(4.37.F) 

6E仇ん

'
1 Nuム

+二万LL L L 2G，，\. G~( P，() p)" T.、{T，
S

sinθ+寸ωθ)

6E~ 払 N14l、 1 rI' 
1 

+ ~_~ LLLLGL，G;/[(一
_J.__p1p

，

1
∞S2θ 十 VPJYsin2θ)肘

khs=l合idt=l rsiI126' j 

-2(斗ヲlPIMPtl行)sin B cos (J[_çs~ t: 
sln -(/) 
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+(-LRlペlsiI1 2 θ+ vptly ∞S2 θ)~~C T，C ] 
siI12砂

~ r: M" M" N" ，¥'" 

NNo =号LLLLG/sGJI P， () P/~V円

/' T"' M.. M. N" N、

+とさLLLL2G，xG~/ P' (J P/' ~~ { T，S sinθ+TIC∞sθ} 
1¥..μ .¥'=1 1=1 /=1 J=I 

+与を全土全G，附(」TRIplC052θ+Pt111's山)川町
Kn二i1=1 /=1 1=1 Sln -tp 

-Z〔17でPJPJキP:p:〕Snomer;T:
sln -tp 

+(マ与でPrlplsirI2θ+尺1"イω 2θ)T1cl
sln -o 

6E~~ 的 ιNNM75555(l-叫 G;t;idTurcod-Tsinθ}

+5122主主。-V)州土P』l月
九日 =1 /=1 J=I .;JJ.U 'f' 
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+三乙LLLLG/~f G;/[(_~_\ -L p，1行ω2θ+dtlysiI12θ)げ
k fzff:;d同 lj=l sir126t 

-2 ( J77 Pj l p! + dt i pl ) ω ω 釘眠町i:.zT
S剖ln-Q) 

+(JrPtipisin2θ+vptl円lcoω)r~C T，C ] 
sln -Q) 

T"'1 M ‘M、N、 N

NMo =与7ヱヱヱヱG/.~Gjf P， () P/~\' T， 
ん U T¥. .1'=1 1=1 /=1 J=I 
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LaK ~伊州、悼吋=吋1 1=叶l同同1J=叶l 出n-(/J 
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(4.36.N) 

(4.37.N) 

(4.38.N) 

(4.39.N) 

一」2(」τヲずR斤l弓巧l+ R lド，Y，円弓
s出l口 ω

+(で与τPtiペ1sin 2θ+尺l"rcos2θ)1T]
slnーの

(4.40.N) 

T':'L M" M、 N

"， Mø，θ = 二~~_ L江主(1一川 G; 土pγ~~{T，.f COSθ-TJsinθ} 
j司 、 jlsin中 I -J -S 

pj 
pf 

三
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l
一
n
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G
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M

川で
ム
バ戸

川
寸
ム
]
凶

υ川

hL
M

M
川

hL凶
'
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一K

E
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+
 

×{TJT cos2θ+(TJT-T1ι)sinθcosθ-~I.I'T，" sin 2θ} (4.41.N) 

4.6.3 層せん断力 Q，

水平一方向加振時に生じる開角砂上のせん断力を周方向に積分した値を層せん断力 Q/と定義し、

その定式化を行う。当該構造物に対して層せん断力係数としづ概念は、通常の層状構造物に比べわ

かりにくいものではあるが、将来的に当該構造物の設計式の基礎となる可能性があると思われるD

置換面外せん断力九、置換面内せん断力 T;は釣り合い式

Fn .dθsin o = F; 

Fnαsinrpdθ= Moeasinゆdθ

九-αsln似θ=Noe・αsln似θ-F，

九.asinOdθ=Qo・asinOdθ-F;;dθ 

より、

九=NJb、九 =Qo-斗刈θ
a aSlno 

と表すことができる。 これらを用いると層せん断力 Q，は以下のように、周方向に積分することによ

り得=る ことができる。

Q， = i
lr
ドれR11[K(N凡砂C叫一ηS凶M州砂ω伽)μ川c∞ωO

ここでで‘、各応力をθ方向に展開 した式を以下のようにおく。

ら=九(ゆ)sinθ 、九=九(ゆ)cosθ 、No= No(ゆ)cosθ、Qo= Qo(件)cosθ

Noo = Noe(砂)sin θ、Moe= Moe(ゆ)sinθ 

置換せん断力九、 Toと上式を Q，に代入すると

Q， = rlrl川 cos() cos o -1 QdJ cosθ-」J eθ∞sθ1sin o rcosθ 
O(J I I ~ a Sln o J I 
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まとめ4.7 和 SI仙 jM66吋s吋θ

本章で、は球形、ンェル構造物の軸対称および逆対称固有モードを同時に考慮した非線形動的応答方
(4.44 ) 

三 π[N;"cos o -Q;" sinゆ-N;"e] 

程式の定式化を行った。得られた最終支配方程式である非線形連立 2階常微分方程式を見ると明ら

かなように、上下方向応答による水平方向運動方程式への寄与分がないため、上下方向加振のみを

受ける場合には、初期不整を考慮、しない限り、水平方向応答が表れる可能性が全くないことがわか

このことは、実在のシェル構造物に上下方向加振を与えても水平方向応答が表れないことを示る。

しているのではない。本章ではたわみモードを周方向展開次数 nがo(軸対称)と 1(逆対称)の固

ここに上付の cは、それぞれの応力項の内、 cosθiこかかる部分を示すD すなわちとなる。

川=2224M月バλjー

QJ=2224{2一向+1川 RC

有モードのみで仮定し、 n=Oの軸対称、支配方程式と n=lの逆対称支配方程式を導出しているが、周

方向展開次数 nが 2の非対称近似固有モード式を本章で仮定したたわみモード式に加え、本章と同

様な方法で各方向の支配方程式を定式化すると、本章で示した n=Oおよび n=l方向の最終支配方程

式に n=2の非対称モードに関する時間関数を含む項、および n=2の非対称支配方程式が新たに導出

され、上下方向応答による n=2の非対称支配方程式の寄与分と、 n=2の非対称応答による水平方向

つまり、上下方向加振による水平方向応答の評価支配方程式への寄与分が存在することがわかる。

を行うには、少なくとも周方向展開次数 nが 2である非対称近似固有モードを含めた定式化が必要

であり、実在の球形シェル構造物に上下方向加振を与えても水平方向応答が表れないことを示して

いるのではない。

また、本論文で扱っているような連続体は無限のモードを持つため、非線形応答挙動を表すには

しかしながら、全てのモードを同時原則的に各方向の無限のモードを採用することが必要である。

に考慮し、表れる非線形応答挙動の本質を詳細に考察することは非常に困難である。本論文では軸

これらの限定されたモ対称、および逆対称固有モー ドのみを考慮、した非線形応答方程式を定式化し、

この得られた最終支ード聞に起こりうる非線形応答挙動を明らかにすることを目的としているが、

配方程式である非線形微分方程式には上述したような問題点が内在していることを踏まえなければ

ならない。
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5.地震外力を受ける球形シェルの非線形振動応答

5.1 はじめに

有限要素法等の数値解析手法に基づく数多くの数値解析により、球形シェル構造物に関する多く

の有益な結果が示されているが、その中に水平方向加援により上下方向モードが誘起されると言わ

れている現象がある。本章では、モードの連成作用により発生すると考えられる、これらの水平方

向加振による上下方向応答モードの誘起、および上下方向加振による水平方向応答モードの誘起と

いう周方向展開次数の異なるモード問のモードの誘起現象の解明を行うことを目的としている。こ

のようなモード連成作用効果を本論のように解析的な定式化に基づき調べる場合、周方向展開次数

の異なる固有モードを同時に考慮、した幾何学的非線形運動方程式を用いる必要があるが、ここでは、

4章で定式化した軸対称および逆対称モードのみを同時に考慮した幾何学的非線形連立 2階常微分

方程式 ((4.29)式)を用いて、地震外力下での非線形応答解析を行い応答性状を調べることで目的を

達する。しかしながら、 4章の結論でも述べたように、得られた幾何学的非線形連立 2階常微分方程

式には、水平方向応答による上下方向運動方程式への寄与分(寄与項)は存在するが、上下方向応

答による水平方向運動方程式への寄与分がないため、上下方向加振のみを受ける場合には、初期不

整を考慮しない限り、水平方向応答が表れる可能性は全くない。よって本章では初期不整を考慮、し

た数値計算も行うこととする。

ところで、このような応答解析を行う場合、地震波加速度のピーク値を大きくすると動座屈の発

生により、考慮、している全てのモードの応答が発散する現象が現れるため、上記の目的を達するこ

とはできない。よって、本章では、動座屈を起こさない入力加速度でのモード聞の連成作用を調べ

ることを目的とする。幾つかの材料学的ノミラメータや幾何学的パラメータのもとでの試算をおこな

い、水平方向地震動により上下方向応答モードが比較的誘起されているといえる例を示した。水平

方向加振による上下方向応答モードの誘起はごくわずかであり、有限要素法による応答解析結果に

おいて上下方向応答と呼んでいるものは、逆対称変形モードの上下方向変位成分であることがわか

る。

5.2 入力データについて

神戸海洋気象台により記録された神戸地震波の内、 NS成分と UD成分を用い、 NS成分をθ=0の

方向から水平に、 UD成分を上下方向に外力として与えた。これらの地震波は当然のことながら上下

方向と水平方向では周波数特性が異なる。本章の計算例では、これらの最大加速度がそれぞれ

817.82gal(NS)、332.16gal(UD)であるところを、ともに 100galに正規化するのみで用い、周波数特性

は変更しないものとした。ここでは、モードの誘起現象を調べることが目的であり、実地震波によ

る実際、の応答性状を調べることが目的ではないので、 (a)上下・水平方向同時加振、 (b)水平方向のみ
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の加振、および(c)上下方向のみの加振の 3種類の加振方法で、振動性状を調べることとする。なお、

これらの地震波記録は 0.02 秒間隔のデジタル量で与えられているので、式(4.29)の未知関数 1ì~ T/， T/ 

は解析的に求め得ない。ここでは Nigam-Jenningsの方法を用いて直接数値計算する。しかしながら、

通常用いられる程度の球形ドームの低次の固有振動数は、この地震動の卓越振動数より低くはない

ので、この 0.02秒程度の間隔で採取されたデジタノレ量をそのまま用いるのでは解の精度と収数性が

保証されない。従って本計算では 3章の検討を踏まえて、データ間を 10分割し線形補間されたデー

タに基づいて数値計算を行ったロ

入力データを表!に示す。鋼板を用いた球形シェノレを想定しており、比較的薄肉(半径一板厚比

1000) のものを対象にしている。

表1. 入力データ

入力地震波
Kobe-JMA 

NS&UD、NSのみ、 UDのみ

ポアソン比 0.3 

減衰率 0.02 

半開角 60度

使用する固有モード

軸対称、モード 1 st ，_ 6th 

逆対称モード 1 st ，....， 6th 

境界条件 単純支持

半径 3，000 cm 

板厚 3cm 

ヤング係数 2，100，000 kg/cm 
， 

単位面積当たり重量 23.55 g/cm"' 

材料パラメータ(A) 0.0000343 

5.3 応答解析結果および考察

この球形ドームの固有振動数は 2章の近似固有モード作成法により、表 2のように計算される。

軸対称モードと逆対称モードの固有振動数はかなり近接した値であり、モードの連成作用効果が現

れることが予想される。

表 2. 固有円振動数(l/s)

ist 2nd J rd 4th 5th 6th 

25.828 26.804 27.018 27.122 27.213 27.331 

25.176 26.665 26.960 27.081 27.169 27.269 
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(1) 初期不整がない場合の地震応答

図 1.(a).......(c)に応答振動の位相図を示す。先に述べたように、 (a)は上下・水平方向同時加振、 (b)

は水平方向のみの加振、 (c)は上下方向のみの加振を示している。上 2段が軸対称、下 2段が cos系

列 (η)であり、横軸が変位、縦軸が速度を表している。使用している固有モードの振幅(眠、W/)

の最大値を lになるように正規化しているので、これら変位、速度の値はそれぞ‘れの固有モードの

変位あるいは速度の最大値に対応している。

(a)の上下水平方向同時加振を行った応答変位は軸対称変形が 10匂m のオーダ一、逆対称変形が

10匂mのオーダーで出てきており、ほぽ同程度の変形が生じていることがわかる。

(b)の水平方向のみの加振を行った応答変位は、逆対称変形が 10・3cmのオーダーで生じているのに

対し、軸対称変形が 10・6cmのオーダーでしか生じておらず、水平地震外力による対称、モードの応答

は僅かであり、有限要素法による結果で上下方向応答と呼んでいるものは、逆対称変形モードの上

下方向変位成分であることがわかる。

(c)の上下方向のみの加振を行った応答は、最終支配方程式である幾何学的非線形連立 2階常微分

方程式(4.29)を見ると明らかなように、上下方向応答による水平方向運動方程式への寄与分がないた

め、逆対称変形が生じない。上下方向加振のみを受ける場合には、初期不整を考慮しない限り、水

平方向応答は表れない式になっているためである。

(2) 初期不整がある場合の地震応答

上下方向応答を水平方向運動方程式に反映させるためには、初期不整を考慮する必要があるため、

各モードの時間関数 T"T{，ηに変位の初期不整を与え、先と同様の数値解析を行った。図 2.(a)'"'-(c)

に初期不整を考慮、した場合の結果を示す。また、表 3rこ各応答の生じた位置、時刻に関係なくその

絶対値が最大となる値のみを取り出したものを示す。(応力の値は全て線形項分のみで計算してい

る)。モーメントは kgcm/cm、せん断力は kg!cmの次元を持つ。ところで、本節で使用しているシェ

ルの寸法では、初期不整として板厚の 1000分の l以上の値を与えると、初期不整の初期値により発

生する全ての応力が、 地震応答により発生するものより大きくなる。ここでは初期不整として板厚

の 10000分の lを変位の初期値として採用したが、表 3中、初期不整の有無によって値が変わって

し、るものは、初期不整の初期値により発生したものである。

表 3. 各応答の最大値

入力地震波 初期不整 Me Mq， Me中 N。 N中 Neq， Q。 Q中

NS & UD 
あり 0.3423 1.0235 0.0705 22.5678 11.5871 6.6327 0.0026 0.0074 

なし 0.3423 1.0235 0.0705 22-.5678 11.5871 6.6327 0.0026 0.0074 

NS 
あり 0.3318 0.9866 0.0705 22.4247 9.6354 6.6327 0.0026 0.0074 

なし 0.3318 0.9866 0.0705 22.4247 9.6354 6.6327 0.0026 0.0074 

UD 
あり 0.1190 0.2910 0.0504 9.8431 9.8431 1.0421 0.0012 0.0012 

なし 0.0897 0.2910 0.0000 9.8431 9.8431 0.0000 0.0000 0.0000 
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図2.(a)'"'-'(c)を図 lのそれらと比較するとわかるように、地震応答は初期不整の影響を殆ど受けな

いことがわかるロしかしながら、図 2.(a)の UD、NS成分を同時に受けたときの水平方向応答、図 2や)

の NS成分のみを受けたときの上下方向応答、および図 2.(c)の UD成分のみを受けたときの水平方

向応答は、初期不整が減衰により殆どなくなった状態から加振されているために、初期不整による

影響を殆ど受けていないと判断したとも考えられるので、初期不整の影響を詳細に調べるために地

震波の入力開始時を変更した数値計算を行う必要があると考えられる。図 3に図 2.(b)の位相図に対

応する NS成分のみを受けた上下および水平応答の変位の時刻歴を示すが、図を見ても初期不整の

影響がなくなった状態で地震波による加振が始まっているようにも捉えられる。

そこで、この図 3において応答変位がはっきりと確認できる地震波データの 4.0秒に当たる部分を

地震波の開始時間とし、応答解析を行ったものを変位の時刻歴で表したものを図 4に示す。実線が

初期不整を考慮、したもの、破線が初期不整のないものを示し、図中の時間は先に使用した地震波デ

ータの 4秒後に当たる部分が 0秒になっている。初期不整の有無は全くと言っていいほど影響を与

えていないことがわかる。

これらの数値解析結果から、実際の地震波のように入力加速度が大きい場合には動的座屈を起こ

す可能性もあり、水平あるいは上下方向運動方程式に与える他の方向の時間関数の影響を無視する

ことはできないが、ここで示した入力加速度の最大値が動座屈荷重以下の 100gal程度のものではシ

ェルの非線形効果は殆ど無視でき、各方向の線形応答解析を同時に行うだけでおおよその地震応答

を把握することができると言えることがわかった。

5.4 まとめ

本章では得られた幾何学的非線形運動方程式を用い、入力加速度がさほど大きくない地震波を用

いた地震応答解析を行った。ここで得られた知見は以下のようにまとめられる。

①有限要素法等の数値解析手法により水平方向外力により上下方向応答が生じていると言われてい

る現象について、有限要素法による結果で上下方向応答と呼んでいるものは、逆対称変形モードの

上下方向変位成分であることが判明した。

②動座屈現象が起こらない程度の外力下では、非線形効果は殆ど現れず、初期不整を考慮しでもそ

の応答は殆ど変わらないため、線形応答解析のみで応答解析を行っても充分であると結論される。
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逆対称変形モー ドの動座屈現象

はじめに

6. 

6.1 

4xIO・3

2 

。u

一'F

動的安定問題は動的外力による動的座屈を扱う問題と周期外力の下での共振現象を扱う問題に大

別される。前章では、動座屈荷重以下の上下水平両方向の地震動を受ける場合に、初期不整が幾何

4 3 。
-2 

4∞ 
2∞ 学的非線形項によりどの程度他のモードに影響を与えるかを検証したロ得られた結論は動座屈荷重

o 
b -200 

-400 
ωOxl0・6

以下における現象を述べたものであり、動座屈荷重を越えるときの現象まで考察したものではない。

よって本章では、水平地震動のみを受ける球形シェルの動座屈特性を明らかにすることを目的とす

λω 
4 3 。

このとき構造物が地震動等により加振されるとき、或るカ日振振幅レベルで動座屈が発生するが、

の加速度レベルでの臨界値を本論では「臨界入力加速度jと定義する。神戸海洋気象台による阪神・

これ淡路大震災地震動記録 (Kobe-JMA)及び EICentro水平地震動記録を用いた応答計算を行い

ところで、動座屈現象は応力度あるいら実地震動の臨界入力加速度を求めることで目的を達する。

200 

。
∞
，r
 

u
門ト

蜘
は変位で表されるものと考えられるが、応答加速度が急激に増大するときには、応答応力、応答変

位も急激に増大する。臨界入力加速度を得るための指標は応力、変位、速度および加速度の何れを

とっても同じことになると考えられることから、本論では最大応答加速度を臨界入力加速度を求め

4 3 。
100 

る際の指標とする。50 

0 

・50 しかしながら、3章で示したように、線形応答解析時の最大応答加速度は、球形、ンェルの幾何学的・u

戸
-100 

15OxlO・6
材料学的寸法により大きく異なる値となることは明らかであり、力日振振幅レベルに対する最大応答

加速度の比を動座屈現象を表すための指標として用いることは適切でない。本章では「非線形加速4 3 。
度応答比Jを「非線形応答解析時最大応答加速度を線形応答解析時最大応答加速度で害IJった値j と

定義し、半開角、半径一板厚比、材料学的パラメータをパラメータとした非線形応答解析を行い

非線形加速度応答比の変化を調べることで目的を達する。

球形、ンェル構造物の形態によっては非線形応答解析が不可欠であり、線形応答解析では予期しき

れない応答が表れることを示す。
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逆対称非線形応答方程式

(1)振動モードの仮定
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N(は Legendre陪多項式及びそれを使用する数を示す。
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ここに、 M(は使用するモードの数、 pll

119 



(2)逆対称非線形応答最終支配方程式

f1exural振動を仮定した球形、ンェル法線方向非線形運動方程式及び適合条件式に(6.1)式を代入し、

Galerkin法を適用すると、 4章で得られた時間関数に関する幾何学的非線形応答支配式のうち、逆対

称固有モードの応答に関する係数 (cos()にのみ関する係数)のみを取り出した、以下の幾何学的非

線形応答最終支配式が得られる。この式は、 l次のモードに関するおcのみを含んだ非線形連立 2階

常微分方程式となっている。(ここに、 1= 1--M1) 

M， M， M， 

BJ1C+B何4・+LLLB，6(S ， t ， u)r~"T/Tu" = B，7f) + VIB，9(S)えc (6.2) 

.¥'=1 1=1 11=1 1‘ 

ここに、 Yは水平方向強制変位を板厚で正規化したものであり、また時間関数 T/・も同様に板厚で正

規化している。なお、係数 B，は 4章に示すように、半開角(れ)、半径一板厚比(αIh)、材料パラメー

タ(A=ma2/Ehg)、境界条件等により計算される。

6.3 数値計算手法および計算パラメータ

(6.2)式は板厚で正規化したものであるが、地震記録波は実次元の単位を持って与えられているた

め、これを入力とするには半径あるいは板厚という実次元の値を入れる必要があることは前に述べ

た。また、入力地震波に対する臨界入力加速度を調べる場合、半開角や半径一板厚比の影響を見る

ためには、同規模のサイズと考えられるシェノレの比較を行う方がいいと考えられるD しかしながら、

半径や板厚を固定した値とすると、半開角が異なる形状では同規模のサイズのシェルを比較してい

ないという印象を受けるので、ここでは底辺のスパンを固定した値として数値計算を行うこととす

る。

そこで、数値計算の為のモデ、ルとして、底辺のスパンが 100mで境界が固定支持されたドームを

採用する。入力地震波は阪神大震災及び EICentro水平地震動記録を用いる。これらの記録は 0.02

秒間隔のデジタル量で与えられているので未知関数 T{は解析的には求められない。ここでは、

N igam-J enn i ngs法によって直接数値計算する。しかしながら、通常用いられる程度の球形ドームの

低次の固有振動数は、この地震動の卓越振動数より低くはないので、この 0.02秒程度の間隔で採取

されたデジタル量をそのまま用いることは解の精度と収敏性が望ましくないと考えられる。従って

本計算では 3章の検討を踏まえて、データ問を 10分割し線形補間したデータに基づいて数値計算を

行った。

表 1. 計算パラメータ

入力地震波 Kobe-JMA-NS， EI Centro・NS

ポアソン比(v) 0.3 

減衰率 0.02 

121 

半開角(仇) 15，30，45，60 

使用する固有モード 1 st--6thの内 90Hzを越えないもの

板厚比(alh) 100，400， 1000 

材料パラメータ(A=mcrIEhg) 0.09 --9.0 x 10-4 

6.4 数値計算結果及び考察

(1)板厚比と半開角の動的安定限界への影響

入力地震波を EICentroとし、半径一板厚比が比較的厚いと考えられる 100と比較的薄いと考えら

れる 1000、半開角が 15，30， 45度の 6ヶの組み合わせについて材料ノ号ラメータ Aによる非線形加速

度応答比(非線形応答解析持最大応答加速度を線形応答解析時最大応答加速度で曾lった値)を調査

する。横軸に入力加速度のピーク値(gal)をとり、縦軸に非線形加速度応答比を表したものが図 lで

ある。半径一板厚比が 1000のものは縦軸を対数表示にしているが、実際の構造物にこのように大き

な応答が現れるのではない。ここでは時間関数に関して 3次までの幾何学的非線形性を考慮、してい

るに過ぎないため大変形応答に追随出来ていないと考えられるためである。

この計算結果から、

①材料ノミラメータが大きくなるほど、

②半開角が小さいほど、

③半径一板厚比が大きいほど(板厚が薄いほど)

非線形応答解析の必要性があるといえる。

ところで実在の構造物は本論のようにモノコック構造ではなく部材により補強されていることが

多い。このような場合、補強部材を等価剛性に置き換えて全体的な挙動を把握することが出来る。

大スパンのライズの低い球形シェルの場合、半径一板厚比がかなり大きくなると考えられ幾何学的

非線形性により、線形応答解析では予測できなかった応答加速度が現れる可能性がある。
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(2)臨界入力加速度

上記の結果を踏まえ半開角が 30度および45度、半径一板厚比が 1000の球形、ンェルについてより

詳細なデータを得るため、 Kobe-JMA、EICentroの2つの地震波を与え入力加速度のピーク値を 10gal

計算結果を図 2に示す。横軸を入力加速単位で変化させて非線形加速度応答比の変化を調査しだ。

度のピーク値、縦軸を非線形加速度応答比、凡例として材料パラメータ Aを採用している。

入力加速度のピーク値を大きくしてゆくと非線形加速度応答比は少しの上昇を見せた後、急激に

大変形に追随出来る幾何学的高次非線形理論によって定式化を行いこの間増大する様子がわかる。

この入力外力の加速度ピーク値に対する非線形加速度応答比に上限があってこのよ題に用いると、

この理論に基づく限り、臨界入力加速度を得るための基準としうに増大するのみかもしれないが、

16∞ 1400 4∞ 6∞ 8∞ IO∞ 1200 
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200 。
て非線形加速度応答比が 2.0を越える時点とすることは実用上問題ないと考えられるロよって、ここ

EI Centro) 入力地震波と半開角の動的安定限界への影響 (半開角 45度、図 2.b
では非線形加速度応答比が 2.0を越えた時点の入力外力の加速度ピーク値を臨界入力加速度とし、結
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これらの値以下と考

前章で述べたように初期不整の影響も殆
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幾何学的非線形応答解析を行う必要はなく線形応答解析のみで応答性状は把握出来る

果を図 3に示す。横軸を材料パラメー夕、縦軸を臨界入力加速度としている。
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7. 定常振動外力下での逆対称変形モードの非線形応答

-0-Kobe-JMA : 30 
___ Kobe-JMA: 45 

-[子-El Centro : 30 

一骨骨一 ElCentro : 45 

7.1 はじめに

動的安定問題は動的外力による動的座屈を扱う問題と周期外力の下での共振現象を扱う問題に大

別される。前章では実地震波を用いた動的外力による動的座屈問題を扱ったが、本章では、 4章で得

られた時間関数に関する幾何学的非線形運動方程式のうち、逆対称固有モードの応答に関する係数

のみをとりだし、周期外力下での共振現象について調べる。

逆対称形応答変形が加振方向に対応する「加振型モードJの他にそれに直交する方向にも生 じる

「随伴型モードjが存在すると仮定し、逆対称形非線形定常振動解および安定行列式の導出を行い

水平振動による当該構造物の安定性を論じる。この場合、応答変形は緯線方向に伝播型となってい

る(図 l参照)。本章では、定常振動解 (3節)および安定行列式 (4節)の導出を行った後、初め

に加振型モードのみを考えた定常振動解の安定性を述べる (5節)。その後、伝播型モードを考慮し

た定常振動状態、の安定性を述べる (6節)ロ

なお、本章は逆対称モードのうちのある 1つのモードに関する Traveling応答を考察するものであ

り、複数のモードを同時に考慮、した非線形定常振動状態を扱うものではない。複数のモードを同時

に考慮した定常振動状態の性状については次章で考察を行う。なお、本章で扱う逆対称非線形定常

振動状態を解析的に取り扱った既往の論文には園枝らによるもの[18，19]があり、そこで仮定された

変形モードの性能があまりよくないものであったので、ここではこの論文の検証もかねてほぼ同様

の手法により定常振動外力下での逆対称変形モードの非線形応答性状を詳細に調べることとする。

この論文では、逆対称変形モードに於ける共振曲線は softening型として図示されているが、本論文

では hardening型の結果になっている。論文中に含まれる式に符号等の間違いもあり、どこに原因が

あるかは特定できないが、逆対称変形モードの共振曲線が hardening型になることは園枝も認めてい

る。

0.2 0.4 0.6 

Material Parameter A 

0.8 l.OxIO・3

図3 臨界入力加速度(横軸:材料パラメー夕、縦軸:臨界入力加速度(gaり)

本章では、非線形加速度応答比(非線形応答解析時最大応答加速度を線形応答解析時最大応答加

速度で轡!った値)を調べることにより実地震動の臨界入力加速度を求め、非線形応答解析が必要な

材料学的及び幾何学的パラメータの範囲を示した。前章では動座屈荷重以下の荷重に対する初期不

整の影響はないことを述べたが、その結論と合わせると、これら動座屈荷重の値以下であれば非線

形応答解析を行う必要はなく、線形応答解析のみで応答性状は把握できると考えられる。

本章の結果から、一般的には

①材料パラメータが大きくなるほど、

②半開角が小さいほど、

③半径一板厚比が大きいほど(板厚が薄いほど)

非線形応答解析の必要性があると言える。しかしながら、図 3で示す臨界入力加速度は記録された

地震波に対するものであり、これから起こりうるであろう地震に対する性状を述べられるものでは

ない。本章で示した臨界入力加速度を記録されている地震波に対し数多く行い、その統計学的な立

場から一般的であると考えられる動座屈荷重を求めることも可能であると思われるが本論文では行

わない。次章以降では、これらのぎりj座屈現象を引き起こしているメカニズムの恨底にあると考えら

れる、周期外力下の幾何学的非線形効果を詳細に調べることとする。

6.5 まとめ

: ~ーー一一炉

外力 外力 外力

• • • • • • • • 
-
a

・
• • • • 

・

加振型モード 随伴型モード 伝揺型モード

(加振型+随伴型)

図1.応答変形モード
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7.2 たわみモードの仮定

法線方向変位成分(たわみモード)wを2章で得られた逆対称近似固有モード式 (w，t) を用いて

仮定する。 θ=0方向からの外力を考える場合、引が加振型モード、 wsが随伴型モードとなり、これ

らの和で伝播型モードを表している。

W = Ws SlO θ+ W(." cosθ (7.1 ) 

ここでは、 l次のモードのみを考えることとし、他のモードとの連成を考えないこととすると、

N， 

W_c = W，l(砂)斤(t)、Wc= W，l(ゆ)庁(t)、w，'(ゆいとGJI弓，

1(COSO) (7.2) 

となる。ここに、 Pjl，N，は Legendre陪多項式及びそれらを使用する数を示す。 Gj，
lは 2章の近似固

有モード作成法により計算される定数であり、球形シェルの半開角、半径一板厚比および境界条件

等を満たすように求められた定数である。

表記を簡便にするため、 (7.2)式を以下のようにおく。

W
.f 
=W(ゆ)xパt)、Wι =W(件)xc(1) 

(7.3) 

7.3 定常振動解の導出

7.3.1 逆対称非線形応答最終支配方程式

入力加速度として角振動数Q、供0方向より振幅 P'，およびθ=π/2方向より振幅 P;の定常振動外力

を受ける、 flexural振動を仮定し?と球形シェル法線方向非線形運動方程式および適合条件式に(7.1)、

(7.3)式で表されるたわみモード式を代入し、モード重畳法を適用すると、 4章で得られた時間関数に

関する幾何学的非線形応答方程式のうち、逆対称固有モードの f次のモードに関する時間関数 T/・お

よび T/のみに掛かる係数のみを取り出した、以下の幾何学的非線形応答最終支配式が得られる。

え.+ω2X
ι・=-y人.+ε(k，x;'+ k2xcx.;)一f， (7.4) 

え+ω2X
町
=-y人+ε(k1x.:+ k2x:、x;)-f、 (7.5) 

ここに、 (7.4)式はθ=0方向の応答支配方程式、 (7.5)式はθ=π/2方向の応答支配方程式であり、それ

ぞれ、力日振型モード応答支配方程式および随伴型モード応答支配方程式と呼べるものである。

に、なお、ここに時間関数 XJ、Xcは球形、ンェルの板厚で正規化されたものを示す。

ε= (h/α)2、Ki=一lβ2/，s。、 k2=-，β3 1，β。、 ω=(h/ α)~f β，/ fβ。

y = 2;ω = 2c(h/ a)~ Iβ，/，β。

λ- 尺~Cβ4IIβ。)cosQt三尺cosQt

f、=-f:C，sJ./，so)cosQt三尺cosnt

であり、 αは球形シェルの半径、 hは板厚、ごは減;衰常数、 ωはl次の逆対称モードの固有円振動数

129 

を示し、半径一板厚比から得られる εは充分小さな値となっている。なお、 P'c，P'sは、入力加速度

を板厚で正規化ものとして示している。また、係数 ，ßo~/ß4 は 4 章で得られた各々の時間関数の項に

掛かる係数のうち、 l次のモードに関するものを取り出したものであり、以下のように表される。

M 

，so = eB/ / h = 12(1-y2)AI芝 G~/Gi~S'(j， i) 
)=1 i=' 

lβ" = B，21 h =主主G~， Gi~{2ーか仰ーか1)-λJ}S' (j，i) 

，s2 =胤l)/h=j主主主会Gi~G~/G;，凡

3DfpD218+DtpDL+DfpDL+3D;1pD::λS(p，q) 

，s3 = B，5川)/h=j主主主主Gi~G~/G~/G~/立[吟弘+時収q
-2L広域，q+ 3D;~pD:;，q -21弘D;;，q+ 3D;~pD:，q ]S(p，q) 

/β~ = e B，7 
I h = 36(1-y2)A芝 G~，S'(1 

):， 

なお、ここに用いている記号は 4章と同様のものである。

7.3.2 定常振動解の導出

幾何学的非線形応答最終支配式(7.4)、 (7.5)の解を

Xc = Ac (t) cos(O t +江(t))、Xs= As(t)cos(Ot +江(t))

と仮定し、平均化法を用いて定常振動状態の振動解を求める。ここに(7.4)、 (7.5)式において、時間

関数 Xs、んが球形シェルの板厚で正規化されたものを示していることから、上式中に含まれる応答

振幅Ac、Asも同様に板厚で正規化されたものとなっている。

xc=νc 

九=一ω2Xc-ylJc+ε(klX~ + k2xC
x;)一えcosOt

xs=νs 

た=一ωk-yV5+ε(k，x.:+ k2xS
x;)一尺cosOt

離調パラメータd、dを以下のようにおく。

f、2 2 _ _..f r、2 _.2 
εω =.!:.r- (J)~ 、 εω = ~l ー ωs

座標変換式は以下のように表される。

Xc = Ac COS(Ot +ηJ、Vc= -OAc sin(Ot +ηJ 

Xs = A.f 
COS(Ot +り.J、Vs二四nAssin(Dt +ηJ 
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(7.6) 

(7.7) 

(7.8) 

(7.9) 



J4c= 

__2 

As = .. JX; +金

仇一an-t記-Qt 仇 一 an-t記-Qt

(7.10)、(7.11)式の tに関する微分は以下のようになる。

A_=土(XAi+」7111
.. Ac ¥.らら Q'" ..ソ

サc=-」-(xjcーがJ-QA;u L 』 』も

ds=土(x，.X， +会Vs
手，)

仇=--L(xJsー νλ)-Q
J A;u a s a a 

(7.12)、(7.13)式に(7.6)、(7.8)、(7.10)式を代入する ことにより Ac、。cは以下のようになる。

AcAcO = _A;(Q2ー ω;)cos(Qt+ηc)sin(Qt +ηc> -y A;Qsin2(Qt +ηc) 

+ε{-k1A: COS
3(Qt +ηc) sin(Qt +ηc) 

-k2A; A; COS(Qt + 1Jc)sin(Qt +ηc)cos
2(Qt +仇)}

+ PcAc sin(Qt + 1Jc)cosQt 

-dJサcO= -o; A; cos2 (Qt +ηc)+戸ω;COS(Qt刊 c)sin(Qt刊 c)

+εk1A: cos4 (Qt +ηJ + &k2A; A; cos2 (Qt +ηJcos
2
(Qt +仇)

-~Ac COS(Qt + 1JJ cos Qt -Q2 A; sin 2 (Qt +ηc>+ A;Q2 

同様に、 As、仇は(7.14)、(7.15)式に(7.7)、(7.8)、(7.9)式を代入することにより得られる。

(7.1 0) 

(7.11 ) 

(7.12) 

(7.13) 

(7.14) 

(7.15) 

(7.16) 

(7.17) 

AsAsQ = -A;(02 -ω;)cos(Ot +ηs)sin(Ot +ηs) -yA;Osin
2
(Qt+ηs) (7.18) 

+ε{-kIA.: cos
3 (Qt +ηs)sin(Ot +ηJ 

一k2A;A; c∞os(Ot + 1Jη7s) sir 

+1弓:ソAssin(Qt + 1Js) cos Qt 

-dJサsO=一ωμ.7coジ(Ot+仇)+ ynA; COS(nt +仇)sin(Qt刊) (7.19) 

十εk1A:COS
4 (Qt +仇)+εK2AJAJcos2(Qf+ηJcos

2
(Qt+ηs) 

一尺AsCOS(Qt +仇)cos Qt -Q 2 A; sin 2 (Qt +仏)十AfQ2
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すでに記号として用いているが、値ん、ん、 ηc、ηsは定数なので、これらの値を時間で微分した項

を含む左辺の値はすべて 0になっている。 (7.16)"'(7.19)式の右辺を0/=0'" 2πについて平均化(領

域に渡って積分し、 2πで割る)すると定常振動解は以下のように得られる。

1 ヲヲ 3 . .1 1 、一二(ω~ -Q~)Ac +:;;& klA: + -;;& k2AcA: {ω(ηc-ηs)+2}-hc叫 =08 1 C 8 c s 

1 ~. 1 、 1
一ゴEyYQω4c七十-一ヲ正γ~&k2はr2Ac'

一守ヲ 3 . .1 1 ‘ 一以-QL)As+:;;&kIA: +-;;&k2AsA:{ω(ηs -1Jc)叫ーかc町 =0
8 1s 8 

1 ~. 1 . . ..， 
-yQAs-Jεr2ASA; sin 2(1Js - ηJ+戸~in 7Js = 0 

ここに、ん、 Acは板厚で正規化された応答振幅、弘、 ηcは応答の位相を示す。

7.4 安定行列式の導出

振動解に微小撹乱が付加された場合の解を以下のようにおく。

Xc = Ac cos(Qt + 可~)、人 = As cos(Qt+可'$) 

Ac = Ac +α〆t、As= As +α/t、伝 =ηc+(〆t、年s-ηs + c_〆t

(7.20-a) 

(7.20・b)

(7.20・c)

(7.20・d)

であって、 αc'as， c，ζは充分小さい値とする。またλは必要なオーダーで小さいとする。これらは定

常振動解(7.20)式を満たさなくてはならないので、 (7.20)式に代入する。

(7.20・a)式は以下のようになる。

七ω2_ Q2)(Ac + Qceλ1)十k1(い ceA.I)3

+ ;ドεμkん2(い c♂〆/灼e〆d内λμ勺tツ)附G叫qザザ机se〆〆内e〆d内λμ勺1)2附

一iドξC的 +が)=。

ここで、以下の近似式

々 も (A1y λt λ2t2

=ラ一一一=1+一一+一一一+・・.=1+λI
ロ n! 1! 2! 

cos 2e
Al ((c -(s)三cos(2+2λt)(Sc -(s)三 cos2((c-(J三1

sin2e必((c-(J三sin(2+ 2λt)((c -cJ三sin2(Cc -Ss)三2(Cc-cJ 

cos(7Jc + Sce
必

)= cos 1Jc cos Cce必ーsin1J c sin c，〆I

三cos1J c cos Sc -sin 1J c sin Cc三cos仇一Scsin 7Jc 
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(7.20・a')



と、 (7.20-a)、(7.20・b)を考慮すると(7.20・a)式は以下のように書き換えられる。

ーヲ 1七ω2_0.1)什 ck.x山 +-EK2ω附 A;ac)問 (ηc一仇)+2} 1 " _， ~"'c .... c ' 8 

ードs川×ι=0

同様にして、 (7.20・b)式は

ーがは+aCeA.') +ド叫+ιeλ')

-jEK2(dc+Gceλt仲 Gsdt川 2{ηc一ηs+eλt(ι -Ss)} = 0 

ここで、上記の近似式と以下の近似式

sin 2{ηc-ηs+eλt (SC -Ss)} == sin 2(ηcー ηs)+ cos 2(ηc一仇)x2(sc -(J 

sin(17c + sceA.l)三sin17c + Sc cos 17c 

を用い、 (7.20・b)式を考慮すると(7.20・b')は以下のように書き換えられる。

1 ~ 1 ~ ~ 1 吋

-yQGc一:Pc cos 17c X Sc + ~ c k2AcA: cos 2(ηc一ηs)x2(Sc-sJ2'----c 2-c---'lc "Jc 8 

+ ;七いd叫州k2(Aイ0仇;〉九G叫c+2μ以矧AsυsAρ 

(σ7.21り)、 (7.22)式を4、αc、，、 Q5に関してまとめると以下のようになる。

、...、.r、，
』咽'--~._

A11Sc + Al1ac + A13Ss + A14as = 0 

A21Sc + A22ac + A23Ss + A24as = 0 

A1ι11 -十ω;〉討ω叫lnωnρ2(仇十い日一寸刊η仇ψz

守守 9 ヲ 1 司

A'2 =ーす(ωL_ o.L) + ~ckIA: + ~Ck2ASL {COS 2(ηc-ηJ+2} 2 ，- --/ • 8 _. -1 --c 8 

Al口3= jシド仏Ck2AcA}仲 S討m叫i凶n

A!H4=jシドεCk2Ac川叫いs)川川)+川川+は叫2斗} 

A2引l= jシドckω ;μ 叫

1 ̂ ~ 1 令

A22 =::-yo. +::-ck2A.: sin 2(ηc一仇)
，L'{' 2' 8 " 

A23 =十ω〉刈c一仇)
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(7.21) 

(7.20-b') 

(7.22) 

A24=jd2υι 叫 η4一仇)

なお、 A"は(7.22)式を用いると以下のようになる。

A l i = j 仰 ι十ω :〉μ幻sln凶山n

また、ん1は(7.21)式を用いると以下のようになる。

1 ~ ， _，.， 3 句 l 守

A21 =云(ωL-Q-)Ac一τek，A;+τεk2 AcA.: { cos 2(:ηc一ηJ+2}
d d 

同様にして(7.20・c)、(7.20・d)式も以下のように計算できる。

A31SC + A32αc十 A33C¥.+ A34α.，. =0 

A4ISc: + A42αc十 A43S耳+.. 4.~4α_ç =0 

A3引l= jシシεCk2AsAc.~仲S討m叫ln

A3刀2= jシドck2υ川 cω(仇十日一寸ηψ2} 

A:¥3 =寸jシf仰倒ω町十k2A.，.A;s討m叫ln

ヲヲ 9 今 l 吋

A34 =つご(ωL-nL)+~ck， A.，~ +::-ck2A:{cos2(ワ』一仇)+ 2} 
2 ' ， 

8
月

8

A4制)=十k2A.\. Ac.~ c 州 x「ぺ川一寸刊叩η仇引J ) 

dぺ州が削付i凶U川n心2

1/__2 r.2"¥ .4 
3 _L  .43 . 1 

A43 =士(ω2_ 
n2

)Ax -~éklA町 +-EK2dJJ{cos2(η町一 ηc ) + 2} 
2 ' ， •. 

8 
，.. 

8 

1 ̂ ~ 1 司

A44 =::-yn + ~ Ck2A，~ sin 2(ηw一ηι)
2' 8 

ところで、 (7.20)式の右辺が 0となっているのは、値ん、ん、 ηc、仏が定数であり、これらの値を時

間で微分した項を含む左辺の値がすべて 0になるとした以下の式を適用したためである。

[Acサco.A):2 A/I.J:2 A.，.nf = [0 0 0 ot 
ここでは、これらの値ん、ム、弘、仏の代わりに

Zι = Ac +αιeA.1
、え =A~ +α、.e

A.t
、反=ワc+(ιeλI、広 =ηx+ s.~e À.' 

を用いなければならないので、 Ac 、尻、 A.~ 、広を代入すると右辺には以下の項が上記の計算では

出なかった差分として残る。
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AJfJ:J = A，，(な+λcc;e)J).0 = Ac:nλ・c，

え.0= (A，. +αcλ e)J) =λn.ac 

ス奇:~n = A.~(弘 +λ(ß勺Q=AzQλ .çs

え.0=(ム+GvA.' e)J) =λn.a‘ 

よって(7.20)の右辺に当たる部分は

[Ac:nλcc nA.ac AsnλCs nA.a.J1 

となり、先の式変形の過程で、正負が逆になっていることに注意すると、 (7.20)式は微小撹乱が付加さ

れた場合の解を代入した結果、以下のように表すことが出来る。

A" A12 AI3 AI4 Cc -AcnλCc 

A21 An A23 A24 αι -nA.a C 
一

A31 A32 A33 A34 ζv -A.\.nλ(~ 

A41 A"2 A43 A44 αs -nA.a.¥. 

よって、 G、q、ζ、QJに関して次式のようにまとめることが出来る。

A" +Acnλ A'2 A'3 A'4 Cι 
。

Aヲl A22 +.0λ A23 A24 ac 
。

一

A31 AJ2 A33 + A.vnλ A34 cs 。
A41 A42 A43 A44 +nλ as 

。
上式を

[Eij][Cc，a"，(..、，asf= {O} 

とおくと、有意な Q，.--ζ、が定まるための条件として以下の安定行列式を得る。

det[EIJ] = 0 ( i，j = 1--4 ) (7.23) 

1 . 1 ヲ 1 、ヲ 9 ヲ l 、

E" = Ac:Q(λ+-y)--Ek d AよS.、 E'2 =一一(ωよ-.01.)+ -;;& k，A: + ~& k2A.:CC，ι+2) 
282C 町 ι 128lc 8 

E13=jEW7St E14= シk2AcA.~小2)

崎ヲ 3 ヲ 1 吋

E21 = {τ(ω!. -Q!.)-:;;&k，A: +-;;&k2A.:(Cι: -2)}A， 2 ¥ '̂' .... J 8"" "'I"..c ' 8 

En = Q(λ +~y) +~&k2A.: Sc 、 E23 =一二&k2AιA;C，ι.、E24=iEK2dι・AsSc:
1 . 1 . .，~ _ ] 

μ 2 I I . 8 ~ . !. --s ιlJ  4 

1 . 1 
E3l=jswfsx E32=jswx(Cx+2)E33=4Q円円州A:S.~

E34=-l(ω2-Q2)+25klA2+lEK2df(Cz+2)i E4l=-iEK2A.、A，2C.，.

8 ~ l' -.，. 8 
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E42=1EK2dcdxSx、E43= {一(ωー-Q)--EKAZ+-EK2AJ(Cs-2)}ムl ヲ h 3 1 ，， 2 1 
2 ，~ --/ 8 ...， "'1" .... ~ I 8 

1 ， 1 、
E"4 = n(λ+ ~ y)+ ~&kJA(~S. 

2" 8 ~ι5 

であり、ここに

Sv = sin 2(庁、.ーηc)、Sc = sin 2(17c -ηs)、 C~ = cos 2(η広一 ηc)、Cι= cos2(ηc一爪)

を示す。

7.5 加振型モードのみの定常振動について(AfPs=0のとき)

はじめに、加振型モード(逆対称形応答変形が加振方向に対応するモード)のみを考慮した場合

の定常振動解および、その安定性について考察を行う。これは、 (7.1)式において、 cosθに関するも

ののみを扱っていることを示す。つまり、仮定した変形モード式(7.1)の代わりに

w=wι.cosθ 

を用いたものであり、これは、定常振動解(7.20)式において、 A.f=P.v=Oとしたものと一致する。

(1 )共振曲線

定常振動解(7.20)式において、 Af=P‘=0と置く。 (7.20-c，d)式は恒等的に満たされて、 (7.20・a，b)式は

以下のようになる。

、ヲ 3 ‘ l
E(ω.! -Q.!)Ac; -~&k， A:' +三尺COSηc 。
-lyQ44.」p.sinη(.'=0
2 ' ~ 2 ~ '1.' 

上記 2式より、 ηzを消去することで共振曲線は次の形で求まる。

111 f~ ， 2 ，，2， 3 _'-，121-. 1..2，，21 
A，:I i ~(ωー -Q)--dlAι. ト +-:-y.!Q 匂 1= て尺2

I 12 ' .. 8 I <. I 4' 1 4 
(7.24) 

(2)不安定性

A.f=Pf=Oのときの安定行列式(7.23)は以下のようになる。

E;， E;2 。。
det|E21 E;l G 。

1=0 。。。E~4 。。。E~4 

ここに、係数 E'II--Eいは安定行列式の係数EI，"""'_E44にAf=Pf=Oを代入したもの、

136 



同(=。什y)

広l=jい 0
2
片 jdl

、，.
c

A
 

'K 
E
 

9
一8

+
 

、‘，JQ
 ω

 

，，.‘、
l
一
2一一、4E

 

とおくと、 D及びm、nの符号により、振動性状は以下のように分類することができる。

、‘.，，γ' 

1
一2

+
 

4
d
A
 

〆

'E‘、
Q
 一一

句

4E
 

D>O ①、② :複素根

③、④、⑤:実数根E;4 = -~(ω2-Q2)+1E い，~{c叫 (ηz一仇)+2} 
2 ' ， 

8 

1 . 1 、
E~4 = O(λ+ 

-=-
r) + ~ & k2A: sin 2(爪一仇)

嶋崎 2" 8 
.. 

であり、これら以外の E'13等の要素は全て 0になっている。この安定行列式は 3列目が 0となって

おり行列式は必ず 0になるので、安定行列式を i，j=1......4について用いても有意な解は得られない。

ここでは上記行列式を用いて、

1 .加振型モード自身に起因する不安定領域(i，j= 1，2 )、および、

11.随伴モードの発生により加振型モードが不安定(i，j = 3， 4 )になる条件

に分けて考察を行う。

m 

実数部:正 実数部:負

①:実数部正の複素根

②:実数部負の複素根

③:負の 2つの実数根

exp((α+iβ)t) :振動しながら発散

exp((一α+iβ)t) :振動しながら収束

不安定

安定

exp(一αt) :過減衰 安定

④:正と負、それぞれの実数根

exp(αt) 

:③、⑤が共存する

:発散

不安定

1 .力日振型モード自身に起因する不安定領域について

ム=Pz=0のとき、有意な ac*O，'.*0となる加振モード・の解(ae，ζ)が存在する条件として、安定行

列式(7.23)の

⑤:正の 2つの実数根 不安定

det[E，)] = 0 ( i，j = 1，2 ) 

(7.25)式は、 l次の項(m)および2次の項(1 )が正であるので、不安定となるのは 0次の項(n)が負

になる領域のみであることがわかる。よって、不安定領域は 0次の項が負になる条件として以下の

ように与えられる。

N や仲(ω'_n')}{シ川一(ω2一件。 (7.26) 

を求めればよいので、以下の式が得られる。

守 l ヲ [9 ヲ 1，") ，....")， 113 ヲ 1/ 2 ，..，.1.. I 
02(λ+-y)z+{-EklA:一一(ω1._ 

01.) H:;;& k(A:一一(ω"-0")ト=0
2. r) T 

18 
G {¥.1 n.c 

2 
¥ (.(.1 .. 

"" 
J I 18 

V '''(HC 

2 
¥ '̂' .... I 

J 

この式をλについて展開すると以下のように書き換えられる。

2 2.， . 1 2. f 9 _ L A 2 1 
I _.2 1'""¥ h 1 f 3 _ ，. A 2 1 {" 2 (¥ 2 ¥ l 

02λ2 +0γλ+-y +{-EklAj一一(ω-OL)H一&k，A 一一(ω_02)トo
4 

I 18ι2  ' ， 
118ι2  ' ， 

J 

この式は微小撹乱の式中に含まれるλに関する特性方程式である。ここで、 (7.25)式を

lλ2 +mλ+n=O (1)0) 

のように表すものとし、不安定領域の分類を行う。この式の解は、

λ=-m
-J:)m2 -41n 

21 

(7.25) 

11. 随伴モー ドの発生により加振型モードが不安定になる条件

As=P.~=O のとき、。メ0， ζ*0 となる随伴モードの解(a.~ ， S:)が存在する条件は、安定行列式(7.23)の

det[Eij] = 0 ( i，j = 3， 4 ) 

D = m2 -41n 

を求めればよいが、 E'33=E'4)=0であるから E'34=E'44=0でなければならない。よって、

E~4 = -: 
(ω2 

_ 
0
2) + ~ & k2 At~ { cos 2(η町一仇)+ 2} = 0 

8 

1 . 1 . .， 
E~4 = O(λ +-:-Y)+一εムA:sin 2(爪一η(')= 0 

喝 2" 8 ι 

より、 17"，仇を消去し整理すると

ヲ l ヲ 13 ヲ l ヲヲ 111 ヲ 1， ')ヲ|

OL(λ+-yYベ::-&k.， A/~ 一一(ω 1. -rY)村-EKJ?一一(ω.!-OI.

)r=O
2' 

， 
18 :.ι2' '118"ι2  ' J 

が得られる。 rの場合と同様に不安定領域は 0次の項が負になる条件と一致するので、以下で与え

られる。

であり、ここに
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Nやk2AG~ -(ω2叫{!&k，A;-(ω'-n')}<o (7.27) 

共振曲線(7.24)式、および不安定領域(7.26)、(7.27)式の両辺をdで割り、 Q 三0./ω と置くと、それ

ぞれの式は以下のように表すことができる。

ーヲ /βI A 4 ， 16 (f1 n 2 ¥ 2 ， A J: 2 n 2 1 ( Iβ( i 
2 

A 2 1 ~ ( '/!_‘i
2
( ~ i

2 
-() 

必+一(l-Q)--A+一{(1-0. 2 ) 2 + 4c 2 0. 2 } I 一一 IA 一一I~ー I I一τI= 0 (7.24') 
/β2 . ~c . 9 l' - -- / . ~ -- ] ~ Iβ2)ι9  ~， β2) ¥ωj 

1( .12 . 16 (/1 A 2'¥ 2 ， A t::' 2 A 2 ) {ー lA，~ + 1，，6 (1 _ 0. 2) '~1 A: +一{(1ーが)2+ 4c20.2}!引くO
，s2 ι 27 " -， ¥ I s2 ) 

(7.26') 

A; -竺(l-n 2) I ~( Ac.~ +竺{(l -n 1 ) 2 + 4c 2 n 2.} r ，~( 1 < 0 
，s3 ι3  " -， " ，s3 ) 

(7.27') 

7.6 伝播型モード定常振動の安定性

ここでは、加振型モードおよび随伴型モードを同時に考慮、した伝播型モードの定常振動解および

その安定性について述べる。しかしながら、定常振動解(7.20)および安定行列式(7.23)を、そのまま

用いることは非常に困難である。よって、ここでは、取り扱いを簡単にするため、無減衰 (;=0)、

一方向入力外力 (p.r=O) の場合を考える。このとき、定常振動解(7.20-d)より、

sin 2(1]‘ -ηc) = 0 

また、この式を定常振動解(7.20ヤ)に用いると

s1n η(.' =0 

が得られる。よって

cos2(η町 一 ηc:)=.:tl、 ηc = mπ (m E Z) 

より、以下の(A)、(8)の2つの場合に分けて考察を行う必要がある。

(A) cos 2(η‘-ηc) = 1のとき

ηι =mπ，η.V ηι. +nπ (m， n E Z) 

であるから、応答変形は、

w=W(砂)Accos(o.t + mπ)cosθ +W(併)A.~ cos(o.t + nπ)sinθ 

=W(の~A: + A; cos( e +α) cos o.t 

の形で表され、 αの中に位相差を含んだ、力日振モードのみの定常振動と本質的に異ならないも

のとなり、伝播型振動状態にはなっていないので考察から除外する。

(8) cos 2(ηN-ηι.) =-1のとき
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ηc = mJr， 爪 =ηι +(n+l/2)π (m，n ε~) 

であるから、応答変形は

w=仰)ぺ州o.t+ mJr)ω + W(O)A‘州o.t+nπ+?)討

=W(ω砂ω)(AcC∞os{) C∞oso.t + As s討1nθS幻ino.tの) 

の形で表され、 これは緯線方向に伝播型状態の応答モードになる。

(8)の場合にのみ伝播型振動状態となっていることがわかったので、以下ではcos2旬、 -ηι)=-1の

場合についての、共振曲線および安定行列式の定式化を行う。

(1)共振曲線

このとき、 (7.20・a，c)式は

3 _'_ .13 . 1 
一一(ω2_ 0.2)Ac +一εklA.+-EhdJJ±-ξ=0

8 '" 8 4 

-~ (ω2-Q2)+2sklA2+1εkJA} = 0 8 1 、 8 r--c: 

となるので、共振曲線は以下のように得られる。

イ山
81 I /1 A 2 '¥ . 1 ，丘|

イ=一ーと~~(1-0.
2
) +ームニAL~ ~ 

3 ，β2 l' ， 4， sI ιj 

(2)安定性

このときの安定行列式(7.23)の内容は、

AcQλ E;2 o E;4 

detl E;) 
O 

E;I 

Qλ E~ ， 0 
μ1=  0 

E~2 Aso.λ E34 

o E~3 nλ 

E;2 = -~(ω2 - Q2)+2EM+lEM 、
2 ' ， 8 ι 8 

E:.. = _!_ E k， A..A.. 
門 4 ゐ‘ 吊

喝1. 3 ヲ 3 司

E;1 ={-3:-(ω4-Qt)--EKlAよ-~c k2A.:}Aι、8 -"1--c 8 E;3=jMA: 

← j μ州刈2バlAc..ぺAc..じ:A.¥、 ト jシドμパk，

でで.あり、 この式を}戸02λ2とおいて、

Y2-Ay +B=O 

E:， = _!_c k、 A ， A，~ 、
引

4 ‘
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E~ ， = -_!_c k、 A..A.~
"'J 4 

...，も

(7.28) 



の形で表現すると A， Bは以下のように計算される。

A = -， 1_，-(AsE;2E;， + A.~E;4E~ ， + Aι・ E~3E~2 + A，.E;4E~3) 
A"A‘ 

=十ω2_n2/十(ω2_n2)附 +k2A.;) 

-E2土{27k川 +3k; A.: + (42k，k2 -8k;)イイ}
64 

B = ~(E;4E~3E;2E~ ， -E;2E~3E;4E~ ， -E;4E~ ， E;2E~3 + E;2E~ ， E;4E~3) 
A"A，、

=土内A，;A，~ ~ -3 ( (u 
2 
-n 2 

)k， + ~ cρ7 k，2 -2k; )A; + ~ ck，k2A.; ~ 64 ~.\ L 1" ， I 4" I t. ， -c: 4 -l' . ~ --.V I 

x{-cω2 _n2)十仲jsh
両辺を 64倍しdで害IJることにより λ=λ/ω を用いて、.書き表すと以下のように与えられる。

n414 + A'n2;[2 + B' = 0 

ル 16日 )2+ 1合同2)MAf+lM)

+会仰何一山+叫，s3一 的 利 }

H 一 l
B， = f芳安Td;μ河泊dイ約;汽{ρ何仰件3弐叩(1ト1ト一 Qぴ的的2う弘)，げ叫，sβ

4 

一、 3 _ .， 1 内

x {(l-n.!)，β，+ーlβ2AJ+一lβ3AJ}4" .:... 4" J 

(7.29) 

ここで、 (7.29)式が不安定領域を与える条件を考察する。 (7.29)式をPに関する 2次方程式と考え、

その判別式を Dとおき判別式の符号を評価する式を

D' = D/ n4 = (A')2 -4B' 

とおく。 (7.29)式は 4次の特性方程式なので、先の加振型モードのみを考慮した(7.25)式の場合と不

安定領域が異なり、矛が負恨のみを有する場合のみ定常振動解は安定となる。

なぜなら、 D'が負の場合においては、 Pは複素根となるが、その解を、

矛=a:t ib (a， b E R、i=よI)
とおくとき、

λ=m+in (m， n E R) 

であるとすると、

2mn=士b
') ') 

m--n-= a、
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であるから、 これらの式より

また、 m2 > 0であるから、

よって、

m=I 

となり、負の実数部も持つことになるので、不安定領域になるからである。

(7.25)式の場合と同様に(7.29)式に含まれる記号 D'及び A'、B'の符号により、振動性状を図示する

と以下のように分類することができる。

矛は負の値

のみ持つ
④ 

D'>O 
③ 

Pは正負の

値をとる

4 

⑤ ⑤ 

• .. 
Pの実数部:正 Pの実数部:負

①、②:D'<O、λが負の実数部も持つことになる

⑤、⑥:矛が正負の値を持ちうるので不安定

①、④、⑤: 矛の実数部は必ず正となり発散する

よって、安定領域は③のみであり、 (7.29)式の記号を用いると

A' >0、 B'>O、(A')2-4B' > 0 

A' 

不安定

不安定

不安定

で与えられるが、応答振幅を板厚で正規化した値A"Aがそれぞれ独立な値を取り得ることを考える

と明確には求め得ない。以下の数値計算例でそれらの関係を明らかlこする。
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7.7 数値計算例および考察 7.7.2 伝播型モード非線形定常振動状態

数値解析例として半開角 60度、半径一板厚比 400、材料パラメータ A(=ma2/Ehg)=1.0x 10'"、単純

支持された球形シェルの第 l次のモードを対象とした場合の共振曲線とその安定経路を図示し、随

伴型モードが幾何学的非線形定常振動状態にどのような影響を与えるかを考察する。ここで示す数

値解析例は 1つのみであるが、他の幾何学的・材料学的パラメータを用いても同じことが言える。

伝播型モード、定常振動についての共振曲線を(7.28)式により求めたものが図 6である。縦軸は応答

振幅を板厚で正規化したもの、横軸は入力外力の角振動数を当該構造物の固有円振動数で正規化し

たものを示している。図中、 Ac、ムはそれぞれ加振型モードおよび随伴型モードの応答振幅を板厚

で正規化したものを表している。安定限界を(7.29)式により直接計算することは、前述の通り明確に

は求め得ない。ここでは、求めた共振曲線が安定であるかどうかを(7.29)式により調べるのみとし、

安定な共振曲線を実線で、不安定なものを破線で示している。随伴型モードに微小撹乱が生じても、

加振型モード‘の安定なノ々スが存在するため、随伴型モードが不安定になることはないことがわかる。

このことは、6章で加振型モードのみを用いて実地震動に対する動的安定限界強度を求めたことに対

する正当性を示している。しかしながら、安定な定常振動状態を考えるとき、加振型モードの安定

な定常振動状態より低い振幅で随伴型モードの安定した定常振動状態が存在するので、定常応答振

動解析には、伝播型モードの採用の必要性があるといえる白

7.7.1 加振型モード非線形定常振動状態

加振型モードの共振曲線とその不安定領域は(7.24)、(7.26)、(7.27)式より計算される。結果を図 5

に示す。横軸に当該構造物の固有円振動数により正規化された入力加速度の角振動数、縦軸に加振

型モードの応答振幅を板厚で正規化したんの値、凡例として p (入力加速度の振幅を板厚で正規化

し当該構造物の固有円振動数の自乗で害IJったもの)を採用している。ただし、減衰率を 0.02にして

いる。入力外力の加振振幅を大きくしていくと、共振曲線が背骨曲線に沿うように右上に成長して

いく hardeningの性状を示していることがわかる。

図中、破線で固まれた領域 (Exciting)は加振型モード自身に起因する不安定領域(式(7.26))であ

り、飛ぴ移り座屈を解説する多くの書物で不安定経路として示される共振曲線を包絡している。ま

た、一点鎖線で囲まれた領域(Adjoint)は随伴型モードが発生することにより加振型モードが不安定と

なる領域を示したもの(式(7.27)) である。随伴型モードを考慮すると、加振型モードのみを考慮す

れば安定であった領域が不安定領域となり、この随伴型モードによる不安定領域(Adjoint)により安定

な共振経路が存在しない周波数領域が発生することがわかる。
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本章では、逆対称モードのうちのある lつのモードに関する周期外力下での共仮現象について、

応答変形が加振方向に対応する「加振型モードJの他にそれに直交する方向にも生じる「随伴型モ

ードJが存在すると仮定し、逆対称形非線形定常振動解および安定行列式の導出を行い、水平振動

による当該構造物の安定性を論じた。 7.7節の数値解析例からわかるように、幾何学的非線形定常応

答解析においては伝播型モード、つまり周方向に回転するモードを採用することが必要であること

を示した。

。

図5. 力日振型モードの共振曲線および安定限界の計算例
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8.逆対称変形モード間のモード連成作用効果

8.1 はじめに

7章では、ある lつのモードに関する非線形定常振動状態について示したが、他のモードの連成作

用についての考察は行っていない。入力角振動数を一意に指定し、入力振幅の数値を変更してゆく

非線形定常振動応答解析を数値解析的に行うと、入力加速度の振幅がある値を超えると、複数のモ

ードを考慮した場合の各モードの応答振幅は、各々のモードのみを考慮、した応答振幅に比べて小さ

くなることがわかるロこれは、モードの連成作用効果による減衰効果類似の現象が生じていると考

えられ、本論ではこの現象を「構造減衰j と呼ぶこととし、本章では、球形シェル構造物の逆対称、

非線形定常振動状態におけるこの構造減衰現象についての考察を行う。

定常振動外力を入力外力とする構造物の応答性状は、・単一のモードのみを考慮する場合には前章

で示したように非線形定常振動解およびその安定性を調べることで実現されるが、複数のモードを

同時に含む非線形定常振動解は多元連立非線形微分方程式となり、前章と同じ手法で共振曲線を求

め、非線形定常振動応答性状を調べることは非常に困難である。また、定常振動外力は角振動数お

よび振幅の 2つのパラメーターにより一意に定めることが出来るので、これらのパラメーターを適

切に指定し、 5章および6章で行った地震応答解析と同様な数値実験を行うことも可能であるが、一

般的な応答性状を表せると考えられる程の数値実験を行うのは、非常に繁雑である。

本章では、あるモードが非線形効果により、その共振曲線が hardeningの性状を見せ始め、そこに

含まれる不安定領域の影響により近接固有値を持つ高次側の固有モードの応答に影響を与えること

が構造減衰の起因に関与すると考え、各々の単一のモードの共振曲線が不安定領域を生じ始める入

力振幅と複数のモードを同時に考慮、した非線形応答性状との比較検討を行うことにより、この仮説

を検証し、構造減表の現象解明を行う。

そこで本章では、ある 1つの逆対称固有モードのみを考慮、した当該構造物の幾何学的非線形支配

方程式が Duffing型の非線形方程式となることに着目し、はじめに一般的な Duffing型非線形方程式

について、単一の固有モードが共振曲線の不安定領域を生じ始める入力加速度の振幅の最小値が、

減衰率より得られる係数 C.:とその他のパラメータよりモード毎に得られる係数 Ktの積 C.:Ktで表され

ることを示すロその後、複数の固有モードを同時に考慮、した球形シェルの逆対称幾何学的非線形支

配方程式に於ける共振曲線の不安定領域を生じ始める入力加速度の振幅値を評価する手段として、

単一のモードが不安定領域を生じ始めるモード毎の値 CJ同を用いることは有効であり、少なくとも

ある一つのモードが不安定領域を生じない限り構造減衰が生じることはないことを示す。

この構造減表現象は球形シェル構造物に限らず他の一般的な構造物においても現れる非線形振動

性状として知られていることではあるが、この現象の解明を行った既往の論文はなく、本章で示す

手法は構造減表現象を評価する初めての試みであり、また、本章で示す評価方法は球形シェル構造
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物だけではなく、非線形運動方程式が Duffing型非線形方程式として表される他の構造物の非線形定

常振動応答性状を評価する手法としても有効であると考えられる。

8.2 単一モードのみを考慮した共振曲線の不安定領域の導出

ここでは、一般的な Duffing型非線形方程式を用いて、単一の固有モードが共振曲線の不安定領域

を生じ始める入力加速度の振幅の最小値が、減衰率より得られる係数 Ccとその他のパラメータより

モード毎に得られる係数Ktの積 CJ何で表されることを示す。

8.2.1 単一モードのみを考慮、した共振曲線

入力加速度として角振動数Q、振幅 Pの定常振動外力を受ける、幾何学的非線形運動方程式にモ

ード重畳法を適用する。得られた幾何学的非線形支配方程式の l番目の固有モードのみを考慮した

方程式が Duffing型となる場合、その方程式は時間関数x，により以下のように表すことができる。

m，云，+2cm，ωl止+k，x， +s，x/ = g，Pcos0.t (8.1) 

ω，=布市;

またとは減衰率であり、 m，、k，、s，、g，は l次のモードに対するそれぞれの項に掛かる係数を示す。

(8.1 )式を以下のように表す。

五+ω2x=-y£+εk2x
3
-f 

E くく l、U = P'cos0.t、ω2 _ω12=丘、 r =2cωl 
m， 

k2 =一三L 、f = -P'.&cos0.t三 Pcos0.t
εm， m， 

である。ここで(8.1)式の解を

(8.1 ') 

(8.2) 

X， = A，(t)cos(0.t +弔(t)) (8.3) 

と仮定し、平均化法を適用して共振曲線を与える式を求める。なお、表記を簡便にするため、 A三 A，

およひ'x三 x，等とモードを表す添え字 lを省略する。時間関数xの時間に関する微分を表す関数 vを

導入し、式(8.1')を展開すると以下のようになる。

x=ν (8.4) 

。=一ω2X-yv + ek2x:' -Pcos0.t 

式(8.3)を用いると座標変換式は以下のように表すことが出来る。
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イ(一川2ヤイ(8.5) 
x = A cos(.Qt +η) 

ν= -QAsin(Qt+η) 

戸=P/ω2の記号を導入すると上式は以下のようになる。Q=Q/ω、両辺をω4で割り、

η=イ(ヰ)-QlA =~xl+長
(8.11 ) +(手)A守 ]=PA2[{<_1+Q2)+ !十r(8.6) 

(8.6)式の fに関する微分は以下のように表される。

2=j(刀寸前)
手=の2会=4C"2 

ここで、 (8.2)式より(8.7) 

サ=-」-(x日 )-Q
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(8.8) 

これら 2つの式を0t=0'""2πについて積分するためには、 (8.4)、 (8.5)式を代入する必要がある。

であるから、 (8.11)式は以下のようになる。

初めに(8.7)式に(8.4)式を代入する。

Z=j[xv十ω -y吋〆-PCOSQ1}]

(8.12) 、，.、‘，，，P
 

J'
・1

吋，.、E
4
l
i
t
-，ノ

σω
一丸，

/
t
1
1
1
1
1

、

一一

-
I
I
l
l
i
-
-
I
l
t
J
 

、，ゐ一Q、，.dμ 、4Z'う
バ“
T+

 

、，.1
1
1〉
l
l
J

、4A
 

L
，一九

3
一4

、‘，
J

、4一Q+
 

'
E

・
A

〆，.
1

r
l
j『
1
i
L

「
1

1
・・I
l
-
-」

、，-A
 

ここで、表記を簡便にす上式の両辺に d を乗じ、 (8.5)式を代入すると以下の式が得られる。なお、

(8.13) 

展開しバに関して整理すると、以下のバに関する 6次の方程式が得られる。

8 ーヲ鳥 4. 16k，2(/l r:\ 2 ， 2.A t::2~])，d 16g，2 
A6+τ(l -02) .::L A 4 + !"V ~ { (1 _ 02 ) 2 + 4~ 2 n 1 } A 一一一ι(P')ー =0

3 ' s， 9 s/ " ... I 9 s/ 
(8.9) 

S三 sin(Ot+η)の記号を導入する。

iω2i， "J.2'¥/'1C' J.2C'2. & '-1' 1'¥，44，.3 
AA =11一石7|(-QA2)CS-yAS+EK2(-ωC:JS) +百ωScosOt

るためC== COS(Qt +η)、

(8.7)式と同様にして(8.8)式に(8.4)、 (8.5)式を代入する。
よって、振幅ん (=A)および入力振動数Qを系の固有振動数ωで正規化した Q を用いて共振曲線は最

ウ=--L(x山 )-0
Aムu

終的に以下のように表すことができる。

ヌ n.2，0 A 4 . 16 02 (/'1 r:¥2，2. A t::2 ~2l ，， 2 16/")2一
A，寸 (1-02)仰/+ 1

9
V s/ { (1-02 ) 2 + 4~ 2 n 2 } A/ -J

9
V s/ P 2 = 0 

9 
(8.14) 

-A2nサ=x訪ーν'X+ A2.o2 

ただし、= x{ーω2x-yV+εk2x
3
-P cos .ot} -V

2 + A1n2 

(8.15) 戸=互!_p
k， β，=生、(8.10) =一ω2A2C2 +メユA2CS+εK2A4C4-PACeosQf-Q2J42S2+A2Q2

このとき各項に含まれる積分項は得られた(8.9)、(8.10)式を0t=0'"""2πについて平均化する。

を示す。次項では本項で得られた共振曲線の式(8.14)および(8.15)を用いて、単一モードのみを考慮、
cs→O、♂→ π、c3→O、c2s→0、cs2→0、S3→Ol→2π、S→0、C→O、C2→π、

した共振曲線の周波数領域に於ける不安定領域を評価する式を定式化する。
c'→3JZi4、c3s→0、c2$l→JZi4、cs3→O、ダ→3JZi4

iffC'C凶 td(.ot) = J iff S .cosQtd(.o中 πsm庁、
共振曲線の不安定領域が生じ始める入力加速度の振幅8.2.2 

となるので、 (8.9)、(8.10)式はそれぞれ以下のようになる。

前節で得られた共振曲線が不安定領域を生じ始める入力加速度の振幅の最低値P，.と周波数領域に(8.9') yAn = Psinη 

於ける不安定領域の最小値.0，.および最大値nuを求める。共振曲線の不安定領域を求める場合、定
(8.10') 
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 常振動解の振幅及び位相に微小撹乱を与え安定行列を求める方法が一般的に用いられているが、本

(8.9')、(8.10')式より ηを消去することで共振曲線は以下のように求められる。
論では(8.14)式を Afに関する 3次方程式と見なし、 4412が異なる 3つの正の実根を持っときに不安定

ある外乱強度戸における共振曲線を描画これは、
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領減が生じていることに着目した定式化を行う。
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する場合、 (8.14)式において否を与え、ん2に関する 3次方程式を解く方法が用いられるが、その解

が3つの実様である場合、図 lの周波数領域O/.く Q く 0(/のように不安定領域を含むことに着目し

たものである。

1.0 

P>P，. 

入力加速度が大きくなると

不安定経路が発生する

〉

Q 1.0 

図1.共振曲線の不安定経路

.不安定

Q L 

Q 

なお、 この図 lは各々の共振曲線の高さが同じになるよう表示しており、外乱強度の増加により

共振曲線が傾くことを示しているわけで、はない。共振曲線は外乱強度の増加によりその頂点が背骨

曲線に沿うよう成長してゆくのは周知の通りである。

Cardanoの解法により、 (8.14)式のん2が異なる 3つの正の実根を持つための判別式は以下のように

表すことができる。

。=竺三β'，4f-243戸4+48βl戸2(-1+02){1+(ー2+36;2)02+否4}
729' . 1. 

-256βlγ否2{1 + ( -2 + 4; 2 ) 02 + n 4 } 2 ] > 0 

(8.16) 

また(8.16)式においてp2が実数解となる条件は、上式の戸2に関する 2次方程式の判別式を D)と

おくと以下のように表すことが出来る。

D'， = D) /(2304β/) 

=1+(-6+45c2)Q2 +15(1-12;2 +72c4)Q4 -2(lO-135c2 +1080;4 +216c6)n6 

+ 15(1-12;2 + 72c4)否8+ (-6 + 45; 2 ) n '0 + n '2 (8.17) 

この D')を用いると Do=Oとなる戸2は以下のように得られる。

戸2=Is，I汽2
(8.18) 

え2=rfkd2){i+(-M652)5244)平副 (8.19) 

であり、 rはβが正であるとき値 l、負であるとき値-1をもっ。 ここでは、まず、 βが正であるとし

149 

て(8.19)式についての考察を行う。

(8.19)式の 2つの解を疋、 f11とすると、 Da>Oを満たす解は、(8.16)式の戸4の符号を考慮して

子;く予三く子; (8.20) 

となり、 (8.17)、(8.19)、(8.20)式より九2が正となるのは、 βIが正であるとき否が 1より大きなとこ

ろにあることがわかる。 また(8.17)--(8.19)式より明らかなように、正規化された周波数領域で表さ

れたこの不安定領域は、構造物の減衰率(のにのみ依存し、質量や岡11性といった他の構造特性には影

響を受けないことがわかる。そこで九が採りうる下限値を Cc、また不安定領域を生じている豆の上

下限値をOu、OLとし、 Qの l近傍を描くと図 2のようになる。

25x10.3
 

10.ご

20 

P J、

15 

10 

5 

C. 

-
0 

1.00 1.05 
01ω(ミ==0.02) 

1.25 1.30 

図2. 不安定領岐を生じ始める九が採りうる下限値 Ccの例

不安定領域が生じ始める入力加速度の振幅 Pの最小値P，.は(8.15)、(8.18)式より以下のように表す

ことができる。

P，. = C{K， (8.21) 

ここに時は l次のモード毎に決まる値であり以下のようになる。

叫=而
8.2.3 減衰率による不安定領域の変化

(8.17)、(8.19)式より減衰率(のの値による不安定領域の変化は図 3、また九の下限値 CJは表!のよ

うになるo cが小さくなると不安定領域が発生する瓦の下限値 CJは低くなり、その発生領域も右の

方に急激に拡大することがわかる。
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図 3. 減衰率による不安定領域の変化

8.2.4 入力加速度の振幅と不安定領域の上下限値 戸 、 0.08

3 
己0.06
、~

司 0.04ここで、入力加速度の振幅を以下のように表現することとし、このαと不安定領域の上下限値Q，.' 

QlIの関係を調べる。

p=αCcKp 
(8.22) 

αは不安定領域が発生するとき値!となる。先に述べたように、この不安定領域は構造物の減衰

率にのみ依存するので、間隔sQ(=QlJ - Q/，)の不安定領域が発生するときの C~の値とその上下限

値否い否lJを減衰率(の0，0]--0.05に関して図示したものが図 4.1"-'図 4.5である。縦軸に sQ、横軸

にQ、図中に示す数値がαで・あり線の両端が Q，.， QlIとなっている。

また、不安定領域の間隔ilQを生じるαの値を減衰率 0.01--0.10に関 して示したものが図 5である。

横軸に&豆、縦軸にαを採用している。 αがある程度以上の数値になると急激に不安定領域が拡大す

る様子がわかり、仮定した減衰率が大きいほどその傾向は大きくなる。

これらの図より 例えば、ある固有モードの周波数が ]OOHz程度であり、減衰率が 0.02であると

すると、 ]OHz程度 (sQ= 0.1)の間隔の不安定領域が現れるためにはαが 5程度の値をとる必要が

あることがわかる。

βlが負の場合には、不安定領域の上下限値否，.、 QlIは否=1軸について対称な結果となる。つま

り、 βlが負の場合の不安定領域の上下限値を.oL-、Ouーとおくと、

戸 、 0.08

3 
己0.06
、~

司 0.04

.0，.-= 1-Oll、.0(/-= 1-.0， 

となる。
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図 4. 不安定領域の上下限値の例
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図 5.不安定領域の変化と αの関係
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8.3 球形シェル構造の逆対称幾何学的非線形定常振動におけるモード連成作用効果

前節で定式化した単一の固有モードのみを考慮、した不安定領域の発生が、複数の固有モードを同

時に考慮したときにどのような影響を与えるかを、球形シェル構造の逆対称型幾何学的非線形支配

式について検討する。

8.3.1 逆対称モードを考慮した球形シェルの非線形連立支配方程式

ここで扱う球形、ンェル構造は頂点が閉じたものであり、半開角を仇とする。非線形運動方程式の

解 wを、 2章で示した球形シェル逆対称近似固有モード式 (W;I) を用いて以下のように設定する。

w=wι.COSθ (8.23) 

wfblWC(f)Wil= 左G~iPJI(COSO) 

ここに、 M，は使用する逆対称モードの数、乃1，N(は Legendre陪多項式及びそれを使用する数を

示す。

仮定したたわみモード・式を球形シェルの逆対称型幾何学的非線形運動方程式に代入し Galerkin法

を適用すると、 l番目の固有モードについて固有モードで離散化された時間関数により、以下のよう

に表すことが出来る。((4.29)式の一部を取り出したものになる)。

M， M， M， 

Bllr+Bfzι + yyyB，6(S ， t ， U)~ヌCTuC = B，7V (l=l ~M，) (8.24) 

.1"=1 1=1 u=l 

ここに、 T/は逆対称モードの l次の固有モードにかかる時間関数を板厚で正規化したもの、 B，l等は

各項にかかる係数であり 4章で示したものであるo またYは(J=u方向から入力される外力の加速度

を示し、(8.24)式ではそれを板厚で正規化したものを示している。複数のモードを同時に考慮した応

答はこれら M1ケの非線形連立微分方程式を解く必要がある。

ここでは定常振動状態を扱うので、入力加速度として角振動数Qの外力を考える。

v = P cos D.t (8.25) 

ここに、 Yが水平方向外力の加速度を板厚で正規化したものを示しているので、 Pは水平方向の入

力加速度の振帽を板厚で筈11ったものとなっている。

8.3.2 単一のモードのみを考慮、した非線形定常振動状態の不安定領域が生じ始める入力加速度

の振幅

(8.24 )、(8.25)式より単一の l次のモードのみを考慮、した非線形支配方程式は Duffing型となり以下

のようになる。
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B)t/ + B/T/ + B，6 (/，1，/)・(巧c:)3= B，7 PcosQt (8.26) 

(8.1 )式とこれらの式を比較すると、係数時は l次の固有モードについて、以下のように求められる。

K-Nj Bf _-. 
， -B，7 ~ B，6(l，I，/) 

(8.27) 

減衰比(のを 0.02(このとき、 C;=0.0028557) と仮定し、係数向と C，:をかけたものを、半径一板厚

比(αJh= 100，400， 1000)、半開角 (30，45，60，75，90度)、境界条件(単純支持、固定支持)、固有モー

ド1st ........ 6th、材料パラメータ A(三 ma2JEhg)=0.0001について図 6に示す。 (mは、ンェル中立面単位面

積当たり重量、 Eはヤング係数、 gは重力加速度を示している)。

横執が固有モードの次数、縦軸に C~ 崎、また凡例に半開角の値を採用している。 (8 .26 )式中の入力

加速度の振幅を板厚で害IJった値 Pがこれらの値 C.;Ktを超えると単一のモードのみを考慮、した非線形

定常振動状態において不安定領域が発生することになる。(式(8.22)のα=1の時に相当する)

ところで、シェル単位体積質量をpとすると、 m はシェル中立面単位面積当たりの重量であるから、

m=phgと表すことができるので、これを材料パラメータ A(= ma2J Ehg)に代入すると、材料パラメ

ータ Aは pa2JE となり、材料パラメータは半径一板厚比(α Jh )に独立したものとなっている。こ

こでは、材料パラメータ Aを 0.0001としているが、この値はヤング係数(E)や単位体積質量(p)とし

てコンクリートのそれらを用いるとき、半径(α)が30m程度のものを考えていることになる。

なお、材料パラメータ Aは係数B/の中にのみ i次式として含まれているものなので、 Ktは材料パ

ラメータ Aに反比例するものである。材料パラメータがpl-JEと表されることを考えると、 K[は半径

の2乗および単位体積重量に反比例し、ヤング係数に比例することとなる。
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図6. 不安定領域が発生する入力加速度の振幅を板厚で害11った値
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8.3.3 複数のモードを考磨、した非線形定常振動状態の不安定領域が生じ始める入力加速度

単一の固有モードを考慮した場合の共振曲線に不安定領域が生じ始める入力加速度 C.;Ktの近傍の

値のとき、複数の固有モードを考!害、した場合の共振曲線にどのようなことが起こるかを数値計算例

により示す。

ここで示す計算例は、頂点の閉じた球形シェルが単純支持された、半径一板厚比 400、半開角(仇)30

度、材料パラメータ(A)O.OOOIのものである。先に述べたがこの材料パラメータが 0.0001となってい

るものは、材質がコンクリートだと仮定すると、半径が 30m程のものを想定していることになるロ

この場合、半径一板厚比が 400であるので、板厚は約 7.5cmとなっている。

また減衰比(のを 0.02(このとき、 Cc=0.0028557) と仮定すると、 (8.27)式より得られる逆対称固有

モードに於ける同と C~ を掛けたものはそれぞれの固有モードについて以下のようになる。

表 2. 当該構造物の C~ 同.の値

これら C.;K，の値を参考にして、入力加速度の振幅を板厚で割った値(P)が 0.1、1.0、10.0の時の逆

対称固有モードの共振曲線を図示したものが図 7.1"'"'図 7.3である。横軸に周波数、縦軸に各モード

の応答倍率を板厚で害1Iった値を採用している。(これらの Pの値は、材質がコンクリートであると仮

定すると、板厚が約 7.5cmに相当するので、加速度が 0.75gal、7.5gal、75.0galの定常波を与えるこ

とに相当する)。

図中、白抜きのマークと点線で示すものが、単一のモードのみを考慮したものであり、平均化法

を用いた手法により求めている(8.2.1節参照)。実線と黒く塗りつぶしたマークで示したものは複数

のモードを同時に考慮したものである。複数のモードを含む定常振動解は多元連立非線形方程式と

なり、平均化法を用いた手法で共振曲線を求めることは非常に困難である。そのため本論では複数

のモードを含む共振曲線は、時間関数に関する非線形連立 2階常微分方程式 ((8.24)式)を、 Sweep

加振する数値解析により得ている。Sweep加振し応答倍率を得るための計算パラメータは以下のよ

うになっている。

加振領域および加振周波数:90Hz"'"'160Hz、0.5Hz毎(低次の周波数からのみ計算している)

計算時間間隔:加振周波数毎にその一周期を 1800で筈IJった値

応答倍率:各周波数毎に 35周期加振した時点で定常振動状態になっていると仮定し、そこから 5

周期加援する問の最大応答変位より求める
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図 7.2 共振曲線の例 (P=I.Oの場合)
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図 7.3 共振曲線の例 (P=10.0の場合)
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Pが 0.1のとき不安定領域は発生せず(図 7.1)、1.0のとき 3rdと6thモードに不安定領域が生じ始

めている(図 7.2)0 10.0のときには 1st以外のモードに不安定領域が発生し、近接固有値を持つ高次

側の固有モードの応答に大きく影響を与え、モードの連成作用効果による構造減衰が大きく現れて

いる様子がわかる(図 7.3)。これらは表 2において、 P=O.1がどのモードの値 CcK， よりも小さく、 P=1.0

は3rdと6thモードの値 C.:Kfよりは大きく、 P==10.0は 1stのモード以外の値C.:K， より大きな値となっ

ていることと一致している。

このことは、複数の固有モードを同時に考慮、した場合の各モードの応答性状が図 6に示した CJ同

の値と不安定領域の位置を示す図 4により推測することができる、つまり単一のモードのみを考慮、

した非線形定常振動状態において不安定領域が発生する入力加速度の振幅の値を示した図6の値は、

モード連成作用効果が生じ始める値と一致し、その影響範囲は図 4のQI.、 Q(f程度になることを示

している。

本計算例により、少なくとも球形シェル構造の逆対称振動においては、複数の固有モードを同時

に考慮した場合に起こるモード連成作用効果は、ある固有モードが不安定領域を生じない限り現れ

ないといえることがわかった。また図 6より、球形シェル構造のモード連成作用効果が現れる入力

加速度の振幅を板厚により正規化した値は半開角が小さいほど低くなる傾向にあり、ライズが低い

ものほどモード連成作用効果により応答振幅が小さくなることがわかった。係数K， が材料パラメー

タdに関して反比例する つまり、モード連成作用効果が現れる外乱強度が材料パラメータ Aに反

比例するので、材料パラメータ Aが大きくなるほどモード連成作用効果により応答振幅が小さくな

ることがわかった。

なお、図 6は材料パラメータが 0.0001、減衰率が 0.02として図示したものである。 K， が材料パラ

メータ A に関して反比例するものであることから、設計しようとするシェルの材料ノ号ラメータを計

算し 0.0001の比の逆数を掛けたものが図 6の縦軸の値になるととは言うまでもなく、減衰率に関し

ても表!との比を考慮すると同様のことが行えるので、図 6は半径一板厚比が 100、400、1000に関

する、球形シェル構造の逆対称型非線形定常振動状態に於けるモード連成作用効果が発生する外乱

強度を一般的に表していると言える。

8.4 まとめ

本章では球形、ンェルの逆対称幾何学的非線形定常振動状態に関して以下のことを明らかにした。

・単一モードのみを考慮、した場合の不安定領域を生じ始める入力加速度の振幅の最小値が、減衰率

より得られる係数 CJとその他のパラメータよりモード毎に得られる係数 K，の積で表されること。

-不安定領域が発生する周波数領域における範囲 (n/.く否く .0(1) は入力加速度の振幅と係数 CJ向

との比(α)および減衰率とのみに関係するものであることと、その範囲。
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-複数の固有モードを同時に考慮する場合にも、単一モードが不安定領域を生じ始める入力加速度

の振幅値 C.:K， が有効であり、少なくとも球形シェルの逆対称幾何学的非線形定常振動状態を考える

場合には、あるモードが不安定領域を生じない限り、構造減衰が生じることはない

・材料パラメータ dが大きくなるほど、構造減衰が生じやすい。

なお、球形、ンェルの軸対称固有モードを同時に考慮する場合、本手法は適用できない。 4章に示す

ように軸対称固有モードを含む幾何学的非線形運動方程式は、軸対称固有モードの時間関数に関す

る2次項を含むが、平均化法による共振曲線の導出ではこの 2次項が評価されないためである。ま

た、逆対称固有モードの時間関数に関する 2次式と軸対称固有モードの時間関数に関する!次式の

積の項を含むため、パラメトリック共振を起こす。このことは、複数の軸対称および逆対称固有モ

ードを同時に考慮した共振曲線を得る方法として、本章と同様な Sweep加振による方法を選択する

ことができないことを示している白

一般に行われている Duffing型の非線形支配方程式で表される有限要素法等の離散系の問題に本

手法を適用しその有効性を調べることと、上記の問題点を含んだ、軸対称固有モードを同時に考慮

した幾何学的非線形定常振動応答の評価をどのように行うかが今後の課題である。
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9.結論

本論では、園枝により示された球形シェルの軸対称、近似固有モード作成法を逆対称および非対称

の場合に拡張した近似固有モード作成法を展開し、得られた近似固有モードを用いて、主に逆対称

非線形応答性状についての考察を行ったo

近似固有モード式は、一般厳正解が複素数次および非整数次の Legendre陪関数の式で表されると

ころを、比較的取り扱いが簡便な直交関数である Legendre陪多項式を用いて展開することにより得

ている。そのため、仮のモードを作成するための Legendre陪多項式の上下限の次数の設定が、近似

固有モードの精度に大きく影響するが、半開角が 90度であることを基準とした Legendre陪多項式の

節点分布の近似による計算式は、多少の補正を必要とするものの、充分実用に耐えることがわかるロ

逆対称および非対称自由振動時の厳正解には、軸対称自由振動時には含まれない接線方向変位成分

U， Vの回転による岡IJ体変位相当項が存在し、その項は本来計算結果として求められる固有振動数の関

数であるが、本論では、初めに適当な値を固有振動数として与え、計算結果として出てきた固有振

動数を再び与えて計算する方法により解を得ることができることを示した。得られた近似固有モー

ドは、一般厳正解より得られる固有値、固有モードとかなりの精度で一致している。また、一般厳

正解を用いた振動応答解析式の定式化に比べ、この近似固有モード式を用いた定式化は簡便であり、

実用性があるといえる。

また、本来、厳正解を直交関数で展開するには直交関数の無限級数和としなければならないが、

本論では有限級数和としており、求めようとする固有モードの高次の数個のモードにのみ、その影

響が表れることがわかったのでJ応答解析時には必要なモードの個数に幾っか足した個数のモード

を求め、高次の数個のモードを捨てることが必要である。

この近似固有モードは、球形、ンェルの幾何学的および材料学的パラメーターのうち、半開角、半

径一板厚比、境界条件およびポアソン比を満たすように得られ、本論中で用いている材料学的パラ

メータ-A (=ma2IEhg: mはシェル中立面単位面積当たり重量、 αは半径、 hは板厚、 gは重力加速

度、 Eはヤング係数)およびそこに含まれるパラメーターから独立したものとなっている。 2章の最

後に示した近似固有モードの固有振動数の表は正規化された振動数Qを示しており、材料パラメータ

d の平方様で害11ることにより、実際の形状に於ける固有振動数を得ることができるので、設計時の

基準参考資料として用いることができる。

本論では、この 2章で示した近似固有モード式を用い、主に逆対称幾何学的非線形応答性状を詳

細に調べることを目的とし、 3章で逆対称、線形応答解析、 4章で軸対称、および逆対称モードを同時に

考慮、した幾何学的非線形応答方程式の定式化、5章で場j座屈荷重以下の水平地震動を受けた時の制i対

称および逆対称モードの連成および初期不整の影響の有無、6章で水平地震動の動座屈荷重と幾何学

的および材料学的パラメーターとの関係、7章で定常振動外力下でのある Iつの逆対称、モードの非線

形応答性状、 8章で定常娠動外力下での逆対称変形モード問の非線形応答性状を示した。

3章では、球形、ンェル構造物に水平方向地震力がかかったときの応答性状の概要を知るため、モー
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ド重畳法による線形応答解析を遂行した。入力地震波として神戸海洋気象台による阪神・淡路大震

災地震動記録 (Kobe-JMA)及びEICentro水平地震動記録のうち NS成分を用いたが、これら想定し

た入力地震波の区別なく、最大応答加速度だけを見る場合、単純支持よりも固定境界の球形シェル

の方が地震応答が大きく現れることがわかった。また想定した材料学的パラメータの範囲では、そ

の値が大きくなるほど、地震応答加速度が大きく現れることがわかるロまた、振動時における各応

力分布状態の例を示し、最大応答加速度や最大応答変位のみを考慮するだけでは、実設計に必要な

各応力を推定することは出来ないことを示した。

当該構造物のように固有振動数が互いに近接した構造物においては、何れか 1つのモードの時間

関数のみが卓越した値を持つことはなく、またその正負も予測できないので、想定される地震波に

ついて応答解析を遂行せずに応力分布状態を把握することは出来ないことがわかったo

4章では球形シェル構造物の軸対称および逆対称固有モードを同時に考慮、した非線形動的応答方

程式の定式化を行った。得られた最終支配方程式で、ある非線形連立 2階常微分方程式を見ると明ら

かなように、上下方向応答による水平方向運動方程式への寄与分がないため、上下方向加振のみを

受ける場合には、初期不整を考慮しない限り、水平方向応答が表れる可能性が全くないことがわか

る。これは、上下方向加振による水平方向応答の評価を行うには、少なくとも周方向展開次数 nが2

である非対称近似固有モード・を含めた定式化が必要であり、上下方向加振により水平方向応答が誘

起されないと言うことではないということは本論中で述べた。本論のように無限自由度を持つ連続

体の応答の変形モード・を有限個の固有モード・で仮定する際には、何を目的とした解析を行うのかを

明確にし、得られた最終支配方程式の適用範囲を知ることが重要である。

本論文で扱っているような連続体は無限のモードを持つため、非線形応答挙動を表すには原則的

に各方向の無限のモードを採用することが必要である。しかしながら、全てのモードを同時に考慮

し、表れる非線形応答挙動の本質を詳細に考察することは非常に困難であるので、 4章では軸対称お

よび逆対称固有モードのみを考慮した非線形応答方程式を定式化し、これらの限定されたモード聞

に起こりうる非線形応答挙動を 5章以降で明らかにしたロ

5章では、初めに、有限要素法解析に基づ、き水平地震動入力により上下方向応答が誘起されるとい

われている現象の解明を行うため、 4章で得られた幾何学的非線形応答方程式を用い、モードの連成

作用により発生すると考えられる水平方向加振による上下方向応答モードの誘起、および上下方向

加振による水平方向応答モードの誘起としづ対称性の異なるモード問のモードの誘起現象の解明を

目的とした数値解析を行い、有限要素法による解析結果で上下方向応答と呼んでいるものは、逆対

称変形モードの上下方向変位成分であることを明らかにした。また、初期不整の影響の解明を行う

ため、動座屈荷重以下の入力地震動を与えた幾何学的非線形応答解析を行い、初期不整の影響は殆

どなく、動座屈現象が起こらない程度の外力下では幾何学的非線形応答解析は必要ではなく、線形

応答解析のみで‘応答解析を行っても充分であることを明らかにした。

6章では、逆対称変形モードの動座屈問題を扱った。 3章で使用した水平地震動記録と同じものを

用いた幾何学的非線形応答解析を行い、非線形加速度応答比(非線形応答解析時最大応答加速度を
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線形応答解析時最大応答加速度で害IJった値) を調べること によりこれら実地震動の動的安定臨界入

力加速度を求め、非線形応答解析が必要な材料学的及び幾何学的パラメ ータの範囲を示した。5章で

動座屈荷重以下の荷重に対する初期不整の影響はないことを述べたが、その結論と合わせると、動

座屈荷重の値以下であれば非線形応答解析を行う必要ばなく、線形応答解析のみで応答性状は把握

できると考えられる。本章の結果から、 一般的には、材料パラメータが大きくなるほど、半開角が

小さいほど、半径一板厚比が大きいほど(板厚が薄いほど)非線形応答解析の必要性があると言え

る。しかしながら、本章に示す動的安定臨界入力加速度は記録された地震波に対するものであり、

これから起こりうるであろう地震に対する性状を述べられるものではない。本章で示した動的安定

臨界入力加速度を記録されている地震波に対し数多く行い、その統計学的な立場から一般的である

と考えられる動座屈荷重を求めることも可能であると思われるが本論文で、は行っていない。

7章では周期外力下における lつの逆対称モードの幾何学的非線形定常振動状態を解明すること

を目的とした解析を行った。応答変形が加振方向に対応する「加振型モードJの他にそれに直交す

る方向にも生じる「随伴型モードj が存在すると仮定した解析を行い、逆対称幾何学的非線形定常

応答解析においては伝播型モード つまり周方向に回転するモードを採用することが必要であるこ

とを示した。

8章では、 7章で考慮、されていない周期外力下における複数の逆対称モード聞に起こる幾何学的非

線形現象の解明を目的とした解析を行った。複数のモードを同時に考慮する場合、個別のモードの

みで応答解析を行った結果に比べ、その応答振幅が小さくなることは知られているが、ここでは、

あるモードが非線形効果により、その共振曲線が hardeningの性状を見せ始め、そこに含まれる不安

定領域の影響により近接固有値を持つ高次側の固有モードの応答に影響を与え、モードの連成作用

効果による減衰効果類似の現象(本論では構造減衰と呼んでいる)が生じているという仮説を立て、

この仮説の検証を行った。数値解析の結果、少なくとも球形シェノレの逆対称幾何学的非線形応答に

ついては、この仮説は正しく、且つ、複数のモードを同時に考慮した時に発生する構造減衰を生じ

始める入力加速度の振幅値は、単一のモードが不安定領域を生じ始める入力加速度の振幅値を用い

て評価できることを示した。本章で用いた手法は Duffing型の非線形支配方程式で表される応答方程

式に容易に適用可能なように、定式化しており、 一般に行われている Duffing型の非線形支配方程式

で表される有限要素法等の離散系の問題に本手法を適用しその有効性を調べることができる。

以上まとめると、球形、ンェルの逆対称幾何学的非線形振動状態について以下のことがいえる。

-設計時に当該構造物の振動時の応力分布状態を必要とする場合、想定される地震動を入力外力と

した応答解析を行わなければならない。

・動座屈荷重以下では幾何学的非線形応答解析を行う必要はなく、線形応答解析のみで設計に必要

な応力分布状態、が算出できる。

. IfJJ藍屈荷重は、 一般的に、材料パラメータが大きくなるほど、半開角が小さいほど、また半径一

板!草比が大きいほど(板厚が薄いほど)大きくなるといえる。

-定常振動状態に於いて構造減衰が生じ始める入力加速度の振幅値は、単一のモードのみを考えた
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ときの振動方程式の係数を調べるだけでよく、複数のモードを同時に考慮した非線形応答解析を行

う必要はない

これらのことより、球形シェルの逆対称幾何学的非線形振動状態における非線形性は非常に小さ

いが、動的外力下の振動応答や応力分布状態を知るには幾何学的非線形応答解析が必要であること

が判明した。

本論文では、 主に逆対称変形のみを考慮した幾何学的非線形振動性状についてまとめてたが 2 

章で示した近似固有モー ド式を適切に用い 4章で示した手法で幾何学的非線形応答方程式を作成す

ることで、今まで‘解析が困難であった球形シェルの幾何学的非線形振動性状をパラメトリックに明

らかにする ことができ、より多くの知見を得ることができると考えられる。また、 8章で示した手法

を、一般に行われている Duffing型の非線形支配方程式で表される有限要素法等の離散系の問題に適

用しその有効性を調べること、軸対称固有モードを同時に考慮した幾何学的非線形定常振動応答の

評価をどのように行うか、また、非線形定常振動状態の延長にあると考えられる実地震波を受ける

当該構造物の非線形振動応答の評価をどのように行うかが今後の課題である。
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