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Abstract 

この論文では、これまで知られていない担のノJ学系のアトラクタ及びその近傍における相流

の性質が関係する:つの刻象について報倍する。その一つは、軌道の漸近的挙動が非定常 ・カ

オス的な性質を示すというものである。これは、ヘテロクリニック軌道が作るネットワーク

がアトラクタとなる場合に見られる。このアトラクタに漸近する軌道は、幾つかの準平衡状

態の問をカオス的なMiFr;で遷移しながら勤き回る。軌道の準安定状態への滞在時間は幾何級

数的に延び続けるという特徴があり、この漸近的挙動は非定常的なものになっている。もう

一つの現象は、相空間の中に口J算無限個のアトラクタの列が共イ子するというものである。こ

の場合、多数のアトラクタがヘテロクリニック '1礼道の作るネットワークに集積するような形

で共存する。個々のアトラクタは周期軌道の場令とカオス的な軌道の場イ!?の双方が見つかっ

ている。これらの現象は共にゲーム力学系においてみられる、パラメータ空間の有限の領域

f、 において起こる生成的な現象である。これらの現象の存在を示す数イIrI~f~鮮の結果と共に、こ
のような現象が起こる機併について解析を行なった結果を示す。
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Chapter 1 

はじめに

i放進的な力学系を研究する上で重要と考えられる概念の一つにアトラクタという構造がある。

これは、相空間上で峨々な初期条件をもっ仇辺を I~I きつける」ような集合である。アトラ

(' クタが存在する場合、初則条件が一定の領域内にあれば、十分時!1l]がたったあとでの軌道は

" 

アトラクタの近くに引き許せられていると与-えられる。したがってアトラクタの近傍での流

れの性質を研究する 'J~によって、初期条件の細かな述いにはよらない、長時間での系の挙動

の一般的な性質を知る・J~ができることになる。このようなアトラクタの性質及びその近傍で

の流れの性質は、非線形の)J学系の研究において大きな部分をしめてきた。

ー般的なブJ学系で凡られるアトラクタ及び対応する漸近的なJ反罪tいは、 'F衡点(静止状

態)、リミットサイクルアトラクタ(周期的な述動)、トーラス(準)~j切迫K!WJ)、ストレンジアト

ラクタ(カオス的運動)に分瀕することができる。しかし、最近幾つかのモデル系において、

これらの分類に当てはまらないタイプの漸近的挙動を示すものが現われる場合があることが

報告されている。これはヘテロクリニック'仇辺がつくるサイクルがアトラクタになっている

と与・えられるもので、漸近的振舞いが非定?ii-fi:を示すという特徴がある [1][2][3][4] [5][6]0 

この論文では、ゲームノJ学系(レプリケータ一万程式系)において比つかった、これまで

知られていなかった 2純知のアトラクタ及びその近傍での流れの性質について報告する。

つは、ヘテロクリニック軌道が作るネットワークがアトラクタとなるというものである。こ

の場合軌道は幾何級数的に増大する時間間隔を持って、幾つかの宇佐安定状態問を不規則に溢

移し続けるといううさ到jを示す。またもう 4 つは、相空間中に可算無限伺のアトラクタが共存

するという構造が存症するというものである。側々のアトラクタはリミットサイクルの場合、

及びストレンジアトラクタの場合の双方が存イ正することがわかっている。この場合、軌道は

初期条件に応じてこの無限個のアトラクタのうちのどれかに引き寄せられて、周期的j:カオ
ス的な振動を続ける・Ji.になる。

これら 2つの現象はともにヘテロクリ ニック帆迫がつくる r'l焔的なネットワークの存在

と密接に結び付いている。このようなネットワーク(サイクルも合む)が ー般的なパラメー

タに対して存在できるためには、力学系はある殺の条件を満たす必突がある。この論文では、

ヘテロクリニック E軌道のネットワークが生成的に存在できるような系の中で肢も単純なモデ

ルを使って解析を行なった。この系が持つ性質のうち、上で述べたような現象の存在に関う

している部分は、 一般的にある種の対称性を持つような系でも見られるものである。従って、

物問的に意味のあるとdpえられる幾つかのモデル系においても同級の現象が起こり得る。

2 



まずこの窄ではこの論え・で扱っているモデlレ系について簡単に紹介する。そして、次及

びその次の市で上の二つの現象に関してそれぞれ数値実験の結果及び機桃の解析を行なった

結果を示すo 最後にこれらの現象と関述して凡つかった幾つかの現象についても触れる。

1.1 ゲーム力学方程式

この論文では、主にゲームノIJ'I~系またはレプリケーター)j程式と呼ばれているモデルを扱う。

この万程式系は動物の行動やゲーム用論における「戦時」の進化のモデルとして 1978イ1:に

TaylorとJonkerによって提案された [7]。これは幾つかの戦略をとりえるような 2者対戦相

ゲームを繰り返し行なう競技者の集団において、各々の戦略の出現頻度の1I.yIHJ発展を記述す

るモデル)J程式である。この)J程式は、「ポピュレーションダイナミクスJつまり広い意味

での生態系における個体数の変動を表すモデル方程式の ー砲である。

ポピュレーションダイナミクスに関するfl)f究は比較的占くから行われている (8]0そして

P ‘ 系を椛成する種の数が少ない小規模のモデルの挙動に関しては詳しい研究がある。しかし

f"'. 

多数の臓を合むような系に閃して一般的な議論を展開するのは難しく、作られている結呆は

かなり限られたものである。ポビユレーションダイナミクスの中では故もIjt純な部類に属す

るロトカポJレテラ系やゲームノJ学系についても、その7j~!fÛJが明らかになっているのは系の n

由度がせいぜい 3程度迄で、それ以上の脱税の系についてはまだよくわかっていない部分が

多い。

この)j粍式系は、生態系における現象をぷ述するだけではなく、広い範聞の現象に関わっ

ているとみ-えられる。その.flll山の一つは、この方程式が["II己複製」するものの多体系一般

を記述するモデルとして、総々な現象に|刻係して現われるという点である。例えば「円己桜

製する分子Jの反応系の進化のモデル [9]や、遺伝子の淘汰のモデル[lOJなど、生物の例体

以外の「円己複製子jの系のモデルとしても同様の)j程式が現れることが知られている。も

う 一つの.flll山は、この系が迎~な対称十1: を持つ系でみられるような不変集令の稿造をもっM:

も単純なモデルになっていると考えられるためである。

この論文で扱っているような、構造安定なヘテロクリニック軌道が関係すると考えられる

現象は、幾つかのモデル系で見つかっているが、不変集合の持つ特異な構造はこれらの現象

と本質的な|河係がある。この論文で展開している解析の本質的な部分は、これらのより復雑

な系における類似の現象に対しでも迎月JIIJ能である。このゲーム力学系は、これらの系の)J

学、特にそれらのアトラクタの構造を研究する上で最もIj'l.純で見通しの良いモデlレであり、

解析に適しているものであると忠われる。

次にこのゲーム力学)i程式を具体的に紛介しておく。このモデルは基本的には次のよう

な状況における戦略の進化を認述しているものであると与-えられる。[":者対戦型のゲームを

行う競技-fi-の集団を考える。このゲームには採りうる選択肢が幾つかあって競技者はそれら

のうちどれかを選択する。そして自分と対戦中11手の選んだ選択肢の組み合わせによって各々

が得点を受け取る。このゲームは対戦相手を変えながら何凶も繰り返される。各選択肢が選

ばれる確E容は、その選択肢をその集団の'11でとった場合の符点の期待値が尚ければ増加して、

低ければ減少して行く 。Jこの織な状況は例えば動物行動の進化を考える際に現れると考え

られる [11]0
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集団全体としての「戦略Jpを、集団全体を、ド均したときの各選択肢・がとられる確率の分

布で定義するo この時戦略pをもつような集問(のメンバー)と戦略 qを持つような集問(の

メンパー)が対戦した場合の p組IJの得点の期待他を P(plq)と表すことにする。この時、戦略

pが「安定」に実現されるためには、他の戦時を持つような集団が「似人する」ことがあっ

てはいけない。つまり、 pは次のような条件を満たさなければならないと与えられる。 [12]0

• P(plp)とP(qlp)

• if P(plp) = P( qlp) then P(plq) > P( qlq) 

この条件は進化的に安定な戦略 (ES S)の条件呼ばれている。ゲームノJ学系はこのESS

の状態を局所安定な、IZ衡点として持つような)J学系として提案されたものである。

ここで扱うモデルノJ程式の形は、

、I
E

，

唱
I
E
.-

噌

B
A

I
l

、
ね=(乞9ijXj- L乞9jkXjXk)X‘

rヘ

というものである。ただし、拘束条件として

LX. = 1， (1.2) 

をAg-えて相空mJのうちでこの条件を満たすような部分のみを考える。(1.1)式の tについての

和を取れば、この方程式系が超平面玄 Xi= 1を不変に保つことは簡Iiiに確かめることができ

る。また初期条件において広三 0が満たされていれば、任意の時刻において広三 Oが成り

立つのもまた明らかである。後の議論を進める 1:での使宜上、各成分の「成長率jλを次の

ように定義しておく 。

o ~ X. ~ 1 

(1.3) 

(1.4) ~gijXj -εε9川 jXk，

一一Xi 

入t

ここで、町は i 番H の選択肢が選ばれる峰~t!を去す。また、 9ijは 1人の競技者がそれぞれ i

香目と j番目の選択肢を選んだ場合に、 iをと った側の競技者が受け取る符点を表す。この

行列 gりはゲームの内科を規定するもので、この)J学系が持つパラメータにということにな

る。それぞれの選択肢を選んだ場合の得点のj切符他と、その選択肢を選ぶ権〉事の変化の110に

(1.4)式のような関係があるので、(そのH与lXの「段境J、つまり王のイ1(1に対して)平均よりも

1"い、得点を挙げられるような選択肢が逃ばれる併Pがは尚く、逆にJUHSイtUが低い選択肢が選ば

れる確率は低くなるように変化する。

この方程式は、 4が花の区別を表し、民を純iの個体数の全体に対する比官事を表すとみな

すと、個体数の総手11が・定となるような条件のもとでの、生態系の時111J発展のそデJレ万程

式ともみることができる。この場合 9.，'ま稀 jの一個体が種iの成長市(死亡率)へ及ぼす

影響を表す係数であると考えられる。純1MイTの明勉~~は各々異なっていると与えられること

から、 αiXiの織な.rti(瓜について l次の瓜)をみ-える必要があるようにも比えるが、これは

4 
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g・3→ 9ij+αaというように、 9iJの対応する行の全ての成分に f杭問イiの増殖率jを加える

ことによって 9ijのrllに吸収できるので、特にそのような項を追加する必:fAはない。

このモデルを他のポピュレーションダイナミクスモデルと比べたときの特徴の一つは、例

体数の総和が一定仙に保たれるという拘束条件を持っている点である 。これは (1.4)式の第

2項のような形で、全ての砲の成長率に対して」織に適当なバイアスをかけることによって

実現されている。またもう 一つの特徴は、 -+fJII~作Jl1の単純きである。このモデルで取り入ら

れている相互作用は」体IUJのものに限られ、しかもそれらは全て(それぞれの種の成長率に

対する)線形の相在作JI]として扱われている。これらの特徴は解析をしやすくしているが、

この論文で注目している現象に関してはあまり本質的な点では関与していない。従って個体

数の総和が変動する系や、非線形の相互作川を持つ系の場合にも同級な現象は起こる。例え

ばイ間体数の和が一定であるという性質が本質的に主要でないということは、この方程式がす

ぐ次の節で述べるロトカボルテラ系(このモデルは個体数の総和を保イFしない)と実質的に

は等価な方程式系とみなすことができることからもわかる。

1.2 口トカボルテラ系

この節ではロトカポルテラ}J程式とゲームノJ守:万程式との関係について簡単に紹介する。ロ

トカボルテラ方程式は 1920年に Lotkaが化学反応系のモデルとして [13]、1931年に Volterra

が依食者 ・捕食才?の関係にある魚の個体数変動のモデJレとして [14]独立に提案した方程式

系で、微分方程式による生態系のモデルとしては最も古典的でまたlbt:も恥純なものの一つで

ある。

元々の方程式は、被食8・捕食者の関係にある 2植の生物の個体数変動をモデル化した

もので、

{ ~ιαx -bxy 
y = -cy + dxy (1.5) 

というものである。このノJ程式系においてもゲームノJ学系の場合と|司線、 二種間の相互作JIJ
はそれぞれの個体数の初つまり個体向上の巡迎頻度に比例する形で取り入れられている。こ

の}j程式を 2稔だけでなくより多数の種に対しても 一般化した方程式、

仏 =(α，+乞b‘内)u， (1.6) 

もやはりロトカポルテラ)J程式と呼ばれている。オリジナルの)J科式においては b"に相当す

る項は入っていなかったが、一般的にはこれも取り入れた形で扱う。このlJlは同じ種のイ同体

同上の相互作用、いわゆる込み合いの効%をぶしていると考えられる。

ロトカポルテラ )iね式とゲーム力学ノj和式との間には、表面的には

・(1.6)式の右辺が uについて I次及び2次であるのに対して、ゲームノ1学方程式(1.1) 

の右辺は zについて 2次及び3次の式になっている。

- ゲーム力学:系の-+II :I~IIIJが有界であったのに対して、ロトカポルテラ系の方はそうでは

ない。
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などの違いがある。しかしこれら二つの系は変数変換による対応付けが可能である [15J。こ

の際、 η 成分を持つゲーム力学系にはい-1)成分のロトカポルテラ系が対応する。この対

応を見るためには、
X‘ 

U.= 一一
Xn 

という変換を考えてやればよい。 (1.7)式および、(1.1)式より、

U， = :t (三)
一去(ιーか)
= 去(写Pトいg釘仰仇3戸内忽町j一写界写の伽M川ω…k凶内叩川z町叩明j戸jXk叫k一写苧ト戸いh向ω9njXj吋ポ仙j戸内z町叫3

=ま乞(9"-9nj )Xj 

= u，{乞(9り - 9nj)Uj + (9tn -9nn)}Xn 

、l''円，
a-

守

I
ム

，，l

、

('  

1=1 

となるo Xnは軌道仁の辺到jの速さだけに関係 しており、これを除いても軌道そのものは変化

しない。従って

向 =9in -9nn ) bij = 9ij -9nj (1.8) 

('. 

とおけば(1.6)式と(1.1)式の二つの方程式系の2仇辺の|切に対応を付けることができる。

ロトカボJレテラ系ではパラメータの他のよっては有限時間で個体数が無限大に発散する

爆発解が見られる。この現象には、ゲーム)J"手系の相空間が単体上に制限されているのに対

して、ロトカポルテラ系の相空間は有界でないという相違点が端的に現われている。この爆

発解は上の(1.7)式による対応付けではら =0の、ド而へ漸近する軌道に対応する。ゲーム力

学系においては有限時間ではら =0の予I師へは到達しないが、軌道ヒの211動の速さの囚チ

の巡いにより、対応するロトカボルテラ系においては有限時間で発散が起こることになる。

このように(1.7)式の関係を使ってゲームノJ学系とロトカボルテラ系との対応を考える場令

には、九 =0の面に近づく軌道については注なして扱う必要がある。しかし、大概の点にお

いてはゲーム力学系とロトカポルテラ系とはよく対応しており、それぞれの系で得られてい

る結来の大部分は相 II~に翻叔可能になっている。この論文で引用しているゲーム力学系の性

質も、元はロトカボルテラ系の研究の中で明らかにされたものが多い。

1.3 漸近的挙動の定性的分類

この節及び次の節では、ゲーム力学系の漸近的な振る舞いについてこれまでの研究でわかっ

ていることのうちで、この論文の内容に関係の深い部分について簡単にまとめておく。まず

は漸近的挙動とそれに対応するアトラクタの定性的な分類について述べる。

静止状態への漸近 漸近的な振る舞いとして肢も単純なものは、安定な静止状態へ漸近

するというものである。これは相空間においては安定な平衡点へ収点する軌道に対応する。

このような軌道は系に合まれる成分の数がいくつであっても現われる。
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振動状態 静止状態の次に単純な挙動として、振動的振舞いがある。周期運動自体は 2

向山度しか持たないオリジナルのロトカポルテラ系(1.5)においてもよよられる。しかしこの

周期軌道は中立安定で、リミットサイクルにはなっていない。またこの振動的振舞い自体、

・般のロトカポルテラ系(1.6)のパラメータ宅IIIJの"1で見ると、令ての 4に対して九 =0が

成り立つという条件を渦たすメジャーゼロの集介の上でしか起こらない。従ってこれは例外

的な現象であると与-えられる。

より一般的な振動的挙動は、もう 一つ成分の数が多い系で初めて見られる。つまり三つ

以上の成分をもっロトカポルテラ系及び四つ以上の成分を持つゲーム力学系である。これら

の系では平衡点がホップ分岐を起こしてリミットサイク lレが現われうることが示されている

[15]0 
一般的なJJ学系の性質としては、リミットサイク Jレは相空間のl'I r! J皮が2以上であれば

現われでもおかしくはない。1'1J IJ度 2のゲームノJ学系やロトカポルテラ系においてリミット

サイクルが現われないのは、成分間の非線形の-+11U:作用を身えていないためである。非線形

fへ の相互作用を持つ系ではn仕l度が 2の生態系モデルにおいてもリミットサイクルが存在でき

f、

る[16]0

カオス的状態 相宅IIJJの自由度が三以上、つまりロ トカポJレテラ系ならば三成分以上、

ゲーム力学系ならばIlll成分以仁を持つ系では、カオス的な振舞いが現われうることが確かめ

られている [17][18]0 

爆発解 ロトカポルテラ系においては、爆発解もまた成分の数が・つの場合から見られ

る振舞いである。しかし、これは先に述べたようにゲーム力学系では Xn= 0の超平面に漸近

するような通常の軌道に対応させることができるので、ここではこれ以上は特に触れない。

ヘテロクリニックサイクルへの漸近 これまでにあげた挙動は(爆発解は別として) -

般的な力学系においてもみられるものであるが、この系では他の系ではあまり見られない特

徴的な漸近的挙動をぷす例が存在することも知られている。ヘテロクリニックサイクルへの

漸近 [1]である。これはゲーム力学系においてもロトカポルテラ系においても系が3つ以上

の成分を含む場合に起こりうる。この場合凡られる漸近的挙動は、 f3つの成分のうち 1つの

成分だけが 1に近いイIffを持ち、残りの 2つの成分の他がほとんどゼロになるという状態を、

lに近い値を持つ程を順併に交代しながら繰り返す。jというもので、その周期が幾何級数的

にイI~Iびるという特徴を I}ミすo この場合それぞれの成分が完全に「絶滅」する(つまり t →∞

において町(t)→0となる)ことはないが、振動の一周期のfllJの各成分の故低他はいくらで

もゼロに近づく。この場令に対応する時系列は!2{11.1のようなものである。

パーマネンスとパーシステンス パラメータの他と系の漸近的挙動との関係、つまりこの系

における相@は系のn山肢が3以下の場合にはある程度調べられている [19][20][211。しかし、

行列ぉの各成分がこの系のパラメータであるから、系に含まれる成分の数を η とすると、

パラメータの数は表IfiI上はポ個、独立でないものを除いてもポーη ーl例ある(ゲーム)]学

系の場合)。また成分の数が多くなるにつれて組数のアトラクタが共存する場合も多くなる。
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Figure 1.1:ヘテロクリニックサイクルへと漸近する軌道の例

この図は 3成分のゲームノ]学系で数値的に符られた軌道を元に、そのうちの 2成分 (X}lX2) 

の時間変化を表示したものである。パラメ ータは、
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としてある。また初期条件は X}= X2 = xJ = 1/3である。実線は町、 f波紋は X2の時間変
化を表す。3つの図は|司ーのz仇道について、民なる時間のスケールを取って拙いたものであ

る。軌道が惟安定状態、の近傍に留まるl時IIIJは次第に長くなるが、それらの状態の1111を遷移す

るのにかかる時間はほとんど変わらないことがわかる。
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そのためそれ以上積の数が多い場合について、よ{.体的にパラメータのイIfiと漸近的挙動との対

応を求めて細かい相良]を描くことは困難であり、またあまり有用であるとも思えない。

そこで、一つの方向として系に含まれる粍が絶滅するか、それとも全ての砲が共存しつ

づけることができるかという点に着目しての研究が進められた [22][23][24J0 ところで、ヘテ

ロクリニックサイクルへの漸近の例を見てもわかるように、ゲーム)Jγ:系やロトカボルテラ

系においては「全ての砲が絶滅しない」ということが、「全ての極が~~(f.する J ことを意味

しない。この系の場令初期条件で町 >0であればXt= 0になることはないので、「絶滅Jは

ii!E28(t)=0 (1.9) 

をな味すると考えるのがI1然である。これに対して「絶滅しない」条件は、パーシステンス

の条件と呼ばれており、

lims叩町(t)> 0 、、，
E
a
'

n
U
 

宅
E--

$，‘ 
f
t

、
，.... で去される [25]0これに対して「共存するJ条件、つまり「全ての穂が常に一定以上の個体

数を維持するJ条件は、パーマネンスの条件と呼ばれていて、

liEjpfL(1)>6，6>O 、‘，
a

，，
噌

E
A

t
E
A
 

• 2
i
 

，，.‘、

となる [26]。当然パーマネンスの条件はパーシステンスの条件の十分条件になっている。 Hof-

bauerらのテキスト [16Jの定義では、村!空HIJ内部の任意の点から出発する軌道が全ての種に

ついてこれらの条件を満たす場合にこれらの言必-を使っている。この高文のqJでは、便宜上

あるアトラクタに対応する吸引領域(ベーシン)に初期条件をもっ軌道に対してこれらの条

件が成り立つ場合には、対応するアトラクタを「パーマネンスの条件を渦たすアトラクタJ
と呼ぶことにする。

この論文で報告する aつめの現象(第 2市)は、このヘテロクリニックサイクルへの収

点と多くの点で共通する性質を持つ非定常な辺助である。それらに対応するアトラ クタ は、

J~ーシステ ンスの条1' 1二を満たしているが、パーマネンスの条件は渦たしていないよう な もの

r¥ になっている。これについては改めて次の市で分析する。

1.4 個体数の長時間平均の漸近的な振舞いについて

この節ではパーマネンスの条件を満たすアトラクタに収束する軌道の上での個体数の時間予

均と、相空間内部にある、Ii.衡点との関係について述べる。この関係は凡体的には

・ゲーム力学系がパーマネンスの条件を渦たすアトラクタを持つ場令、そのア トラクタ

に収束する軌道に対する個体数の時IIIJ 、ド均は、 1U~Il}J の内部にある、ド衡点に収束する。

というものであるい針。これは同時に、パーマネンスの条件を満たすアトラクタが存在する

場合には必ず相空間の内部に、F衡点が存在するということも意味している。これは以下のよ

うにして示すことができる。
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中日空間内部の干衡点、(つ まり全ての将について 杭#0となるようなギ衡点)は連立)j

校式

( zgJgj = 5(i=ln) 
j _ _ (1.12) 

乞町 = 1 

の解になっている。ここでEは平均得点を去す iによらない数である。述立万程式

2:gtjZj=:，(i=l，・ 1η)， (1.13) 

の解は一般的には¥なに決まる。この解を払 とするとき、

s = (乞Pi)ー1

Pi = PiS 

(1.14) 

(1.15) 

f"  
とおけばこれらは(1.12)式の唯一の解となる。従って一般的には(1.12)式を満たす町、 Eは

一立に決まる。

一方、個体数及び適J，~~度の長時間、F均を、
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(1.18) 

として定義する。ここで(1.3)及び(1.4)をt=Oから t= Tまで秘分して Tで割ると、

iog x(T) -log x(O) 
T =St(T)-S(T) (1.19) 

n 
が得られるが、パーマネンスの条件より、 Tによらない定数ε>0が存イ正して、 ε<log x(O) < 1， 
f<logx(T)<1が成り 立つ としてよい。従ってこの式の左辺の分子の絶対値は常に Ilog(ε)1

よりも小さい。従ってこの式の左辺は T→ ∞でOに収束する。また S1の定義の式で和と秘

分の順序を入れ換える とS1(T)= 9ijXj(T)が符られる。従って

J11己乞923Xj(T)=J11ZS(T)， (1.20) 

がえられる。一方任意の時刻で(1.2)式が成り 立つこ とから、

L:X1(T) = 1 (1.21) 

はTの値によらず常に成り立つ。(1.12)の解が一意であるとすると、(1.20)及び(1.21)より

!im X(T)はPiと、 !imS(T)はEと各々 ー致する。従って Xi(T)はPiに収束することがわか
T→∞ T-+∞ 
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る。また、ゲーム力学系の~fl空間は凸なので Xiの収点する先は空間の内部にあることはIYJ

らかである。

この性質はアトラクタが、fi衡点、リミットサイクル、ストレンジアトラクタなどのうち

どれの場合であっても成立する。もし一部の植が絶滅するような場合には、それらの極を除

いた部分系を与-えればよい。その部分系のアトラクタがパーマネンスの条件を満たす場合に

は、部分系の中日空間内部の、Il衡点(元の系から見るとこの、F衡点は境界じの干衡点というこ

とになる)とこのアトラクタの問には問機の関係が成り立つ。ロトカポルテラ系においても、

パーマネンスの条件を満たすアトラクタに漸近する軌道ヒでの個体数の平均値と相空間内部

の平衡点の問jには同じような関係が存夜する。

漸近的な述動における各成分の長時間、jl均が平衡点での他に収束するという性質は、ア

トラクタがパーマネンスの条件を満たす助作に限られる。アトラクタがヘテロクリニックサ

イクルへの場合には、アトラクタに漸近する軌道上でとった例体数の長時nu予均は、平衡点

へと収点する代わりにある閉山線(多角形)に巻き付いて、幾何級数的に周期jが延びるよう

'" な振動を示す [27J。

f"'.. 
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Chapter 2 

非定常・カオス的な運動

この章ではまずゲーム力学系の相空間が持つ特徴的な椛迭について述べる。その後で、この

構造が深く関係している、ヘテロクリ ニック軌道のネットワ ークの近傍での軌道の振舞いに

('. ついて述べる。特にカオス的な特徴とヘテロクリニックサイクルアトラクタへ漸近する z机辺

('. 

の特徴を介わせ持ったような、新しい)F.~の述到jの存在について述べる 。

2.1 相空間の情造の特徴

ゲームノJ学系は、拘束条n(1.2)を見るとわかるように、閉じた相空間を持っている。この

相空間の形は n-1次元221!日中の単体にな っている。そして、単体の表面 (η個の η-2次

元単体)は、各々が Xi= O，(i = 1，2，・ 1η)で去され、各々が中日流に対する不変集合となっ

ている。これら n-2次ノ己恥体の表面もまた各々が不変集令となっていて、階層的な併迭を

作っている。

これらの単体上の相流は、元の方程式系において幾つかの成分を無視することによって

えられるような、ゲームノ'J''f:系の方程式でぶすことができる。ここではこの刊iの成分を慨

視することによってえられるゲーム力学系を「部分系Jと呼ぶことにする。

この織な不変集合の階)~1的な構造は、この系の漸近的挙動に対して豆~な関係を持つ幾

つかの特徴をもたらしている。一つは、多数のサドルが相空間内(正確には相空間の境界上)

に共存するという点であり、もう 一つはそれらのサドルの間を結ぶヘテロクリニック軌道が

桃造安定に存宿するという点である。

上で述べた各々部分系はそれぞれ閉じた相空間を持つノJ学系なので、必ずーっは平衡点

を持つ。部分系の平衡点は令体の平衡点にもなっているので、ゲーム力学系は全体としては

多数の、1'-衡点を持つことになる。 (ただし ・般的にはその多くはサドルである。)

ところでこれらの平衡点のほとんどは相空間の境界 l:にあり、相空間の「内部jには干

衡点は一般的には高々一つしかないことをぶすことができる。これはあが紛退していない場

合、予衡点においては、全ての成分が町 >0を満たすとすると、全てのiについてん =0、

つまり乞9t]Xj= C(Cは任意の定数)が成り立つこと、及び拘点条件乞瓜 =1が成り立つこ

とから (η+1)個の条件式がうえられ、これらにによって、 (η 十 1)個の変数全て (Xi及びC)
の値が・なにもたまるためである。(cf.1.4節)
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これは適当な部分系をとってもなり ιつため、各平役f点はそれを相宅IlUの内部に合むよ

うな部分系を指定することによって特定することが出米ることになる。百IS分系を指定するた

めには47泌する成分の集合を与えればよい。そのようなわけで、この論文では {1，...，n}の

適当な部分集合を使って平衡点を指定することにする。例えば {3}は X3= 1で他の成分は

全てゼロであるような、v:衡点、 {1，2}は Xl> 0， X2 > 0， X} + X2 = 1をみたし、残りの成分

はゼロであるような平衡点を表す。

これらの、ド衡点の近伐における相流を倣う際、使了u二、ド衡点における非ゼロ成分に対j必

するものと、ゼロ成分に対応するものをわけでおくことにする。ここでは前者をメジャーな

成分、後若をマイナーな成分として呼ぶことにしておく。

この系のもう 一つの屯~な特徴は、この系においてはヘテロクリニック'仇道が「構造安

定」に存在できるという点である。ヘテロクリニック'1礼道は二つのサド Jレをつなぐような帆

道、つまり α一極限集令としてあるサド JレA、ω一極限集令として別のサドルBを持つような

軌道のことである。「構造安定Jとは)j学系が微小に変化した時、ヘテロクリニック軌道も

p 、 連続的に変化するということをさす。桃逃安定でない場令には、微小な力学系の変化によっ

('. 

てヘテロクリニック軌道そのものがなくなってしまう場令もある。

一般的なノユ学系においては、 Aの不安定多様体の次元と Bの安定多様体の次元を足した

ものが、ノJ学系の自由JJtよりも大きくないかぎり、 )J守:系が微小に変化した場合にこれらを

結ぶヘテロクリニツク『机辺は峻れてしまうことが知られている [28]0A、Bがともに双1111的

な平衡点であるとすると、 Aの安定多桜体よりも Bの安定多様体の}jが次兄が大きくなけ

れば、ヘテロクリニック仇迫は構造安定にはなれないことになる。つまり幾つかのサドル11日

を結ぶヘテロクリニック '1礼道が全て椛造安定となるためには、それらのサドルをヘテロクリ

ニック帆近で結ばれたj脱出にならベた11与に、各サドルの公定多様体の次元は単調に増加lして

いなければならないことになる。従って緋造安定なヘテロクリニック軌道がサイクルのよう

な再帰的桃迭を作ることはありえないことになる。

ゲームβ学系の場令には、パラメータの変化によってお起きれないような部分系(に対応

する不変集合)が存在するため事情が見なる。サドルは適当な部分系においてアトラクタに

なっている場合がある。各部分系において、サドル又はリペラーからアトラクタに向かうよ

うな軌道は、系のパラメータを微小に変化させても壊れないという意味で構造安定である。

これは全体の系における各々のサドルの安定多様体の次ji:;とは関係がないので、この織な軌

道が再出li的な構造を作ることも可能である。簡単な例として凶1.1で示した系を挙げておく。

この系の剥|空間は図 2.1のようになっている。この三角形の各辺は各々が 2成分からなる部

分系をぶしている。この場合、 {1，2}の部分系では {2}がアトラクタになっているので、 {1}

と{2}を結ぶヘテロクリニック軌道はパラメータを変えても破れない。 IliJ織に {2，3}の部分

系においては {3}が、 {1，3}の部分系においてはい}がアトラクタになっているので、それ

らも r{:~造安定」なヘテロクリニック軌道である。従ってこれら 3 つのサドルの問を版に結

ぶようなヘテロクリニックサイクルもまた「椛造安定Jなものであることがわかる。

ヘテロクリニック t仇巡は単純なサイクルだけでなく、「分岐jを含むようなもっと抜雑な

構造を作る場合もある。この論文で扱う現象にはそれらのヘテロクリニック軌道が作る桜雑

なネットワークが直接的に|対ラ-している。これらのネットワークを併成するヘテロクリニツ

ク軌道も l:で触れたような立l床で椛迭安定であり、ネットワーク全体もパラメータを微小に
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Figure 2.1:ヘテロクリニックサイクルアトラクタを持つ3成分系の相空間の様式図

小さな丸が平衡lx(サドル)、矢印がヘテロクリニック軌道を表す。矢印が依っているやや車111

いl立線はお =0の|師(パラメータの他によらない不変集合)をぷす。ヘテロクリニック軌道

はパラメータの値を変えても直線上から外れる ・Fはないので、このヘテロクリニックサイク

ル白体はパラメータを微小に変えても壊れない。

変化させても壊れないものになっている。

2.2 仮定

以下の節ではヘテロクリ ニッ ク軌道の近くでの仇辺の振舞いの定性的な分析を行なう。この

議論においては、

A サドル近傍に滞イ玉する i時間のスケー Jレはサドル|切の遥移に~する 11寺!日j に比べて圧倒的に

長い。

B軌道に関係する全てのサドルは双山的なもy.衡点である。

という 2つの条件が成り立つことを前提としておく。

軌道がヘテロクリ ニック t仇illの十分近くにいる則IIJJについては、 IIVLillがサドルの近くを

通る際には各サドルの卜分近付くを通る。従ってサドル近傍での消化時間jは長く、 Aの条件

は成り立つと考えられる。特に軌道がヘテコクリニック軌道の作るアトラクタへと吸引され

る場合には、時間 tが卜分大きい極限でこの条件は成り立っていると与-えられる。一方Bの

仮定はパラメータの似によって、成り立つ場合と成り立たない場合があり、どちらの場合も

生成的なものである。次の1;1ではこの仮定が成り立たないような一つの例について扱う。 B

が成り立たないような例は、次牢で扱うが、その他にも平衡点のかわりにサドル的なリミッ

トサイクル/rス トレンジアトラクタもどきJが刻われる例などがある。

14 



2.3 座標変換

サドルやヘテロクリニツク 11柑帆IV仇リ礼Ll迫且の近傍での制軌Ll道ιの振3
よりも、その対数を使った)Jが見通しがよい。そこで、

約 三 logXi， (2.1 ) 

によって定義されるような変数仏を導入する。この変数変換は、元の雌椋系における相空間

の内部でのみ定義できる変換であるが、

・初期条件が中fI空間の内部にある場合、軌illは任立の時刻で相空IIIJの内部に留まる。

・4りJ期条件が中11空間の境斜とにある場合、初JVJ条件においてゼロとなる成分を無視して

やれば、この机辺を適当な部分系の相空|町内部の t仇道と見なすことができる。

ハ、 従って、この変数変換を行っても任意の初期条件を持つ軌道の、漸近的な挙動を含む振舞い

，-....， 

を解析することが可能である。

この座標系においての述動万程式は

d 
dt Y，竺 λ (2.2) 

でぶされる。ただし、 λは元の変数で見た時の各成分の成長率で、

ん=ε9ije"j - L乞9〆IIje"lo.， (2.3) 

である。また抗は(1.2)に対応する拘束条件

2ンYi= 1， (y‘< 0) (2.4) 

をj尚たす。

2.4 サドル近傍

ここでサドルの近傍を定義しておく。ここでは便宜的にサドルからの各成分(町)のずれがε

よりも小さい点、つまり、 εはlEの定数、 xAがサド Jレヒの点を表すとするとき、

max I Xi - x~ I <ε， (2.5) 

を渦たすような点の集合としておく 。εは 1-分小さく、各サドルの近傍の中1IVff.は線形近似が

可能であるとする。以ドの議論は、 dJ{1に比べて卜分小さく、サドル近傍への滞在時間が

Ilog elよりも十分大きいとみなせる限りにおいて、 εの値にはよらない。

ここでサドルの近傍がこの座標系ではどのように表されるかについて触れておく。例と

してサドル {1，2}を与・えて、この平衡点の位i町を (α，b， 0，…)としておく o a， bは0(1)と考

えられるので、 εは、 a，bに比べて十分小さいとしてよい。従って、 yに対応する点がこの、Ii.

15 
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Figure 2.2:ヘテロクリニックサイク lレへ漸近する軌道の例 2

凶1.1で示した軌道について、各成分の対数(つまり抗)を表示したものo 時間軸(横軸)のス

ケールは図 1.1と全く 11リじものである。 3つの闘の縦仙のスケールは、各々の図の時間のス

ケールと比例させて変えである。この図において約がほぼ直線的に変化している部分は、軌

道が一つのサドル近傍に滞在している期間に対応している。
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衡点の近傍にある場合、 IYl-logαI < Ilog{(α-f.)/α}Iとなりこれは O(ε)の小さな量である

と見なすことが出米る。 -)j、Yiの他の成分(つまりマイナーな成分)はν‘<logf.を渦・たす。

つまり Yiの絶対値としては大きな (1叫>Ilog!l)他を取ることになる。

滞在しているサドルが、メジャーな成分からなる部分系においては安定になっている場

合には、サドル近傍からの離脱はマイナーな成分 (x.)のゼロからのずれが成長することに

よって起こる。これは仏の変化においては、マイナーな成分に対応する y‘の絶対値がゼロに

近付くことに対応する。ヘテロクリニックサイクルアトラクタへ漸近する軌道を、この変数

変換をして見ると図 2.2のようになる。この闘を見ても明らかなように、一つのサドル近傍

に滞在している問のν‘の変化はほとんど線形になっている。以下の節ではこの仏の変化を近

似するノユ学系を導入して、それを用いて漸近的な振鉾いの解析を行なう。

2.5 近似力学系の導入

日般に軌道とサドルとの距離が近付けば近付く枝、サド lレ近傍への滞在時IIIJはiえくなる。従っ

てサド Jレ近傍への滞イ印字削はいくらでも長くなる場合が考えられる。これに対してサド Jレ近

傍，の問の遷移にかかる時1111はほぼ一定であるa これらのサドル近傍への滞伐と、サドル近傍

IIIJの選移という過程を、 y~な った時間のスケールを持つ現象として、分けて扱うことができ

る。これに対応して、 ν‘について一種のキ1l視化を行なって、サドル近傍への滞イEの長さのス

ケーJレを持つ部分だけを取り出して扱うことにする。ここでは抗を机悦化して滞在時間に

線形なオーダーを持つ部分を取り出した変数を χでぶすことにする。 5についての拘束条件

(2.4)に対応して、ずは拘-*条件m~ Yi = 0を持つ。

サドル問の遷移のIIIJにおこるめの変化はサドル近傍への滞在時間がいくら長くなってもあ

まり変わらない。サドル近傍への滞在時間のスケールを Tとすると、これは O(TO)'" o(T1
) 

程度の大きさなので、羽l祝化を行う際には無悦できる。従って Xの変化としてはサドル近

傍に滞在している IIUの変化だけを考えることになる。またメジャーな成分に対応する 抗の仰

はTによらずにはほ・定であるから、メジャーな成分に対応するものについては 五 =0と

なる。

各サドル近傍への滞イf'IJのY.の変化は|ヌ:]2.2に比られるようにほぼ一定の傾きを持つ直線

的な変化である。この変化キ(傾き)は対応するサドル上での人の他によってよく近似でき

る。.つのサドルの近傍に滞在する問のこの近似による誤差は、滞在の長さによらない定数

によって抑えられる (cf.appendix A)。従って、 a定の傾きを持つ線形的な[I~nu変化が、

つのサドル近傍への滞在に対応するあいだ続くような、区分線形な時間変化として 巧の変化

をぶすことができる。

ヘテロクリニック仇迫にそった運動に対応するれの変化は、次のようなものになる。軌

道がサドル {1，2}近傍に滞イ正している問、九三九 =0で、他の成分は11の他を取っている。

そしてサドルからの雌脱がというイベントはl~の成分のうちの eつ(例えば九)がゼロにな

るというものに対応する。その後、軌道はy.-0を満たす成分からなる部分系におけるア

トラクタへと接近するが、この遷移にかかる1時間及びその問のYの変化は無視できる。その

後、軌道が次のサドルの近傍に滞在する 110、れはそのサドルに対応する変化率に従って、次

に別な成分がゼロになるまで線形な時間変化を続ける。

17 
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サドル間の遷移は y.= 0を満たす成分からなる部分系での流れに治って起こると考えら

れる。出発側のサドルは、必ずこの部分系の.ffl空1111の境界上にあり、またその不安定多縁体

は境界に垂直でその次元は lである。つまりこの不安定多様体に沿って動く仇道が次に立ち

得るサドルはy(及び{9ij})の情報だけから求めることができる。従ってPの閉じた力学系を

APえることが可能であることになる。

Yの運動方程式を形式的に

Y = f(Y)， (2.6) 

とぶすことにする o yの他は、軌道がどのサドルの近くにいるかによって決まるが、これは

巧=0を満たす成分の集令を与えれば決まる。従ってこの関数f(y)は、 Yの各成分がゼロ

かそれとも非ゼロかという点にだけ依存するような|対数になっている。

この織にして導入した近似は各サドル近傍へのifP4の問のジの変化を、ト!i:〈ii時間の長さに

よらないような訟足の純川で近似する。 ゾjこのIIIJのジの変化自体は滞イ五時111]のオーダーで

ある。従ってこの近似による相対誤差は滞在11在日IJが無限大になる板限でゼロになる。このよ

うな意味でこのβ学系はサドルの十分近くを通るような軌道の振舞いを解析する上ではよい

近似を与えると考えられる。

2.6 縮約

制Li位の漸近的振舞いの特徴を明らかにするため、この節では前節で導入したノ3学系を更に納

約する。具体的には、この)J学系の線形性を利JIJした変数分離、及びポアンカレ断面におけ

る帰還写像を使って、 n山j廷を落とす方法について述べる。

2.6.1 変数の分離による縮約

ここではまず変数の分離による縮約が可能であることを示す。このためにYの運動を f向きJ
の白由度と「長さ」の(1111肢に分けて扱うことにする。

- Y 
η-Iyl (2.7) 

によって変数ずを定義する。 TJは

{ mrXIずI= 1 m以 η‘=o!(28)

というこつの拘束条件を満たすので、力学系としての内由度は成分の数よりも 2だけ小さく

なることになる。

史に

U 三 IYI，

g(ず) 三 f(す)-(ij.f(ず))ず3

九(す)三 ij.f(ず)，

18 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11 ) 



，.......... 

等の記号を使うと、 (2.6)は

のように変形できる。

ここで新しく

d 
ーす = U-1a(ii) dt ヨ¥'1)1

d 
dt U=h(す)，

dr Tr-l 

dt -

をみたすような時間の変数Tをとることにすると、 (2.12)及び (2.13)は

か=到す)，

t州 1)= h(ず)

という形に変形できる。

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

結局す(つまりYの flnJきJ)の運動は、閉じた)J学系によってぷ述できることがわかる o

Yの向きが決まるということは、どの成分がゼロになるかが決まる、つまり a仇道がどのサド

ルの近傍にいるかが決まることになる。これはずの11此道が与えられれば、対応する王の軌道が

どのような)11r:i序でサドルに立ち寄るかが決まることを示している。

また (2.16)より、 Uは特徴的なスケーlレを持たない変数であることがわかる。すが(時間

在住棋を7でとった時に)定常的な振動を示す場令、 logUはその一周則、月たりある一定量だけ

変化することになる。これは drjdtつまりこの辺動の t座標系でみた時の「速さjが一周期

待に等比数列的な変化を示すことを意味している。ちなみにこの場合に対応する元の系の述

動は幾つかのサドルを版にdれながら各サドルへの滞伝時間は幾何級数的な変化を示すとい

うもので、ヘテロクリ ニツクサイク lレアトラクタへの収束に漸近する仇辺(またはその時間

以似のような運動)に対応することになる。

('¥ 2.6.2 帰還写像を使った解析

軌道が安定な平衡点、または安定なリミットサイク lレなどに収束せず、幾つかのサドルの問

をさまよい続ける場合には、軌道が繰り返しf.&切るような面を杭l空間にとることが出来る。

この 1百(ポアンカレ断I(ji ) 上での帰還写像を使っ て、軌道の振舞いを IJI~Jべることにする 。 こ

こではその断面を迎、l'iな:つのサドルの間の溢移の途中、どちらのサドルの近傍からも離れ

ている 間に横切るように設定することにする。

サドル問の遜移にかかる1時間はo(T)であるから、この断面上の点に対応するジの各成分

の仙はどちらのサドルの近傍にも o(T)程度の変化でたどり着けなくてはならない。従って、

Kの他は、 tが二つのサドルのうちどちらかについてメジャーな成分になっている場合には

ゼロになっていると与-えることが出来る。

この面におけるYの他を与-える場合、白 LI皮の締約は少なくとも:つの成分について他

がゼロになるという点に刻われている。，¥，;J);P:;:{象はこれらの成分を除いた10i々 n-2次元の

写像によって表されることになる。
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この面上では 2つよりも多くの成分がゼロになる場合がある。これは出発側のサドルが

2つ以上のメジャーな成分を持つような場令である。次の節の例で見るように、このような

場合には帰還写像の持つrl山皮は更に少なくなる。余分な自由度の納約は、サドルにおける

ノJ学的な収束の効呆からくると与えられる。 J乙のノJ学系においてこのノ1)/[:的な収点の効果は、

対応するサドル近傍へのト市街11寺111jの長さに対して指数関数的に依存するような縮小率を持つ

収縮をもたらす。 ずの)J学では対応する庁向への拡大準はゼロ、つまり起安定な方向を持つ

ことになっているが、これはこの力学系がサドル近傍への滞在の長さが他と比べて十分長い

極限での軌道の振舞いをIIG述するものであることからみて妥当なことであると考えられる。

この断面上でのリターンマップを考える泊に、 4 つのサドルの近傍に滞在する前後での

Yの変化についてみてみる。マイナーな成分に対応する民の各成分のうちで、最初にゼロ

に到迷するものを Iでぶすことにすると、このサドル近傍への滞イ五時間は、ーち/̂ -[、また各

成分の変化は

(乙)日(ーか+y')， 、‘.，J

司

t
唱
2
4

n
4
 

，，aE
、

という線形写像で去される。(ただし九はこのサドルにおける各成分の成長率を表すものと

する。)

正の成長率を持つ成分(つまりサドルの不安定)J向)が複数存イピする場合には、最初に

ゼロに到達する成分Iはこのサドルの近傍に到述した時点でのYのイtf(にj必じて変わる。従っ

てこのサドルの近傍におけるPの変化は幾つかの線形写像を張り合わせたような区分線形写

像によって表されることになる。

この断面を出発した帆迫は、幾つかのサドルを経由してこの断面へと反ってくる。従っ

て帰還写像は経由する各々のサドルに対応する'与像の積になる。反ってくるまでに経由する

サドルの系列には幾つかの可能性があるが、それぞれの系列に対して 4 つの線形写像が対応

して、帰還写像は全体としては区分線形なり像になっている。

この帰還写像についても、前の節の議論と同紙にYの大きさの 1'1111皮を分離して更に (1

山皮を減らすことができる。?の帰還写像の持つ|剖有ベクトルは、この新i約した帰還写像で

は、IZ衡点に対応することになる。

2.6.3 ヘテロクリニックサイクルの安定性

ここで、上で扱ったYの帰還写像とヘテロクリニックサイクルの安定性との関係について述

べておく。

ヘテロクリニックサイクルがアトラクタとなるためには、一定のサドルの系列を無限に

繰り返すような机辺が、生成的な初期条件に対して凡られなければならない。このためには

Yのg仇道はそのサドルの系列に対応、する領域に情まる必要がある。この領域でのYの写像は

aつの線形写像で去されるが、この写像の持つ絶対値故大の固有ベクトルはこの領域の内部

になければならない。この場合この帰還写像を)Iiに縮約して得られるすの写像は、対応する

安定、ド衡点を持つことになる。

ヘテロクリニックサイクルがアトラクタとなるためには、この他にも、軌道が次第にサ

ドル(及びヘテロクリニック仇道)に近付くという条件が必要である。これは、絶対値最大

の I，~I イI他の値が l よりも大きいという条件をうえる。
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まとめると、適当なサドルの系列の繰り返しに対応するヘテロクリニックサイクルがア

トラクタとなるためには、 Yの帰還写像のうちでそのサイクルに対応する一部分となってい

る線形写像の、回有イ直.l""1布ベクトルが次のような条件を満たさなければならない。

・絶対イl'!故大の固有仰を持つ固有ベクトルは、この経路に対応する領域に入っている 0

.この附イ1ベクトルに対泌する固有他は lよりも大きい。

このサイクルに対応する領域に絶対他最大ではない固有ベクトルが存在する場合には、適

当な等式を渦たすようなメジャーゼロの集合に泌する初期j条件をもっ軌道が、対応するヘテ

ロクリニックサイクルに漸近するということはありえる。しかし、その場令には一般的な初

期条件を持つ軌道はこのサイクルを離れて、別のサドルへと!ilJかうので、このサイクルはア

トラクタではなくて、 -Hiのサドル的な集合となっている。

二つめの条件が満たされない場合には、軌道は一定の順序でサドルを巡りながら次第に

サイクルから離れていく。これにつれて滞化時間は等比数列的に短くなり、イi限時間のうち

にサドル111]の選移とサドル近傍への滞在を区別することができなくなると A号えられる。

transverse b. 
a. 

parallel a' 

，
 

a' 
a' 

'
aし

V

，...， 
Figure 2.3:漸近安定でないようなヘテロクリニックサイクルアトラクタの技式図

サイクルに合まれるサドルの'11に、 2つ以卜.の不安定)J向を持つものがある場令、軌道がサ

イクルとは弔|立な方向に離脱することが考えられる。サイクルに引き付けられる織な初期条

件と、離脱してしまう初期条件の分布は、'lVLJ立を績切るような断面の上でみると (b)の様に

なっており、サイクルのいくらでも近くにこのサイクルから離脱してしまうような点が存イ£

する。

ヘテロクリニックサイクルがアトラクタであっても、そのヘテロクリニックアトラクタ

は漸近安定とは限らない [29J。サイク Jレに合まれるサドルのうち、一つでも 2)J向以上に対

して不安定なサドルがある場合、闘 2.3で凡られるように、このヘテロクリニックサイク lレ

アトラクタの近傍にも、このサドルからヘテロクリニックサイクルに沿わないノJ向に離れて

いくような t跳辺に対応する初期条件が存在することになる。 1-，でぶした帰還写像の安定性を

基にした議，命は、ヘテロクリニツクサイクルの近傍の内の、ある条件(最低 1}~J はこのサイ
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クJレに沿って運動する)を満たすような部分集令の上での、「相対的な安定性J[30][31]に関

するものであって、ヘテロクリニックサイクルの漸近安定性を意味するものではない。

またこの他にもヘテロクリニックサイク jレアトラクタが関係する奇妙な現象としては、寂

数のヘテロクリニックサイクルアトラクタが・つのヘテロクリニック帆i立を共有して共存す

るという現象が報告されている [32]0上で見たずの'Ij:像は幾つかのl足IIU1正に異なるの写像を

振り合わせたものになっているので、復数の安定な、Il衡点が異なる夜間に存在していてもお

かしくない。このような場合、このポアンカレ断IYIに対応するヘテロクリニック軌道を合む

ような幾つかのヘテロクリニックサイクルが、各々漸近安定ではないが相対安定なアトラク

タとなることが可能である。

2.7 不規則にサドルを渡り歩き続ける運動

この節では、漸近的な挙動として不規則なサドル系列を生成するようなili動が現れる例につ

0 . いて扱う。これは前節で扱ったすの力学がカオス的なアトラクタを持つ場合に相当する。サ

ドルの系列を決めるずのノJ学系においてカオス的な軌道が現れるためには、この力学系は 3

つ以上の自由度を持っていなければならない。したがって元のゲームノJ学系は最低でも 5つ

以上の成分を含んでいなければならないことがわかる。

ここでは系のに合まれる成分の数が5の場令について扱う。系のパラメータは

-1.0 -20.0 -0.4 -1.0 1.0 
1.5 0.0 0.7 -7.3 0.5 

9，] = I X 1.0 0.0 0.0 (2.18) 
-0.9 0.8 1.0 -1.0 -0.1 
0.0 -8.0 0.7 1.3 0.0 

というように設定する。迎、円な Xの値に対しては、不規則な月賄事でサドルの間を渡り歩くよ

うな'1礼道がみられる。またヘテロクリニックサイクルアトラクタがJiJl峻して、この様なタイ

プのアトラクタへと交代する分岐についても簡単に触れることにする。 1:の行列で Xはこの

f、I 分岐をみるためのコントロールパラメータとしておく。

幾つかの Xの伯に対応するサドルの系列を、.fl~q~1Iに時間の対数、縦制bにその時刻に近付

いているサドルをとってぷぶしたものが、附 2.4である。 X= 0.321えび、 X= 0.25の場合

には、不規則なサドルの系列が現われている。ここで現われるサドルの系列を整理して、サ

ドル {3，4}を出発してから再びこのサドルに反ってくる までのE仇迫を分類すると、表2.1の

ように三通りの経路があることがわかる。 X= 0.24の時には C2のみが、 X= 0.25の時に

は C2及び C3が、そして X= 0.32の時にはこれら 3種類全てが現われる。これらの現わ

れる順序は周期的にはなっていない。これらの経路に関係するヘテロクリニック軌道を技式

的に示すと、図 2.5のようになっている。

このようなサドルの系列を生成する機挑を解析するため、ポアンカレ断面をとってみる。

ここでは軌道が {3，4}から {5}への遷移の途中で検切るような耐をとる。断面上の点、に対応

するYを考えると、 Jドゼロの成分はむ及び Y2の二つだけしかない。従って帰還写像は 2行

2列の行列で表すことが山米るような線形写像をつなぎあわせたものになる。また、ずのJ1r;
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Figure 2.4:数値的に得られているサドルの時系列の例

5成分のゲーム力学系において数値的に得られた'1礼道を元に、軌道が訪れるサド lレの系列を

示した図。検制は時刻の対数をぷし、縦~illl はその 11与刻に軌道がどのサドルの近傍に滞在して
いるかを示している。サドルHlJの選移はここではぷ示していないが、;ga移にかかる時間はこ

f'¥ の図のスケールでは無悦でき る。横取hは時IIUの対数をぶしているので、この凶は各サドルへ

の滞イ五時!日}は一定ではなく幾何数列的に長くなっていることを示している。パラメータの値

は、 (2.18)で与えられるよ うなものである。ただ しXの他は 3つの闘で各々見なる。これら

は各々、 (a):X= 0.24， (b):X = 0.25， (c):X = 0.32の場合の軌道に対応 している。初期条件

はどの場合も Xl= X2 = . . . = Xs = 0.2である。

サドルの系列

{3，4}→ {5}→ {1，5}→ {2}→ {3}→ {5}→ {2}→ {3}→ {3，4} 
{3，4}→ {5}→ {1，5}→ {2}→ {3}→ {3，4} 
{3，4}→ {5}→ {2}→ {3}→ {3，4} 

Table 2.1:サドル{3，4}近傍を通過した軌道のたどる経路
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~ω 

{51 

Figure 2.5:ヘテロクリニック a脱退が作るネットワークの概念凶

" 小さな丸が平衡点(サドル)、矢印がヘテロクリニック軌道を表す。これらのサドルが関係す

るようなヘテロクリ ニック軌道は他にも存在するが、ここでは数値的に見られている漸近的

振舞いと関係しているヘテロクリニック t飢辺のみを取り出して描いである。

i泣写像を考えると、)Iiに 11'111，度を減らすことができるので、結応 }次ノ乙の写像をえること

ができる。ここではdl・11の都合 l二Yの向きをずではなく

K 
Z三 ーム

Y2 
、、.，
J

h
u
d
 

唱

a
A

n
4
 

，，1
1
 

を使って表し、 Zについての帰還写像を扱うことにする。

まずYの帰還写像を与唱えると、上の去にあげである 3つの経路に対応して各々線形な 3

つ写像が得られる。これらの線形写像をぷす行列は 9ijから計算することができて、 C1に対

しては、

('.， M5?1) = (1~~6~~~~ + ~.~~~!4 - 2~~3~:~~ + ~.~~~~61 
り¥19.047 X + 6.0291 -38.094X + 2.7594 ) 

C2に女すしては、

(2.20) 

M.(_C2) = (6~41~~ + :.~3~9 - 1~~8~~~ + :.:~~61 
‘3 ¥ 8.42X + 2.841 -16.84X + 0.634 ) 

(2.21 ) 

C3に女すしては、

Mjf3)=(け73) (2.22) 

のようになる。各々の経路には

C1 (九百JfU)く三<(~72;;73) 
(~75;::!;~) <ミ<2.0 C2 
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C3:20<5 

を満たす領域が対応する。

この写像に対応する Zの写像は上で>Jとめた行列の要素をもとに、

門戸;)Z+MJ;~)
Mj;)Z+MJ;) (2.23) 

として計算することができる。 X = 0.24， X = 0.25，及びX = 0.32の場合にこの写像を関示

すると図 2.6のようになる。 X= 0.32の場合、院]を見てわかるようにこの写像はは C2に対

応する領域に、ド衡点を持っているが、この平衡点は不安定で、 一般的な初期条件をもっ軌道

はZ勾 0.8から Z勾 3.1の範開でカオス的な述!日jをすると考えられる。

a. b. C. 

Zn・E Zn+1 Zn.. 

3.0 
2.0 2.0 

2.0 

1.0 1.0 
10 

ビL

1.0 Zn 10 2.0 Zn 10 2.0 3.0 Z. 

Figure 2.6:ポアンカレ断1m1二での Zの帰還写像

凶の曲線は (2.20・2.23)式に従って、軌道がサドル {3，4}から {5}へと巡移する途中に横切る

ようなポアンカレ断而における、 Z(三九/九)の141ii泣写像を解析的に>Jとめたものである。 liiJ
の凶と同様、 (a)，(b)，(c)は各々 X = 0.24， X = 0.25， X = 0.32に対応する。

この近似的なノJ学系の軌道とオリジナルの)J学系の対応を見るため、ここで扱ったポア

ンカレ断面に対応する断面をオリジナルの)J，}系においてとって、 1--で求めた Zの帰還写像

と、ゲーム力学系の帆iEから数値的に求められる Yl/Y2の帰還写像を比べてみることにする。

件られた結果を関 2.7にぷすo 軌道がヘテロクリ ニッ ク軌道にあまり近付いていない初期緩

和に対応する幾つかの点を除くと良く }致していることがわかる。

この例の場合、対辺'lj:像を繰り返し適月jすることによって、 Yの大きさは平均的には指

数関数的に大きくなっていく。これは軌道がサドル及びヘテロクリニック軌道へとだんだん

近付いて行くことをぷしている。またこれにつれて、各サドル近傍・への滞従時間についても

同級に指数関数的な延び凡られることになる。これらの場合のアトラクタは、 X= 0.24の

時はヘテロクリニックサイクル C2、X= 0.25及び 0.32の時には、それぞれ C2とC3及び

C1， C2， C3 の羽J~令でぶされるようなヘテロクリニックネットワークということになる。
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Figure 2.7:ポアンカレ断面 l-.での Z及びれ/Y2の帰還写像

全図で示した Zの帰還写像と、対応する Yl/Y2の帰還写像を比較のために重ねた図。 Yt!めの

帰還写像は、数値的に求めたーノドの軌道を使って、この'跳近が断面を横切った瞬間、及びそ

の次の阿にこの断面を横切るH寺の YdY2のイ，fIをそれぞれ検Ililll・縦軸にとって×印で表示した。

前の図とr，i]線、 (a)，(b)，(c)は各々X = 0.24， X = 0.25， X = 0.32に対応する。 yt!Y2の拘ij泣写

像を求める際の、ポアンカレ断而の位前は、 X5= (;， Xlく(;， X2 <ε， X3 > e， X4 > f， (ε= 10-8
) 

とした。

2.7.1 不規則運動への分岐

ここでは上で調べた系を使ってアトラクタがヘテロクリニックサイクルからヘテロクリニッ

クネットワークへと交代する分岐について比ることにする。

前節の例では、 Zの帰還写像がC2に対応するサイクルの領域に平衡点を持っていた。こ

こではこの干衡点の安定性の変化による分岐に注目する。この分岐を調べるためには、とで

求めた MF) という行列の 1~11..{f他に注目すれば良い。この1 Í'列は二つの問イiベクトルを持つ
が、今考えている Xの仙の付-近で、は、そのうち一つは正、 aつはねの回イf11fiに対応しているo

，......， また正の間イi他に対応する|台l有ベクトルは C2に対応する領域に存在している。したがって

この固有ベクト Jレが安定となるためには、対応する国布イ'lfIが、もう 一つの1}'1布値の絶対仙よ

りも大きくなっていればよいことがわかる。この条件はこの行列のトレースが正となる条件

から求めることができる。その結果 X < Xc (Xc = 0.247…)の場合には問イfベクトルが安定

で、 X > Xcの場合には不安定になることがわかる。

この様子を対応する Zのち:像で見ると1):{12.8のようになる。ここでは干衡点の不安定化を

見やすいように 2回写像をぶしてある。 Xく Xcの場合には C2の領域内にある平衡点が安

定であるが、 X>Xcの時には予衡点が不安定で、この点からのずれはち:像の繰り返しによっ

て増幅され、 iti終的には C2の領域からJltぴmしてしまうことがわかる。

一般的には、分岐がおきて、F衡点が不安定化しでも非線形効果によってずれの成長が抑

えられて、1i.衡点のすぐ近くに周期軌道が現れる。しかし、この場合には、 C2の領域内では

平衡点からのズレの増幅が非線形効果によって抑えられてしまうことはない。従って安定な

周期軌道が現れる、ということも起こらない。従って平衡点が不安定になると同時に、軌道
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Figure 2.8: lIu[l(lと同じ断而における、 Zの2次の帰還写像

02に対応する平衡点が不安定化する分I1皮の前後の ZのM泣'ザ像を比較した凶。ポアンカレ

断面は!前似!と同じ面をとった。 X = 0.24の場合(破線)及び X = 0.25の場合(実線)を重ね

て描いである。

はサイクル 02をまわり続けることができなくなって、アトラクタは元の手術点から離れた

ところに現れる。これはYの 11与 IIIJ発展が線)r~rl:/像で、表されることからくる性質である。

この例の場合、 02が不安定化した後、 C2をまわり続けることができなくなった軌道は

03で表される経路を通ってjl}び 02の領域に戻って米る。ここで見られる 02と03の行き

来はカオス的なものであるが、 (X以外の)パラメータ (9り)の値によっては 02と03の問

を周期的に行き来する軌道が安定となる場令もあり得る。この場合、アトラクタは分岐を合

むような構造をもっヘテロク リニックネットワークであるが、軌道の漸近的な振舞いは規則

的(周期的)なサドルの系列に対応するということになる。

2.8 まとめ

この章では幾つかのサドル的、IL衡点のIIIjを波り広き続けるような運動についての解析につい

て述べた。この運動はヘテロクリニックサイクルを始めとするような、ヘテロクリニック '1丸

道が作るネットワーク構造がアトラクタとなる場合に見られ、これらのアトラクタへ漸近す

る軌道に対応している。

解析に際しては軌道がヘテロクリニック軌道の近傍にある場合に有効になる近似、及び

ポアンカレ断固におけるM逃乃:像を使ってノJ学系を締約したo その結却:

・これらのアトラクタに漸近する軌道に閃しては、特徴的な運動の時I/IJスケールが存在

しない。

-立ち??jtるサドルの}IIJiJj';が非周期的(カオス的)になる場介が存証する。この場合、抜数
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のヘテロクリニックサイクルの和集合としてぶされるネットワークがアトラクタとなっ

ている。

ということがわかった。
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Chapter 3 

可算無限個のアトラクタの共存

この章ではゲーム力学系で凡つかった、もう-つの奇妙なノJ学的構造について述べる。これ

は、相空間のなかに可算無版倒のアトラクタが共存するというものである。これらのアトラ

f"'.. クタはヘテロクリニック軌道の作るネットワークに集積するような形で規則的に並んでいる。

/ヘ

各々のアトラクタはリミットサイクルの場令とカオス的なアトラクタの場令がある。この現

象は 5つ以 lニの成分を合むようなゲームノJ学系において起こりうるもので(系の自由度は 4

以上ということになる)、パラメータ空間の有限のメジャ ーを持った領域で凡られる。

コンパクトな相空間を持つ述続な)J学系で、無限例のアトラクタが共存するというのは

直観には反する現象である。しかし二次元の微分間相当:像の場合にこのような現象が起こり

うることが、 Newhouseによ って示されている [33][34]。彼はホモクリニックタンジェンシー

に近い写像のなかに、可.3111t限個の周期アトラクタを持つようなものが存布できる場合があ

ることを/示している。

この市で扱っている現象は、可算無限例のアトラクタの共存が微分万科式系においてみ

つかったという点、及び1ft~mH問のストレンジアトラクタの共存が見られているという点で、

これまでに知られていない脱象である。ここで述べる現象と、 Newhouseが述べている系と

の聞には、ホモクリニック/ヘテロクリ ニック帆道の近傍に多数のアトラクタが共存すると

いう表面上の頒似点はみられるが、それ以 l二の直接的な対j必はつかないように見える。

3.1 階層的な構造を持つヘテロクリニ ックネ ットワーク

ヘテロクリニック机辺は l~jの章で扱ったようなネットワ ークよ りも5IIに佐雑な構造を作

る場合がある。ここで扱う IIJfI:無限個のアトラクタが共存する現象には、「階層的jな桃迭

を持ったネットワークが関与している。このネットワークはlヌ13.1に示したような構造を持

つ。これは令体としては・つの大きなサイクルを作っているが、そのなかには吏にヘテロク

リニックサイクル(子サイクル)を 日つの fサドルjとして合んでいるとみなすことが出米る。

これがliij・i';1で扱ったような通常のヘテロクリニックネットワークと逃う点は、ネットワー

クのなかに、、Il衡点をαー柑限集合、ヘテロクリニックサイクルをω一極限集合として持つよ

うな軌道を合んでいる点である。以下に示すように、この述いはネットワーク近傍における

相流の性質に本質的な追いをもたらす。

前市で扱ったネットワークが構造安定であったのと Ir~株に、このタイプのネットワーク
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Figure 3.1:この世で扱うヘテロクリニックネットワークの摸式凶

ここで扱う 'rVL道と関係しているヘテロクリニック軌道の作る椛造を技式的に表した図。「幣

安定」なヘテロクリニックサイクル {1}→ {2}→ {3}→ {4}→ {1}、>>.びそのサイクルを

ω一極限集合として持つようなヘテロクリニック軌道を合んでいる。

もまたパラメータの変化によ って段れないという意味で41titi安定に存花できる。従ってゲー

ム力学系においてはこのようなネットワ ーク構造の存在も、例外的な現象ではないと考えら

れる。

3.2 数値実験で見られている軌道の例

ここでは共体的に系のパラメ ータを設定して話をすすめる。 4・える系はl浦市と同様成分の数

が5、つまり 4自由度の系である。パラメータの値は、

0.0 -0.4 1.0 0.1 0.2 

0.6 0.0 -2.5 -0.2 -0.2 

gり=1ー0.4 1.0 0.0 -0.8 (3.1 ) 
-0.1 -0.3 1.5 0.0 -0.1 

0.2 -0.1 -0.6 X 0.0 

としておく。ここで Xはコントロールパラメータとしておき、1.8から 2.0の範囲の幾つか

の値に設定した場合についての数値計算の紡来を必要に応じて示す。以ドで示している系の

挙動は生成的なものであり、この行列の任なの成分を微小に変化させても系の定性的な振鉾

いは変わらない。

まず数他実験の結-*から、多数のアトラクタが規則的に怯んだ構造のが在が示唆される

例を示す。この規則的な椛造の起源については次の節で改めて考察する。

ここでぶ示している数他実験の結果は全て、初期条件の他はず=(A，A，A，B，A)の形で、

A = -log4、Bは幾つかのNなる他をうえている。これらの初期条件は正雌には拘点条件
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を満たさないが、実際に数イ'[fiI汁算を行なう際には、各ステップにおいて乞:丸 =1が満たされ

るように再規格化を行な っているため、この拘束条件の破れが系の娠舞いに影響を与えるこ

とはない。以下の例では Bには大きな絶対値を持つねの値をうえているので、拘束条件の依

れは数値計算の制度よりもはるかに小さくなっており、示されている5のイ1([は実際の他のと

ても良い近似仰となっている。なお数イ[fIr汁71においては各時刻におけるyのイ1ftを変数として

とって数値計1):を行っているため、 X.が非常にゼロに近い値を取る場合でもアンダーフロー

を起こすことなく計算することが可能になっている。
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Figure 3.2:リミットサイクルに収束する軌道の例

式3.1で与えられるようなパラメータを持つ系で比 られる軌道について、Yiの各成分のIl，ynu
変化 を表示しである。 xのイIUは2.00で、初期条件は Y4= -400000，Yl =・・・ =ν5= -log4 
である。最も振幅の大きい線は伯、実線はめ、残りの 3成分は振幅が小さいためこの図で

は判別でき ない。

}つめの例(I剥3.2)は、多数のリミットサイク Jレが共存する場合で、X = 2.00の場イラに

見られる構造である。まずは B= -1.0 X 105とした場合の軌道を示しておく。これは数値計

算で作られたν‘の時系列を、全ての成分ををねてぷぷした図である。この闘を見てわかるよ

うに振動の周則はある・定の似に収*している。凶 3.3はこのうちの一周期分を拡大 した以l

である。この振動の一尉則は幾つかのLI¥線的変化をぷす区間からなっているようにみえる。

この各々の区間は、 一つのサドルの近傍への滞在に対応している 。 この図を~に拡大して凡

ると (関 3.4)、Iji_純な直線ではない区IIUが泌じっていることがわかる。このl丘IHJは「チ」の
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Figure 3.3:リミットサイクル上の迩動

図 3.2の軌道が、 卜分アトラクタに近付-いた後での振動の一周期分を拡大したもの。白線的

に凡える部分は各々がーつのサドルの近傍への滞イ正に対応しているが、チサイクルに対応す

る部分は良く凡ると直線ではなく凸r~1 した変化をぷしている 。(次図参照)
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Figure 3.4:チサイクル近傍での運動

図 3 .2の 1仇道のうち、子サイクル近傍への滞在中に対応する部分を~に拡大 した図。当初に
ゼロ付近の値を持つ 4本の線が Yl，Y2， Y3， Y.の各成分、振動しながら増加している成分(実

線)が仇成分の変化を表す。各成分の変化が、振幅 ・周期が共に等比数列的に大きくなるよ
うな振動を示していることがわかる。
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サイクル近傍への滞在に対J必している。この区間における ν‘の変化は幾何級数的に増大する

周期と振幅を持つ区分線形的な振動を示している。

。

三 一5.0e+05

-1.0e+06 

8.0e+08 9.0e+08 

Time 

Figure 3.5:幾つかの リミ ットサイクルアトラクタの共存

1.0e+09 

関 3.2と同じ系 (パラ メータは (2.18)、X = 2.0)において、幾つかの異なる初期条件を持つ

軌道を計算して、各々 の11礼道の Y4成分の時間変化を主ね合わせて表示した凶。初期条件は

('. 全ての軌道について仰 =B、Yl=・・・ =ぉ=-log4の形のものを与えた。4本の線はそれ

ぞれ振幅の小さなものから順に、 B=25×104，4×105，7×105，l×106に対応する。

次に幾つかの見なる初期条件を持つ軌道の関係を兄てみることにする。凶 3.5は、B=

-2.5 X 105から B= -1.0 X 106までの幾つかの Bの仙に対応する初期条件を持つ軌道を求め

て、各々の場令についての仰の時1111変化を 一つの12(1に豆ねてぷ/J'したものである。ここでは

漸近的な振舞いを比較するため、 初期緩和の部分については省略して、ほほ定常的な振動が

}とられる時間領域を表示しである。これらの軌道は明らかに名々見なるのアトラクタに収点

している。各々のア トラクタにおける振動の形はお互いに相似形をしている。また隣り合う

アトラクタのr:uの周期の比はほぼ一定仙になっている。

パラメータの他を X ニ1.85とした場合にも 、これとよく似た梢造が現れる。ただしこの

場合、個々の軌道の漸近的挙動は尉則的な振動ではなく、カオス的な述動になっている。凶

3.6に示すのは仇道の一つの例である。この場合にも凶 3.2の例と同様の振動が見られる。し

かし、初期緩和の後でもそのJ6'J期は抗らいでいることがわかる。関 3.7にぶしているのは、
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Figure 3.6:カオス的振動が比られる例

パラメータがX = 1.85である以外は、図 3.2と同様の図である。この場合は軌道は周期的な
運動には均年ちJむかない。
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Figure 3.7: 2回のサドル {1ム3}への滞在時IIUの相|関

図3.6の軌道で、サドル {lム3}近傍への滞在時間を械輔、その次にこのサドルに近付いた時

の滞1f時間を縦軸にとってぷぷしたものo縦軸 ・横倒は共に滞不正時間の対数をとって表示し

である。周期がカオス的にどiiらいでいることがわかる。
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Figure 3.8:多数のカオス的アトラクタの共存

5.0e+08 

図3.6と同じ系(X= 1.85)で、幾つかの異なる初期条件を持つ軌道について、 Y4の時間変化を

ぷ/~した図。各々の軌道は各々異なるカオス的なアトラクタに引き寄せられていることがわか
る。初期条件は Y4= B，ν1 = . . . = Y5 = -log 4で、 Bの値を 8X 104，2 X 105，3.5 X 105，5 X 105 

とした。
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サドル {1，2，3}の近傍への滞イ日時間と、その次にこのサドルに接近した時の滞在時間の関係

を示したものである。(似lを凡やすくするため縦横ともト市街11寺I1JJの対数を取って表示しであ

る。)これは明らかにテントマップ的な相|対の存在を示しており、この照らぎが決定論的な

カオスによるものであることを不している。この場合にも、幾つかの異なる初期条件につい

ての軌道を比べてみると、やはりほぼ等比数列的な振動の)~J)抑の迷いを示すようなアトラク

タの列がイ子在することがわかる(図 3.8)。

3.3 帰還写像

次にこれらの規則性についてもう少し詳しく調べてみる。このため相空間のなかに適当なポ

アンカ レ断l師を与えて、その 1-.でのリターンマップを取ることにする。ここでは、軌道がサ

ドル {1，2，5}から {1，2，3}へと遜移する途'11に横切るようなI師を使ってポアンカレ断面をと

る。このlfiiは、具体的には町二 ε，Xl >ε， X2 > E， Xs > C， X4 < E， E = 10-8 で去されるよ

ハ うな断面である。この断l自iの次j己は 3である。しかし、前市で帰還写像を導入する際に触れ

n 

たように、実際には更に少ない自由度のつ:像を得ることができる。サドル {1，2，5}への部作:

が十分以い場什には、この滞在の聞に Yl， Y2， YSの各成分は、11.衡点でのも自に卜分近づくため、

この断面でのY1!Y2， YSのイ111はほぼある一定他になる。従って実質的には白山に動ける変数は

Y4一つだけになると考えられる。

この力学系の持つ椛込をより明らかにするため、アトラクタ仁の点に対応する以外の点

についても州選写像を拡張して、数値的に求めてみることにする。図 3.9は、 X= 2.00の場

合に、初j則条件として綴々 なY4&び-}Eの Yl，Y2， YSの他をJJ-つようなこの1mの上の点をとっ

て、この'WL戸しが再びこの断1(Jjに戻ってきたIIf点での仰のイ1(1を数値的に求め、 IH発時の仰と

戻って来たl時点での仰の関係をプロットしたものである。この図ではスケールを変えなが

ら繰り返される構造がみられる。この繰り返し構造は、縦績の帆を対数でとると更に明白に

なる。つまり惚13.10のように、 IY41 の対数を ~ilh にとってプロットすると周則的な構造が見ら

れる。

このち:像は繰り返し悦造の各ユニットに'つづっ安定、11.術点を持っている。従ってこの

繰り返しが無限に続くものであるとすると、 uH~無限個の安定予衡点を持つことになる。こ

れらの安定、ド衡点は元の))学系においては各々がリミットサイクルアトラクタに対応する。

従ってその場合にはゲームノ1)"主系が可ZtM;~比例のリミットサイクルアトラクタを持つことに

なる。

同様の操作を X = 1.85の場合について行なって得られる写像は図 3.11のようになる。こ

の場合も X= 2.00の場合とよく似た繰り返し構造がみられる。しかし各ユニット内に存症

するアトラクタは平衡点ではなく、テントマップおいて良くみられるものによく似、たカオス

的なアトラクタになっている (1):{13.12)。

この|ヌ|の 'JM象は、仰のみを取り出して拙いたため~I~ IIJ逆な写像になっているが、本来の

帰還写像はもう 2個の白山j立を持っており、 )J;CflR的にはuJ逆な写像であることを注意してお

く。この帰還写像は図 3.10で省略されている(1111度に|刻しては非常に強い新i小写像になって

いる。従って上で見たようなカオスが起こる場合、本来の断{前仁でのアトラクタのリアプノ

フ次元は lよりも僅かに大きい他になるとみ-えられる。また、これに対応するノじの系のアト

38 



，..... 

('. 

2.0e+09 

可
〉、

1.0e+09 

。
5.0e+08 1.0e+09 1.5e+09 

ly41 

Figure 3.9: Y4のM泣び像/周期的運動が凡られる場合

サドル {1，2，5}から {1，2，3}への遷移の途中で軌道が検切るような断面における IY41の帰還

写像を数値的に計算した結来である。系のパラメータは凶 3.2と同じ (X= 2.0)で、数値計

算の結呆ではリミットサイクルがアトラクタとなることが見られている系である。
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Figure 3.10:仰の帰還写像/周期的運動が見られる場介

l施凶を縦軸・横取h共に対数をとって表示したもの。周期的な桃逃が}，~られる。
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Figurc 3.11:仰の焔辺'ザ像/;カオス的挙動が比られる場令

パラメータの値がX = 1.85の場合に、 1泊以!と同様な射巡っ:像を計算したもの。次の図にそ

の一部を拡大したものも不す。
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Figure 3.12:仰の帰還写像/カオス的挙動が凡られる場合

前図を拡大したもの。各繰り返し構造の中には一つずつアトラクタがイ子在するが、各々がカ

オス{均なアトラクタになっていることカfわかる。

42 



fヘ

ラクタは 2より僅かに大きな次元を持つようなストレンジアトラクタになっていると考え ら

れる。

3.4 帰還写像で見られる繰り返し構造の起源とその限界

前のj';1では、サドル的、Il術，1，'¥(の近傍における抗の変化を線形'勺:像で近似した。もし、この市

で扱っているようなヘテロクリニックネットワークの近伐においても前市と 11抗議の議論が成

り立っとすると、前節でとったM還写像は 1成分のベクト Jレに対する線形写像、つまり単純

な定数倍で近似できるはずである。しかし凶 3.9等では、 |ν41の十分大きい他に対応する領域

においても、明らかに線形ではない構造が比られている。このような|引に対する非線形の

依存性には、サドル的平衡点以外のサドル、つまり["f-Jサイク lレの近傍での相流が持つ性

質がそのまま現れているとみ-えられる。そこで「子Jのサイクルの近傍における各成分の変

化について少し詳しく淵べてみることにする。

「チjサイクルの近傍に滞在する時IIIjを Tとしておく。また 2章における議論と同様に、

5を精l悦化して O(T)の変化の部分だ・けを取り IL¥したものを?としておく 。この滞在の問、 Xs

成分の11(1はほとんどゼロに近い他をとっている。付録 AとIIIJ級にして、この滞在帰還小に

この成分がgの変化に及ぼす彪特を評価すると、これは o(T)となることが儲かめられる。こ

こで興味があるのは、仏の変化のうち、このサイク Jレへの市街時間程度の大きさを持つ部分

であるから、成分5を除く残りの 4つの成分からなる部分系で、 {1，2，3}を出発した軌道が

「子jのサイクルに巻き付く 11寺の各成分の変化の様子を訓べればよいと与唱えられる。

このために抗の変化ヰ5の、「サイク Jレ近傍への滞イ'0切11リ'11の、17.均Jが滞化j則IIIJの長さにj必

じてどの級に変化するかをみえてみることにする。ヘテロクリニックサイクルに漸近する仇

道の上での x.(t)の 「時IIIJ千均Jの漸近的tJ_($!l:いについては、 Gaunersdorferの研究 [27]が

あり、これは一定値には収点せずに等比数列的に周期の延びる振動をすることが示されてい

る。ここで、 x.(t)の「時間千均jは、

Xi(t) =ー土;--¥r dt'Xi(t') 
一(t-tO) Jt，。

(3.2) 

で定義することにする otoは f巻始めJのII.J刻をあらわすが、 t。をどのようにとるかは任意

であり、 Xi(t)の漸近的な桜狩いには影科しない。軌道がヘテロクリニックアトラクタに漸

近する場令、 X の軌道はある閉山線(多角形)に巻き付いて行き、その)，~JJVJ は等比数列的に
仲びることが示されている。これは各サド Jレ近傍で、の滞イJ:のi止さが、全体としては等比数列

的に伸びるゾJで、サドルへの滞在1時間jの相対的な比半はある決まった比中に漸近するため

で、前市での解析(ピの線jVZ像を使った解析)において、安定なヘテロクリニック軌道の近

傍の軌道に対応するYの(rlJきが故大国有仰に対応する問イfベクトルに漸近することと対応し

ている。

ポピュレーションの長U.jI/IJ平均と同様の性質が、抗の変化ヰfの長時間予均についても成り

立つ。つまり (ν‘(t)-y.(tO))j(t -tO)のt仇迫もまたある閉1111線に漸近して、十分大きなlIfiを

持つ 7 に対しては、

(y'(to +κT)一巳(to))=κ(y. (to + T) Y. ( tO)) + o( T )， (3.3) 
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が成り 立つ。 ここで κは子サイクルに巻き付く軌道が'Iミす振動の周期の漸近的な延び咋Eを

表す定数である。

ところで、子サイクル近傍からの離脱は YS成分がゼロに肌くというイベントに対応する

と考えられる。したがって壬サイクル近傍・への滞在時間は近似的には九(to+ r)がゼロにな

るような肢小の正の 7として与えられる。したがって、九(to)が十分大きい場合には、 1-_の

式より、 Ys(to)がκ併になるとこのサイク Jレ近傍への討!?イE時I!lJもまた κ併になり、そのIIlJの

Kの他の成分の変化試も κ怖されるという性質があることがわかる。従って、

・191が卜分大きなもfIをとる場合、 r{-Jのサイクル近傍でのKの変化を去す写像は刈;?

の操作と可換である。

ということがわかる。

従って凶 3.10等で凡られているような log191について周期的な規則性は 191が無限大に

なる権限で成り立つものであり、この併造は無限に続いていることがわかる。これに対応 し

f'. て、アトラクタの列もまた uJj1=無限例の族を作っていることがわかる。

この節では 191が大きくなる側ではJ.JHlIJ的構造が無限に続いていることを確かめた。 し

かし逆の側には規則的行titiの限界がある。このアトラクタの繰り返し榊巡の限界付近で、繰

り返し構造が変形してこわれる線子は、凶 3.13で見ることができる。この例の場合、これ以

上ヘテロクリニックネットワークから離れた初期条件を tj・えた場合には、帆進はサドル {5}

に十分近付かないうちに次のサドル {1，5}へと向かつてしまうようになる。このためこれま

で述べて来たような近似が成り立たなくなる。この場合には、軌道は全ての砲が共存するよ

うな安定、ド衡点 {1，2，3，4，5}に収束することが見られている。

3.5 パラメータの変化によって起こるこの他の現象

階層的なヘテロクリニックネットワークのJ'!'1辺での力学に|却しては、この市でこれまでに凡

て来たパラメータの仙の周辺に限っても、民にいくつかの興味深い抜維な刻象が見られて

，....... いる。

一つはパラメータの変化に伴って起こる、可算無限例のクライシス分岐である。これま

でに見て米たパラメータでは、繰り返しの各ユニットが各々一つづっのアトラクタを持って

いた。パラメータを変化させていくとこのアトラクタは消えてしまう。これは可算無限伺の

クライシス分岐を通して起こることになる。これらのアトラクタが消失した場合の軌道のl時

間無限大での振舞いには幾つかの可能性が与-えられる。

1.次第に刷期が延びる振動を示しながらヘテロクリ ニック軌道に漸近する。

2.一定の比率で周j仰が紛む振動を示し、 h立終的にはAii'j;?的なアトラクタ(干衡点/リミッ

トサイクル/ストレンジアトラクタ)に収束する。

3.それまでとは別のベーシン境界を持つアトラクタの肱が現われる。

4.酔広的(カオス的)にヘテロクリニック仇道から離れたり近付いたりしながら振動する。
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Figure 3.13:アトラクタの列が壊れる付近での帰還写像

アトラクタの列が壊れる付・近 (Y4= 2.0 X 104程度)で、制 3.10と同様の1117滋'1]:像を計算した

結果。ヘテロクリニック'IVL迫と初期条件との距離がこれよりも離れた場合には、相空間の内

部にあるアトラクタ(5成分が共存する予衡点)へと収束することが観察されている。
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4番目の運動は、「附問的Jな構造を持つヘテロクリ ニッ クネットワ ークの近傍に特徴的

な運動であり、やはりこれまでに報告されていない新しいタイプの力学的挙動である。この

ような辺動の 4 つの例を関 3.14及び3.15にぷしておく 。この例の場合には軌道は酔歩的に述

勤しながら次第にヘテロクリニ ック軌道に近付いて行っているように見える。

。

一0.5e+07

句，

>. -1.0e+07 

-1.5e+07 

-2.0e+07 l 一一一」ー i 

o 0.5e+10 1.0e+ 10 1.5e+ 10 
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Figure 3.14:酔歩的な周期の変動を示す軌道の例

5成分からなる系で、(3.1)式で与えられるようなパラ メータ (X = 1.7)をt子えた場合にみ

("'¥ られる、酔歩的な周期の変化を伴う軌道の例。横軸は時1111、縦制IJは仰のイ'Uを返すo 初期条件

は、子=(ーlog4， -log 4， -log 4， _106， -log 4)を与えた。

この例と は逆に、酔歩的な述動をしながら、F均としてはヘテロクリ ニック軌道から泣ぎ

かるものもあり得る。このような場合には、系は「パーマネンス」の条件を出jたさないにも

関わらずほとんど全ての初期j条件から出発した軌道が内部、ド衡点に収点するということも起

こり得る。

3.6 まとめ

この章では階間的な椛迭を持つヘテロクリ ニックネットワ ークの近傍での)J学について解析

して、そこで見られる現象について述べた。このタイプのネットワークは成分の数が5以上

のゲームノJ学系において生成的な併造として存在することができる。その近傍の力学は抜雑

で、幾つかの奇妙な現象が凡られる。
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Figure 3.15:酔歩的な周期の変動を示す場令の YSの帰還写像

図 3.10と同様の対辺写像を、 X= 1.7とした場合に求めたもの。軌道はこの写像の繰り返し

によって左右に酔歩的(カオス的)に動く。これは前関においてみられる、振動の周期及び振

幅の不規則な変化と対応する。
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ここでは特に、口IJttMi~比例のリミットサイクルまたはストレンジアトラクタが共存する

構造について解析した。そのがiJ42、このアトラクタの族において、各々のアトラクタ上での

運動の特徴的な時間スケール(周期)は等比数列をなしており、これに対応してアトラクタと

ヘテロクリニック軌道とのMIi維は、対数をとると等比数列となるような数列を作っている。

このような規則的な構造は、サドル的なヘテロクリニツクサイクル(iチJサイクル)へと漸

近する軌道のもつ性質から導かれることを示した。
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Chapter 4 

議論とまとめ

この論文で扱って来たような述動に|対しては、これまでにはあまり報告がなく、またこの研

究で明らかにできたのはまだ部分的なものである。ここでは今後の研'先の課題と考えられる

f"， 幾つかの点について触れておく 。

('.， 

4.1 より大自由度の系との関係

この論文では、基本的に少数自由度の系における漸近的挙動について調べてきた。特に 2市

及び3fZで挙げた例は、各々の現象が観察されるようなもののうちで、 i泣小の自由度を持つ

ようなものであった。ここでは、系がより多くの自由度をもっ場合にみられる現象について

も簡単に触れておくことにする。

より複雑なネ ットワ ーク この論文で扱った例よりも白山皮が多い系においては、より抜雑

な構造をもっヘテロクリ ニックネットワ ークの出現が起こりうる。

第3市扱ったネットワークは、ヘテロクリニックサイクルを一つのサドルとして含むよ

うな41titiを持つものであった。史に多くの1'1山度を持つ系の場合には、より桜雑な構造を持

つネットワークを一つのサドルとして合む械な構造一例えば第 2立で扱ったような分岐を

含むヘテロクリニックネットワークや、第 3~でみたような階層的構造を持つネットワーク

を一つのサドルとして合むような構造ー を持つネットワークが存在できる。

これらの複雑なネットワークの近傍でどのような現象が起こりうるかについてはまだほ

とんと・何もわかっておらず、今後の研究の課題である。

緩和過程における挙動 多くの成分を合むようなゲームノJ学系を考える場合には、相空間の

なかには幾つかのアトラクタが共存するのが・般的である。またこの論文で述べて来たよう

なものも合めてアトラクタの極頒も峨々なものがありえる。そのため漸近的な挙動について

一般論を展開するのは雌しい。また多くの成分を含むようなゲームノJ学系をみaえる場合には、

一般的にいってアトラクタに近付くまでの緩和にかかるn寺ItUは長くなる。従ってこのような

場合には緩和過程の力学の相対的な重要性が尚くなるとみ-えられる。

この緩和過程においても、 2章や 3市で扱ったような多数のサドルの問をヘテロクリニツ

ク軌道に沿って動きまわるような運動が一般的に見られている。このがf.*、適当な初期条件
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を与えた場令にみられる・般的な軌道の振持いとして、

1.初期の速い緩和

2.サドルIIUを遷移しながら、安定なアトラクタを探す巡い緩和

3.終状態:定常的状態(、II衡/周期運動/:カオス)又は非定常状態(ヘテロクリニック的

iI動)

というような段階がみられる。

この 2で示した段階は、仇道がサドル近傍に長い時間滞在しながらサドル問を動きまわ

るという特徴を示す。また各サドル状態に旬まる時間の訴さには、予均すると指数関数的な

延びをポすなどの規則性がよよられ、 第 2~で述べたJ.IillJJ と共通する特徴が多く、第 2 f，'fにお

けるすのノJ学に対応するような近似力学系を導入して議論することが可能である。特に系の

自由度が卜分大きい場合には、サドルの系列を定常的な lfl~歩的運動と対応イl'けて扱い、 一般

f、i 的 ・ 統計的に成り立つI~I命を展開することができる。

("， 

4.2 他の系との関係について

他のモデル系との関係 このぬ文では扱った現象においては、ゲーム力学系が持つ不変集合

の構造が本質的に重要な役割を来たしていた。このような不変集合の構造はゲーム力学系に

特有のものではなく、迎吋な対称、性を1;):つ系では一般的によLられる。そして実際に適当な対

称性を持つ幾つかのモデル系においては、ヘテロクリニック仇追がパラメータの変化に対し

てロパストに存在して、これに漸近するような軌道が存イ正することが数イIf(実験においてもみ

られている。例えば回転対称性を持つような対流系、大域的に結合した振動子の系などのモ

デル系ではヘテロクリニックサイク Jレがアトラクタとして出現することが報告されている。

このように運動法則1'1体が幾つかの対称性の積で去されるような対称性を持っている場

合には、対称性の異なる幾つかの準安定状態11日を選移する述動が起こりうる。この論文で

扱ったモデルはこれらの対称性を持つモデJレ系を更に単純化したものと凡なすことも可能で

きる。この場合Yの)J学は「実効的な白山皮Jの時間発i廷を，記述するー砲のメタ力学をヲ-え

る。 Yの)J学系は自由度が制限された f部分系Jの中の)J"f:の詳細については直接は関うし

ていない 4 般的なものであり、ゲーム)J，'l:系に限らず、系の災効的な白rllJ主(対称性)が時IIU

とともに変化するような1I_f11日発展が起こる系を解析する際には有効であると与-えられる。

現象との対応 この論文で述べた現象と実験で観測されている現象との11'(接の対応はこれま

でには見つかっていない。しかしここで述べた解析自体は物則的な現象と令く無関係のもの

ではないと与-えられる。 1-，で述べたように、このモデルは、幾つかの対称性の杭で表される

ような対称性を持っている系のメタモデルになっていると与-えることができる。実際、この

モデル上での解析は、幾つかのモデルで凡られているようなヘテロクリニック的な運動を用

解する上では役に立つと与-えられる。そのような意味で、少なくとも理怨化された物理系の

挙動を解析するヒではこのモデルは有効であり、物理的な現象と間接的には関係を持ってい

ると考えられる。
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一方ヘテロクリニック軌辺のネットワークは、対称性を破るような娯IilJ(つまりゲームノJ

学系では X，= 0で表される不変集合を域すような摂動)に対しては構造安定ではない。そ

のため少しでも対称性が破れていれば、ヘテロクリニック軌道がつくるアトラクタは消滅し

てしまうと， fう問題点がある。この場合第 2併で扱ったような述動が理想的な形で見られる

ことはありえなくなるが、対林性の破れが卜分に小さければ、アトラクタへの緩和過程のな

かで指数関数的な時間のスケールの変化などの特徴が観測されることはありえる。また第3

i;'tで扱ったようなアトラクタの列に関しては、個々のアトラクタは原J1II的には構造安定なア

トラクタである。従って、ヘテロクリニック坑道そのものは微小な摂動で壊れでも、ヘテロ

クリニック z杭近から比較的離れた幾つかのアトラクタが生き残ることによって、アトラクタ

の列の「なごり Jが観測されることは原理的にはありえる。ただしヘテロクリニックネット

ワークに近い軌道程小さな桜動で破壊されるため、無限例のアトラクタ全てが生き残ること

はない。

このように、ここで扱った現象はこのままの形で実験的に観測されることは難しい。し

r.. かし、その浜跡が物理的現象の中で観測される可能性はあると与えられる。

r--.. 

4.3 まとめ

この論文ではゲームブJ学系で凡つかった、これまでに報告されていないタイプの力学的な構

造について解析した結決を述べた。

ここで報作した現象の-つは、幾つかの栴安定状態のuuを不規則な順序で訪れながら選

移し続けるというものある。この場合に凡られる運動は各状態へのi帯夜時間がほぼ指数関数

的に延び続けるという特徴を持ち、非定常な述動になっている。この場合、アトラクタはヘ

テロクリニック軌道が作るネットワークであり、枝分れを持つ構造になっている。

もう 一つの現象は、相空IIlJのなかで可tt1暁限個のアトラクタが同時にJHf.するというも

のである。 "ft?:無限個のリミットサイクルアトラクタが共存する場合と、 nftt~正限個のスト

レンジアトラクタが共存する場合の両方がよょっかっている。これらのアトラクタの族は、ヘ

テロクリニック軌道からなる階肘的な構造を持つネットワークに集積するような形で存在す

る。このネットワークの近傍に初期条件を持つ軌道は、その初期条件に応じて異なるアトラ

クタに引き寄せられることになる。ここで述べた無限個のアトラクタの共存という現象はこ

のようなタイプのネットワークの近傍で此られる多様な現象のごく一部であり、他にもまだ

詳しく調べられていない桜維な現象が見られている。

この論文で扱った現象にはヘテロクリニック軌道がつくるネットワーク併造が本質的に

関係している。この構造は、 a般的な拘点を持たないような)J学系においては、生成的では

ない特殊な構造である。しかし適当な対称性が与えるような拘束条件を持つ系においては一

般的に起こりうるものであり、物理的になl味のあると考えられるモデル系においても見られ

るものである。ここで、扱った系は、単にポピュレーションダイナミクスのモデjレという点だ

けではなく、適当な対称性を持つモデルにおける類似の現象を解析する上でのメタモデルと

しての意味を持っと考えられる。
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Appendix A 

線形近似の誤差の評価

ここでは、写像(2.17)及びこの写像と等価な方程式(2.6)がうえる近似のぷ泣を評価してお

く。まず、サドル近傍に滞イ1:1I1の任意の11寺Ii1Jの1mの5の変化を、「線形近似Jした時の誤差が、

p、 時I1rJの長さによらない定数で抑えられることを示す。その後で、サドル近傍-への滞伝の訴さ

" 

の評価誤差及びそれに派生する5の評価ぷ差が定数で抑えられることを示す。

まず、あるサドルの近傍に滞在している間の仏の変化を評価するが、それに先だって幾っ

か詑号を定義しておく。サドル的な平衡点上での各成分の値及び成長率をそれぞれザ、入f
としておく。また対応する、Ii.均得点εε仏jXiXjを SAで表しておく。これらの間には、

2二g‘32f=EA+入f， (A.1) 
3 

という関係が成り立つ。また、添え字については、メジャーな成分とマイナーな成分を区別

しない場合には九j、メジャーな成分をぷす場合にはα，βを、マイナーな成分を表す場合には

μ，Vをそれぞれ使うことにする。従って、

X~ = 0 μ~， 

入f=O
(A.2) 

(A.3) 

である。これに対応して乞は全ての成分についての和、工はメジャーな成分、乞はマイナー
μ 

な成分についての和をとることを表すとしておく 。

またサドル近傍の大きさをεとしておく 。εは次の条件を満たすものとしておく、

サドルの近傍内の点については九 >εが成り立つ。

サド lレの近傍内の点については|入μ1>εが成り立つ。

(A.4) 

(A.5) 

平衡点が双rtll的であるという仮定のもとでは、 εを卜分小さくとればこれらふたつの条件を

j前たすことができる。

サドル近傍に滞在中の時刻 t= 0から t= TまでのIlIJについての仏の変化を/:).Yiとする。

このIHJの個体数、成長率、、ド均得点のIIS=WJ平均をとり、それらをえ、九、 Sで去す。

ムYi(T) 三 抗(T)-Yi(O)， 
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1 f>T 

X，(T)三;， I dtx，(t)， 
1 JO 
1 f>T 1 

Ai(T) 三示 Idtん(t)=云d.Yi(T)，
1 JO 1 
1 f>T 

S(T)三主人出削，

またこれらの平均仰の、'll衡点における似からのずれを、

6Xi 三 X
‘
-zf，

6A，三 A‘一入f

として表しておく。また、f均得点についても同級に

6S」 S zA3 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 

(A.9) 

( として定義しておく 。

i¥ 

時刻 t=O及びt= Tの双ノ7において、軌道がこのサドルの近傍にあることから、

が成り立つ。

(A.4)より、

が成り立つ、従って

つまり

が成り立つ。

zf-E<町(t)< X~ + f， 

x~ > 2E 

1 _ xa(T) 
_ 

'l 一 一 ・Eι

3
、

xa(O)
、~，

Id.Yal < log 3， 
log3 

6Aa<?  

(A.I0) 

(A.ll) 

(A.12) 

(A.13) 

一方、マイナーな成分についてはは、 tE [0， TJの間はサドルの近傍の内部に留まってい

ることから、

ロlaxx.. < E、
tE[O ，η~ 

(A.14) 

がなりたつ。また (A.5)より、この間マイナーな成分の成長率のね:なは・定で、その絶対似

は常にEよりも大きい。従って、成長半が1~の場令には、

foT dtxμ(t) < foTい山)<ー， (A.15) 

成長Z芋が正の場合には、

から(t)< foT dtcexp (A.16) 
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となり、いずれにせよ

5Xμ<去
がTの値によらずに成り立つことになる。

ところで、(1.1)式を時IIIJ[0， T]について千均すると、

L9ij(イ+5X，) = sA + 55 + 5At 

が得られる。これと (A.1)式より

つまり、

乞9ij5Xj= 55 + 5A川

ε9tC.5Xcr = 5S + 5At - L 9i~5Xμ 
μ 

('. が成り立つことがわかる。

1'"'， 

ここで、 5Xよを述立)J程式、

乞90.β5Xム=5Ao. -L 9cr~5Xμ ， 
βμ  

の解として定義すると、 (A.20)及び(A.21)より

乞9crβ(5Xβ-5Xム)= 55 
β 

となるが、これを述立)J程式として解くと、

が符られる。

一方、(1.2)式より

従って、

(5Xcr -5X~) 

5X。

ヱ5Xo.
自

55 A 

- EAww 

ム 55 A 

-6xa+EZ223 

一会 5S
= 与何十五'

乞(X~ + 5Xo.) +乞5Xμ=1， 

乞5Xcr+乞5Xμ = 0， 
aμ  

5S 
L5X'+乞6XJzz τ O

55 
sA = -(Z6x;+56Xμ 
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(A.17) 

(A.18) 

(A.19) 

(A.20) 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

(A.24) 

(A.25) 

(A.26) 

(A.27) 

(A.28) 

(A.29) 

(A.30) 



('. 

'" 

が成り立つ。結局、

となる。

5Xa = 5X~ -x:(乞5Xム+乞5Xμ)，
β μ  

(A.13)及び (A.17)より、 (A.21)式の布辺は O(ljT)であるから、

5Xよ""O(ljT)， 

となり、 (A.31)の右辺も O(1jT)であることがわかる。従つて車ネ紡』J山lVりi

5Xa "" O(1/T)， 

となることがわかる。従って、 (A.19)及び、5Xi'" O(1jT)、55'" O(1jT)より、

となる 0

・方5Aiの定義より、

5A‘"" O(1jT) 

6Yi 一 入fT=(人 一 入~)T

= 5AiT 

が成り立つ。これは適当なlEの定数 Cをとると任12のTに対して、

16y，一入fTI< C， 

が成り立つことを示している。

(A.31) 

(A.32) 

(A.33) 

(A.34) 

(A.35) 

次にサドル近傍への滞イ正時間についてA号える。サドルへの滞1'D時間を t=(O，7)としてお

く。サドル近傍からの離脱を引き起こす成分を Iでぶすことにすると、 YI(7)= logfが成り

立つ。また
-YI 

句三τT (A.36) 

としてγ。を定義しておく 。(2.17)の近似は7を70でJ、l'価したものにあたる。ところで、

とおくと 、(A.35)式より、

logε -2Cく νI(7') < log f， 

また、 O<t<7に大すして入I(t) > fが成り立つから、

従って、

2C 
7' < 'T < 7' +一一，

ε 

" (logf-C) ~ 2C ， (logf-C) o < 7 -70 = 7 -7' + 、a く一一+ 、" ， 
入[ f λ 1  
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(A.37) 

(A.38) 

(A.39) 

(A.40) 



o 

，，¥ 

となり、滞イ五時間の評価ぷぷもやはり定数で抑えられる。この滞在時間の評価誤差の上限を

G'としておく。

これらの結果から、サドル近傍への消伐の問の仏の変化の評価誤差は

I~Yi( 'T) 一入~'Tol < I(~仏('T) -~Yi('To))1 + (~Yi('TO) 一 λ~'To)1
く G'+G， (A.41) 

となる。従ってどんなに長い滞伝の場令にもその変化の (2.17)による評価の誤差は一定の似

に収まることがわかる。

一点、ヘテロクリニック軌道に沿ってサド Jレ近傍からサドル近傍まで動く問にかかるH与

問は、 4 般的にはサドルへの滞在の長さによらないある定数で抑えられる oYiの変化率は定

数で抑えることができるので、結局サドル近傍IIUのi器移のIIIJのYiの変化もやはりある定数

以下であることがわかる。

従って 一つのサドルの近傍にたどり泊いてから、そこを脱出して次のサドル近傍に到泊

するまでの変化を (2.17)で評価した場合の誤差は、滞在時間の長さにはよらない定数で抑え

ることができる。結局、 (2.17)式の与える線形写像は、軌道とサドル(及びヘテロクリニッ

ク軌道)の距離がゼロに近づく極限において、相対誤廷がゼロになるような近似を与えるこ

とになる。
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