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緒 百

ー骨世に物理系における非線形振動を解析するとき，まずその振動を非線形微分方程式で記述

する。非線形振動を取り扱う場合，基本的な微分方程式を深く研究することは，他の多くの物

理系に発生する振動を解析するのに役立つものと考えられる。そこでこの論文では可飽和鉄心

を持つ比較的簡単な電気回路に発生する振動について考察する。第1部では直列共振回路に正
[1， 2 J 

弦波電圧を印加した場合に発生する振動について考察する。 この系の強制振動を記述する

方程式はいわゆる Duffingの方程式

宅 +k半+j(v)=Bros，
aτ・ aτ

(1) 

となり，j ( v)は非線形復原力を表わす。この方程式の解は外力と同じ周波数成分を顕著に持

つ基本調波解以外に，外力周波数と整数比 (m/n)をなす周波数成分を持つ m/九調波解となる

ことがある。これらの周期解は外力に同期化するが，外力に同期化することが困難な解もある。

第2部では変圧器結合回路に発生する振動について考察する。との系は2つの可飽和リアクト

ルを持ち， 1次側は直列に接続して正弦波電圧を印加し， 2次側は極性を逆に接続し，容量と

* 共振回路を形成する。この回路はパラメトリック励振回路として知られている。この変圧器

結合回路における振動を記述する方程式は 1階と 2階の連立非線形微分方程式

da 1 .. . _ .. 
-=-.::.+::: kl (a2+3h2) α=B SIn， 
d， 8 

d2h dh 1. _. . 
一一一+ん一一十一 (3a2+h2)h=O
d，2 ・4τ8

( 2) 

となれこの方程式の解は外力に同期化した周期解以外に外力に同期化しない概周期解となる
[3J 

ことがある。

直列共振回路に発生する周期振動，および変圧器結合回路に発生する周期振動と概周期振動

について理論的ならびに実験的に考察する。一般に非線形回路に周期的外力を加えると，外力

周波数と整数比をなす周波数成分を持つ恒開化した周期振動を発生する場合が多いが，外力に同

*パラメトリック励振の原理はディジタル計算機の論理回路の設計に応用されている。

-1-



期化しない概周期振動を発生する場合もある。この論文では調波解析法を用いて定常解を求め

る。調波解析法を用いる場合には，まず定常解の主要周波数成分の選び方が問題となる。解に

含まれる主要な周波数成分を決定する方法を考察し，周期解および概周期解の一般的考察を行

なう。高次の近似解を仮定して計算すれば，同期化した周期振動および同期化しない概周期振

動をともに解析することができる。

非線形系における振動の研究にはその安定性が重要問題となる。 Duffing方程式の周期解の
[1，2J 

安定性を林千博教授の方法 ' に従って考察する。これによると，周期解を不安定にする不

安定振動の周波数成分が判ると共に，新しく励起する周期解を予知することができる。またさ

らに 1階と 2階の連立非線形微分方程式(2)における周期解および概周期解の安定性を考察す

る。

理論的考察において，厳密には数学的な取り扱いをしていない部分があるが，常に実験を行

なって解析結果と実験結果を比較検討する。
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第 1部 直列共振回路における非線形振動





第 1章 直列共振回路に発生する定常振動の理論的考察

1.1緒言

可飽和鉄心を持つ直列共振回路に正弦波電圧を加えると，外力と同じ周波数成分を顕著に持

つ基本調波振動を発生する場合もあるが，可飽和鉄心の非線形特性により外力周波数以外の周

波数成分を主要成分とするような振動を発生する場合もある。これらの振動は外カに同期化して外

力周波数と整数比 {m/九〉をなす周波数成分を持つ周期振動となるととが多いが，回路に損失のな

い場合には，外力に同期化しないで外力周波数と無理数比をなす周波数成分を持つ概周期振動
[2， p. 192J 

となることもある。' これらの振動の主要周波数成分は外力周波数を 1とすれば，これ

と共振回路の固有周波数に近い周波数 νの成分であると考えられる。共振回路の固有周波数は

静電容量の大きさとリアクトルの等価的インダクタンスによって決まれ等価的インダクタン

スは振動磁束の振幅に依存する。また可飽和鉄心の非線形特性によりこれらの振動には外力周

波数1および周波数 ν以外の周波数成分も存在する。

ここでは，これらの定常解を調波解析法を用いて求める。調波解析法を用いる場合には，ま

ず定常解の主要周波数成分の選び方が問題となる。解に含まれる主要成分の周波数を選ぶ方法

として，系のパラメタのうち小さいものを無視して，外力周波数1および周波数 νの成分を持

つ第1次近似解を仮定し，その後繰返しj去によって解の近似を高めることにより，主要成分の

周波数を定める方法を考察する。

1.2 基礎方程式

図1.1に示すように可飽和鉄心を持つ直列共振回路に交番電圧Esinωtを印加した場合を考

える。図に示した記号を用いると次の回路方程式を得る。

L(φ) 

図1.1振動回路.
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dゆ
π一一+RiD=Esmωt 
dt n 

RiR=2f片 ( 1.1 ) 

i = iR+iC 

ここに πはコイルの巻数であり， φは鉄心中の磁束である。鉄心の磁化特性を次のように仮定

するJ

τ~i=aØ3 ( 1.2) 

ここに αは鉄心の磁化特性による定数である。電流，磁東，および容量を無次元化するために

i=J.，. u ， φ=o九百， C=C"，m ( 1.3) 

によって定義される U，V，およびm を導入する。ここに ι，φ町およびCπ はそれぞれ電流，
磁束，および容量の単位量であり，任意に選ぶことができるが計算を簡単にするために

πω2CπO.，.=ln， aφJ=πJn (1.4) 

なる関係を設ける。式(1.2)は式(1.3)および式(1.4 )を用いると，

zι= v3 ( 1.5 ) 

となる。式(1.3)，式(1.4 )，および式(1.5 )を用いて式(1.1 )を書き直せば，けこついて次の

基礎方程式を得る。

~ ~)乙

d2 V k d v 1 _ / 
-ーで+一一一+一日=B./1+(k/m)2∞sτ
ctT'- m ctτm  

τ=ωt-凶 -1土，
m 

E 
B-7zωφ包

k= 1 一一ωCπR 
( 1.6 ) 

*実際には鉄心の磁化特性は ni=alゆ+a3O3+…+a略φnで表わされ，nが5以上の高次の項 aηゆπを
持つが，計算の簡単のため磁化特性を式(1.2 )のように3次特性と仮定した。実験では解析結果と比較す

るため3次特性のリアクトルを合成した。(第 2.2節)
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[5J-[8J 
1.3 定常解の仮定

式(1.6)の定常解を求めるために調波解析法を用いる。調波解析法を用いる場合にはまず定

常解の主要周波数成分の選び方が問題となる。この節では解に含まれる主要な周波数成分につ

いて考察する。

まず， k= 0およびB=0の場合，式(1.6 )は

d2 V v2 
一一一::--r一-v=u
dτZ m 

( 1. 7) 

となる。共振回路の固有周波数を h とすると， νJは上式より v2/mの平均値にほぼ等しいと

考えられ， vの第 1次近似として次式を仮定する。

v =A"oSm (νo T +αν。) ( 1.8 ) 

式(1.8)を式(1. 7)に代入して調波解析を行なうと，振幅ん.と固有周波数 hの関係を与え

る次式を得る。

日 JEAH ( 1.9 ) 

つぎに， kが比較的小さく Bが零でない場合には，解の主要周波数成分は外力周波数を 1とす

れば，これと固有周波数に近い周波数〆の成分であると考え，第 1次近似として次式を仮定

する。

v = A1 sm (τ+αd+AνSJn(ν.+αν) 

ここで式(1.6)を書き直すと

ここに

d2 V k d v 1 
-一一 =B帽∞s.-一一一一-v' dτZ 川 m dτm  

Bm= B./ 1+ (k/m)2 

( 1.10) 

(1.11) 

*固有周波数 h が外カ周波数1と整数比 (m/n)をなす周波数に近い場合，振動が外力に同期化し，周

波数回/nの主要成分を持つ周期振動となることが多い。例えば固有周波数 h が0.3であっても，振動が

外力に引込まれて主要成分の周波数νが%となることがある。なお， k=0における外力に同期化しない

概周期振動の主要成分の周波数νは固有周波数にほぼ等しいと考えられ，一般には外力周波数と無理数比
[2， p. 192J 

をなす。
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となる。式(1.10)を式(1.11)の右辺に代入し，両辺を積分すると次式を得る。

v=ーBmCOSr十と IA1ωS (r +α1) +土ん∞IS(IIr+αν) I 
- m 11 

1 ~. 3.2 3 . ~ 
+ー[(-7-A:+: A/)A1Sin (r+αt) 
m - 4 2 

1 . 3.2 3 + -=-_ ( .:::. A: + ~ A; )ん sm(νr+αρ 
ν・ 4 2 

-• " 3 n"  ¥2 A A "Zsin I ( 1-211 ) r +α1-2ι! 
4(1-211) 

-3.dzdfslI11(1+2V)T+α1+2αν| 
4(1+211)" 

(1.12) 

+--LTdfdvsiIl l(2-u)T+2dz-dJ 
4 ( 2 _11)2 

一一一三τA;A" sin I (2+ν )r + 2α1+叫|
唖(2+11) 

-J-dfsln(3T+3α1 ) 
36 

一-1-74sln(3ντ+3αν) ] 
36112 

+ Ao 

ここに A は積分定数である。式(1.12)より uの周波数 1およびv以外の周波数成分を得る。

これらの成分の内，振幅の比較的大きな周波数成分を考慮して uの第2次近似式を次のように

仮定するf

+ A2ーν sm[( 2-11 ) r十α2-.，]

q

a

a

且

τ

噌

，

.

晶

唱

E
a

ー
ー
ト
l
J
1
1
lト
l
l
J

ν亘1: v=Asm(r+αd+Aνsm (νr+αν) 

+ A1-2"sin [( 1-211 ) r + al_2"J 

1I ~1: v=Asm(r+α1)+ Aνsm (νr+αν) 

本実験結果によれば，式(1.13)，式(1.14)，あるいは式(1.15)の周波数成分が他の周波数成分に比

較して優勢であることが観察された。
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外力の振幅Bが大なる場合には振幅ムも増大し，式(1.12)より第3高調波成分も顕著に現

われることを考慮して次式を仮定する。

+Az-νsin[(2-1I).+α2ーν]+ A3 sm (3.十α3) 
、J
F
h
d
 

唱

i
唱
E
A
，，.、

、ltB
E
E
-
-
E〉
E
l
i
a
E
E

・d

ν> 1: v= A!sm(.+α1) +Aνsm (ντ+aν) 

なお外力の振幅Bが大きい場合には振動の振幅が増大するので，周波数vも大きくなると考え

られる。

[7，10 ] 
1.4 定常解の一般的考察

(a) 第1次近似解(1.10)

近似解(1.10)によって解析することができる定常解について考察する。調波解析法により

定常解(1.10)の周波数ハ振幅 Al，ん，位相角 a1，およびανを決定するために，式(1.10)

を式(1.6)に代入して，周波数 1およびνに等しくなる周波数成分を含む三角関数 sineおよ

び cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置く。式(1.10)を式(1.6)に代入して得られる式

には表1.1に示す周波数が含まれる。これらの関係を考慮して上の調波解析を行なえば次式を

得る。

表1.1 式(1.10)を式(1.6 )に代入して得られる周波数

主要成分の 1 vキYs， 11キ1

周波数 v
11=ー一 11=1 ν=3 
3 νキ3

1に等しくなる 1， 211-1 

周波数
1， 311 1， 11-2 1 

11， 2-11 

川こ等しくなる
1に等しくなる

周波数
11， 1-211 11， 3 v 

(1) νが%のとき

X1-idfw=o， 
lJ.m 

Yl一つLd;sln件。
唖m

xriMW=o， 
'1m 

Yv-iJ仏 ( 1.16 ) 

~ ~~乙

q;=α1 -3αν 
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'k 
Xl=土P1AI-Bm smα 1， Y 1 = -A 1 -Bm COS ct 1 
m m 

X，，=土PuAu
m -， 

k 
Y，，=-11 Aν 
m 

3 .2 3 .2 _ 3. 2 3 .2 _ 
P1= -=-A; + -=-Aν-m， Pν=-; A，，+ = Al--112m 
42'  4 2 

(2 11が1のとき

この場合式(1.10)は

v=Atsm(r+α. ) 

となる。式(1.18)を式(1.6)に代入して調波解析を行なうと次式を得る。

(ー1+ーしfM=BmsiM，uz=Bmωsαz 
4m m 

(3) 11が3のとき

式(1.10 )を式(1.6 )に代入して調波解析を行なうと次式を得る。

XE-i AVv仰 =o， Yz-iAUJW=0
4m 4m 

>' ，.. ，.ア、ー、_r丸，

X"
一一
LAScow=o， 
4m 

ψ=3α1 -αν 

ただし式(1.17)の記号を用いた。

(必 νがYs， 1，および3以外のとき

Y"ーでLAinψ=0
4m 

式(1.10 )を式(1.6)に代入して調波解析を行なうと次式を得る。

Xl= 0 ， Y1= 0 ， Xν= 0， Yν=0 

ただし 式(1.17)の記号を用いた。

( 1.17) 

( 1.18) 

( 1.19 ) 

( 1.20 ) 

( 1.21 ) 

周波数νがYs， 1，あるいは3の場合，それぞれ式(1.16)，式(1.19)，あるいは式(1.20 ) 

において，パラメタ B，k ，あるいはmを適当に与えると，振幅Al，A"，位相角的，および

ανがすべて求まる。周波数 νが一定の値に対し，式(1.6 )の解がパラメタ B，k ，およびm
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のある範囲内で求まるので，その範囲内で解(1.10)が外力に同期化する領域のあることが判る。

周波数νがYs， 1，および3以外の場合には，式(1. 21 )の第4式れ=0より次式を得る。

kAν=。 ( 1.22) 

まず，パラメタ kが零でない場合には，振幅んは零である。式(1.10 )の程度の近似では v

がYs， 1，および 3以外の解は表わされないので，後の第1.4ω 節で高次の近似解を求めて解

析する。つぎに，パラメタ kが零の場合には，式(1.21 )より，パラメタ 8，m，および振幅AII

を適当に与えると，振幅 Al，位相角 αl'および周波数νが定まる。しかし，位相角αν は定ま

らない。またパラメタ Bあるいはmを変えると周披数νもそれにつれて連続的に変化するので，

解(1.10)が外力に同期化する領域のないことが判る。

表1.1に示したように周波数νの値如何によっては 311， 1-211等見掛上では 1または νと

異なる周波数も 1またはνに等しくなる。実験結果によれば， 311， 1-211等が 1または vに

等しくなるような周波数νを持つ解(1.10)は外力に同期化する領域のあることが判った。な

お数値例は第1.5節に示す。

(ゆ第2次近似解(1.13)あるいは(1.14)

第2次近似解(1.13)あるいは(1.14)によって解析することができる定常解について考察する。

周波数 vが1より小さい場合の定常解(1.13)の周波数ハ振幅 A1，ん， h-M位相角叫，ι，

およびα1・u を決定するために，式(1.13)を式(1.6)に代入し，周波数 1，11，および 1-211

に等しくなる周波数成分を含む三角関数 sineおよび cosineの係数をそれぞれ零に等しいと

置く。式(1.13 )を式(1.6)に代入して得られる式には表1.2に示す周波数の成分が含まれる。

表1.2 式(1.13)を式(1.6)に代入して得られる周波数

主要成分の 1 1 3 2 

1 1 
νキー ，vキー
3 2 

ν=ーー ν=ー一 ν=ーー Vニ=ーー
2 周波数 v 3 2 5 3 3 

vキー5，vキー3 

1に等しくなる 1， 3v 1 l 1 
2-3v 1 

周波数 3-6v 
4v-1 511-2 3-611 

vに等しくなる
v， 1-2v v ν 

周波数
4v-1 2-3v 3-4v ν 11 

2-5v 5v-2 6 v-3 

1-211に等しくなる 1-2v 1-2 v 1 -2 v 

周波数
川こ等しくなる 1-2ν 

3-6v 2-311 3-411 
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表1.2に示したように，周波数 νがYs， Y2， %，および%のとき， 2-3ν， 4ν-1等見掛上

では1.11，または 1ー2ν と異なる周波数も 1，11，または 1-211に等しくなる。

周波数νが1より大きい場合の定常解(1.14)の周波数 h 振幅 Al'ん，A2-v，位相角 α1，

αν，および α2-νを決定するために，式(1.14)を式(1.6 )に代入し，周波数 1，11，および 2-11

の周波数成分を含む三角関数 sineおよび cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置く。 式

( 1.14 )を式(1.6)に代入して得られる式には表1.3に示す周波数の成分が含まれる。表1.3

に示したように，周波数 νが1， %， Ys， 2. Ys， 3，および5のとき， 3-211， 6-311等見掛上で

は 1，11，または 2-11と異なる周波数も 1，11，または 2-νに等しくなる。これらの関係を考慮し

て上の調渡解析を行なう。

まず周波数νが1より小さい場合の定常解(1.13)について考察するo

U) νが%のとき

vがMの場合の定常解については既に第1.4匂)節で考察した。

ω νが泌のとき

式(1.13)を式(1.6 )に代入し，周波数 1および巧の周波数成分を含む三角関数 sineおよ

表1.3 式(1.14)を式(1.6 )に代入して得られる周波数

νキ 1，
3 
vキー
2 

主要成分の 5 
3 5 7 νキす，11キ2

11=1 ν=ー-111=ーー 11 =2 Vニ=ーー 11=3 11= 5 
周波数 v 2 I 3 3 

7 
νキ"3'11キ3

vキ5

1，11，2-11 1 

1に等しくなる
1 1 1 211-1 ν一2

1 5-211 1 

周波数 3-211 311-6 211-5 11-4 
6 -311 211-3 

4-3ν 4-11 

v 

νに等しくなる 1に等し 11 v 
11 

211-3 v 
4-11 ν v 

周波数 くなる 6-311 5-211 3 211-5 
311-4 

311-6 

2-11に等しくなる 1に等し 2-11 2-11 2-11 11-2 1に等し ν-2 
2 -11 

周波数 くなる 311-4 511-3 6-311 5-211 くなる 3 

ーー』ー
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びcosineの係数と直流成分をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

X1ーチdfdI-2νsmれ =0
dm  

31.  
Y1+一一一一(Av'A1・2ν∞ISCP1一2AtA 1-2ν∞SCP2 )= 0 
8m A1 

xv+JL dldJE-2νS仰 1=0 
qm  

Yν+JL(M1-uCOW1-d1・2:仰z)= 0 
qm  

Yt-2V-τLdIJM=o  
δm 

CP1=ーα1+2ανーα1-2ν， CP2 = 2α1-2ν=π 

'--'--に

X1=ーよ(ルト;イ1-2vsm a) +が町1...m 

1 ，~ 3 1 .2 1 1 
Y1=云一 (P1一一ーんイ1-2vωsα)一一 B血ー smι
2m 4A1 ----， W_  --， 2 刷 A1~"，-， 

X13  ν=ーτ一(kνAv一τA1AνA1・2νsmα)
L.m z 

y，，=_l 戸 τー(九--::-AtAI-2v COSα) 
L.m z 

XI-2ν=一?と[k(1-2l1)イ1-2ν+7dldfsM
Y 131 ，、1-2ν=で一 (P1・2ν一一一一一-A1A~ COSα〕

2m ー 4 A 1-2ν .，. --" 

3 .4 2 ， 3 F ，2 ， 2 ，， 3 ，2 . 3 .2 2 p， = ..::.....A1• +ー(ん +AI-2ν) -m， Pν =~A~ +一(A1-+ A 1・2〓)-)12m 4 2 . --- ..-， _.v 4-" 2'''' 'Hl-"ν 

P32322  
1-2ν="4 Al-iv +2  (A1-+ん)ー(1-2ν )2m，a=α1-2ανーα1-2ν

(3) νが%のとき

( 1.23) 

( 1.24 ) 

式(1.13)を式(1.6)に代入し，周波数 1，%，および%の周波数成分を含む三角関数 sine

および cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
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..::. ..::. ~乙

X1+ご-M1-2:sln¢=o。m

y.__i__ 1 
1一一一一ーイνAI-2-;'CO出<p=0 
8m A1 

Xu -_! ν一τ一ーイ1-2ν(3 A1 sm <Pl十 AI-2νsm<P2 ) = 0 
om 

Yu-_!_ 1 
ν一一一 一- AI-2ν( 3イlCOS<Pl- AI-2ν∞S<P2 ) = 0 
8m AII 

Xlト-211ν十主んμdんι1ト-211ν(げ2Ats刷 S臼l肌-イんι1ト-2υ川川νパIIS1臼m仇)片=0
dm  

yl-~" -~ 1-211 - 8m AII (2イ1∞S<Pl - AI-211ωS<pz ) = 0 

伊1-ーα1十αν 一2al-211， <P2 =-aν-3α1-2ν 

ただし式(1.24)の記号を用いた。

ω) νが%のとき

( 1.25 ) 

式(1.13)を式(1.6)に代入し，周波数 1，%，および%の周波数成分を含む三角関数 Slne

および cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

':- ':-，_ァ、ー、_VL-

X1-J-d1-23usmhO 
r.m 

1 1 食

Yl+一一一- AI-2-νCOS<p= 0 
8m At 

Xν=0 

Yν=0 

Xl_?" -~ 1 -2ν ーで- A.AI-2νsm <P= 0 
δm  

Y 1-2ν十JLM1-bSlw=0 
om 

<P=ーα1-3α1-2ν 

-14ー

( 1.26 ) 



ただし 式(1.24)の記号を用いた。

(5) νがYs， Y2， %'，および%以外のとき

式(1.13)を式(1.6)に代入し，周波数 1，11，および 1-2ν の周波数成分を含む三角関数

sineおよび cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

Xl=O， Y1=0. Xv=O. YV= 0 
、‘，，nd
 

q
L
 
唱・A
J

，‘、

、，EB
E
E
t
p
'
E
E
E
JX1-2ν= 0， Y 1-2v= 0 

ただし 式(1.24)の記号を用いた。

周波数 νがY2，%"あるいは%のとき，それぞれ式(1.23) ，式(1.25) ，あるいは式(1.26) 

より各振幅および位相角が求まるf 周波数 νが一定の値に対し，式(1.6)の解(1.13)がパ

ラメタ B，k，およびmのある範囲で求まるので，その範囲内で解(1.13)が外力に同期化する

領域のあることが判る。周波数 vがY2， %"および%以外のときには，式(1.27 )において振

幅Al，Av，A1-2ν，位相角a1 ，α(=α1-2ι-a1-2ν) ，および周波数vが未知数であると考

えられ，パラメタ B，k，およびmを適当に与えると，振幅 Al，Aν， A 1-2v，位相角的， α，

および周波数 νは定まる。しかし，位相角α仰あるいは α1・uは定まらない。

つぎに周波数 vが1より大きい場合の定常解(1.14)について考察する。

{θ νが%のとき

式(1.14 )を式(1.6)に代入し，周波数 1，%"および%の周波数成分を含む三角関数 sine

および cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

Xl= 0 

Yl= 0 

1 • 
Xν+τ- A2-~ SIn9'= 0 
om 

1 1 • 
Yν+一一一一-A2-~ αぉ9'= 0 
8m Aν “ 

Xぃ一手 AvA2-:sin9'=0 
om  

Y2-V -ふんA2-vCOS9'= 0 
om  

( 1.28) 

9' =-αν+3α2ーν

*計算機を用い，ニュートン・ラプソン法により各振幅および位相角を求めた。初期値は実験結果を考

慮して適当に与えた。
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.，... .，... ，.ァ
、ー、ー.''--

XI=-~ー ( kA1十UJJ2-vSlnα)+4BdiM1
zm z z 

1 ，~ :5 1 1 
Y1=でニー (PI+よイνA2-ν∞sα)一一一=-B血 cosι2m 2 -. 2 AI -... -， 

L=-4(kvん-LLJlnα)
乙7耳 4

Yu1312 】ν=一一 (Pν十一一- A-Aド"cosα) 
2m 4 Aν ー“" -~ ， 

X2ーν=ーコ!_[k ( 2-ν)Aぃ -2dfdνsinaJ
z 刀~ 4 

3 1 。
リ=でー (P2-v十一一一- A; ん∞sα)
どm -- 4 A2-ν'  

3 .2 3 ， ， 
p，= -Æ-十一 (Av-+A2-~) -m， 
4 2 -'" 

3 2 3 2 ? 

Pν =~A~+ ー (Æ" +A2-~) ー ν2m4 --. 2 --. --~ v 

ん=シ2-:づ(A12+必)ー (2-1/)2m， a=-払 +αν 十α2-ν
(7) 1/が%のとき

( 1. 29 ) 

式(1.14)を式(1.6 )に代入し，周波数 1，Ys，および%の周波数成分を含む三角関数 Slne

および cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

X1+ιdz-f(3ん smCf!1リトνsmCf!2 ) = 0 
07冗

1 1 
Y1十一一一ーイ2-~ ( 3ん∞SCf!1十イ2ーν∞SCf!2) = 0 
8m A 

X，，-~ A. A?_~ ν一τ=-AI A2-νsm Cf!1 
。押E

y" _ _l_ 1 
ν一一一一一 AIA2-να)S Cf!1 
8m Av 

X2-ν+三 μ2-ν(2ん smcf!けんsmCf!2) = 0 。m

Y2ーによ AI(2ん仰けんーνωSCf!2 ) = 0 
om 

Cf!1=ーαz十 αν一2α2-ν" Cf!2=-α1十 3α2ーν

-16-
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ただし 式(1.29 )の記号を用いた。

(8) 11が2のとき

式(1.14)を式(1.6 )に代入し，周波数 1および2の周波数成分を含む三角関数 sineおよ

び cosineの係数と直流成分をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

.:. .::. ~乙

3 
X1+で-AtAνノ4Z-VsmCPl=0
4m  

Y. -~ E-17J d2-Jん coscpけんーν∞SCP2)=0

Xν+三-A12Az_νsmCPl= 0 
。官1

y ，，_~ 1 
ν一一一一一-A1- Az-ν∞SCPl= 0 
8m Aν 

y?_" -__! 2ーν一τ一-Az-νCOS CP2= 0 
。宵l

CPl=-2a1+αν， CP2= 2az_ν=π 

ただし 式(1.29 )の記号を用いた。

(9) νが%のとき

( 1.31) 

式(1.14)を式(1.6 )に代入し，周波数 1，U，および%の周波数成分を含む三角関数 slne

およびcosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

'>-'" 7''_ァ、ー、-''--

1 • 
X1+τ- A2-~ smcp= 0 
om 

1 1 • 
Y1+一一一;--A2-;COScp=0 
8m At 

Xν=0 

Yv = 0 

3 • 
X2-ν+τ一ー AIA2-~ smcp= 0 

om 

Y 2-ν十JLM2ーν仰 =0
07耳

cP=α1十3α 2-v

← 17ー

( 1.32) 



ただし式(1.29)の記号を用いた。

(1印 νが3のとき

νが3の場合の定常解については既に第1.4 (a)節で考察した。

(11) νが5のとき

式(1.14)を式(1.6)に代入し，周波数 1，5，および3の周波数成分を含む三角関数 Slne

および cosineの係数をそれぞ『れ零に等しいと置くと次式を得る。

X，+三イ2-v (A2 sin Cf!， 十AvA2り smCf!2 ) = 0 
dm  

y，+三イ九2ト-叩νパ(川イAμ，C∞仰0
δm -- A， 

Xν 十士三 M2JS仰 2=0 
dm  

3]  • 
Yv +一一-:-A A2-~ ωS Cf!2 = 0 
8m Aν ( 1.33) 

X2・ν+てLAdsln机 +3イvA2-vS仰 2 )= 0 
om 

Yz・けよ dl-Luhs引けんイ2-VCOS<P2 )=0 
8m イ2-v

.:. .:. ~乙

Cf!， = 3α，+α2-ν， <P2 =α，+αν+2α1-2ν 

ただし式(1.29 )の記号を用いた。

(12) νが 1，%， Ys， 2， Ji， 3，および 5以外のとき

式(1.14)を式(1.6)に代入し，周波数 1，人および 2-11の周波数成分を含む三角関数sine

および cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

X" れ=0， Xν=0， Yν=0 
、‘，，，anτ qa 

T
A
 
r
、

ー
l
l
L
f
i
l
l
J

X2-ν=0， Y2-ν=0 

ただし 式(1.29 )の記号を用いた。

周波数 νが%， Ys， 2， Ji， あるいは 5のとき，それぞれ式(1.28) ，式(1.30)，式(1.31)，

式(1.32)，あるいは式(1. 33 )より各振幅および位相角が求まる。周波数 νが一定の値に対し，

式(1.6 )の解(1.14 )がパラメタ B，k，および mのある範囲で求まるので，その範囲内で解

( 1.14)が外力に同期化する領域のあることが判る。周波数 νが 1，%， Ys， 2， Ji， 3，および5

。。
噌

'a-



以外のとき，式(1.34 )の第 3式および第5式より

k I J，I A~ +(ト2)ん-ii==0 ( 1.35) 

となる。まず kが零でないとき， J，I > 1， A ，，2;::;; A 2 _ !孟0なる場合を考えているから振幅A"

およびA2-νは零となる。つぎに kが零の場合には，パラメタ B，m，および振幅A"を適当に

与えると式(1.34 )より振幅 Al'A2-"，位相角叫 ，co(=-2α1+αν+α2・")，および周波数

νが定まる。しかし，位相角ιあるいはα2ーνは定まらない。またパラメタ Bを変えると周波

数 νもそれにつれて連続的に変化するので，解(1.14)が外力に同期化する領域のないことが

-*，Jる。

[11J 
1.5 基本調波振動， 73調波振動，および第3高調波振動

第1.5節以降では前節において一般的に考察した各周期解を求め，文献[1 Jに従ってそれ

らの安定性を吟味する。

第1.4匂)節では式(1.6)の第 1次近似解(1.10)の周波数ハ各振幅，および位相角を求め

るために調波解析法を適用した。その結果周波数 νが 1，73，および3の場合，系のパラメタ B，

k，およびmのある範囲で周期解(1.10)が外力に同期化する領域のあることが判った。周波

数 νが1.Ys，あるいは3の場合の周期解(1.10)はそれぞれ基本調波解，Ys調波解，あるいは

第 3高調波解であれこれらの周期解は文献[1，2Jにおいて詳しく解析されている。ここで

は各周期解を求め，文献[1，2 Jに従ってそれらの安定性を吟味する。

(a) 周期解

式(1.16)，式(1.19 )，および式(1.20 )よれ%調波解，基本調波解，および第3高調波

解の各周波数成分の振幅および位相角について次式を得る。

(l) 基本調波解

">" ">- ，_?"' 
.._ '-rc._ 

(2) ys調波解

(P2+k2)A/= B~ m2 

sin a1= PAt! (Bm m)， ∞sα1 = kAl/(Bmm) 
( 1.36 ) 

P=?AZ-m 
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1 ~ AJ，，/， 2 ， ..， _ 1 AJ，l 
[( p，一持才)-+ド(1 +百三77Mz=Bmmz

P.)+工k2=ヱA，2Al 
ぺ 9 16 イ

1 A1} 
sm民=(p， ー土 Pl/~)イ，/ (Bm m) 

3 73 A. 

1 AYa 
Cosa， = (1十τーで一)kA，/(Bmm) 

J A1- ( 1. 37 ) 

sm (a，-3α)=J1k/(3A dー)ya J - 3 "" ¥ J/1' /1Ya 

COS (α，-3α%)=4P%/(3A1J4%) 

'-'-に

3.2 3..  _ 3 • 3 2 1 
P，=":"A，-+-:-Al/2-m， Pー=ーイー 2+~ A，. 4 2 イ， 'Ya 4 rI ys I 2 rI' 9 

(3) 第 3高調波解

[件 3pd)2+K2(1+9三)2J At" =山 z
(P:+ 9 k2)A."=土ィf
" 16 

sma，= (P，ー 3P37)ム/(Bm m) 

、，，，，m
 
m
 

B
 

/
、
r
f
J
 

d
A
 

，庄、BJ
，a
-

。&

3

-

1

 

d
A

一イ
Q
U
 +
 

唱・A，e‘、一一d 
qu ω
 

( 1.38 ) 

sm (α3 -3α，)= -12k.43/イ23

∞S (α3-3a1)= 4 P3A3/A13 
'::- ._ ，.ァ

、一、-''-

3 .2 3 .2 _ 3 • 3 9 
p ，=~ .4，. +~ A;-m， P3=':::" .43.+":::' At"-9m 
4 2 -4--'2 

式(1.36 )，式(1.37)，および式(1. 38)によって基本調波解，，Ya調波解， および第3高調波

解の各振幅および位相角が決定される。
[12J 

(b)周期解の安定性

-20ー



文献 [lJに従って周期解(1.10 )の安定性を吟味するために，この周期解を Vo(τ)で表わ

し，それからの微小変分 c(，)を考える。 c(，)が時間の経過と共に零に収束すれば周期解は安定

であり， c (，)が発散すれば周期解は不安定である。変分 c(τ)を

v(，)=vo(τ) + c(，) ( 1.39) 

によって定義し，式(1.39 )を式(1.6)に代入し， c (，)の 2次以上の項を無視すると

d2c k dC 3 
一一一+一一一+__:::_V _2 c = 0 
d，" m dτ m " 

なる変分方程式を得る。そこで

c(τ) = e-dτ可(，)， k 
o=一一
2m 

なる変換を用いて，式(1. 40)より

d2可一
一一τ十(-o2+3"':::'"v02)可=0
a，- m 

を得る。ここで周期解 Vo(，)は前節で求められている。

(1) νが 1のとき

周期解(1.10)を式(1.42)に代入すると次のようなMathieuの方程式を得る。

ここに

d2可
でーす +[80十 281COS(2，-ε刀可=0
a，-

of=61:+04 

k • 3 • 
8.=一(---;.-).+ ~ At" 
u . 2m' 2 

8心
E=凶 -1ーニー

81C 

。1s=宇治m2a1， 
qm  

01e=-idm2h 
生胃E

Floquetの定理によれば式(1. 43 )は

甲(，)=eρτφ(τ) 

-21-

( 1.40) 

( 1.41) 

( 1.42) 

( 1.43 ) 

(1.44) 



で表わされる解を持つ。ここに μは特性指数と称する定数で (}o，(}1S，および(}1cによって

決定される。ゆ{τ)は周期 πあるいは 2πの周期関数である。 (}o，(}l平面上には解(1.44 )が

不安定となる領域がれの増加と共に順次現われる。文献[1 ]によれば，これらの不安定領

域は第 1次不安定領域，第2次不安定領域，…とよばれ，解(1.44)における周期関数。(r)は

奇数次不安定領域においては奇数次の調波成分よりなり，偶数次不安定領域においては偶数次

の調波成分よりなる。また第九次不安定領域においては第九次調波成分が他の周波数成分に較

べて優勢である。式(1.6)の解は式(1.18 )の程度の近似であるから，第1次不安定領域にお

ける式(1. 43)の解を

守(r)=eρτsm (τ-0 ) ( 1.45) 

[1J 
と仮定する。 式(1.45)を式(1.43 )に代入し調波解析を行なうと次式を得る。

L1 (Jt)三
。0+μ2-1 -(} 1c 。1s-2μ 

=0 ( 1.46 ) 
(} 1s + 2μ 。0+μ2-1+(}1c

式(1.41 )および式(1.45 )より， IμI<dならば時間の紐畠と共に変分5σ)は零に収束する。
[ lJ 

従って第 1次不安定領域における安定条件は次式で与えられる。

L1 (d)> 0 ( 1.47) 

以上は第 1次不安定領域における安定性を考察した。一般には第2次不安定領域，第3次不安

定領域，…における安定性を吟味しなければならないが，これは (}Oが大きい範囲で問題と

なる。このとき周期解(1.18 )には高調波成分が含まれなければならない。高調波解についての

考察は第1.5ゆ節あるいは第1.9節以降で述べる。

(2) 11が%のとき
[13J 

周期解(1.10)を式(1.42 )に代入すると次のようなHi11の方程式を得る。

n
u
 

--
宵マ1」、‘Jπ

 

FL' τ
 

九
2

一3m
 
m
 

A
0
 
3
2山
q白+
 

no 
「
L+
 

句一

ρ

d
-
d
 ヲ.. -:.- 1.'7' 

'-'-・」

。0=ー(でと)2十三(A12+ A 1/2) 
2m 2m /3 

02=OJs+OJc， 
自』

ε九=凶ー1で主こ
‘'魯C

s=JL[d zsin2α ー2A1A ー sm(叫一句 )J
4m イペ Y 
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{} lc =ま [-d似
。 3= -_-A1A I/sm (αl+av) 
2m イイ

。c=-JLAdωS(a1+al/) 2m LC< l LC<Ya~" ，-， '-Ya 

。 3 •. 
3s =っ- A1-sm 2a1 

"lm 

。 3
3c =ーで一-Al-COS2αE

"lm 

( 1.48) 

式(1.6)の解は式(1.10)の程度の近似であるから第 1次不安定領域および第3次不安定領域

における式(1.48 )の解を

引り=el.lT [αya sin (対τ-oYa)+α1sm (rーσt)J ( 1.49 ) 

[IJ 
と仮定する。 式(1.49 )を式(1.48)に代入し調波解析を行なうと次式を得る。

{}o+μ2ー土-{}1 2 。lc-{} 2c 。2$ -{} 1$ 。1一一μ9 -JC $ 3 

2 
(}o+μ2-i+01 。1$十{}2s 。lc+ {} 2c 。1$十三μ 9 ' -lC 

.1 1(J.t)三|
1= 0 ( 1. 50 ) 。lc- {}2c 。Is+ {}2s 。~+μZ-1-{}3c {} 3s -2μ 

。2s-{}ls 。lC+{}2c 。3s十 2μ {}o+μZ-1+{}3c 
また第 2次不安定領域における式(1.48 )の解を

可(r)= e I.IT [ao +αys sm (%τーσ九)J (1.51) 

[ lJ 
と仮定する。 式(1.51 )を式(1.48)に代入し調波解析を行なうと次式を得る。

。'0+μz 。Is 。lc
.12 (r)三 I2{}ls {}o+μ2_.!-{}2 4 ( 1. 52) 。2 一一μ9 -z;c $ 3 

4 
{}o十μ2_.!+ {}2 2{}lc 。2s+Eμ 9 ' -;，:;c 
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式(1.41)，式(1.49 ) ，および式(1.51 )より， Iμ1< oならば時間の経過と共に変分Eσ)

は零に収束する。従って第1次不安定領域および第3次不安定領域における安定条件および第

2次不安定領域における安定条件はそれぞれ次式で与えられる。

.11 (O) > 0 

.12 (O)> 0 

(3) νが 3のとき

周期解(1.10)を式(1.42)に代入すると次のような Hillの方程式を得る。

ここに

d2η 3  
-τ+ [80+ 2 L.; 8πCOS ( 2nr一九)]可=0
aιπ=1  

。'0=一(ーと)2+之 (At2+ Aa2 ) 
2m / 2m 

8_ 

。:=OL十。;c， εn-凶ー 1 /bd 

‘， ，‘ c 

。18=よ[A12 sin 2α1 -2 A 1 A a sm (a aー民)] 
4m  

81c =て宇~[ト[-Aイ4イイAEf2似
唖m

。25=τLU3SlRME十αa) 
L.m 

8?r =-土A1Aa sm (a1 +αa ) 
一 2m

838 =三-dsln2ι 
4m ‘ 

Ou=-id mus 
-- 4 m 

式(1. 55 )の第 1次不安定領域および第 3次不安定領域における解を

守(T)=e阿 [α1sm (τ-u1) +αaSm(3T-Ua)] 

( 1.53) 

( 1.54) 

( 1.55 ) 

( 1.56 ) 

[IJ 
と仮定する。 式(1.56 )を式(1. 55 )に代入し調波解析を行なうと μを定める次式を得る。
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。0+μ2_1 -() 1c 。1.-2μ 。1c-(}2c (}2. -θ1. 

。1s+ 2μ 。0+μ2-1+(}1c 。1.+() 2. 。1c+() 2c 
1 = 0 (1.57) 

。1c- (}2C 。1.+ {}2. 。~+μ2-9-(}1C 。3.-6μ 
。2.-(}1s 。1c+(}2C {}3. + 6μ 。0+μ2-9+(}1C

また第2次不安定領域における式(1.55)の解を

マ(，)=e.ur [α0+α2sin (2，-a2)] (1.58 ) 

[2J 
と仮定する。 式(1.58)を式(1.55 )に代入し調波解析を行なうと μを定める次の式を得

る。

。0+μ2 。1. 。1c
ゐω三 I2{} 1 s 。0+μ2-4-(}2C 。2.-4μ =0 ( 1.59) 

2(}1C 。2.+4μ 。0+μ2-4+ (}2C 

式(1.41 ) ，式(1.56)，および式(1.58 )より， 1μ1<δ ならば時聞の経過と共に変分c(，)は

零に収束する。従って第1次不安定領域および第 3次不安定領域における安定条件および第2

次不安定領域における安定条件は次式で与えられる。

JM)>O ( 1.60 ) 

J2(d) > 0 ( 1.61 ) 

数値例

基本調波解， X調波解，および第 3高調波解の振幅特性を式(1.36)，式(1.37 )， および式

( 1.38)より求め，その結果を図1.2および図1.3に示す。系のパラメタは

図1.2: k = 0.05 ， m= 2.0 ( 1.62) 

図1.3: k = 0.05 ， m= 0.15 ( 1.63) 
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である。第1.5(1)節の考察

に従って安定性を吟味した
k =0.05 

m=2.0 
2ρ 

結果，実線の部分で安定で

あり，破線の部分で不安定

官、.
、、、、
、、、
、、
、、、
、、
、、、
、、、
、、
、、、
、、、

‘
 
、
』司、、、、

、
1.5 

0.5 

同

aq
・円、
Fd

《

である。図1.2の破線の部

分では周期解(1.10)の周

波数成分と同じ周波数成

分を持つ不安定振動が励

起することにより周期解

成分の振幅特性における破

fの部分では周期解(1.10) 

成分を持つ不安定振動が励

( 1.10)は不安定となる。

線 ahの部分および破線e

の周波数成分と同じ周波数

図1.3においては，基本調波

0.8 0.2 
0 
0 起することにより周期解

ー一一一ーー一一ーー淘・・B (1.10 )が不安定となるが，

基本調波振動および%調波振動の振幅特性.図1.2破線 cdの部分では第2高

調波成分あるいは直流成分

を持つ不安定振動が励起す

ることにより周期解(1.10)が不安定となる。したがって破線 cdの部分では第2高調波振動が

発生すると考えられる。この方法(文献[1] )によって安定性を考察すれば，周期解を不安

定にする不安定解の周波数成分を知ることができると共に新しく励起する周期解を予知すること

ができる。なお第2高調波振動については第1.11節で考察する。
[2] 

変分方程式の特性乗数(c) 

この節では周期解 vo(τ)の安定性を吟味するために，変分方程式(1.40 )で表わされる系の

vo(r)は周期関数であるから，式(1.40)は周期関数を係数に持つ線特性乗数について述べる。

d Cjdτ=甲とおくと，式(1.40) 

はつぎの2元連立 1階の線形微分方程式に書き直すことができる。

-26ー
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図1.3 第3高調波振動の振幅特性.

dC 
一一 =η
dτ 

d可 3 ~ 
一一 =_':::'VOZc-一守
d-r m m 

( 1.64 ) 

Floquetの理論によれ式(1.64 )は

c(ι)(r+L)=mz E{i){T)， (i)，_，.，_ ~(i) 
甲 (-r+L)=m.i守(-r) ( 1.65) 

なる関係、を満たす2組の基本解を持つ。ここに miは特性乗数と称する定数で，式(1.64 ) の

[14J 
特性方程式の根として得られる。

初期条件

可1(0)=0 守2(0) = 1 
( 1.66 ) 

c 1 (0)= 1 c 2 (ω=0 

を持つ 2組の独立な解を(Ci (-r)， 7J i (τ) )， μ=  1，2)とすると，式(1.64)で表わされる系の特性
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方程式は

で与えられる。

c，(L)-m c2(L) 

可，(L) む (L)-m

_ /l'iL 
mi=ι 

=0 

で定義される的を導入すると，基本解(c(i)(η，布(i)(τ))， (i=I，2)は

c<i)(吋=eμiT dJ)， (i) μzτ (i) 
可 (τ)=e 九

( 1.67) 

( 1.68 ) 

( 1. 69) 

と表わすことができる。[2J ここに的は特性指数であり， Az) および Ø~i)， (i= 1， 2) は周

期Lの周期関数である。

式(1.64)の一般解は線形微分方程式の理論により互に独立な2組の基本解を用いて

c(-r) =三 cι c(i) (-r) ， 手、 (i)
可(τ)=~ c;布(-r) ( 1.70 ) 

と表わされる。ここに C，および C2は任意定数である。したがって特性乗数 m および m2の絶

対値が lつでも 1より大きいとき，それに対応する基本解 (c(i)σ)，市(i)(-r))， ( i = ]， 2)は時間

の経過と共に発散して不安定となり，式(1.64)の解(1.70 )が不安定となる。また特性乗数m

および m2の絶対値がすべて 1より小ならば，基本解 (c(i)(τ)， η(i) (τ))，(i=1，2)は時間の経

過と共に零に収束し，式(1.64 )の解(1.70)も零に収束して安定である。したがって特性乗数

を調べることにより周期解の安定性を吟味することができる。

数値例

第1.5 (C)節の考察に従って%調波解(1.10)の安定性を吟味するために，式(1.66)の初期

条件を用いて変分方程式(1.64)を 1周期数値積分*ずることにより特性乗数 m および耐を

求めた。その結果を%調波成分の振幅AYsと共に図1.4および図1.5に示した。図1.4の%調

波解は安定であり，図1.5の%調波解は不安定である。なお特性乗数が複素数 αIsiの場合

には実数部αを実線で表わし，虚数部βを破線で表わした。図1.4では安定限界点付近の特性

乗数の変化の様子が判りにくいので，外力の振幅Bの小さい部分における安定限界点の近傍を

* KDC II (京都大学計算機No.2 )を使用し， RKG法により計算した。

-28-



k = 0.05 

m= 2.0 

(σ} 

0.6 

0.4 

a
T
I
l
-
-
z
q
 

k = 0.05 

m=2.0 

0.2 

10 

5 

&
事

l
i
}
I
l
-
-
N
a
‘.，
R

、

0.6 

o L...t 
{ωi 

0.5 

(o) 

1.0 

。
F
内
4

・
• 内

υ-

-同

e
c
.
F
E
R

府、z

nu 

.，《
U

-1.0 

%調波解(1.10 )の安定性.

(a) ya調波成分の振幅特性.
(b) 変分方程式(1.64 )の特性乗数.

0.4 0.2 

B 

図1.5

0.4 

%調波解(1.10 )の安定性.

(心 %調波成分の振幅特性.
(b) 変分方程式(1.64 )の特性乗数.

0.2 

B 

。

図1.4

k = 0.05 
m= 2.0 0.532 

その結果を図1.6に示す。図1.6

において振幅特性曲線 (BAYaの関係)が

垂直接線を持つ点が安定限界の点と一致し

拡大し，

『ー

--_ー一ーーーー-一-ーーーーーーーー
0.528 ていない。これは式(1.6)の周期解が式

(1.10)の程度の近似解であり，式(1.6 ) 

の周期解と変分方程式(1.64 )の解を同じ

--
F
 

---
β
戸

，
 
，
 
，
 
，
 
，
 
，
 

l
，molali--zLM 

m， 

mz 

1.0 
程度の近似で求めていないためと考えられ

る。

0.5 
N
P
E
.
v
F
P
R
 

[10] 
%調波振動1.6 

で解析されるこの節では近似解(1.13) 

0.03380 0.03376 0.03372 周期解の内特に泌調波解について考察する。

B 

%調波解(1.10)の安定限界点付近

における振幅特性および特性乗数.

図1.6
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v=A1 sin (r+αr) +AY2 sin O~ r +αY2) + Ao ( 1.71 ) 

となり，直流分んを含む。従って式(1.6 )において外力に直流分が含まれる場合には，72'調波
[1，2，15，16J 

振動が発生しやすくなると考えられる。 外力が直流分を含む場合に発生する振動に

ついては第3章で考察する。

(a)周期解

第1.4 (b)節で調波解析法を適用し，式(1.71)の各指幅および位相角について式(1.23 )を得

た。式(1.23 )より位相角的およびα%を消去すると次式を得る。

[什 PY2手)2+K2(1+t手)2 ] A12 = Bm2m2 
fK2+PJ=9ィfdJ， 4Pod=P%dJ

.，... '>"' 1.7' 、ー、_，，_ 

(1.72) 

3 .2 3 2 

Pl ;=:..::-A1-+ = A u + 3 Ao. -m 4 2 イ

PI/=三ィ戸+三イ，2+ 3 Ao Y2-4.t1Y2'"2.tll ，':>/10 -4: 

2
%
 

d
A
 +
 

イ
3

一2+
 

ad --
P
 

式(1.72 )より振幅 A" AY2，および Aoを求めることができる。また(1.23 )より位相角的お

よびα%について次式を得る。

唱ィ;

sina， = (Plーを PY2ュ?)A/(Bmm)
/1d Cosa， = k (1 +で←ァ)A，/( Bm m) 

告 A，-

sm同一句)=tk川崎)

( 1. 73 ) 

ωs (α1 -2a1L )= P 1/ / (3 A，Ao) イイ
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(ω 周期解の安定性

第1.5(ω節の考察に従って周期解(1.71 )の安定性を吟味する。周期解 VO(T)は前節で求め

られているから，式(1.71 )を式(1.42 )に代入すると次のようなHi11の方程式を得る。

d2可 4

寸 _'2+ [{Jo+ 2.6 {Jπ∞s (τπr一九刀甲=0
ι， "，=1 c. 

( 1.74) 

ここに {JO，(J"" および九(π=1-4)は周期解(1.71 )の各振幅および位相角で表わされる。

詳細な式を付録 Iに示す。文献[1 ]に従って式(1.74)の第1次不安定領域および第3次不

安定領域における解を

引r)=e μ'[αxsín(XT-O x )+α~Sin(%T-o%)J (1. 75) 

と仮定する。式(1.75)を式(1.74)に代入し，調波解析を行なうと μを定める次の式を得る。*

(}O+p.2ーく七)2-(}1 c 

(}ls+2(士)μ

。lc-(}2C 
&1ω)三| -(}ls+(}2s 

-・・・ . 
。(m-l)c-(}mc
-(}(m-l)s+(}ms 

() Is -2(士)μ (}lc-(}2c -(}ls+(}2s 

川 2_φ2+(}lC 。ls+(}2s 。lc-(}2c

. . 

。1s + (}2s (}O+p.2-φ2_(}ac () 3. -2 (号)μ

。lc+(}2c 83s+24)μ 80+d-(÷)2+83c 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 
。(m-l)s+(}ms 。(m-2)c-(}C皿+1)c 。(m-2) s+(}(m+l)s 
。(m-l)c+(}mc -(}(I田ー2)s+(}(m+1)s 。(m-2)c+(}(m+1)c 

。(冊一l)c-(}mc

。(m-l)'+(}m.
。(m-2)c-(}(m+l)c
(}(m-2)s+(}(m十1).

. . . . . . . 

-()( m-l).+Dms 

。(m-l)c+(}mc
-(}(m-2)s十(}(m+l)s 

。(m-2)c+()(冊t-t)c
-・・・・・・. . 

(}O十μZー(寄り24(2F1)c

()( 2m-l)け2(寄与

。(2m-l)s-2(苧 )μ
(}O+p.2_ (寄り2+ル

*式(1.76)を後の節で屡々用いるので一般的な形で示した。
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ただし， m= 2， 九=4である。

また第2次不安定領域および第4次不安定領域における式(1.74)の解を

甲(r)=eμT[α0+α.J1sm (括τ-a.J1)+α1 sm (τ-a 1)] ( 1.77 ) 

と仮定する。式(1.77 )の周波数成分は周期解(1.71 )の周波数成分に等しい。式(1. 77 )を式

( 1.74)に代入し，調波解析を行なうと μを定める次の式を得る。

L12{~三

。'0+μ2 {)ls ()lc 。2s 。2c
2 () 1 s {)o +刷会川2c {)2s-2φμ 。lc-03c -() ls+{) 3s 

2{)lc {)2s+2(会)μ{)o+/.12_φ2+{)2C 。ls+{)3s 。1c+{) 3c 
2 () 2s 。lc-O3c 。ls+{)3s いに(わ2一九 {)4s引か
2 () 2c -() 1 s+{) 3s 。lc+{)3c 64s+2(÷)μ 。0+μ2_φ2+() 4 c 

2{)ms {)(m-l)c-O(m+l)c {)(m-l)s+{)(m+l)s {)(m-2)c-{)(m+2)c {)(m-2)s+{)(m+2)s 

2 {)mc -{)(m -l)s+{)(m+l)s {)(m-l)c+{)(m+ l)c -{)(m-2)s+{)(m+ 2)s {)(m-2)c+{)(m+2)c 

{)ms 

。(m-l)c-{)(m+l)c
。(m-l)s+{)(m+l)s
。(田ー2)c-{)(m+2)c

。(m-2)s+{)(m+2)s

，，_ 2 
()o+μ2_(τ) -{)(2m)c 

{)( 2m )s+2ぞ)μ

{)mc 

-{)(m-l).+{)C同十l)s

{)(m-l)c+O(m+l)c 

-()(m-2)s+{) (m+2). 

。(m-2)c+{)(m+2)c

。同s-2(子)μ

仇+/.1"-φ2+O(2m)c

二 O

ただし m= 2， 九=4である。

( 1. 78 ) 

式(1.41)，式(1.75 ) ，および式(1.77)より |μI<oならば時間の経過と共に変分 c(r)は

零に収束する。従って第1次不安定領域および第3次不安定領域における安定条件および第2
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次不安定領域および第4次不安定領域に

おける安定条件はそれぞれ次式で与えら

[1J 
れる。

sl (0) > 0 (1.79 ) 

s2 (0)> 0 ( 1.80 ) 

なお式(1.23 )の関係を用いると振幅特

性曲線 (BA1，BAY2'および BAoの関

係)が垂直接線を有する点は

s2(O)= 0 ( 1.81 ) 

となる安定限界点と一致する。[2， P・

数値例

式(1. 71 )の振幅特性を式(1. 72)より

求め，その結果を図1.7に示す。系のパ

ラメタは

k = 0.05， m= 2.0 (1.82 ) 

1.0 

k =0.05 

m=2.0 

0.8 C a _園内
'l¥.:、、，、i 、‘
1・、、.、、、、、 a

" '¥.内12、、、、、、
F
U
 
n
u
 

---』E
E
E
E
B
E
E
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s 
'<:( 0.4 

ニ
q

0.2 

。 0.2 0.4 0.6 

B 一一+

図1.7 y2調波振動の振幅特性.

である。第1.6 (ω節の考察に従って安定性を吟味した結果，実線の部分で安定であり，破線の

部分で不安定となる。 M調波成分の振幅紺主において破線 abの部分では周期解(1.71)の周

波数成分を持つ不安定振動が励起することにより周期解(1.71 )が不安定となる。また破線 c

dの部分では%調波成分および%調波成分を持つ不安定振動本が励起することにより周期解
[17J. [18J 

( 1. 71 )が不安定となる。

また第1.5(C)節の考察に従って泌調波解(1.71 )の安定性を吟味した。そのために式(1.66 ) 

*破線 cdの部分では外力の振幅 Bを増加するにつれて，Y2調波成分の振幅は小さくなり基本調波成分

の振幅は大きくなるから，固有周波数は%と 1の間にあると考えられる。したがって不安定振動の主要成

分は%調波成分であると考えられ，%調波振動が励起すると推測される o ，繍渡振動の詳しい議論は

第 3.5(~節で述べる。
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および

問を求めた。その結果を%調波成分の振幅 A~ と共に図 1.8 および図1. 9 に示した。

性曲線において実線の部分で安定であり，破線の部分で不安定である。なお特性乗数 mlおよ

び叫が複素数α±んの場合には実数部αを実線で表わし，虚数部Fを破線で表わした。振幅

振幅特

の初期条件を用いて変分方程式(1.64)を1周期数値積分することにより特性乗数m

の周期解特性曲線が垂直接線を有する点が安定限界の点と一致していない。これは式(1.6 ) 

(1.71)は近似解であり，変分方程式(1.64)の解を周期解(1.71)の程度の近似で求めていな

いためと考えられる。
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、パ一一一
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図1.9 ~調波解( 1.71)の安定性.

(a) ~調波成分の振幅特性.

(b) 変分方程式(1.64)の

特性乗数.

0.6 

m1，2=cx%jβ 

%調波解(1.71)の安定性.(a) ~調

波成分の振幅特性.(b) 変分方程式

( 1.64 )の特性乗数.

0.4 

B 

0.2 。

図1.8

%調波振動1.7 

外力の振幅Bが比較的小さい場合に%調波振動および%調波振動が発生することはよく知ら

れているが，Ji調波成分を顕著に持つ%調波振動あるいは%調波成分を顕著に持つ%調波振動

などについては報告されていないようである。この節では%調波解について考察する。
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周波数 νを%とすると近似解(1.13)は

v=Atsm(τ+α1) +A% Sm(Ysτ+α%) + AYs sm ( 1'5' +aYs) ( 1.83 ) 

となる。

(必周期解

第1.4(ω 節で調波解析法を適用して式(1.83 )の振幅 Al'A%， AYs，位相角 α1，α%，およ

びα%について式(1.25 )を得た。式(1.25 )より各振幅および位相角を求めることができる。

(ω 周期解の安定性

第1.5(ω節の考察に従って周期解(1.83)の安定性を吟味する。周期解 vo(')は前節で求めら

れているから，式(1.83 )を式(1.42)に代入すると次のような Hillの方程式を得る。

n
u
 --

明

q
寸」

制

W
FL
・，

e

・
明
伸

2

一5
戸、ω∞
 

%
 

品
V

5一〉--一

・

4

z

q
h
 +
 

Aσ 「L+
 

骨マ一
2

2

一τ

，
d

一，
ι

( 1.84 ) 

ここに (}o，九，および en (九=1-5 )は周期解(1.83)の各振幅および位相角で表わされる。

詳細な式を付録 Iに示す。文献 [lJに従って式(1.84 )の第1次不安定領域，第3次不安定領

域，および第5次不安定領域における解を

守的=elJ.T[αYssm ( 1'5'ーσYs)+α%sin( ysτ-0%)+α1 sm (τ-01 ) J ( 1.85) 

と仮定する。式(1.85)の周波数成分は周期解(1.83)の周波数成分に等しい。式(1.85 )を式

( 1.84)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 76 )を得る。ただし式(1.76)におい

てm=3，n=5である。

また第2次不安定領域および第4次不安定領域における式(1.84 )の解を

引τ)=eμT [ao +αYssin ( .%' -0 ys ) +αYssin ( Ys' -0 ys ) J ( 1.86) 

と仮定する。式(1.86 )を式(1.84 )に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1.78)を得

る。ただし式(1. 78 )において m=2， 包=5である。

式(1.41)，式(1.85)，および式(1. 86)より |μI<dならば時間の紐晶と共に変分 c(吟は

零に収束する。従って式(1. 76)および式(1. 78)を用いて第1次不安定領域，第3次不安定領

域，および第5次不安定領域における安定条件および第2次不安定領域および第4次不安定領
[ 1 ] 

域における安定条件はそれぞれ次式で与えられる。

Lldd)> 0 ( 1.87 ) 

Ll2(d)> 0 ( 1.88) 
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ただし，式(1.76)において m=3. 

k = 0.05 

m= 2.0 
1.0 九=5とし，式(1.78)においてm=

c 2，π=5とする。

数値例

0.8 

0.6 

4
1
1
1
1
1
1
凶

¥
F
q
・
由
、
何

q

式(1.83 )の振幅特性を式(1.25 ) 

その結果を図1.10に示より求め，

す。系のパラメタは

(1.89 ) m= 2.0 k = 0.05. 

である。第1.7ω節の考察に従っ
0.4 て安定性を吟味した結果，実線の部

-Fq 
分で安定であり，破線の部分で不安

定である。%調波成分の振幅特性曲

0.2 線において破線 αbの部分では周期

解(1.83 )の周波数成分と同じ周波

数成分を持つ不安定振動が励起する

0.6 0.4 0.2 
。。ことにより周期解(1.83)が不安定

-ーー---ー・-B となる。また破線 cdの部分では%

調波成分および%調波成分を持つ不

%調波振動の振幅特性(安定判別は式(1. 87 ) 

および式(1.88 )による).

図1.10
安定振動が励起することにより周期

解(1.83 )が不安定となるJ
図1.10における破線 cdの部分で励起する不安定振動の主要周波数成分を考察するために，

変分方程式(1.84 )の第九次不安定領域における第1次近似解を

( 1.90 ) 

と仮定する。式(1.90)を式(1.84 )に代入し，調波解析を行なうと μを定める次の式を得る。

sin( %Tーσ%)引T)==ema% 

*破線 cdの部分では外力の振幅Bを増加するにつれて，%調波成分の振幅A%は小さくなり，基本

調波成分の振幅ムは大きくなるから，固有周波数は%と 1の聞にあると考えられる。したがって不安定

振動の主要周波数成分は%調波成分であると考えられ，%調波振動が励起すると推測される。
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( 1.91 ) =0  
011..-2 ('Ys)μ 00+がー{呪l-on.c 

d;似)三 。0+μ2_(財 )2+0 n.c 011..+2 (男)μ

式(1.41 )および式(1.90 )より |μ!<dならば時間の伍晶と共に変分，.(吋は零に収束する。

したがって第九次不安定領域における安定条件は次式で与えられる。

(1.92 ) L1 ~(ð) > 0 

式(1. 92)を用いて第2次不安定領域および第4次不安定領域における安定性を吟味した結果，

図1.11において実線の部分で安定で

あり，破線の部分で不安定である。

ただし第1次不安定領域，第3次不安
k = 0.05 
m = 2.0 1.0 

および第5次不安定領域にお定領域，

ける安定性を式(1.87)に従って吟味

0.8 した。図1.11の%調波成分の振幅特

性曲線において破線 αbの部分では

0.6 
帥
¥
F
d『
，

師

、

同

d
『

( 1.93) L1~ (d)< 0 L1 ~ (d) > 0 ， 

となり，第4次不安定領域で解(1.90) 

が不安定となる。したがって%調波振
0.4 
，
F
d
 

動が励起することにより%調波解(1.83)

が不安定となる。

なお図1.10あるいは図1.11におい
0.2 

てパラメタ Bの狭い範囲で%調波解

( 1.83)が安定となる結果を得たが，%

調波解は式(1.83)の程度の近似解で 。。 0.6 0.4 0.2 
式(1.6)が安定な%調波あるから，

--個・ー・・・

%調波振動の振幅特性(偶数次不安定領域に
おける安定性は式(1.92 )による).

B 

図1.11
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1.8 %調波振動

この節では%調波解を求め，その安定性を吟味する。周波数 νを%とすると近住権(1.13) 

は

v = A1Sm (τ+αd + Ay"Sm (，%t"+α九)+ A ，Yssm ( ya T +αYa) ( 1.94 ) 

となる。第1.4(ゆ節において調波解析法を適用して式(1.94)の振幅 Al' Ay"， A Ya，および位

相角的， α九，およびα%について式(1.26 )を得た。式(1.26 )より周期解(1.94 )の各振幅

および位相角を求め，第1.5(ω 節と同様の考察を行って周期解(1.94 )の安定性を吟味したが，

%調波解が式(1.94)の程度の近似では実験結果に対応する妥当な結果が得られなかった。こ

の節ではさらに高次の近似解を求め，その安定性を吟味する。

第2次近住権(1.13)を式(1.11 )の右辺に代入し両辺を積分すれば，vの周波数 1，11，お

よび 1-2y以外の周波数成分が現われる。解の各周波数成分の内，周波数νが%の近傍で振

幅の比較的大きいもののみを考慮して uの高次の近似として次式を仮定するご

v= Al sm( T+α1)+Aνsm (νT+αν) 

+A  1-2νsin [(1-2y)T十α1-2νJ+A2-3νsm [( 2-3ν) T + α2-3~J (1.95) 

周波数 νを%とすると式(1.95 )は

v= Asin(T+αd +A%sin (，%T+α九)+ A Yssm ( yaτ+αYa) + Ao ( 1.96) 

となる。

凶周期解

周期解(1.96 )の振幅 Al' A九，A Ys' Ao，位相角的， α九， α% を決定するために，式

( 1.96)を式(1.6 )に代入し，周波数 1，，%，および%の周波数成分を含む三角関数 sineおよ

びcosineの係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

ヌ 2. ___ 1.  3 
P1A1 +γが%ωsψ1-zd%ωIS<P2-3A九匂Aosm CfJ3 -Bm m smα1= 0 

z 1 .3 
hA+z d九d%Sln¢z+zdMSlIiれ -3A7s A，YsAo∞S<P3 -Bm mωsα1= 0 

*周波数 νがYa，J-2，および%のとき，式(1.95)の周波数成分は式(1.13)の周波数成分に等しい。
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3 3 .2 
PJ%+12dJ%d%ωsh-11A%AeSln仇-3 AIAYsAo湖私=0

3 3 .2 
Ekd九十15A1A%d%Slnψ1-2AiiA刈IS9J.-3AtAYsAoCOS9J3=0 

3 2 

psd%+ZAd九ω5¢1-zAd%COSれ -3AIA九Aosin9J3+ 3A73AYaAosin仇 =0

3 2 ・ 3 .2 

Ekd%+ZイlA九Sln¢1+zdzd%S1nψ2-3AIA九AoCOS9J3ー3A九AYsAoCOS引 =0

Po Ao一三dqd2sm¢一三AtA7'3AYsSm仇 =04 fl 7'3 fl ys ，JUI 'r' -2.1:11 .1:1 7'3 

ここに
( 1.97 ) 

3 2 3 • ?・
Pl= -Al-十一 (A2~ 十A乙)+ 3Ao.-m 4 nl  I 2 ' .1:1 7~ T .t:IYs 

3 2 3..?  24  
P. = "'::_A2~ 十一( At-+A乙)+3An-ーよm• 4 -73 2 73 ---u 9 

3?  3??  .1  
P3= -:-Al~ 十一 ( A(十A2:) +3Ao--ニ-m4 flYs I 2 

ーノ
2

U
九

d
A
 +
 

2
l
d
1
 

2
/
 

d
d
 +
 

'
 
4イA
 

〆「，、
3

一2+
 

9

“
 au 
d
d
 
qa --

の
up
 

9Jl=α1-2a2/_+α1.<' 
/0 〆>， 9J2=α1-3α" ， 

73 

9J3=α，ーα2.-α1/ 
73 73， CfJ.=αι-2au /3 73 

式(1.97 )より周期解(1. 96 )の各振幅および位相角を求めることができる。

(ゆ周期解の安定性

第1.5(ω 節の考察に従って周期解(1.96 )の安定性を吟味する。周期解 Vo(τ)は前節で求め

られているから，式(1.96 )を式(1.42)に代入すると次のようなHillの方程式を得る。

d2可 6

τゴ十 [00+2L 0π郎 (4T一九 )J可=0
仙ゐ 九三 1 .:l 

( 1.98 ) 

ここに 00，On，および九(π=1-6)は周期解(1. 96 )の各振幅および位相角で表わされる。詳

細な式を付録 Iに示す。文献[1 ]に従って式(1.98)の第1次不安定領域，第3次不安定領域，

および第5次不安定領域における解を
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可(τ)=eM [αys sin (Ys TーσYs)十α%sm (%，T-a%)+α% sm (% T -a % ) ] ( 1. 99 ) 

と仮定する。式(1.99)を式(1.98 )に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1.76)を得

る。ただし式(1.76)において m=3， 九=6である。

また第2次不安定領域，第4次不安定領域，および第6次不安定領域における式(1.98)の

解を

可(T)=e 1/.'1' [α。+αyssm ( .%τ-aYs)+α九sin(%T-a九)+αlsin(T-a1)] (1.100) 

と仮定する。式(1.100)の周波数成分は周期解(1.96)の周波数成分に等しい。式(1.100)を

式(1.98)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 78 )を得る。ただし式(1. 78 )にお

いて m=3，n=6である。

式(1.41 ) ，式(1.99)，および式(1.100)より |μ1<oならば時間の経過と共に変分 c(T)は

零に収束する。従って式(1.76)および式(1.78 )を用いて第1次不安定領域，第3次不安定領

域，および第5次不安定領域における安定条件および第 2次不安定領域，第4次不安定領域，

および第6次不安定領域における安定条件はそれぞれ次式で与えられる。

LL (0) > 0 (1.101) 

ム(占)> 0 (1.102 ) 

ただし 式(1.76)および式(1.78 )において m=3，π=6とする。

数値例

式(1.96)の振幅特性を式(1.97)より求め，その結果を図1.12に示す。系のパラメタは

k = 0.05， m=  2.0 (1.103 ) 

である。第1.8ω節の考察に従って安定性を吟味した結果，実線の部分で安定であり，破線の
部分で不安定である。%調波成分の振幅特性曲線において破線 α』の部分では周期解(1.96) 

の周波数成分と同じ周波数成分を持つ不安定振動が励起することにより周期解(1.96)が不安

定となる。また破線 cdの部分では%調波成分，%，調波成分，および%調波成分を持つ不安定

振動が励起することにより周期解(1.96)が不安定となるf

*破線 cdの部分では外力の振幅Bを増加するにつれて九調波成分の振幅 A73が小さくなり，基本調波

成分の振幅Alは大きくなるから，固有周波数は九と 1の間にあると考えられる。したがって不安定振動の

主要周波数成分は%調波成分であると考えられ，%調波振動が励起すると推測される。
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図1.12の破線 cdの部分で励起する不安定振動の主要周波数成分を考察するために，変分方

程式(1.98)の解が何次の不安定領域において不安定左なるかを調べる。式(1.98 )の第九次不

安定領域における第 1次近似解を

可σ)=ema%sin(%τ ー σ%) (1.104 ) 

と仮定する。式(1.104)を式(1.98)に代入し，調波解析を行なうと μを定める次の式を得る。

(1.105 ) =0 
{} ns一2(%)μ 。0+μ2_ (%) 2 -{} nc 

J!凶三
。0+μ2_(切)2 +{} nc 。πs十2(%)μ

|μ1<0 式(1.41 )および式(1.104)より

k = 0.05 
m = 2.0 

ならば時間の経過と共に変分c(r)は零に
1.0 

0.8 

したがって第π次不安定領域

における安定条件は次式で与えられる。

( 1.106) J ~(ò) > 0 

収束する。

式(1.1 06)を用いて第 l次不安定領域，

0.6 o 
4 

および第5次不安定第3次不安定領域，

，
円
、
、

F
d司

，

円

¥
N
4

領域における安定性を吟味した結果，図

0.4 

‘主

1.12において曲線 αcd hの部分では

J ~< 0 

( 1.107) 

J ~> 0， J! > 0， 

0.2 
となり，第5次不安定領域で解(1.104)

したがって%調波成分

よりなる不安定振動が励起することによ

は不安定となる。

0.6 0.4 
。。

り%調波解(1.96)が不安定となる。
B 

7;調波振動の振幅特性.図1.12%調波振動1.9 

-41ー

この節では近似解(1.14 )で解析され

る周期解の内特に%調波解について考察



する。周波数 νを%とすると近似解(1.14)は

v=イ1sm (r +α1)+J4%Sln(%T+α%)+J4MSln(巧τ+α72') ( 1.1 08 ) 

となる。

凶周期解

第 L4(b)節で調波解析法を適用して式(1.108)の振幅 A，d%，dM，位相角的， α%'およ

びα%について式(L28)を得た。式(L28)より位相角的，d3.， およびαlLを消去すると
72， 72 

次式を得る。

[(P1-3Pz f竺4十P九3f羊i川 2べ引(μ1十ヰ9 A壬ム立仁+1f笠三印12=山
Al" At 4 A12 4 A1: 2 

1 • .?  

Z K2(34-イ4f+4(P242-P3イえ)zzdAィえ

jr(吋 +4~6P24-2MA~J4dん
::. .:. ~こ

3 勾 3 .命
P1=-:-At十一(A:，+A乙)-m 4 -. 2 '"'72 '"' y2 

( 1.1 09) 

m
 

9

一4
、，ノz
M
 

d
A
 +
 

dz 
，，目、
3

一2
十zs
A
 

d
A
 

3

一4=
 

P
 

3 .2  3 ， . 
A=zq+玄(イJ+dA)-zm

式(1・109)より振幅 A1'A72' および A~ を求めることができる。また式 (L28 )より位相角α1， 
α%'およびα%について次式を得る。

442〆 A.2，
smα1 =(Pl-3九一手十九一字)All Bm m 

A1- A/ 

9 • 1 
mα1=k(l+Z4+Z4)イ11Bmm 

山 %-MM)=tk(dA-吋)I (がえ)

附 (α% 一3α%)=2(P344-P24)/(句 A~ ) 
( 1.110) 

1 
.sm (ー2α1+αaノ+α_v.)=-:k(9Aよ+ィJ)/(ィμJdy) 

/2 6 ~ --/2 -~72"'" .L.a~ L~72 ー

1 
cos (一2α1+d%+α~)= ま (2P34-6P24)/( ィμ三匂)
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{ω 周期解の安定性

第1.5(ω 節の考察に従って周期解(1.108)の安定性を吟味する。周期解 Vo(，)は前節で求め

られているから，式(1.108)を式(1.42)に代入すると次のようなHi11の方程式を得る。

d2布 6

寸コ +[仇+2_E九∞s(τT一九)J甲=0 (1.111) 
ιιn=l  c.. 

ここに ()o，()n，および九(九=1-6)は周期解(1.108)の各振幅および位相角で表わされる。

詳細な式は付録 Iに示す。文献 [lJに従って式(1.111)の第 1次不安定領域，第3次不安

定領域，および第5次不安定領域における解を

可作)=e 1'1" [αxsin (X，-O x)+α~sm (X，ーσ~)+α%sin (%τ-o%)J ( 1.112) 

と仮定する。式(1.112)を式(1.111)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1.76 )を

得る。ただし式(1. 76)において m=3.π=4である。また第2次不安定領域，第4次不安定

領域，および第6次不安定領域における式(1.111)の解を

可(，)=e 1'1" [α~sm (Y2， -0~) +αIsm (，-01) +α% sin ( 72τ-072)J ( 1.113) 

と仮定する。式(1.113)の周波数成分は周期解(1.108)の周波数成分に等しい。式(1.113) 

を式(1.111)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1.78)を得る。ただし式(1.78)に

おける行列式の第1行および第1列を除く。またm=3.九=4である。

式(1.41)，式(1.112)，および式(1.113)より |μ1<oならば時間の経過と共に変分c(，)

は零に収束する。従って式(1.76)および式(1.78)を用いて第 1次不安定領域，第3次不安定

領域，および第5次不安定領域における安定条件および第2次不安定領域，第4次不安定領域，

および第6次不安定領域における安定条件はそれぞれ次式で与えられる。

.ddo)> 0 ( 1.114) 

.d2(O) > 0 (1.115) 

ただし 式(1.76)および式(1.78)において m=3.九=4とする。

数値例

式(1.108)の振幅特性を式(1.1 09 )より求め，その結果を図1.13に示す。系のパラメタは

k = 0.01. m= 1.0 ( 1.116 ) 
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k = 0.0 1 
m =1.0 

である。第1.9 (b)節の考察に従って安

定性を吟味した結果，実線の部分で安

1.5 
定であり，破線の部分で不安定である。

%調波成分の振幅特性曲線において破

線 αbの部分では周期解(1.108)の周

波数成分と同じ周波数成分を持つ不安定

1.0 

何
¥
F
d『
・

q同
《
，
F
d司

振動が励起することにより周期解(1.108)

が不安定となる。また破線 cdの部分

および破線 efの部分ではM調波成分

%調波成分，および%調波成分を持つ

0.5 

不安定振動が励起することにより周期

解(1.108)が不安定となる。

[10J 
%調波振動1. 10 

この節では近似解(1.14 )で解析さ

OOs 
れる周期解の内特に%調波解について

1.2 1.0 0.8 
考察する。周波数 νを%とすると近似

8 

%調波振動の振幅特性.図 1.13
解(1.14 )は

(1.117) v =A， sm (r+α， ) + AYa sm ( ys r +αYa)+AYaSm ()ir+α~) 

となる。

周期解

第1.4 (b)節で調波解析法を適用して式(1.117)の振幅 A ，J4%'J4%'位相角的，αYa'およ

びα%について式(1.30)を得た。式(1.30)より各振幅および位相角を求めることができる。

(a) 

周期解の安定性。))

第1.51)))節の考察に従って周期解(1.117)の安定性を吟味する。周期解 vo(r)は前節で求め

られているから，式(1.117)を式(1.42)に代入すると次のような Hi11の方程式を得る。

( 1.118) A
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ここに 80，8，.，および九(π=1.....5 )は周期解(1.117) の各振幅および位相角で表わされる。

詳細な式を付録 Iに示す。文献 [1]に従って式(1.118)の第1次不安定領域，第3次不安定

領域，および第5次不安定領域における解を

引τ}=eμτ[α%sm(%T-14)+α1 sin (τ ーσ1)+αys sm (YsτーσYs)] (1.119) 

と仮定する。式(1.119)の周波数成分は周期解(1.117)の周波数成分に等しい。式(1.119)

を式(1.118)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1.76)を得る。ただし式(1.76)において

m=3，九=3である。また第2次不安定領域および第4次不安定領域における式(1.118)の解を

引T}= e IJ' [α。+α73sin ( %T-σ九)+αYssm(YsτーσYs)] (1.120 ) 

と仮定する。式(1.120)を式(1.118)に代入し，調波解析を行なうと式(1.78)を得る。ただ

し式(1. 78)において m=2. n=3である。

式(1.41)，式(1.119)，および式(1.120)より |μ1<dならば時聞の街晶と共に変分c(Tl 

は零に収束する。従って式(1. 76 )および

式(1. 78)を用いて第 1次不安定領域，第

3次不安定領域，および第5次不安定領域

における安定条件および第2次不安定領域お

よび第 4次不安定領域における安定条件は

それぞれ次式で与えられる。

L1I(d) > 0 (1.121) 

L12(dl>0 (1.122) 

ただし 式(1.76)において m=3， n=3 

とし，式(1. 78)において m=2. 九=3と

する。

数値例

式(1.117)の振幅特性を式(1.30)より

求め，その結果を図1.14に示す。系のパ

ラメタは

k = 0.05 m= 0.4 ( 1.123) 

1.0 

0.8 

0.2 

k=0.05 
m=0.4 

Oo.s 0.8 1.0 

B一一一一ー

図1.14 ys調波振動の振幅特性.
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である。第1.10ω節の考察に従って安定性を吟味した結果，実線の部分で安定であり，破線

の部分で不安定である。破線の部分では周期解(1.117)の周波数成分と同じ周波数成分を持

つ不安定振動が励起することにより周期解(1.117)が不安定となる。

[19J 

1.11 第2高調波振動

この節では第2高調波解を求め，その安定性を吟味する。周波数 vを2とすると近似解

( 1.14 )は

V =A1 sm ( 'r+αt) + A2 sm ( 2'r +α2) + Ao ( 1.124) 

となる。

凶周期解

第1.4ω 節で調波解析法を適用して式(1.124)の振幅 A1，Az， Ao，位相角的，および叫

について式(1.31)を得た。式(1. 31 )より位相角的および的を消去すれば次式を得る。

~ ~ι.，. 、-、-・、，

[(P「 2P24)2+K2(1+4と)2]A12= B':' m2 
/:(1 /:( 1 

4 ( 4 k2キP;)A;= 9A14 A; 

2Po A02=P2 A22 

3 • 3.  • 
P，=-=-A;キ-=-A; + 3Ao. -m 
4 2 

3 • 3.  . • 
P 2='::"A2• + = A( + 3Ao. -4m 
4 - 2 

Po= A02十A，2+イ22) 

( 1.125 ) 

式(1.125)より振幅 A1'A2'およびA を求めることができる。また式(1.31 )より位相角的

および叫について次式を得る。 2

Sl叫 =(P2-2P225)A/(Bmm)
A1 

A2 
ωsα1=k(同友)A1/(Bm m) 

sin (α2 -2α1)= 2P2 A2 / ( 3A12 Ao) 

COS (α2-2α1 ) =4 kA2 / ( 3A12 Ao) 
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(ω 周期解の安定性

第1.5(b)節の考察に従って周期解(1.124)の安定性を吟味する。周期解 Vo(r)は前節で求め

られているから，式(1.124)を式(1.42)に代入すると次のような Hillの方程式を得る。

d2布 4

つτ~ + [00 + 2.L; OnCOS (πT一九)]可=0 ( 1.127) 
u，" nニ 1

ここに 00，九，および九(π=1-4)は周期解(1.124)の各振幅および位相角で表わされる。詳

細な式は付録 Iに示す。文献[1 ]に従って式(1.127)の第1次不安定領域および第3次不

安定領域における解を

引T)=em[a%Sln(MT-o%)+α72sm ( %' rーσ%)] ( 1.128) 

と仮定する。式(1.128)を式(1.127)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1.76) を得

る。ただし 式(1.76)において m=2，π=2である。また第2次不安定領域および第4次不

安定領域における式(1.127)の解を

可(r)=eμτ[α。+α1sm (τ-0， )十 a2sm (2τ-02) ] ( 1.129) 

と仮定する。式(1.129 )の周波数成分は周期解(1.124)の周波数成分に等しい。式(1.129) 

を式(1.127)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 78)を得る。ただし式(1. 78) 

において m=2， n=2である。

式(1.41 )，式(1.128)，および式(1.129)より |μ1<0ならば時聞の経過と共に変分 f(r)

は零に収束する。従って式(1.76)および式(1. 78 )を用いて第l次不安定領域および第3次不

安定領域における安定条件および第2次不安定領域および第4次不安定領域における安定条件

はそれぞれ次式で与えられる。

LI， (0)> 0 ( 1.130) 

Ll2(0) > 0 (1.131) 

ただし 式(1. 76)および式(1. 78)において m=2，九=2とする。

以上は第 1次不安定領域から第4次不安定領域における安定性を考察した。一般には第5次

不安定領域，第6次不安定領域，…における安定性も考察しなければならないが，これは 00

が大きい範囲で問題となる。。。が大きいときには周期解 (1.124)の振幅が大きししたがって

外力の振幅 Bも大きい。このとき周期解(1.124)には周波数 νが2以上の高調波成分が含ま

れなければならない。第2高調波成分および第3高調波成分を顕著に持つ周期解は第1.11(c) 
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節で考察する。また%調波解は第1.12節で考察する。

数値例

その結果を図1.15に示す。系のパラメタは式(1.124)の振幅特性を式(1.125)より求め，

( 1.132) m=  0.4 k =O.05~ 

である。第1.11ω節の考察に従って安定性を吟味した結果，実線の部分で安定であり，破線の

の周波数成分と同じ周波数成分を持つ部分で不安定である。破線の部分では周期解(1.124) 

不安定振動が励起することにより周期解(1.124)は不安定となる。なお図1.15に示した数値

例では%調波成分および%調波成分を持つ振動が励起しないが，外力が直流分を持つ場合には，

これらの周波数成分を持つ振動が励起することがある。この種の周期振動については第 3.7節

で考察する。

高次の近似解とその安定性(C) 

式(1.6)の外力の振幅 Bが大きくなれば解には第3高調波成分が顕著に現われることを第

1.5節で示した。また外力の振幅 Bが大なる場合には，基本調波成分が大きくなれ式(1.12) 

において第3高調波成分が顕著に現われることを考慮して，式(1.6)の解を式(1.15)のよう

K・0.05
m=0.4 

i¥! 
i¥! 

0.5トil

1.5 

1.0 

0
4

・H
a
q
-
-
4

3.0 2.0 1.0 。
ー--ーー園田4・
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に仮定した。周波数 νを2とすると式(1.15)は

v=Æsm( ， +α1)+A.sm(2 τ+α • )+A3 sm (3τ+α3) +Ao (1.133 ) 

となる。*まず調波解析法により周期解(1.133)の各振幅および位相角を決定する。式(1.133) 

を式(1.6)に代入し，周波数 1，2，および3の周波数成分を含む三角関数 sineおよび cosine

の係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと永式を得る。

3 .•. ___ _ . 3 . 2 
P1Al+3AIA2Aosm ("Pt--:-Al-A3ωIS (/). + -::-A.-A3ωS(/)a + 3A.AaAosm (/)4-Bm msmα1三 Xl=O4 ----- . - 4 

3 . 2 • _，_ __ 3. 2 
kAl十3AIA2AoCOS(/)1+ 7At A3Sm (/)2-7A..AaSm (/)3 +3A.AaAo∞Is(/).-B皿 mωsα1三 Yl=0 4 ---------. _ 4 

3.  3 
P.A2+ = A:AoSm(/)I+:: A1A2A3COS(/)3+3AIAaAoSm伊'4三X2=0 2 ----- . -2 

3 • 3 
2kA2ーιA{A0OO5(/)1 + ~ AlゐA3Sm(/)3 + 3A1 AsAo∞S(/)4三 Y2=0

2 ・

M+?ddm仇+3AIA2AoSルシ13005(/)2=Xa= 0 
3ル 2dzdsル 3AlA2Ao∞S仇 -tdfsM三れ=0

3 • 3 
PoAo+ιA:A2 Sm(/)1 + ~ AA2A3Sm(/)4三 Xo=0 4 ---------.. - 2 

~ t.~，乙

3 • 3 .• .._ _.2  
Pl=~At+一 (A2.+A3.) + 3 Ao.-m 4 --- 2 

3 • 3. .... .2 
P2= "::"'A2.+ー (A{+A;)+ 3Ao--4m - 4 --- 2 

3 • 3. • ..。
P3="::"'A3.+:: (A{+A;) + 3Ao--9m 
4 --- 2 

Po = A02十A12+ A: + A32 ) 

(/)1 = 2α2ーα2， (/)2=3α1-α3 

(/)3 =α1 -2α2+α3 (/)4=α1+α2-αs 

式(1.134)より周期解(1.133)の各振幅および位相角を求めることができる。

(1.134) 

*式(1.133)の各周波数成分は周波数 vが2および3の場合の第2向丘似解(1.14)の周波数成分に等

しい。
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つぎに周期解(1.133)の安定性を吟味する。周期解 Vo(，τ)は式(1.134)より求められている

から，式(1.133)を式(1.42)に代入すると次のようなHillの方程式を得る。

d2甲ょ
っコ +[80+2 ~ 8nCOs(日一九)J甲=0
晶‘ n= 1 

( 1.135 ) 

ここに 80 • 九，および ên (九=1-6 )は周期解(1.133 )の各振幅および位相角で表わされる。

詳細な式を付録 Iに示す。文献 [IJに従って式(1.135)の第 1次不安定領域，第3次不安定

領域，および第5次不安定領域における解を

引1')=e.tt'l'[αusm (~1' -Ou)+ α%sin (%T-6%)+α% sin ( % l' -0 %) J (1.136 ) 

と仮定する。式(1.136)を式(1.135)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 76)を

得る。ただし式(1. 76)において m=3.π=2である。また第2次不安定領域，第4次不安定

領域，および第6次不安定領域における式(1.135 )の解を

可(1')=eμτ[α。+α1sm (1'-σ1 ) + a 2 sm ( 2 l' -0 2) + a 3 sm ( 3 1'-0 3 ) ] ( 1.137 ) 

と仮定する。式(1.137)の各周波数成分は周期解(1.133)の各周波数成分に等しい。式

( 1.137)を式(1.135)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 78)を得る。ただし式

( 1. 78 )において m=3. 九 =2である。

式(1.41) .式(1.136) .および式(1.137)より |μ1<oならば時聞の経過と共に変分 C(1')

は零に収束する。従って式(1. 76 )および式(1.78)を用いて第1次不安定領域，第3次不安

定領域，および第5次不安定領域における安定条件および第2次不安定領域，第4次不安定領

域，および第6次不安定領域における安定条件はそれぞれ次式で与えられる。

Adol> 0 ( 1.138) 

A2(ol> 0 (1.139 ) 

ただし 式(1.76)および式(1.78)において m=3.π=2とする。

数値例

式(1.133)の振幅特性を式(1.134)より求め，その結果を図1.16に示す。系のパラメタは

k = 0.05. m= 0.15 ( 1.140) 

である。第1.11(c)節の考察に従って安定性を吟味した結果，実線の部分で安定であり，破線の

部分で不安定である。基本調波成分の振幅特性曲線において破線 ahの部分，破線 cdの部分，
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k =0.05 

m-O.15 
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第2高調波振動および第3高調波振動の振幅特性.図1.16

および破線 gAの部分では安定条件式(1.139)が満たされない。すなわち周期解(1.133)の周波数

成分と同じ周波数成分を持つ不安定振動が励起することにより周期解(1.133)が不安定となる。

また破線げの部分では安定条件式(1.138)が満たされない。すなわちM調波成分，%調波成分，

および%調波成分を持つ不安定振動が励起することにより周期解(1.133)が不安定となる。

%調波振動1.12 

前節において第2高調波解(1.133)の安定性を文献 [IJの方法で考察した。その結果周期

解に第2高調波成分および第3高調波成分が顕著に含まれる場合に%調波成分，%調波成分，

および%調波成分を持つ振動*が励起することが明らかとなった。この節では%調波成分を顕

著に持つ%調波振動について考察する。%調波振動は第2高調波および第3高調波成分も含む

*図1.16において%調波成分， .%調波成分，および%調波成分を持つ振動が励起することにより周期解
(1.133)が不安定となる外力の振幅Bの範囲では， Bを増加するにつれて第2高調波成分は小さくなり，
第3高調波成分は大きくなるから，固有周波数は2と3の聞にあるものと考えられる。したがって励起す

る振動の主要周波数成分は%調波成分であると考えられ，.%調波振動が励起すると推測される。
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と考えられる。また式(1.14 )より式(1.6)の解の主要周波数成分は外力周波数を 1とすれば，

これと周波数νおよび2-11の周波数成分である。従って周波数 νが 2，%，および 3の場合

の周期解を次式のように仮定するf

v = A1 sin (τ+α1)+Azsm(2t'+αz ) + Ao 

(必周期解

+A% sin (%t'+α% ) + AU sin ( 72' t' +αu) 

+A3sm(3τ+a3 ) 

( 1.141 ) 

調波解析法により周期解(1.141 )の各振幅および位相角を決定するために式(1.141)を式

( 1.6)に代入し，周波数 1，2， %， 72'，および3の周波数成分を含む三角関数sineおよびcosine

の係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

M+?凶仰1一心sm¢2-MJ郎仇

+2A%A~A3 α)SCP ， -2AIA%AUα)SCPs +2AZA%AUα)SCP6 

+2AGsiW7-M1AMim-叫んA3s仰 gJーBmmsm叫三X1=0 

附 ?[dJdSSM-山 3sm CPZ一叫smcp

+2 A5LAI/A3 smcp， -2AIA5/A./sm CPS +2A2A5/A./Sm CP6 イイ Ul%nU イ%

+2dodAm科一4AIA2AO仰パA2AoA3仰 gJーBmm陶 1三 Yt=0 

M+?[ー叫仰叫川CPto-A~A3GOSCPll + 2AtA2A3GOS 

+2AtA5LA
ー

ω55Pe-2442dsin gp-444d d siIl¢ー4AtAoA3smcPg J三 Xz=Oイイ 1 .n. O':)UJ "'t'8-~ .t'J.on%n~ùlll 'f" 12 -"*.r.t l .J'1 0 ./'1 3~JJI "'t' 9J 

2kA2寸[AtA~sinCP3+仰3si川

十2AtA%AUsinψ6+2A12A。ωSCP8 -4AOA% AU COSCP12 +4AtAoA3COScpg J三 Yz=O

*電気回路における実験によれば，式(1.141)の各周波数成分が他の周波数成分に比較して優勢であ

ることが観察された。
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(/)1 =一α1+2α2-a3， 

(/)3 =ーα1+α2-2α72， 

(/)5 =ー2a1+α-α% -72， 

(/)7 =-α1 + 2a72， 

(/)9 =-αzーα2+αρ

(/)11=ーα2-2α72+α3 ' 

(/))3=一α+α-α% '."'72 

(/)2 =ー3α1+α3

(/)， =-α1-α%+α72+αs 

ψ6 =-a1ーα+α+α%' ""72 

(/)8 = -2α1+α2 

(/)10 =-α2+ 2α%ーα3

(/)12 =-α2+α%一α72

式(1.142 )より周期解(1.141 )の各振幅および位相角を求めることができる。

{ω 周期解の安定性

第1.5(ω節の考察に従って周期解(1.141)の安定性を吟味する。周期解 Vo(，)は前節で求め

られているから，式(1.141 )を式(1.42)に代入すると次のようなHillの方程式を得る。

d2守 12
~，~ + [仇+251九州γ一九)J甲=0 ( 1.143) 

ここに {)o，九，および c，.(π=1 -12)は周期解(1.141)の各振幅および位相角で表わされる。

詳細な式は付録 Iに示す。文献 [1Jに従って式(1.143)の第 2πー1次不安定領域 (π=1，2，

…， 6)における解を

引τ)=e，uT [α%sm(MT-6%)十α%sm(%T-o%)

+α% sm ( %，-0 %) +α冗sm( Ji.'ーσ五)

+α.% sm (%τ-0.%) +α% sm ( %' -0 % )] ( 1.144) 

と仮定する。式(1.144)を式(1.143)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 76 )を

得る。ただし式(1.76)において m=6，九=4である。また第2π次不安定領域 (π=1，2，4，5， 

6)における式(1.143)の解を

可σ)=e'"[α。+a72SlnO~ ，ーσ72)+alSin(τ-o t)

+ a2 sin (2，-02) + a %sin (.%τ-0%)+α3 sin ( 3τ-03)J ( 1.145 ) 
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と仮定する。式(1.145)の各周波数成分は周期解 (1.141)の各周波数成分に等しい。式(1.145) 

を式(1.143)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1.78)を得る。ただし式(1. 78) 

また行列式の第6行，第7行，第6列，および第7列を除く。π=4である。において m=6，

式(1.41 ) ，式(1.144)，および式(1.145)より lμI<dならば時間の経過と共に変分c(τ)

は零に収束する。従って式(1.76)および式(1.78 )を用いて第2πー1次不安定領域 (π=1，2， 

..，6)における安定条件および第2π次不安定領域 (π=1，2，4，5，6)における安定条件はそれ

ぞれ次式で与えられる。

( 1.146) L1ddl> 0 

(1.147) L12(dl > 0 

π=4とする。また式(1.78)における行

および第7列を除く。

式(1. 76)および式(1.78 )において m=6，

列式の第6行，第7行，第6列，

ただし

数値例

その結果を図1.17に示す。系のパラメタは

k = 0.05 

m= 0.1 5 

式(1.141 )の振幅特性を式(1.142 )より求め，
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%調波振動，および第3高調波振動の振幅特性.
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k = 0.05， m=  0.15 ( 1.148) 

である。第1.12ω節の考察に従って安定性を吟味した結果，実線の部分で安定であれ破線の

部分で不安定である。基本調波成分の振幅特性曲線において破線 αbの部分，破線 cdの部分，

および破線 ghの部分では安定条件式(1.147)が満たされない。従って周期解(1.141)の周

波数成分と同じ周波数成分を持つ不安定振動が励起することにより周期解(1.141 )が不安定と

なる。また破線 efの部分では安定条件式(1.146 )が満たされない。従って(2九一1)/4調波

成分(九=1，2，…， 6 )を持つ不安定振動が励起することにより周期解(1.141)が不安定となる。

なお%調波振動については第 3.8ω節で考察する。

[20J 
1. 13 )i調波振動

この節では%調波解を求め，その安定性を吟味する。周波数 νを%とすると近似解(1.14 ) 

』ま

v =A1sm (τ+(1)十AYssm()i，+aYs) + AYsSm (73'+αy，) ( 1.149 ) 

となる。第1.4(ω節において調波解析法を適用して式(1.149)の各振幅および位相角につい

て式(1.32)を得た。式(1.32)より周期解(1.149)の各振幅および位相角を求め，文献 [lJ
[10J 

に従って周期解(1.149)の安定性を吟味した。 しかし周期解が式(1.149 )の程度の近似

では実験結果に対応する妥当な結果が得られなかった。この節では高次の近似解を求め，その

安定性を吟味する。

(必周期解

外力の振幅Bが大きく，解に第3高調波成分が顕著に現われる場合には，式(1.6)の解を式

( 1.15)のように仮定した。周波数 vを%とすると式(1.15)は

V=Alsm(τ+α1) + AYs sin ( yaτ+αYs) 

+ Ay， sm (Ys'+αy， ) + A3 sm ( 3， +α3 ) ( 1.150) 

となるJ調波解析法により周期解(1.150)の各振幅および位相角を決定するために，式(1.150)

を式(1.6 )に代入し，周波数 1，)i. .Ys，および3の周波数成分を含む三角関数 sineおよび

cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

*式(1.150 )の各周波数成分は周波数 vが%および 3の場合の第2次近似解(1.14)の各周波数成分

に等しい。
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P1Alキ三L-2Alメ7/A，/COSψl-A12A3邸仇4 L. I.JJ....l.L .. YsL...%' 

1 .ー
+2A7/Al/A3∞Sψs--::-A・ α>S<fl.j-Bm msma1= 0 Ys./:lYs./:lSIAI"'t's -3.1'1Ys VVuT4_J 

M1+?[2M的恥一心3sin 

1 • 
+2AYsAYaA3smψ3+すAYssm仇]ーBmmCωα1=0 

P的+?[イ匂肌+2AlAYsA3COSψ3-AんA3COS仇 J=。
fkd%+?Eイ仰m<fll + 2AIAYsA必m<flパμsin<fl5 J 

P的 +?[-d匂 COS<fl1+2AIAYsゐωws+Adkm仇 J=O

tk匂 +?[d匂 Sm<fllー2AIAYsA3Sin<fl3-Alψin<fl.J=。
3 _ 1 

psds+Z[-zdfm¢z+2Ad%d%郎机-d%dAC05科 J=O

3 _ 1 電

3 kA3+ ~ [♂t"sin仇一2AIAYsAYssin仇+句dみsm仇 J= 0 
~ ~~乙

3 • 3 • .。
P1 ="4Ai+玄(A元+AYs+Aa")-m

3 .• 3 • • • . 49 
PYs= 4 Aえ+E(dJ+dh+dJ)ーす m

3 • 3 • .・P%=zG十三(At+AU+As"ト -Em

3 .• 3 • • • 
P3 = -:-Aよ+ー (A{+A;/ +Aプ)-9m 4 .1".&;' I 2 ¥. E.l.l I .t:lYsぺ

<fll= 2α1-αYs+α%" <fl2=α3-3α1 

<fl3=<fll + <fl2' <fl.=α1-3αys 

<fl5= -α%ー2aYs+αs

式(1.151)より周期解(1.150)の各振幅および位相角を求めることができる。

{ゆ周期解の安定性

( 1.151) 

第1.5ω節の考察に従って周期解(1.150)の安定性を吟味する。周期解 Vo(r)は前節で求め
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られているから，式(1.150 )を式(1.42)に代入すると次のような Hi11の方程式を得る。

nu 
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( 1.152) 

ここに (}o，(} n，および九(π=1-9 )は周期解(1.150)の各振幅および位相角で表わされる。

詳細な式を付録 Iに示す。文献 [lJに従って式(1.152)の第 2九ー1次不安定領域何=1，2， 

4，5， )における解を

引，)=ettT [αxsin (Ys，-o x) + alsm (， -01) 

+αys sin (Ysτ-0  Ys)十a3sin(3，-03)J (1.153) 

と仮定する。式(1.153 )の各周波数成分は周期解(1.150)の各周波数成分に等しい。式(1.153) 

を式(1.152)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1.76)を得る。ただし式(1.76)に

おいて m=5，π=3である。また行列式の第5行，第6行，第5列，および第6列を除く。

第2π 次不安定領域 (π=1，3，4)における式(1.152)の解を

守的=ettT[ao+a九sm(%'ーσ九)

+ a2sin (2，-02) + aYs sin ( Ys'ーσys)J (1.154) 

と仮定する。式(1.154)を式(1.152)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 78)を得

る。ただし式(1. 78)において m=4，九=3である。 また行列式の第4行，第5行，第4列，

および第5列を除く。

式(1.41)，式(1.153)，および式(1.154 )より |μ1<!lならば時間の経過と共に変分c(τ)

は零に収束する。従って式(1.76)および式(1. 78 )を用いて第2丸一1次不安定領域(九=1，2， 

4，5 )における安定条件および第2九次不安定領域(包=1，3，4)における安定条件はそれぞ

れ次式で与えられる。

sl(!l) > 0 ( 1.155) 

s2(!l) > 0 ( 1.156) 

ただし 式(1.76)において m=5，九=3とし，式(1. 78)において m=4，九=3とする。

数値例

式(1.150)の振幅特性を式(1.151)より求め，その結果を図1.18に示す。系のパラメタは
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k = 0.2 ( 1.157 ) m= 1.0 k=0.2 

である。第1.13ω 節の考察に従って安定性
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を吟味した結果，実線の部分で安定であり，

破線の部分で不安定である。 ya調波成分の振

幅特性曲線において破線 ahの部分では周期

解(1.150)の周波数成分と同じ周波数成分を

持つ不安定振動が励起することにより周期解

( 1.150)が不安定となる。また破線 cdの部

分では直流成分.%調波成分，第2高調波成

および%調波成分を持つ振動が励起する分，

ことにより周期解(1.150)が不安定となる。

パラメタ Bおよびkを変えて%調波解が安

定に存在する領域を求めると，図1.19の斜

20 15 10 
。線を施した部分となる。領域の内側の空白部

B 一一一-
分では直流分，%調波成分，第2高調波成分，

および%調波成分を持つ不安定振動が励起す
ys調波振動の振幅特性.図1.18

ることにより.Ya調波解は不安定となる。

計算機*を用いて基礎方程式(1.6)の定常

それをフーリェ級数に展開して各解を求め，

周波数成分の振幅を得た。その結果を図1.20
0.3 

に示す。主要周波数成分は式(1.150)の周波

数成分と一致することが判る。なお%調波解

0.2 
と第3高調波解の振幅特性を図1.21に示す。

.:c 外力の振幅Bを増加するにつれて振動振幅の

5 

0.1 

。

平均値が大きくなるので，固有周波数は高く

前節において%調波解の安定性を文献[1] 

なると考えられる。

%調波振動(c) 

に従って考察した。その結果周期解に%調波
ys調波振動の発生領減.
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* KDC n (京都大学計算機No.2)を使用した。



さ 1
である。図1.22において q 

新しく励起した2-"3'調波

成分(九=0，1，2，…)を

太線で示した。%調波成分

が顕著に現われ，%調波振

成分および第3高調波成分

が顕著に現われる場合に，

直流分，%調波成分，第2

高調波成分，および%調波

成分を持つ振動が励起する

場合があることが明らかと

なった。図1.18において

破線 cdの部分では外力の

樹高Bを増加するにつれて

%調波成分は小さくなり，

第3高調波成分が大きくな

るから，固有周波数は%と

3の聞にあると考えられる。

従って励起する振動の主要

周波数成分は%調波成分で

あると考えられる。このこ

とを確かめるために，基礎方

程式(1.6)を計算機を用

いて解き，定常解をフーリ I

ェ級数に展開した。その結

果を図1.22に示す。 系の

パラメタは

k=O.2， m=l.O， B= 10.5 支
雫主

( 1.158) <;:{ 
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図1.20 ys調波周期解の調波解析(基礎方程式(1.6 )の解をフー
リェ級数に展開したもの).

4 

k = 0.2 

..， 
q 

5 

B 一一一一一ー
図1.21 ys調波振動および第3高調波振動の振幅特性.
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図1.22 2~調波成分を含む解(%調波周期解)の調波解析(基
礎方程式(1.6)の解をフーリェ級数に展開したもの). 

動が励起したと考えられる。なお新しく励起した周波数成分の内%調波成分が比較的大きい。

固有周波数に近い周波数νを%とすると式(1.15)における周波数 12ーν|は%となる。

1. 14 第5高調波振動

式(1.6 )において外力の振幅 Bが大きい場合に第5高調波振動が発生する。との節では第

5高調波解を求め，その安定性を吟味する。周被教νを5とすると，近似解(1. 14 )あるいは

( 1.15 )は

V =A1 sm (，十a1)+イ3sm ( 3，十a3)十A5sm (5，+α5 ) ( 1.159 ) 

となる。

(a)周期解

第1.4(b)節で調波解析法を適用して式(1.159 )の各振幅および位相角について式(1. 33)を

得た。式(1. 33 )より周期解の各振幅および位相角を求めるととができる。
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ω 周期解の安定性

第1.5ω 節の考察に従って周期解(1.159)の安定性を吟味する。周期解 Vo(，)は前節で求め

られているから，式(1.159 )を式(1.42 )に代入すると次のような Hillの方程式を得る。

d2可 5

τコ+[()o + 2 I;九∞s(2n，-Eπ)J可=0
u， ‘ n二 1

( 1.160) 

ここに ()o，()n，および九(九=1-5)は周期解(1.159)の各振幅および位相角で表わされる。

詳細な式を付録 Iに示す。文献 [lJに従って式(1.160)の第1次不安定領域，第3次不安定

領域，および第5次不安定領域における解を

守(，)= e IJ< [ a 1 sin ( ，ーσt)+ a3 sin (3，ーσ3)+ a5 sm (5，ーσ5) J (1.161) 

と仮定する。式(1.161)の各周波数成分は周期解(1.159)の各周波数成分に等しい。式(1.161) 

を式 (1.160)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 76 )を得る。ただし式(1.76) 

において m=3. 九=1である。 また第2次不安定領域および第4次不安定領域における式

( 1.160 )の解を

守(，)=elJ<[ao+αzSm(2，-oz) +α4 sin (4，-0，)J ( 1.162 ) 

と仮定する。式(1.162)を式(1.160)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1.78)を

得る。ただし式(1.78)において m=2.π=1である。

式(1.41)，式(1.161)，および式(1.162)より |μI<oならば時聞の経過と共に変分引のは

零に収束する。従って式(1. 76)および式(1. 78)を用いて第1次不安定領域，第3次不安定領

域，および第5次不安定領域における安定条件および第2次不安定領域および第4次不安定領

域における安定条件はそれぞれ次式で与えられる。

J1(o) > 0 (1.163) 

Jz(O) > 0 ( 1.164) 

ただし式(1.76 )において m=3.n=lとし，式(1. 78)においては m=2. π=1とする。

数値例

式(1.159 )の振幅特性を式(1. 33 )より求め，その結果を図1.23に示す。系のパラメタは
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図1.23 第5高調波振動の振幅特性.

k =0.05， m=0.15 ( 1.165) 

である。第1.14ω節の考察に従って安定性を吟味した結果，実線の部分で安定であり，破線の

部分で不安定である。基本調波成分の振幅特性曲線において破線 ahの部分，破線 efの部分，

および破線 hiの部分では周期解(1.159)の周肱数成分と同じ周波数成分を持つ不安定振動が

励起することにより周期解(1.159 )は不安定となる。また破線 cdの部分および破線タんの部
本

分では第2高調波成分あるいは第4高調波成分を持つ振動が励起することにより周期解(1.159)

は不安定となる。

*第2高調波振動については既に第1.11節で考察した。
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第 2章 直列共振回路に発生する振動の実験的考察

2.1 緒言

この章では可飽和鉄心を持つ直列共振回路に正弦波電圧を印加した場合に発生する強制振動

について実験的考察を行なう。

直列共振回路に適当な初期条件の下に交番電圧を印加すると，電源周波数と同一周波数の成

分を顕著に持つ基本調波振動以外に，高調波振動，あるいは分数調波振動の発生することが知

られている〔川町山叫文献 [1]で論じられているように林千博教授の方法により周期解

の安定性を考察すると，これらの周期振動を不安定にする振動の周波数成分が判ると共に新し

く励起する振動を予知することができる。例えば第3高調波振動は第2高調波振動が励起する

ことにより不安定となる場合があり，第2高調波振動が励起することが判っていた。さらに第

2高調波成分および第3高調波成分を顕著に含む振動は%調波成分(九=1，2，・・・・)を持つ振

動が励起することにより不安定となることが推測され，実験結果によれば第2高調波振動が不
[1 ] 

安定となって%調波成分 (n= 1，2，・・・・)を持つ振動の発生することが明らかになっていた。

また 1966年ころ林千博教授は，直列共振回路に振幅の比較的大きい電圧を印加すると，第3

高調波成分を顕著に含み%調波成分{九=1，2，・・・・)を持つ振動の発生することを指摘された。

当時，直列共振回路に発生する振動の主要周波数成分は外力の周波数を 1とすれば，これと固

有周波新に近い周波数νの成分であると考えていた。上記の%調波成分を持つ振動あるいは%

調波成分を持つ振動は外力の振幅の比較的大きい範囲で発生し，第2高調波成分あるいは第3

高調波成分を優勢に含むので，これらの振動の固有周波数は2あるいは 3の付近にあると考え

た。そこで電気回路で実験を行なった結果，これらの振動の主要周波数成分はそれぞれ%調波

成分あるいは%調波成分であることが判った。

第1.3節では振動に含まれる主要周波数成分の決め方について考察r1一般的に定常解の主
[10] 

要周波数成分を定め，調波解析法を適用して各周期解を求めた。 そこで本章では電気回路に

よる実験を行ない，理論的に求めた周期解の存在を確かめ，その実験結果を解析結果と比較検

討した。

本固有周波数は共振回路の静電容量の大きさとリアクトルの等価的インダクタンスによって決まり，等価

的インダクタンスは振動磁束の振幅に依存するものと考えられる。
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2.2 実験回路

実験回路は図 2.1に示す。実験結果と解

析結果を比較するために，鉄心に空隙を設

けたりアクトルと空隙のないリアクトルを

直列に接続して，図 2.2に示すような3次

特性のリアクトルを合成した:電源電圧の

任意の位相において振動を開始させるため

に逆並列に接続したサイリスタを用いた料。

また直流電源Eoを用いてコンデンサの初

期充電々圧を与えた。

[22] 
2.3 振動の発生領域と周波数成分

図 2.1に示す電気回路に発生する振動を

調べ，各振動の周波数成分と第1.3節で考

察した近似解の周波数成分を比較検討する。

初期条件として回路閉路時の電源電圧位

相およびコンデンサの初期充電々圧を適当

に与えると，直列共振回路に種々の振動が

発生する。電源電圧の振幅およびコンデン

サの容量を変えて各調波振動の発生領域を

求めた。実験結果を図 2.3，図2.4，およ

SCR 

図 2.1 実験回路

V 
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-
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a. 
《
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図 2.2 3次特性に近似したりアクトルの糊t
(1) :空隙を有しないリアクトル.
(2)，(3)，(4) :空隙を有するリアクトル・
(5): (H (2~(3~ および(4) の合成特性.

び図 2.5に示す。領域内の数字は振動の主

要周波数成分を示す。%調波振動および括調波振動の発生領域を図2.3に示す。また図 2.3に

おいて D1を記した領域では，初期条件によって基本調波の共振々動を発生する場合と非共振

振動の発生する場合がある。図に示すように%調波振動は比較的狭い領域で存在し，発生領域

の内側にM調波振動の発生しない部分がある。第1.6節の考察によれば，この領域では%調波

*** 成分を持つ不安定振動 が励起することにより%調波振動が不安定となると考えられる。

%調波振動，第2高調波振動，および%調波振動の発生領域を図 2.4に示す。図において 2，

* 文献 [1]，p・65-p. 68を参照した。さらに詳しいことは付録Eで説明する。
持制御回路の詳しいことは付録 Eで述べる。

特*%調波振動については第 3.5(b)節あるいは第4.3節で述べる。
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図 2.3 振動発生領域(Ys調波振動，Y2調波振
動，および%調波振動の発生領域，初

期条件により基本調波共振々動あるい
は非共振々動の発生する領域). 

%と記した領域では%調波振動が励起するこ

とにより第2高調波振動は不安定となり，第

2高調波成分と%調波成分を顕著に持つ振動

が発生する。

ys調波振動の発生領域は図 2.5に示す。第

1. 13節の考察によれば，電源電圧の振幅を

領域の境界線 ahの電圧より大きくすると，

%調波成分，%調波成分，および%調波成分

を持つ振動が励起することにより%調波振動

が不安定になると考えられる。

直列共振回路に発生する振動の主要周波数

成分は外力周波数の成分と共振回路の固有周

波数に近い周波数の成分であると考えられる。

コンデンサを小さくすると，固有周波数は高

くなり，また電源電圧の振幅を大きくするに
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図 2.4 振動発生領域(%調波接動，第2高調
波振動，および%調波振動の発生領域).
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図 2.6 各援動磁束の調波解析(電気回路に発生する振動磁束ゆを

フーリエ級数に展開したもの). 

つれて振動磁束の平均値は大きくなるので固有周波数は高くなると考えられる。

電源電圧Yおよび鉄心中の各振動磁束ゅの時間的変化をま厳し，磁東をフーリエ級数に展開し

た:その結果を図 2.6，図 2.7，および図 2.8に示す。各振動磁束の主要周波数成分は電源周

*KDCH(京都大学計算機Jin2 )を用いて計算した。
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各振動磁束の調波解析(電気回路に発生する振動磁束ゆを

フーリエ級数に展開したもの).

波数を 1とすれば， これと固有周波数に近い周波数ν，周波数 12一川， 11-2ν1，および3

の成分であって，式(1. 1戸)の周波数成分と概ね一致することが判る:

*周波数 12一川， 11 -2v 1， および周波数3の成分は可飽和リアクトルの3次特性によって電源周波
数1および固有周波数に近い周波数νの成分と共存すると考えられる。
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図 2.8 各振動滋束の調波解析(電気回路に発生する振動磁束

ゆをフーリエ級数に展開したもの). 

[鳥10]
2.4 理論的考察との比較

図2.2に示したりアクトルの特性は，電圧Esmωtの振幅Eと電流の波高値Iの関係、で示す

と次式で与えられる。

1 = O.778E3x 1O7 [A] ( 2.1) 

コイルの巻数をπとすると鉄心中の磁束の振幅@と電圧Esinωtの振幅Eとの聞にはつぎの関

係がある。

E=πωφ ( 2.2) 
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式(1.4)，式(2.1 )， および式 (2.2)よりつぎの関係式を得る。

剛弘 =J.ωc，.;(0.778 x 10-う [V] 

(2.3 ) 

ι =j~ωCS/ (0.778 x 107) [A] 

実験において電源周波数は 60[Hz]であり， C" = 10 [μF]とすると，電圧および電流の単位

量は次式で与えられる。

πω札=220 [V]， !" = 0.830 [A] (2.4 ) 

式(2.4)を用いて解析結果と実験結果を定量的に比較する。

図2.1の実験回路において種々の大きさの電源電圧およびコンデンサの下に，初期条件とし

て回路閉路時の電源電圧位相およびコンデンサの初期充電々圧を適当に与えると共振回路に各

種の振動が発生する。電源電圧の振幅を変化して振動の各周渡数成分の振幅を求めた:その結

果を図2.9，図2.10，および図2.11に示す。コンデ、ンサの大きさはそれぞれ

図 2.9 m = 2.0 (2.5 ) 

図 2.10 m = 0.4 (2.6 ) 

図 2.11 m = 0.15 ( 2.7) 

である。図における数字は振動の各調波成分の調波を示す。

図2.9においてB= 0.214 -0.491の範聞では対調波振動が発生しない。第1.6節の考察に

よれば，%調波成分を含む不安定振動が励起し%調波振動が不安定となると考えられる。この

実験結果は図1.2および図1.7の解析結果に対応する。

図 2.10に示すように，適当な初期条件を与えると%調波振動が発生する。%調波振動の主

要周波数成分は周波数 1，，%，および%の成分であって，式(1.117 )の周波数成分と一致す

る。この実験結果は図1.14および図1.15の解析結果に対応する。
[1] 

図 2.11において B=0.97で第2高調波振動が励起し，第3高調波振動は不安定となる。

この実験結果は図1.3および図1.16の解析結果に対応する。 B= 0.97 -1. 76の範聞で第2

高調波振動は安定であるが， B = 1. 76で%調波振動が励起することにより第 2高調波振動は

*ヘテロダイン波形分析器を使用した。(付録W参照)
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不安定となる。%調波振動はB= 1. 76"" 
k = 0.05 

2.92の範囲で電源電圧に同期化するが， 2.0 m=2.0 

B=2・92で%調波振動が励起することに 〆_________1
より%調波振動が不安定になると考えられ 1.5 

る。これらの実験結果は図1.16および図 ↑ 
1. 17の解析結果に対応する。なお%調波 I _ _I ! 

1.0~ ! 
振動は電源電圧の振幅の狭い範囲で電源電 L 

圧に同期しようとするが，不安定な振動で

あって同期化することが困難であると考え 0.5 

られる。破線の部分では電源電圧に同期化
¥ ~ ! 3 

することが困難な振動カ鴇生する。%調波 h 
振動は B= 3.82 ，..， 4. 64の範囲で電源電 0.4 0.6 0.8 

圧に同期化する。さらに%調波振動につい B 

て考察するために，電源電圧Yおよび鉄心 図 2.9 ys調波振動， Y2:調波振動，および基本調
波振動の振幅特性.

中の磁束ゅの時間変化を記録し，磁束を調

疲解析して各周波数成分の振幅を求めた。

m=O.4 

F

コ
向

u

a
l
l
-
-
l
l
，
L
 

。 2 
B 

図 2.10 基本調波振動，%調波振動，および第2高調波振動の据隔特性.
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図 2.11 第2高調波振動，%調波振動，Ya調波振動，および第3高調波振動の振幅特性.

その結果を図2.12および図2.13に示す。解析結果と比較検討するために

Cn = 2.5 [μ町， TWJ0n = 110 [v] ， In = 0.104 [A] (2.8 ) 

として系のパラメタをそれぞれ

図 2.12: m=1.0， B = 10.2 (2.9) 

図2.13 : m = 1. 0， B = 10. 7 ( 2.10 ) 

とした。まず図2.12に示す実験結果は図1.20の解析結果に対応する。図 2.12において主

要周波数成分は式(1.150)の周波数成分と一致することが判る。つぎに図 2.13に示す実験結

果は図1.22の解析結果に対応する。%調波振動は 2Ys調波成分 (π=1， 2，・・・・)を持つ振動

が励起することにより不安定となることが判る。 2Ys調波成分の内特に%調波成分が優勢であ

り，Ya調波振動が励起したと考えられる。
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図 2.13 2%調波成分を含む振動磁束(%調波振動磁束)の

調波解析(電気回路に発生する振動磁束ゆをフーリ

エ級数に展開したもの).
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第 3章 外力に直流分を含む直列共振回路における

定常振動の理論的考察

3. 1緒言

第1章において直列共振同路に正弦波電圧を印加した場合に発生する定常振動について考察

した。直列共振回路には外力周波数と簡単な整数比 (m/π)をなす周波数の成分を顕著に含む

m/π調波振動が発生することを示した。 m/π調波振動の内，mあるいはη の何れか一方が偶数

である振動キは直流分を含むことが判った。従ってこれら偶数次調波振動は外力に直流分を含

む場合に発生するととが容易になると考えられる。との章では直列共振回路に正弦波電圧およ

び直流電圧を印加した場合に発生する周期解を求め，その安定性を文献 [1]に従って吟味す

る。

3.2 基礎方程式

図 3.1に示すように可飽和リアクトルを持つ直列共振回路に交番電圧ESInwtを印加し，リア

クトルの 2次巻線には直流電流 t0を流して鉄，i:;中の磁東が偏極した場合を考える。 図に示し

た記号を用いると次の回路方程式を得る。

!品。LRl
t L C 

R 

図 3.1 鉄心中の磁束を直流偏極したリアクトルを
持つ振動回路.

*第1章において %調波，%調波，%調波，第2高調波，および%調波等の偶数次調波振動について考

察した。
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dφ 
π一一+Riv = Esm wt dt .n 

RiR=をfセ ( 3.1 ) 

i=iR+ic 

ここに九はリアクトルの 1次巻線の巻数であり， 2次巻線も同巻数とする。またゆは鉄心中の

磁東である。鉄心の磁化特性を次のように仮定するJ

π(i+io)=αが ( 3.2 ) 

ここに αは鉄心の磁化特性による定数である。電流，磁東，および容量を無次元化するために

も=1，.u， 日=1"uo， ゆ=o，.v， C=C"m ( 3.3 ) 

によって定義される u，uo' v，およびmを導入する。 1"，φ"，およびC"は任意に選ぶこと

ができるが，計算を簡単にするため

nω2C，. o" = 1，.， 九1"= a 0，，3 ( 3.4 ) 

なる関係を設ける。式(3.2 )，式(3.3)，および式(3.4)を用いて式(3.1 )を書き直せば，

uについて次の基礎方程式を得る。

>-ヲ'ι.，..
'- '-曹』

* 

d2 V k dv 1 . • R 
--τ 十一一?十':"v3=B.J1+(k/m)2 COSt"十2
aτ m ιτ m m 

t"=ωtー凶一1(土)，
m 

E 
B=一一一一，
nωφn 

1 
k=一一一一
ωC"R 

Boニ uo=芋
." 

( 3.5 ) 

実際には鉄心の磁化特性は n(i+iO)=a 1ゆ十a3O3+…+a"O"で表わされ， "が5以上の高次の項
aaゆπを持つ場合があるが，計算の簡単のため磁化特性を式 (3.2)のように 3次特性と仮定した。 実

験では解析結果と比較するため3次特性のリアクトルを合成した。(第 4.2節)
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式 (3.5)において外力は直流分 B。を持つ。

3.3 定常解の仮定

式(3.5)の解に含まれる主要周波数成分について考察する。まず， k=O， B=O，および

Bo =0の場合，式 (3.5)は

竺旦+竺v=O
dτZ m 

(3.6 ) 

となる o Vの固有周波数を h とすると， "0 Zは上式より v2/mの平均値にほぼ等しいと考えら

れ，vの第1次近似として次式を仮定する。

v=A"o sm (110τ 十¢ν。) (3.7) 

つぎに kが比較的小さく Bおよび B。が零でない場合には，解の主要周波数成分は外力周波数を

1とすれば，これと固有周波数に近い周波数Jの成分および直流分であると考え，第1次近似
として次式を仮定する。

V=Alsm(τ+<ll)+AlIsm(lI7:十α")+A。

式 (3.5)を書き直すと

ここtと

d2 V Bn k dv 1 • 
-=B~∞sτ+ ーム一一ーァ一一 -v.
dτZ 山 m mdτm  

B m = B j 1 + (k / m )2 

** となる。式(3.8)を式(3.9)の右辺に代入すると次式を得るー

(3.8 ) 

(3.9 ) 

*固有周波数hがm/nI {J( m/n:簡単な整数比， (J:小さい定数)のとき，振動が外力に引込まれて同
期化した周期振動となり，主要成分の周波数vがm/nとなる場合がある。例えば固有周波数 hがO.3で
あっても，振動が外力に同期化し主要成分の周波数が%となることがある。なお第3章では周期振動につ

いてだけ考察するが，式 (3.5)において k=Oの場合には外力に同期化しない概周期3康助が発生するこ
とがある。概周期振動の主要成分の周波数vは一般には外力周波数と無理数比をなす。 L"J

**式 (3.10)の右辺の直流項が零でなければ，式 (3.5)の解は Tの項，すなわち t→∞のとき無限に増大
する項いわゆる永年項を含む。 Uの周期性の条件より式 (3.10)の直流項は零でなければならない。[2，p・16]

例えば周波数vが%のときには
.， _ 3 • 

[A02 + ~ (A12 + A~，/)] Ao +-; A1A v.t sm (α1-2aVn)=Bo 
2'-' 72 4 7:宮 72

でなければならない。上式は式 (3，8)を式(3.5)に代入し，調波解析を行なっても得られる。(第 3.5節)

-76ー



2 V _ . B. k 
ーァτ =B.皿郎τ+~ー一 [A1 COS('r十α1)+ 11 AIlCOS (.rrr+a v )] 
d'C'“ m m 

1_，3.3.  _.. 
ーー[(-:-A12 + ~ A/ + 3Ao") A1Sin( 'r+α1 ) 
m--4-- 2 

3 • 3.  2、+ ( ~A" z +: Alz+3Ao') A1sm (II'C' +αν) 
4 --v 2 

-?μ/ r sin [(1-211)τ+ル 2a，.J+sin加山+い川

+?山νrsin [(2-1I)'C'+払 -allJ-sin [(2+ν)τ+伽叱JI
+ 3A1AIIA. (COS[(1-ν) 'c' +a1-aIlJ -cos [(Hν)'C'+a1十叫]I 

3 
-3dfdem(2T+2h)一一山oCOS (211'C'十2凡)2--V .- V 

寸めin(3川町十"aSin(311't'+3all) 
， . 3 • 3 • 
+ (AO" +: Alz十 ::-A/)AoJ 

、 2 2'  

(3.10 ) 

式(3.10)の両辺を積分すると uの周波数 1，11 ，および直流の成分以外の周波数成分が現われ

る。外力の直流分 Boが大きくなく，従って解の直流分A が大きくない場合，解の各周波数成
本

分の内振幅の比較的大きなもののみを考慮して，vの第2次近似解を次のように仮定する。

ν亘1: V=Alsm (τ+αt) +Aνsm (ν'C'+αν) 

+Al_2I1sin[(1-211) 'C'+al_2vJ+Ao (3.11) 

ν>1: V =A1Sm ('C'+αt) +Aνsm (ν'C'+cら)

十A2-vsin [( 2-11)τ十α2-ν]+A2Sin(2τ+α2 )十Ao (3.12) 

外力の振幅Bが大きく基本調波成分が大きくなる場合には第3高調波成分をも考慮して， Vの

近似解を次のように仮定する。

*実験結果によれば，式 (3.11)，式 (3.12)，および式 (3.13)の周波数成分が他の周波数成分に比較して

優勢であることが観察された。
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ν>1: v=Asin('["+α1) + Av sin (ντ十¢ν)+A2ーνsIn[(2-ν) '["+a2_vJ 

+A2 sm (2'["+α2) +A3sm(3'["+a3)十Ao ( 3.13) 

外力の振幅Bが大きい場合には基本調波成分等の振幅が大きくなるので，周波数vは高くなる。

外力に直流分を含まない場合には，外力の振幅Bを増加するにつれて基本調波以外に第3高調

波などの奇数次調波成分が現われるが，外力に直流分を含む場合には，第2高調波成分が顕著

に現われる。なお外力の直流分 Boが大なる場合には，式 (3.10)において第2高調波成分以

外に周波数 1-11，211等の成分も大きくなると考えられる。

3.4 基本調波振動

この節では外力と同一周波数の成分を顕著に持つ基本調波解について考察する。周期解を調

波解析法を適用して求め，その安定性を文献[1 ]に従って吟味する。特に外力が直流分を持

つ場合には%調波振動が励起することにより基本調波解が不安定となる場合のあることを説明

する。

匂)周期解

周波数 νを1とすれば，式 (3.8)は

v =A1sm ('["+ a1) +イ ( 3.14 ) 

となる。調波解析法により周期解(3.14 )の各振幅および位相角を決定するために，式(3.14)

を式 (3.5)に代入し，周渡数 1の周波数成分を含む三角関数 sineおよび cosineの係数およ

び直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

ヲ.. ~ 1._"1'" 
'--'--，-

PIAI-Bm m smα1=0 

k A1 -Bm m COSa1 =0 

PoAo = Bo 

pz=?dzZ+ぱ -m， PO=A02+ト12
式(3.15 )より僻目角的を消去すると次式を得る。

(P12十 k2)A12 = Bm2 m2， PoAo= Bo 
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式 (3.16)より振幅A およびんを求めることができる。

ω 周期解の安定性
文献 [lJに従って周期解 (3.14)の安定性を吟味するために，この周期解を Vo(-r)で表わ

し，それからの微小変分 c('τ)を考える。この変分Eσ)が時間の経過と共に零に収束すれば周期

解は安定であり，発散すれば周期解は不安定である。 c(-r)を

V(τ) = V 0 (-r) + c (-r) (3.17 ) 

によって定義する。式(3.17)を式 (3.5)に代入して

A
U
 

一一
F

、
U
 

3
一
m
+
 

Ft
，一

τ

，¢一，¢

k
-
m
 

+
 

E
L，
-
2
 

2

-

T

 

d
て
¢

(3.18 ) 

なる変分方程式を得る。そこで

E(T)=e-sV(τ) ， o=土-
2m 

(3.19 ) 

なる変換を用いて式(3.18)より次式を得る。

d2η ， ~ _ 3 .、
ーで十 (_Ò2+~ VOZ)η=0 
ιτ- m 

( 3.20) 

周期解 Vo(-r)は前節で求められているから式(3.14)を式 (3.20)に代入すると次のHillの方程

式を得る。

d2η 三、
ゴコ+[00+2 L.: 0，. COS(n-r-e，.)]布=0
CLι ，.二1

~ ，>- 1.ァ、-、_r'丸.
k ，2 3 • • 

00 =ー(一一Y+ー (A1Z+2AoZ)
2m' 2m 

OJ=Onsz+Oncz， 加

( 3.21 ) 

。18-三A1AoCOSι，
m 

。1c=三A1Aosinal
押Z

。zs=JLdfsin肌，
4m 

。 3
2c=--， -A1-COS2的
4m  
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文献 [lJに従って式(3.21)の第1次不安定領域における解を

"一

引τ)= e-" a ~ sm ( 72 t" -a ~ ) (3.22 ) 

と仮定する。式 (3.22)を式(3.21)に代入し，調波解析を行なうと μ を定める次の式を得る。

4dμ)三

0げ寸f一引

0引九1.+ 2 ( シμ 
。1.+2φμ 
山 2ー(t)+OIC

また第2次不安定領域における式 (3.21)の解を

布(t")= e.ttT [α。+αlsin(t"ーσ1)J 

=0 (3.23 ) 

( 3.24 ) 

と仮定する。式 (3.24)の周波数成分は周期解(3.14)の周波数成分に等しい。 式 (3.24)を

式(3.21)に代入し，調波解析を行なうと μを定める次の式を得る。

。0+μ2 。10 。lc
42伊)=I 2. (J 1. 。0+μ2-1-(J2c 。2.-2μ 1=0 ( 3.25) 

2(JlC 。2.+ 2μ 。0+μ2-1 + (J 2c 、

式 (.3.19)，式 (3.22)，および式 (3.24)より|μ1<oならば時聞の経過と共に変分f(吋は零

に収束する。従って第1次不安定領域における安定条件および第2次不安定領域における安定

条件はそれぞれ次式で与えられる。

4do)> 0 ( 3.26) 

42 (o)> 0 ( 3.27) 

なお詳しくは省略するが，式(3.15)の関係を用いると周期解(3.14)の振幅特性曲線 (BA1 
[2，p. 105J 

および BAoの関係)が垂直接線を有する点は 42(o) =0となる安定限界点と一致する。 r

以上は第1次不安定領域および第2次不安定領域における安定性を考察した。一般には第3

次不安定領域，第4次不安定領域， ・・・における安定性を吟味しなければならないが，これは

れが大きい範囲で問題となる。れが大きνときには振幅Alあるいはんが大きく従って外

力の振幅Bあるいは Boが大きい。とのとき周期解 (3.14)には高調波成分が含まれなければ

ならない。高調波解については第 3.6節以降で考察する。
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数値例

式 (3.14)の振幅特性を式 (3.16)より求め，その結果を図 3.2に示す。系のパラメタは

k=0.05， m=  1.0. 

である。第 3.4ω節の考察に従って安

定性を吟味した結果，実線の部分で安

定であり，破線の部分で不安定である。

基本調波成分の振幅特性曲線において

破線ahの部分では%調波振動が励起

することにより周期解(3.14)が不安

* 定となる。また破線 cdの部分では周

期解 (3.14)の周波数成分と閉じ周波

数成分を持つ不安定振動が励起するこ

とにより周期解(3.14)は不安定とな

る。

Bo = 0.07 (3.28 ) 

1.5 k = 0.05 

80= 0.07 

n
u
 
-

a

・TEEE
'
E
E
E
'
1
1

・

d --、---旬、、_ Al : + 
司.‘・ II司、ー II

“ 、、、、
¥ 、、，

o 
q 

0.6 

.i 0.5 

0.2 0.4 

B 一一一一一ー
3.5 U調波振動

前節において文献 [1]の方法によ

り基本調波解の安定性を吟味した結果，

%調波振動が励起することにより基本

調波解が不安定となることが判った。そこでこの節では%調波解を求め，その安定性を吟味す

る。

ω 周期解とその安定性
周波数 νを巧とすれば，式 (3.11)は

図 3.2 外カに直流成分を含む場合の基本調波振動の振
幅特性.

世=Alsm(τ+αJ)十AY2SIn(Uτ+aY2)十Ao (3.29 ) 

となる。式 (3.29)は外力に直流分を含まない場合の九調波解(1.71)の周波数成分と同一周

波数成分を持つ。調波解析法により周期解 (3.29)の各振幅および位相角を決定するために，

*破線 abの部分では外力の振幅Bを増加するにつれて，解の直流分d。は小さくなり，基本調波成分は

大きくなるので固有周波数は零と 1の間にあると考えられる。
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式 (3.29)を式 (3.5)に代入し，周波数1および苑の周波数成分を含む三角関数 sineおよび

cosineの係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

M-2dM24 sinMmmS1← O. 

PY2AY2ー3AlAY2AoSm<p = 0 • 

.. 
PoAo -~ AIAY2"S仰 =Bo

ヲ-ヲ... 1."7" 
、ー・ 、ー・ .、.

3.. 3 2 ~.2 
Pl=~At+ = Al/" +3Ao"一4n1  ~I 2flY2 

Po=ぷ+?(AZ+ダ)• 

M1-2d%24∞5日 mωSa1=0

tk匂 +3μμ。ωsψ=0

.i .点。~ m 
PI/ = ~A ，/" + -:-A1" +3A~ -"7 Y2-4flY2 '2 

<p=α1 -2α% 

式 (3.30)より位相角仇およびα%を消去すると次式を得る。

[(P-t4)+k(14yjd=v 
t K2十pd=叫ん2
4PoA02_pl/Au2 =4BoA。

イイ

* 式(3.31)より振幅Al.AY2.およびゐを決定することができる。

( 3.30) 

( 3.31) 

文献 [lJに従って周期解(3.29 )の安定性を吟味するために，この周期解を Vo(τ)で表わ

いそれからの変分c(T)を考える。第 3.4(b)節と同様にして，変分方程式は

となる。

d2c . k dc 3 
ーで寸ニ一一一十~ Vo 2 c =σ 
dτZ m dτ m 

( 3.32) 

*計算機 (KDCII)を用い，ニュートン・ラプソン法により各振幅を求めた。初期値は実験結果を考慮し

て適当に与えた。
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c (r)= e-d-r司(r)• 8=土
2m 

(3.33 ) 

なる変換を用い，周期解(3.29)を式(3.32)に代入すると，第1.6ω節のHillの方程式(1.74) 

を得る。従って周期解 (3.29)の安定性を第1.6制節の考察に従って吟味することができる。

数値例

式(3.29)の栂幅特性を式(3.31)より求め，その結果を図 3.3に示す。系のパラメタは

k=0.05. m= 1.0， Bo =0.07 ( 3.34) 

である。%調波解の存在する外力の振幅Bの範囲は図 3.2において%調波振動が励起すること

により基本調波解が不安定となる外力の振幅Bの範囲と一致する。第1.6 (b)節の考察に従って

安定性を吟味した結果，実線の部分で安定であり，破線の部分では%調波成分および%調波成

分を持つ不安定振動が励起することによ

り周期解(3.29)が不安定となる。

k=0.05. m= 1.0. Bo =0.03 

(3.35 ) 

の場合の式(3.29)の振幅特性を式(3.31) 

より求め，その結果を図3.4に示す。第1.6

(防節の考察に従って安定性を吟味した結果，

実線の部分で安定であれ破線の部分で不

安定である。%調波成分の振幅特性曲線に

おいて破線 ahの部分および破線 efの部

分では周期解 (3.29)の周波数成分と同じ

周波数成分を持つ不安定振動が励起するこ

とにより周期解 (3.29)が不安定となる。

また破線 criの部分および破線 ghの部分

では何れも%調波成分および%調波成分を

持つ不安定振動が励起することにより周期

'U『-nu 

--Illi--tl 

0.6ト k= 0.05 

80= 0.07 

o 
q 

N
¥
F
q
 0.2 
q 

。 0.2 0.3 0.4 0.1 

B 一一一一一+

図3.3 外力に直流成分を含む場合の%調波振動の
振幅特性.
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解 (3.29)が不安定となる。

0:>) 74調波振動および%調波振動

前節において%調波解の安定性を

文献 [1]に従って考察した。その

結果%調波成分および%調波成分を

持つ振動が励起することにより._Yz

調波解が不安定となる場合のあるこ

とが明らかとなった。なお図 3.4に

おいて破線 gh部分の振動振幅の平

均値は破線 cc/，部分のそれより大き

いので，破線タh部分の固有周波数

は破線 cc/，部分の固有周波数より高

いと考えられる。これらのことを確

かめるため，基礎方程式 (3.5)を計

算機を用いて解き，定常解をフーリ

ェ級数に展開した。まず系のパラメ

タを

k=0.05， m= 1.0， 

Bo= 0.03， B= 0.088 

(3.36 ) 

0.6 

k = 0.05 

m= 1.0 

80= 0.03 

0.4 
o 
q 

-
N
¥
-
q
 

-
F
q
 0.2 

0.2 0.4 

B 一一一一+

図 3.4 外力に直流成分を含む場合の%調波振動の振幅特

性.とし._Yz調波成分の比較的小さい定

常解とその各周波数成分の振幅を求

めた。その結果を図 3.5に示す。図 3.5において新しく励起した%調波成分(九=1，3，5，…)

を太線で示した。この周期解は%調波成分を顕著に含み.74諦波振動が励起したと考えられる。

キ

破線 cdの部分では外力の振幅Bを増加するにつれて解の直流分は小さくなり，Y2調波成分は大きくな
るから固有周波数は零と%の間にあると考えられる。従って不安定振動の主要周波数成分は%調波成分で

あると考えられ， X調波振動が励起するものと推測される。また破線 ghの部分では外力の振幅Bを増加

するにつれて%調波成分は小さくなり，基本調波成分は大きくなるので固有周波数は%と 1の間にあるも

のと考えられる。従って不安定振動の主要周波数成分は%調波成分であると考えられ，%調波振動が励起

するものと推測される。
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つぎに系のパラメタを

k= 0.05. m=  1.0， Bo=0.03. B=0.116 (3.37 ) 

とし，Y2調波成分の比較的大きい定常解とその各周波数成分の振幅を求めた。その結果を図3.6

に示す。この周期解は%調波成分を顕著に含み，%調波振動が励起したと考えられる。なお解

には%調波成分が含まれている。周波数νを%とすると，式(3.10)において 1-11は%となる。

M調波振動あるいは%調波振動は外力の振幅Bの狭い範囲で安定に存在する。外力の振幅 B

を増加することにより振動樹冨の平均値が大きくなれば，周波数νが高くなる左考えられる。

図 3.3に示すように振幅Bの増加と共に解の直流分が小さくなり，基本調渡成分が大きくなる

喝回

c 
Q.I ..... 
E 。
u 

。ん

200 

150 
目

u 100 
E 。
ε 
‘ー，咽
工

50 

。。

• 8cosτ 
三/¥「¥/¥ ( 
¥JV¥J¥J 

k = 0.05 

m= 1.0 

80=0.03 

• 8 = 0.088 

2 3 

Order of harmonics 

図 3.5 X調波成分を顕著に含む解(X調波周期
解)の調波解析(基礎方程式(3.5 )の
解をフーリェ級数に展開したもの).
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振幅Bの範囲で周波数νが75(零と 1

の中間)の周波数成分が励起する。ま

た図 3.3あるいは閲 3.4において振幅

Bの増加と共に%調波成分が小さくな

り基本調波成分が大きくなる振幅Rの

範囲で周波数 νが%(75と1の中間)

の周波数成分が励起し， 75調波振動が

不安定となる。同様にして%調波振動

は%調波振動が励起することにより不

安定となると推測される。

• [ 23 ] 
3.6 第2高調波振動

この節では外力に直流分を含む場合

の第2高調波解について考察する。周

期解を調波解析法を用いて求め，その

安定性を文献[1 ]に従って吟味する。

特に%調波成分 (π=1，3，5 )を持つ

振動が励起することにより第2高調波

解が不安定となる場合のあることを説

明する。

位)外力の振幅が大きくない場合の

近似解

400 

300 
目
Bcosτ 

... ・ 1ハハ(¥ C 
QJ .... ¥J V V ¥J C 。
u 

u 200 
C k ::: 0.05 。
E 

m = 1.0 
L. 

'百 Bo= 0.03 
工

B = 0.116 

100 

1/2 2 3 

Order ot harmonics 

図3.6 %調波成分を顕著に含む解(冗調波周期
解)の調波解析(基礎方程式(3.5 )の

解をフーリェ級数に展開したもの). 

式(3.5)において外力の振幅 Bが大きくない場合の第2高調波解について考察する。 周波

数νを2とすれば，式(3.12 )は

V=AlSm(，十αt)十A2sm(2， +α2) +イ。 ( 3.38) 

となる。調波解析法により周期解(3.38)の各振幅および位相角を決定するために，式(3.38) 

を式(3.5)に代入し，周波数 1および2の周波数成分を含む三角関数 sineおよび cosineの

係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
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P1Al +3A1AzAoSmcp-Bm msma1= 0 ， 

M 十 3dJASinFo，

M+?dfdzW 

，... '7" t.""" 
'-'-・ー

3 . z . 3 
Pl=":;-Al-+ ~ A2 十 3Ao.-m， 4 --- 2 

Po=doZ+2(dfd)， 

kAl +3A1AzA。αJScp-Bmmωsα1=0

2M2-3d川 Sψ=。

3 • 3.. • 
P. =..::.. A~-+"::"Al-+ 3A. --4 m 
ー 4 - 2 -

ψ=2α「 αz

式(3.39)より周期解(3.38)の各振幅および僻目角を決定することができる。

( 3.39) 

文献 [lJに従って周期解 (3.38)の安定性を吟味するために，この周期解を VO(T)で表わし，

それからの変分Eσ)を考える。第 3.4(1:>)節と同様にして，変分方程式は

となる。

d2c k dC 3 
ττ+ーでー +~V/ç=o
aτ・ m dτ m 

c (1τ")= e-IJτηtτ.) ， o=土
2m 

(3.40) 

( 3.41) 

なる変換を用い，周期解(3.38)を式(3.40)に代入すると，第1.11ω節のHillの方程式

(1.127)を得る。従って周期解(3.38)の安定性を第1.11(b)節の考察に従って吟味すること

ができる。

数値例

式 (3.38)の振幅特性を式 (3.3θ)より求め，その結果を図 3.7に示す。系のパラメタは

k=O.I. m= 1.0. Bo =0.8 (3.42 ) 

である。第1.11ω節の考察に従って安定性を吟味した結果， 実線の部分で安定であり，破線

の部分で不安定である。破線 αbの部分では周期解(3.38)の周波数成分を持つ不安定振動が

励起することにより周期解(3.38)は不安定となる。また破線 cdの部分では%調波成分およ

び%調波成分を持つ振動が励起するととにより周期解 (3.38)が不安定となる。

制第3高調波成分をも考慮した近似解

外力の振幅Bが大きい場合には解に第3高調波成分が顕著に現われる。第3高調波成分をも
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式 (3.13)は考慮した第2高調被解について考察する。周波数νを2とすれば，

( 3.43) V =A1 sm (t' +α1) + A2Sm( 2t'+a2) +A3sm (3t' +a3) +Ao 

調波解析法により周期解 (3.43)の各振幅および位相角を決定するために，式(3.43) * となる。

を式 (3.5)に代入し，周波数 1，2，および3の周波数成分を含む三角関数 sineおよびcosine

の係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

Y2=0 X2=O， Y1=O， Xl=O， 
( 3.44) 

Xo=B，。Y3 =0， X3=O， 

ただし式(1.134)の記号を用いた。式 (3.44)より周期解 (3.43)の各振幅および位相角を決

変分方

定することができる。

文献 [lJに従って周期解(3.43)の安定性を吟味する。第 3.4(b)節と同様忙して，

( 3.45) n
u
 --

p
p
h
，
 

U
 

3
一

四

川+
 

P
E
a
-
T
 

，
¢
て
d

k
-
m
 

十
P
C
ニ
T

d
で
¢

程式は

A， k = 0.1 
80= 0.8 1.5 

A
q
-
-
q
 

d=土-
2m 

( 3.46 ) 

となる。

c('τ)= e-dτ守σ)， 

0.5 なる変換を用い，周期解 (3.43)を

第1.11(c)式 (3.45)に代入すると，

節のHillの方程式(1. 135 )を得る。

2.0 1.5 1.0 0.5 。従って周期解(3.43)の安定性を第

ーーー・・・『戸ーーー--

外力に直流分を含む場合の基本調波振動および
第2高調波振動の振幅特性.

B 

図 3.7

1.11 (CJ節の考察に従って吟味する

ことができる。

の周波数成分と同じ周波数成分を* 式(3.43)は外力が直流分を持たない場合の第2高調波解(1.133) 
持つ。

-88ー



数値例

式 (3.43)の振幅特性を式(3.44)より求め， その結果を図 3.8に示す。系のパラメタは

k=0.05. m=0.14. Bo =0.04 (3.47 ) 

である。第1.11 (c)節の考察に従って安定性を吟味した結果， 実線の部分で安定であり，破線

の部分で不安定である。第2高調波成分の栂幅特性曲線において破線ahの部分および破線 e

fの部分では周期解(3.43 )の周波数成分と同じ周波数成分を持つ不安定振動が励起すること

により周期解 (3.43)は不安定となる。また破線 cdの部分では%調波成分(九=1.3.5)を持

つ不安定振動が励起することにより周期解 (3.43)が不安定となる。なお図1.16と図 3.8 を

比較すると，外力に直流分を含まない場合には，外力の振幅Bを増加するにつれて基本調波以

1.0 

k = 0.05 

m = 0.14 

80= 0.04 

A， 
~v a 
---
e
 ，
 
，
 
，
 
，
 
，
 
，
 
，
 

o 
q 

M 

苅

0.5 
Z可

‘喧

-Fq 

。 2 4 6 

B 一一一一一+

図3.8 外力に直流成分を含む場合の第2高調波振動および第3高調波振動の栂幅特性.
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外に第3高調波成分が現われるが，外力に直流分を含む場合には，まず第2高調波成分が現わ

れ， しかもこれが外力の栂幅Bの広い・範囲で存在する。

3.7 %調波振動[23 ] 

第 3.6匂)節において第2高調波解 (3.38)の安定性を文献 [lJに従って考察した。その結

果式 (3.5)の解が基本調波成分および第2高調波成分を含む場合に，}1調波成分および%調波

成分を持つ振動が励起することが判った。この節では%調波解を調波解析法を用いて求め，そ

の安定性を吟味する。特に%調波成分 (π=1，3，5，7)を持つ振動が励起することにより%調波

解が不安定となる場合のあることを説明する。

伺) 周期解

周波数νを%とすれば，式 (3.12)は

v = A1 sin (. + ctt) + A% sin (%. +α%) 

十AY2sm(}1.+ctY2)+A2sin (2.+α2) +Ao (3.48 ) 

となる。調渡解析法により周期解(3.48 )の各振幅および位相角を決定するために，式(3.48) 

を式(3.5)に代入し，周波数 1，%，}1，および2の周波数成分を含む三角関数 SJneおよび co-

sineの係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

PIA1中匂2A2ωISC]11地 sdzm¢2十2ψ。smC]1a+ 2AIA仇∞

+2J4%44%J42C05¢s-4J4%J4%J4@sin¢e-4AJ42J40sinψ1JーBmmsmα1=0

M1+?[匂 2A2sin机+仰z叫

+24%dMAsinψ5十4d%J4%Amh+4AAACOSV7]-Bmm cosα1=0 

3，.. 1 . 3c__ •. 2 
P%d%+Z[-zd%α)SC]18 + A1-AY2α)SC]1 4ー4AY2イ2Aosmれ

+2AIA%A2∞SC]12 + 2A1AY2A2ωSC]1s-4A1AY2AoSmC]16= 0 

3.. ， 3，.. 1.3' .2 

zkd%十ZL一言Ay2 -SmC]18 -A1' AY2Sm引 +4AY2A2AoCOS仇

一2AlA%A2 SmC]12 + 2A1 AY2A2Sm C]15-4A1AY2 Ao COSC]16 = 0 
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式(3.49)より式 (3.48)の各振幅および位相角を決定することができるf
(b) 周期解の安定性

第 3.4(ゆ節の考察に従って周期解 (3.48)の安定性を吟味する。周期解 vo(めは前節で求め

られるから，周期解(3.48)を式(3.20)に代入すると次の Hillの方程式を得る。

主 +[00+2芝山'S(十一九)J1/= 0 (3.50 ) 
'"ι ，，=1 ~ 

ここに 00，0"，および九 (n=1......8)は周期解 (3.48)の各振幅および位相角で表わされる。

詳細な式を付録Iに示す。文献 [1]に従って式(3.50)の第 2九ー1次不安定領域 (π=1，2， 

3，4 )における解を

村 )=rzlG山 )/4sin[(2n-1ν 一σ(2"-1)/4 ] ( 3.51) 

と仮定する。式(3.51 )を式(3.50)に代入し， 調波解析を行なうと μを定める式(1. 76)を

得る。ただし式(1. 76)において m=4，九=4である。また第 2九次不安定領域(九=1，2，3，4)

における式 (3.50)の解を

4 

1/ (-r) = e ，ur [ a 0十五 α州 sin(2九九一州)J (3.52 ) 

と仮定する。式 (3.52)の周波数成分は周期解(3.48)の周波数成分に等しい。 式(3.52 )を

式 (3.50)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 78)を得る。ただし式(1.78 )に

おいて m=4，九=4である。

式 (3.19)，式 (3.51)，および式(3.52)より |μI<sならば時間の経過と共に変分Eσ)は

零に収束する。従って式(1. 76)および式(1. 78)を用いて第 2πー1次不安定領域 (π=1，2，3，

4)における安定条件および第 2時次不安定領域 (η=1，2，3，4)における安定条件はそれぞ

れ次式で与えられる。

Al (δ)>0 

A2(s)> 0 

* 

(3.53 ) 

( 3.54) 

計算機 (KDCn)を用い，ニュートン・ラプソン法により各振幅および位相角を求めた。初期値は実験

結果を考慮して適当に与えた。
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ただし式(1. 76 )および式(1. 78 ) 

において m=4，九=4とする。なお

k =0.1 

80=0.8 

式 (3.49)の

関係を用いると，周期解(3.48)の

詳しくは省略するが，

1.5 

0.5 

。

1.0 

A
l
l
-
-
l
N
q
d時
計
、
，

d

指幅特性曲線が垂直接線を有する点

はL12 (o) = 0となる安定限界点とー
[2， p. 105J 

致する。

その結果を図 3.9に示す。

系のパラメタは

k= 0.1， 

式 (3.48)の振幅特性を式(3.49)

80=0.8 

( 3.55) 

m= 1.0， 

より求め，

数値例

2.0 1.5 である。式(3.48)の各振幅をすべ

一一ーー'ーーーー"

外力に直流成分を含む場合の%調波振動の振幅
特性.

B 

図 3.9 

関 3.9に

は振幅Al'A% ，およびんのみを

示した。第 3.7ω節の考察に従って

て示すと複雑になるので，

安定性を吟味した結果，実線の部分

で安定であれ破線の部分で不安定

および破線 Zである。%調波成分の振幅特性曲線において破線 αbの部分，破線 efの部分，

Jの部分では周期解 (3.48)の周波数成分と同一周波数成分を持つ不安定振動が励起すること

また破線 cdの部分および破線 ghの部分では何れにより周期解 (3.48)は不安定となる。

も(2πー1)/4調波成分 (π=1-4)を持つ不安定振動が励起することにより周期解 (3.48)が

不安定となる。

それをフーリヱ級数に展開して各周波計算機を用いて基礎方程式 (3.5)の定常解を求め，

数成分の振幅を得た。%調波成分の比較的小さい定常解とその各周波数成分を図 3.10に示す。

また%調波成分の比較的大きい定常解とその各周波数成分を図 3.11に示す。系のパラメタは

(3.56) 

(3.57) 

8=0.86 

8= 1.15 

80=0.8， 

80=0.8， 

-93ー

m= 1.0， 

m= 1. 0， 

k=O.1. 

k= 0.1， 

図3.10: 

図3.11: 
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である。

図 3.9において破線 cdの部分および破線 gAの部分で励起する振動の主要周波数成分につ

いて考察する。まず系のパラメタが

k=O.l， m=  1.0， Bo=0.8， B=0.88 (3.58 ) 

の場合，基礎方程式 (3.5)を計算機を用いて解き，%調波成分の比較的小さい定常解を求めた。

定常解とその各周波数成分を図 3.12に示す。図 3.12において新じく励起した%調波成分(九

= 1，3，5，…)を太線で示した。この周期解は%調波成分を含み， X調波振動が励起したと考え
られる。つぎに系のパラメタが

k=O.l， m=1.0， Bo =0.8， B= 1.27 (3.59 ) 

の場合，%調波成分の比較的大きい定常解を求め，その各周波数成分を計算した。その結果を

図 3.13に示す。 この周期解は%調波成分を顕著に含み，]'4調波振動が励起したと考えられる。

[ 24J 
3.8 %調波振動

第 3.6ω節において第2高調波解(3.43)の安定性を吟味した。その結果，式 (3.5)の解が

第2高調波成分および第3高調波成分を顕著に含む場合，%調波成分 (π=1，3，5)を持つ振動

が励起することにより第2高調波解(3.43)が不安定となることが判ったfとの節では%調被
解を調波解析法を用いて求め，その安定性を文献 [lJに従って考察する。特に%調波振動

が励起することにより%調波解が不安定となることを説明する。

匂) 周期解とその安定性

周波数νを%とすれば，式 (3.13)は

v=Atsm ('r+αt) + Az sm ( 2-r +αz) +Ao 

+A巧sm(%τ十α%，)+AUSm(72'-r十ctu)

+A3sm( 3τ+ct3 ) (3.60 ) 

* 図3.8において%調波成分(n. = 1，3，5 )を持つ振動が励起することにより第2高調波解(3.43 )が不
安定となる破線 cdの部分では，外力の振幅Bを増加するにつれて第2高調波成分は小さくなり，第3高

調波成分は大きくなるから固有周波数は2と3の聞にあると考えられる。従って励起する振動の主要周波

数成分は%調波成分であると考えられ，%'調波張動が励起するものと推測される。
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となるJ調波解析法により周期解 (3.60)の各振幅および位相角を決定するために，式(3.60)
を式 (3.5)に代入し，周波数1，2，%， ~，および 3 の周波数成分を含む三角関数 sine および

cosineの係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。

X1 =0， Y1 =0， X2 =0， Y2 =0， 

Xo =Bo' X%=O， Y%=O， X%=O， 十 ( 3.61) 

Yu=O， X3 =0， Y3 =0， 

ただし式(1.142)の記号を用いた。式(3.61)より周期解 (3.60)の各振幅および位相角を決

定することができる。

文献 [lJに従って周期解(3.60)の安定性を吟味するために，この周期解を V0 (1')で表わ

し，それからの変分Eσ)を考える。第 3.4(b)節と同様にして，変分方程式は

nu 一
一ph
 

U
 

3
-
m
 

+
 

E'
一T

，
d
一，¢

k
-
m
 

+
 

E
一ρ

，ιτnw 

( 3.62) 

となる。

c(1')=e-lJ-r守(τ)， k 
d=一一
2m 

(3.63 ) 

なる変換を用い，周期解 (3.60)を式(3.62)に代入すると，第1.12(b)節のHiIIの方程式

( 1.143)を得る。従って周期解 (3.60)の安定性は第1.12(b)節の考察に従って吟味すること

ができる。

数値例

式 (3.60)の振幅特性を式 (3.61)より求め，その結果を図 3.14に示す。系のパラメタは

k=0.05， m=0.14， Bo =0.04 (3.64 ) 

である。第1.12ω節の考察に従って安定性を吟味した結果， 実線の部分で安定であり，破線

の部分で不安定である。%調波成分の振幅特性曲線において破線 αbの部分および破線 cdの

部分では何れも (2π-1)/4調波成分(九=1，2，…， 6)を持つ振動が励起することにより周期解

* ..../-'"¥.式(3.60 )は外力に直流分を含まない場合の周期解(1. 141 )の周波数成分と同一周波数成分を持つ。
また式 (3:60)は周波数vが2，%，および3の場合の解 (3.12)の周波数成分を持つ。
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外カに直流成分を含む場合の第2高調波振動，%調波振動，および第3高調波振動の振幅
特性.

8 

図 3.14

また破線 heの部分では周期解 (3.60)の周波数成分と同じ周波数

成分を持つ不安定振動が励起することにより周期解 (3.60)が不安定となる。

* (3.60 )は不安定となる。

%調波振動(b) 

前節において%調波解 (3.60)の安定性を文献 [1]に従って考察した。その結果 (2n-l)/4

調波成分(処=1，2，….6)を持つ振動が励起することにより%調波解(3.60)が不安定となると

とが判った。励起した振動の主要周波数成分を考察するために，基礎方程式 (3.5)を計算機を

*図 3.14において破線 abの部分および破線 cdの部分では外力の振幅Bを増加するにつれて%調波成

分は概ね一定かあるいは小さくなり，第3高調波成分は大きくなるから固有周波数は%と 3の間にあると

考えられる。従って励起する振動の主要周波数成分は%調波成分であると考えられ， 9-4.調波振動が励起す

ると推測される。
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用いて解き，定常解をフーリェ級数に展開した。その結果を図 3.15および図 3.16に示す。系

のノξラメタは

図 3.15: k=0.05， m=0.14， 80=0.04， 8=4.26 ( 3.65) 

図 3.16: k=0.05， m=0.14， 80=0.04， 8=4.60 (3.66 ) 

である。図 3.15および図 3.16において新しく励起した (2n-1)/4調渡成分(九=1，2，…)を

太線で示した。%調波成分が顕著に現われ，!有調波振動が励起したと考えられる。なおこれら

の定常解には%調波成分が比較的大きく含まれる。周披数vを%とすると式(3.13)において

12-vlは%となる。また%調波振動は外力の振幅Bの狭い範囲で安定に存在する。
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の調波解析(基礎方程式 (3.5)の解

をフーリェ級数に展開したもの). 



第4章 鉄心中の磁束を直流偏極した直列共振回路

に発生する振動の実験的考察

4.1 緒言

直列共振回路に正弦波電圧および直流電圧を印加すると，外力周波数と簡単な整数比 (m，ん〉

をなす周波数成分を顕著に持つm九調波振動が発生する。第3章において摂動を記述する微分

方程式を導き，各種の周期解を調波解析法を用いて求めた。また文献 [1Jに従ってそれらの

安定性を吟味した。その結果周期解を不安定にする振動の主要周波数成分が判ると共に新しく

励起する振動を予知することができた。なお外力に直流分を含む場合にはmあるいは叫が偶数

のm/n調波振動が励起しやすいことが判った。以上の解析結果を検討するために，鉄心中の磁

東を直流偏極した直列共振回路において実験を行なう。

4.2 実験回路

実験回路を図 4.1に示す。実験結果と解析結果を比較するために， リアクトルの特性を 3次

特性に近づけた。そのためには鉄心に空隙を設けたリアクトルと空隙のないりアクトルを直列
[ 1 ，p. 65] 

に接続した。... リアクトルの 1次巻線を容量と直列に接続し共振回路を形成する。 2次

* 巻線には外部電源より直流電流 t0を流す。 交流電源電圧の任意の樹自において振動を開始さ

せるために，逆並列に接続した SCRを用いた。

出凪一

図4.1 鉄心中の磁束を直流偏極したリアクトルを
含む直列共振回路(実験回路). 

*鉄心中の磁束の振動により直流電流にリップルを生じるが，直流電源を高電圧とし，リアクトルと高抵

抗を直流電源回路に直列に接続してリップルを6%以下にした。
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4.3 理論的考察との比較 [23]

実験で使用したリアクトルの特性は，電圧Esinwtの振幅Eと電流の波高値Iの関係で示す

と次式で与えられる。

/=0.963 E3 X 10-7 [A] ( 4.1) 

コイルの巻数を πとすれば，電圧ESJn wtの振幅Eと鉄心中の磁東の振幅φとの聞には次の

関係がある。

E=πω@ (4.2 ) 

実験において電源周波数は 60[Hz]であり，

Cnニ 10 [μF] (4.3 ) 

とすると，式 (3.4)，式 (4.1)，および式(4.2)より次の関係式を得る。

九ω0n= 198 [V] • ん=0.746[A] (4.4 ) 

図 4.1の実験回路において，種々の大きさの電源電圧および容量Cの下に，初期条件として

回路閉路時の電源電圧位相および容量Cの初期充電々圧を適当に与えると，共振回路に各種の

振動が発生する。電源電圧の振幅Eを変えて鉄心中の振動磁束ゅの周波数成分を求めた:各周

波数成分の振幅を図 4.2に示す。実験結果と解析結果を定量制乙比較するために，容量C.直

流電流~ 0 .電源電圧の欄冨E.および磁束ゅの各周波数成分を式 (4.3)および式 (4.4)を用

いてそれぞれ式 (3.5)における m.80.8.およびuの各調波成分rに換算した。系のパラメ

タは

m= 1.0， 80=0.07 ( 4.5) 

である。図 4.2における数字は各周波数成分の周波数を表わす。図4.2において電源電圧の振幅

Bを零から増加すると，基本調波振動が発生し，B=0.093で%調波振動が励起するととにより

基本調波振動は不安定となる。 B=0.093-0.146で%調渡振動は安定である杭 8=0.146で%調

波振動が励起することによりM調波振動は不安定となる。%調波振動は電源電圧の横幅の狭い範

囲(B=0.146-0.157)で電源電圧に同期化する。これらの実験結果は図3.2および図3.3の解析結果

*ヘテロダイン波形分析器を用いた。

-101ー



電源電圧に同期化することが困難な振

動が発生し，Ys調波振動あるいは%調波

振動が電源電圧の振幅の狭い範囲で同

期化するのが観察された。 8=0.230""

0.429では基本調波の共振々動が発生

する。また 8=0.45から電源電圧の

振幅を減少すると， 8=0.448で%調

波振動が励起する。 8=0.432で%調

波振動が励起することにより%調波振

動は不安定となり， 8= 0.429で振動 0.2 

は基本調波の共振々動となる。

電源電圧Yおよび鉄心中の各摂動磁

東φの時間的変化を記録し，磁東φを

フーりェ級数に展開Lて各周波数成分

の指幅を求めた。その結果を図 4.3，..， 

図 4.6に示す。%調波振動の時間的変

化とその各周波数成分を図 4.3に示す。

図 4.4に示すように， (2九一1)/4 調

渡成分(九=1，2，…)を持つ振動が励起することにより泌調渡振動が不安定となる。図 4.4に

に対応する。なお図4.2には詳細な結果を

示していないが， 8=0.157""0.230では

80=0.07 

0.6 
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4 
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nw 
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E
E
-
v
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bを

弘、

も合 i 

%1 
~ 

。。 0.2 0.3 0.4 0.1 

8 一一一一+

図4.2 鉄心中の磁束を直流偏極した場合に励起する%
調波振動および%調波振動の振幅特性.

おいて新しく励起した (2九一1)/4調波成分(九=1，2，・・・)を太線で示した。%調波成分が顕著

に現われ，%，調波振動が励起したと考えられる。図 4.5において%調波振動には%調波成分が

顕著に含まれる。第1.7節において%調波振動が励起するととにより%調波振動が不安定とな

るととを述べた。なお%調波振動には%調波成分および%調波成分が比較的大きく含まれる。

周波数νを%とすると，式 (3.10)において周波数 11-2ν|および 11-V1はそれぞれ%およ

び%となる。また図 4.6において%調波振動には%調波成分が比較的大きく含まれる。周波数

νを%とすると，式 (3.10)において周波数 11-2V1および 11ーν|は%となる。 系のパラ

メタカ2

m= 1.0， 80 =0.03 (4.6 ) 
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%調波振動磁束の調波解析(電気回

路に発生する振動磁束をフーリェ級

数に展開したもの). 

of Order 

図 4.3

これを図 4.7に示す。振幅の比較的小さの場合に発生する各振動磁束の周波数成分を求めt-:。

い%調波振動は%調波振動が励起することにより不安定となり，振幅の比較的大きい%調波振

動は%調波振動が励起することにより不安定となる。この実験結果は図 3.4.図3.5.および図

3.6の解析結果に対応する。

周波数νが比較的大きい振動について考察するために，電源電圧の振幅を大きい範囲まで変

化して各振動の周波数成分を求めた。その結果を図 4.8に示す。系のパラメタは

(4.7) 

である。電源電圧の振幅Bを零から増加すると基本調波振動および第2高調波振動が発生する。
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図 4.6

。をフーリェ級数に展開して各周波数

*電源電圧の振幅Bが3-4の付近では，

電源電圧の振幅Bを増加するにつれて第2

高調波成分は小さくなり，第 3高調波成分

は大きくなるので固有周波数は2と3の間

にあると考えられる。



成分を求めた。その結果を図 4.9に示

す。図 4.9において主要周波数成分は
一一一一 一一 一

式(3.60)の周波数成分と一致する。

なお図 4.8において電源電圧の振幅

Bを増加するにつれて振動振幅の平

均値は大きくなり固有周波数は高くな

るので，振動の主要成分の周技数νは

高くなると考えられる。

直流電流 B。を比較的大きくした場

合に発生する各振動磁東の周波数成分

を求めた。その結果を図 4.10に示す。

この実験に使用したリアクトルの特性

は，電圧 ESInwtの振幅Eと電流の波

高値Iの関係で示すと

1 = O. 778E3XlO _7  [AJ 

(4.8 ) 

で与えられる。実験結果を図 3.7およ

び図 3.9の解析結果と比較検討するた

め

1.5 

80=0.03 

1.0 

L 

0.5 

n 0.2 0.4 0.6 

B 一一一一+

図 4.7 鉄心中の磁束を直流偏極した場合に励起する%

調波振動，~調波振動，%'調波振動，および基
本調波振動の振幅特性.

Cn=4 [μFJ， 九ωφn二 139.2[VJ， In二 0.210[AJ (4.9 ) 

とし，系のパラメタを

m=  1.0， Bo =0.8 (4.10) 

とした。図 4.10において電源電圧の振幅Bを零から増加すると基本調波の非共振々動が B=

0.72で共振々動となる。直流電流 B。を大きくしたので第2高調波成分が比較的大きい。文献

[ 1 Jに従って周期解の安定性を考察すれば，基本調波成分および第2高調波成分が顕著に現
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1.0 

L 

0.5 

。

m = 0.14 

80= 0.04 

2 4 6 

8 -一一一一+

図 4.8 鉄心中の磁束を直流偏極した場合に励起する振動(第2高調波振動，%調波振動，第3高
調波振動)の振幅特性.

われる場合には%調波振動が励起する場合のあるととを予知できる。 B=0.81において%調

波成分が励起することにより第2高調波成分を含む振動が不安定となり.%調波振動が励起し

たと考えられる。 B=0.81-0.87において振幅の比較的小さい%調波振動が発生し，B=0.87 

で%調波振動が励起することにより%調波振動が不安定となる。文献 [lJに従って安定性を

考察すれば，基本調波成分および%調波成分を顕著に持つ振動が%調波振動の励起することに

より不安定となる場合のあることは理解できる。またB= 1. 11 -1. 27において初期条件を

適当に与えると，振幅の比較的大きい%調波振動が発生する。 B=1.27において%調波振動

が励起することにより%調波振動が不安定となり，B = 1. 27 -1. 34および B=1.40 - 1.45 

において%調波振動が発生する。さらに電源電圧の振幅Bを大きくすると第2高調波振動が発

生する。文献 [lJに従って安定性を考察すれば，%調波成分および第2高調波成分を顕著に
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%調波振動磁束の調波解析(電気回路に発生する振動磁束ゆ

をフーリェ級数に展開したもの). 

of Order 

図 4.9

持つ振動が冗調波振動の励起することにより不安定となる場合のあることは理解できる。これ

らの実験結果を図 3.7および図 3.9の解析結果と比較すると概ね良好な一致を得た。なお電源

電圧Yおよび鉄心中の磁束φの時間的変化を観察した結果を図 4.11に示す。
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80=0.8 

1.5 

2 
0.5 

。 2.0 

8 -一一一一ー

図 4.10 鉄心中の磁束を直流偏極した場合に励起する振動(%
調波振動，%調波振動，万調波振動，および第2高調

波振動)の振幅特性.

ハVハハハハハハハハハハ
VVVVVVVVVV  

へφ八八八八八八八八八八
VVVVVVVVVV¥  

(a) 80=0.8 8=0.86 

ハVハハハハハハハハハv-v V.. V V V V V V 

へφ八八八八八八八八八 lv v V '= V--V V _. V V 

(b) 80=0.8 8=0.91 

ハvハハハハハハハハハ

イハハヘハ(ヘハ〈ヘハハヘハf
VV VV VV VV VV 
(c) 80=0.8 8=1.15 

VVVVVVVVV  

rハヘハAハハヘハ人ハハヘjv VV VV VV VV V 

図4.11 電源電圧yおよび鉄心中の各振動磁束φの波形.
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第2部 変圧器結合回路における非線形振動





第5章 変圧器結合回路に発生する定常振動の理論的考察

5.1 緒言

図5.1に示すような2つの可飽和鉄心を持つ変圧器結合回路に正弦波電圧を印加した場合に

発生する定常振動について考察する。一般に非線形回路に周期的外力を加えると，外力周波数

と簡単な整数比をなす周波数成分を持つ同期化した周期振動を生じる場合が多いが，外力に同
[25]-[30] 

期化しない概周期振動を発生する場合もある。 図5.1の振動回路は%調波振動を発生

するパラメトリック励振回路として知られている。適当な回路条件では，この回路にはM調波

振動以外に，73'調波振動，基本調波振動，%調波振動，第2高調波振動，および第3高調波振動

等が発生する。これらの振動は外力周波数と簡単な整数比 (m/九)をなす周波数成分を主要成

分に持つ外力に同期化した周期振動である。これらのm/π調波振動の周波数は回路定数をある

範囲で変化しでも一定である。また，ある回路条件では，外力に同期化しない概周期振動が発

生することがある。このとき回路定数を変化するにつれて振動の周波数は連続的に変化し，回

路条件によって平均周波数が電源周波数の対と%の聞の同期化しない概周期振動を発生する場

合がある。また平均周波数が1と%の聞の同期化しない概周期振動を発生する場合もある。こ

れらの振動の主要周波数成分は共振回路の固有周波数に近い周波数成分であると考えられる。

固有周波数は容量の大きさとリアクトルの等価的インダクタンスによって決まり，等価的イン

ダクタンスは振動の振幅に依存すると考えられる。

ここでは，まず振動を記述する微分方程式を誘導する。つぎに解に含まれる主要周波数成分

R1 

骨ー
- L2 

R2 

図 5.1 変圧器結合回路.
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の決め方を一般的に考察し，調波解析法を適用して定常解を求める。高次の近似解を仮定して

計算すれば，外力に同期化した周期振動のみでなく同期化しない概周期振動も解析することが

できる。またこれらの振動の安定性を考察する。

5.2 基礎方程式

図5.1に示すように 2つの可飽和リアクトルの 1次側を直列に接続して交番電圧 Esinωtを

印加し. 2次側は極性を逆に接続して容量Cと共振回路を形成する。図の記号を用いると，回

路方程式は

九~ (Ol十九)+ R， i 1 = E sinωt 
dt 

π.!!:_(φEーφ2)十よれcdt=0 
dt . L -

R2iR=をfic dt • ~2 = ~R 十 tc

(5.1 ) 

となる。ここに仇および仇は各鉄心中の磁束であり， πは各コイルの巻数である。 2つの可

飽和リアクトルは同じ磁化特性を持つものとし，つぎのように仮定する。

cO13=nil十九t2 • cφ;=M1-M2 ( 5.2) 

ここにcは鉄心の磁化特性による定数である。電流，磁東，および容量を無次元化するために，

日=In削， 日=In山

φ1 = on Vl • φ2=φn V2 (5.3 ) 

C=Cnm 

によって定義される U， V，およびmを導入する。ここに In.仇， および Cnはそれぞれ電

流，磁束，および容量の単位量であり，任意に選ぶことができるが，計算を簡単にするために

nω2 Cnφn= In. co!= nln ( 5.4) 

なる関係を設ける。式(5.3)および式(5.4)の関係を用いて式(5.1)を書き直せば

長(Vl十 V2) + k1 Ul = B sm 
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.".. .，... &，..， ........ ・ー

d2 ， ， k2 d 寸:.( Vl - V2 )十一τ (Vl - V2 )十-=-U，2 = 0 
CLι- m CL‘ m 

kl=ωCnRl. 
1 

k2= WCnR2' 
B=--..! -
nω(/)n' 

となる。式 (5.3)および式 (5.4)を用いると，式 (5.2)は

3 S 

Vl =刷十 U，2， V2 = U，1 - U，2 

となる。さらに

α= Vl十 V2， h=  Vl - V2 

(5.5) 

'f=ωt 

( 5.6) 

(5.7) 

と置くと，式(5.5).式(5.6). および式(5.7)より. aについて 1階. hについて 2階の

連立微分方程式

を得る。

da . 1 
-一十 1;-kl ( a2十 3h2)α=Bsmτ 
dτ8  

d2h k. dh 1 
一一一十一乙一一十一一 (3a2十が )h=  0 d'f2 ' m d'f . 8m 

[5，6， 7J 
5.3 定常解の仮定

(5.8 ) 

調波解析法を用いて定常解を求める場合，定常解に含まれる主要周波数成分の選び方が問題

となる。ここでは，外力に同期化した周期解および同期化しない概周期解の主要周波数成分の

決め方について一般的に考察する。

ム=0およびん =0の場合式 (5.8)は

da = Bsinτ， 
z口

d2h 1 
一一十一一 (3a2十h2 ) h=  0 d'f2 • 8m (5.9 ) 

となる o 11 0を共振回路の固有周波数とすると. 1102は上式より (3a2+が)/(8 m)の平均値に

ほぼ等しいと考えられる。 αおよび bの主要周波数成分はそれぞれ外力周波数1および固有周

波数 hに近い周波数Jの成分であると考え.aおよび bの第 1次近似として次式を仮定する。

*固有周波数 110が外力周波数1と整数比(叫n.)をなす周波数に近い場合， 振動が外力に同期化し，主
要成分の周波数vがm/"となって周期振動となることが多い。 なお外力に同期化しない概周期振動の主
要成分の周波数II(平均周波数)は固有周波数にほぼ等しいと考えられ，一般には外力周波数1と無理敷比をなす。
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α= A1 COS " b=Bvsin(ντ+ん) (5.10 ) 

k1およびんが比較的小さい場合にも， αおよび bの第 1次近似として式 (5.10 )を仮定する。

式(5.8)を書き直すと

ま=BW-jkI(α2+ 3b2 )α 

d2b k2 db 1 
d，2 =一百十冨子- 8~m ( 3 a2 + b 2) b 

(5.11 ) 

となる。式(5.10 )を式(5.11 )の右辺に代入し両辺をそれぞれ積分すれば

α=-Bω'St" --l， kl [(豆A.2+豆Bv2)At sin ' 8 . L ¥ 4 --. . 2 

-4(112ν) A1Bv2sin [( 1-2ν)τ-2ん]

一 4(1i2u)ABJgn[(1+2ν)，+ 2ん]

+ .1~ A13 sin 3，1 12 . _... ~ " 

十 Ao

b= !::._ ]: =言74cos(ν，+ん)
( 5.12) 

+およ(2df+?Bf)丸山
1

・JV 
Q
Y
 

Tt' 
、‘，ノUV
 

ワ』r・、
「
E
E
L

n
H
 

F
D
 u' 
B
 

2

1

 

d
A
 

-
q
&
 

て
1
ノ
-u' 

3
ご一ヮ“-r'目、

-a官

ーおら"2A12BvS州 2十 11)，ーん]

ーよτB;sin(3円十3ん)]
3611 

十 B。

となる。ここに4 およびBoは積分定数である。式(5.12)では， αの周波数 1および bの

周波数νの成分以外の周波数成分が現れる。これらの周波数成分のうち，振幅の比較的大きな

成分のみを考慮して， αおよびbの第2次近似式をつぎのように仮定する。傘
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h=Bνsin (νT十ん)十B2-11sin [ ( 2 -11)τ十，82-IIJ

、
‘
，
，
，
、
，
，
，
，

q

d

a

せ

唱

i

唱

i

p

b

F

U

 

r・、

r
、

-
l
l〉
l
l
l
J

可
l
l
ι
I
l
l
-
，

II~玉 1 : α= Al sin (.十α1)十At-211sin[(1 -2ν).十 αト211J

h = BII sin (ντ 十βν)

11 >1 : a = Al sin (.十α1) 

式(5.13)および式(5.14)は次のように書き直すことができる。

式 (5.13): a= Xl sin.十炉問T十 XI-211sm (1-2v).十YI-211COS( 1-211)τ| 
ト (5.15) 

h=叫細川十yvmM | 

式 (5.14): a=Xlsm.十炉∞s. _ 1 
ト(5.16) 

h = XII sm 11.十yllCOS 11.十 X2-11sinC 2-ν)(十Y2-"COS(2-1I).I 

ここ』乙

Xs = As COSαs' ys = As smαs， 、hE
E
E
k
f
l』
E
』

t
J

、百a''u' 
q
L
 

唱・A
唱

E
A

--s ( 5.17) 
Xs = B s cos，8 s ， ys= Bs sin，8s. ( $=ν， 2-ν) 

[5，7] 
5.4 主要成分の周波数νが1より小さい場合の定常解の考察

周波数 vが1より小さい場合に対し外力に同期化した周期振動および同期化しない概周期振

動について考察する。一般に調波解析法は周期振動の各周波数成分の振幅および位相角を決定

する場合に用いられているが，ここでは調波解析法を用いて周期振動のみでなく概周期振動の

定常解も求める。

定常解(5.13)の周波数 11，振幅 Al' AI-211， BII'位相角 α1，α1-211，およびんを決定す

るために，式(5.13)を式 (5.8)の第 1式に代入し，周波数 1，および周波数 1-211に等し

くなる周波数成分を含む三角関数の係数をそれぞれ零に等しいと置く。また式(5.13)を式

(5.8 )の第2式に代入し周波数νに等しくなる周波数成分を含む三角関数の係数を零に等しい

と置く。式(5.13)を式(5.8)に代入して得られる式には表5.1に示す周波数が含まれる。表

5. 1に示すように周波数νが%あるいは%の場合，周波数3-611，411-1. あるいは 2一

V 、 '実験結果においても，式(5.13)あるいは式(5.14)の周波数成分が他の周波数成分に比較して優勢

であることが観察された。
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5 11等のように見掛上周波数1， 1-211，あるいはvと異なる周波数が周波数1， 1-211， 

あるいはνに等しくなる。また周波数νが%および巧以外の場合には，周波数 1，1-211， 

あるいは vに等しくなる周波数はそれぞれ周波数 1， 1-211，あるいは ν以外にない。これ

らの関係を考慮して調波解析を行なう。

表 5.1 式(5.13)を式(5.8)に代入して得られる周波数

主要成分周波数 v
1 

11=吉
1 
11=芝

1 ，1 
v会干吉， 11キ言

1に等しくなる周波数 1， 3-611 1， 3-411， 411-1 1 

1-211に等しくなる周波数 1-211， 411-1 1-211， 3-611 1-211 

Vに等しくなる周波数 ν， 2-511 11， 2-3 11， 5 11-2 11 

(1) 11が%のとき

式(5.13)を式(5.8)に代入して調波解析を行なうと次式を得るo'

">- ">-1_'" 
'-'-Jt_ 

dAl ;i;' =Xl十百三 ktA1引 C俗 ψ1

O=Yl十占 Ml-Lsin

0= XI-2V十会

0= YI-2v十義 hA1引は1AI-2VSmcpl十B;sin CP2) 

dBu y_ 9 -，:' =Xν 十ーニ-=AI-2v Bνsmcp2 64m 

品名と=Yν 十品 Al-~VBν的 2

CPl=ーα1十 3al-2ν， ψ2=-2 (α1-2Vーん)

(5.18 ) 

*定常解に対しては各振幅および位相角は一定値をとるが，後に定常解の安定性を吟味するために，こ

れらの時間微分も考慮した。なお式(5.18)を導くにあたり後に述べる近似を行なった。
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Xl=ートIPIA-3dlJJm(αl ψ) ]十Bω同

Yl =-Al 品川1-2vBv2sin (a1ーcp)-Bsina1 

Xi引 =-ih[PIバ 1-2ν-id14C05(α1ー cp)] 

3 
YI-2V=一(1 -2)1 ) AI-2v十百三 klAl Bv2 sin (αzーcp)

L=-EZBν十議EAd1-z品川1ーcp)

Yν=ヰ下[Qv Bv -t At AI-2v Bv COS (a1一cp)] 
3 ，2 3 Pl=~Æ 十一 ( A1-~V 十 Bv2)4 ". ， 2 '''1 己 V 円 2νこれIふ十2(df十Bv2)
3 n 2. 3 

0ν 二 ZBν 十芝 (A12 十 Al-~V ) -8m)l2 

cp=α1-2ν+2βν 

(2) νが%のとき

式(5.13)を式 (5.8)に代入して調波解析を行なうと次式を得る。

dAt 
"d';' =Xl十三2kl At-2v (2At AI-2V cosψ3 -Bv2cos引)

O=Yl十会 k1 AI-2V Bv2 sin 

O=Xト2v十長 ktA1-~V仰3

dBu __ ~ 

zず=Xv-T6言7dIdl-2JvSIW4

Bν争=Y:ν一品FMA叩)Scp. 
'--'-に

CP3二 2α1-2V=π， 伊.=α1十 α1-2v-2βν 

ただし式(5.19)の記号を用いた。また後に述べる近似を行なった。
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( 5.20) 



(3) νが対および%以外のとき

X
 

一一
d
一T
d
T¢
 

0= Y1， 0=XI-211， 0=YI-2ν 

、‘，，，
噌

E
A
ワ
-FD 

，，‘、

ー
ー
ー

j
i
p
i
-
-
J

dBII .， 
dτ- ..()，.p， 

D dん_v 一一 ， uν dT -..ν 

ただし式(5.19)の記号を用いた。

なお式(5.18)， 式(5.20). および式(5.21 )を導くにあたり次の仮定を設けた。

(i)式(5.15)の振幅助およびp は時間の紐晶と共に緩やかに変化するものとし，またれ

は小さい量とする。従って d2xlI/dT2， d2 YII/d T2 • k2dxll/dT，および k2dYII/dT を無視し

た。また式(5.17 )の関係を用いて d2BII/dT2，Blld2{:1l1/dτ2， (dBII/dT)( dん/dT)，BII( d{:lll/dT)~ 

k2dBII/dT，および k2Bνdん/dTを無視した。

(Ii)さらに h は小さい量とする。従って第2次近似解(5.15)の振幅Xl，XI-211' および

YI-211は第1次近似解(5.10)の振幅 Al(= yl )と比較して小さい。また各振幅は時間の経過

と共に緩やかに変化するものとする。従って d山 /dT，dXI-211/dτ，およびdYI-211/dτを無視し

た。また式(5.17)の関係を用いて AdαJdT，dAI-211/dT，および AI-2I1dα1-211/dTを無視し

た。なお式 (5.21)を導くにあたり周波数νは時間の経過と共に緩やかに変化するものとし，

その時間微分を無視した。

(a) 周期解

定常状態では式(5.18 )および式(5.20)において

dAl ~ 
dT v， 

dBII ~ 
dT - V ， 

dん_n 
dτu  ( 5.22) 

となる。周波数νが%あるいは%の場合，式(5.8)の周期解は式(5.13)で示される。 系の

パラメタB，kl， k2， およびmを適当に与えると，式 (5.18)あるいは式(5.20)より周期

解(5.13)の振幅 Alo AI-211， BII' 位相角α1，α1-2f，およびんがすべて求まる。周波数ν

がある一定の値(Ysあるいは7f)に対し，解(5.13)が系のパラメタ B，kI， k2，および mの

ある範囲内で求まるので，その範囲内で解(5.13)が外力に同期化する領域のあることが判る。

なお式 (5.17)を用いて各振幅 Al'AI_211， BII' 位相角的， al-211，およびんを振幅Xl，

* JI=Uの場合にはal-211=%である。
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yl. Xl-2ν・Yl-2ν，Xv. およびyvに書き換えると，式(5.18)および式(5.20)より次式を得

る。

(1) νが%のとき

1 
0= Yl-13 kl[PlXl-{-{( 3P3 +P5)Xl-211一(3P4+P6)YI-2V)]+B三 XYa，l

~~1 = -Xl -tk1 [Pl Yl-t {(3Pげ 6)XI-2け (3P川 5)YI-211}]三 Yル1

o=tyω-thIP2S1-2u-?{(P3+Ps)m+(PHe)Y1 

-P3XI-2ν-P.Y1ν} ] == XYa， 1-211 

o=-tzl-2vーす山 2Yt引 ?{(PM6)町一(P日 5)Y 1 

+P.Xl-2V-P3YI-2V} ]三 YYa，ト2ν

与と=かすω一歩 {Pゅう(P寸P6)XV+~(P9ーをP5 )y V)] 三 XYa ，1I

44ν=去[-~vyけよ {P叩 -3(P9-iP山+ ~ (Po+ ~ P6 )yv}]三 YYa戸

(2) 

3 .2. 3 
Pl= tA.-+互(AJν +Bν)， 

P3 = XV2 - 'l/v2 3-Xν-yV' 

P5 =Xtふ -yI-L，

3 n 2. 3 
P7 =-7 Bν+ ー (At2+ A. _~ν)-8m V2 • 4~" . 2 

P9二 XlXl-2v + yl Yl-2V， 

イ1-L=ZI;ν+yl-L，

νが%のとき
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P2=む11v+3(イ川v2) 

P.= 2xνyv 

P6 = 2XI-2v YI-2V 

Po二 XlYI-2V -Y 1 Xl-2v 

J412=Z12+Y12 

BJ=zJ+yf 

( 5.23) 



ここに

0二 ylート[P1m+iAYI2ν]+B三 Xル1

害=-Xl -i kl[P1YlーがYI-211]三 Y7f，1
f"  3，，， ""  

0=--sk1lP2YI-2ν+4  (P'Xl ._p'YJ)J三 Y7f，1-2ν

dxν1  r k2 1 
d:T-2vト二Juu一両{P5Yν+ 3P6YI-2ν} ]三X九ν

主主=かすνYII+み{P5XII-3P6Y1ν}] :=ら， ν

3 ，2， 3 
P.= ~At"+ ~Bν + 3A.-?v. 4 ... 2 ~V ~"l-<V' 

P3= Xy2 -'l/y2 3-XII -YII' 

3 ，， 2， 3 
P5= ~ Bv.+ ~ Ai+ 3A.-;v -8mν2u 4"V 2'" ~"l-~V ~".-. 

P7= ylXν-Xl YII' 

AI-2ν= YI-2I1' 

P2=dlL+3(A2+BJ) 

P.二 2xνyν

P6= X，XII + Y' Yν 

J412=322+yf 

RJ=zf+yJ 

( 5.24) 

定常状態では dy，/d'二 0，dXII/d ，= 0， dYIl/d'二 Oとなる。式 (5.24)より，Xl， yl. YI-211' 
Zν，および p を消去すると次式を得る。

ここ』こ

[ (れ叶1
J宣1主. ./宝1

( 16k22+Q7fzーイイ)B7f2 = 0 

Q7f B7f2 -4PoAo2= 0 

P1=1d九 3A02+三B，}， 
4 乙 72

ハ 3~ 2 ， 3 υ = ':;-B，/"+ *At"+ 3Ao"-2m 
Y7f--4.L.17f ' 2 

九=A2+3(df+句2) 
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E式(5.25)より振幅 Al'Ao ， および B~が求められる o
f. .__~._ [5. 7J 
~ (b) 概周期解

周波数νが%および%以外の場合，式(5.8)の概周期解は式(5.13)で示される。式(5.13) 

を式(5.8)に代入し調波解析を行なって式(5.21)を得た。式(5.21)を書き換えると

X
 

一一
d

一r
，¢

τ
d
 

o =XI-211， v
M
 

E
岬
一

τ

d
一d

0= Yl -
Al ' 

o-Y1-u， 
一一
AI-211 

仰 XI-211 . _ xv 
-一一=一一一一+2--=-=-
dT AI-211 -BII ( 5.26) 

cp=α1-2ν+2βν 

となる。定常状態では式(5.26)において dAl/dτ=0， dBII/dT= 0， dcp/dτ=0となる。こ

の場合式(5.26)は7個の未知数 AloAI-211， B:ν， a}， α1-211' BII'川乙関する 6個の代数方程式で

あるから，式(5.26)より 7個の未知数の全ては確定しない。しかし概周期解(5.13)の各振

幅，位相角，および周波数 νを記述する式(5.26)は，位相角については瓜およびψ(=α1-211

+2ん)によって表わされ，位相角的-211あるいはんは概周期解とは独立に任意の値をとるこ

とができる。式(5.26)では振幅 Al.AI-211， Bν，位相角α10cp(=α1-211 + 2β11 )，および周波数

νが未知数である。従って系のパラメタ B，kh k2.およびmを適当に与えると， 式 (5.26) 

より振幅 Al;AI-211. BII'位相角叫.cp(= al-211 + 2ん)，周波数νは定まる。しかし位相角

αト 2"およびんは定まらない。またパラメタB，kh k2，あるいはmを変えると，周波数vも

それにつれて連続的に変化するので，周波数νが%および%以外では解(5.13)は外力に同期

化する領域のないことが判る。 なお式(5.26)より位相角的およびψ(=α1-211+ 2ん)を消

去すれば次式を得る。

[(1+thM4)2+ikf(P-1Q 4)2lA2=B2 A2)"  64 IH ¥.rl-ZYII At 

2Plト 2"Alト :ν=QνB"z

2 ( 1ー211) A -~" = k 1 k 2 11 B，/ 

*実験結果によれば，比較的広い同期化領域を持つ振動は%調波振動および%調波振動である。

噌---
q
L
 

'a& 



ヲ'ヲ- 1'.7' 、ー、_f'-

(8k211)2+QII2= (~AIAI-211 

3 ，2 • 3 F ， 2 ， ，， 2、 3
Pl= -7A 十一 (AI-211+ BII")， PI-2I1 = -7 Al-~1I +ー (A12+ B/ ) 4'" ， 2νyノ， rl-211-'4 

_3n 2，3{，， 2 Q" 一一 B，，-+ ー (Al-+Al-~II )-8mν2 4 ~V 2 

( 5.27) 

式(5.27 )より周波数h 振幅 A"AI-2"，およびBν が決定される。また式(5.26)より位相

角山および ψ(=α1-211+ 2βν)に関して次式を得る。

sinぃー (1+LK1M44)A/B
臼 J官1

1BJ1 
俗的=1;-kl (Pl一-Qv-7)A/B8 ，.. ，.. 2'" Al ノ

16 sin( ct1ーrp)=τhν，/( A AI-2ν) 

∞s(α1ー¢)=3Qv/(Adl-v)

5.5 定常解の安定性(ν<1の場合)

( 5.28) 

前節においては，外力に同期化した周期解と同期化しない概周期解について考察した。この

節ではこれらの周期解および概周期解の安定性を考察する。特に概周期解についてはその振幅

の安定性を検討する。

匂) 周期解の安定性(lI=Ysあるいは%の場合)

一一時間の周期関数を係数に持つ変分方程式による解析一一ー

周波数 νが%あるいは%の場合式(5.8)の周期解は式(5.13)で示される。周期解(5.13) 

の安定性を吟味するために，この周期解を ao(τ)および ho(T)で表わし，それからの微小変分

e(τ)および万(τ)を考える。変分e(τ)および甲(τ)が時間の経過と共に零に収束すれば周期解は安

定であり，発散すれば周期解は不安定である。 e(τ)および η(T)を

a(T)= ao(T)+ e(τ). h(τ)= ho(T) +甲(τ) ( 5.29) 

によって定義する。式(5.29)を式 (5.8)に代入し e(τ)および守(τ)の2次以上の項を無視する
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と次式を得る。

dc . 3 一一+-;:;..b[(αo2+ho2)c十 2aohoηJ= 0 
d' 8 

豆iE+主乙笠+三 [2αoho c + (α。2+ho2)ηJ =0 
d' 8m 

(5.30 ) 

α。=Al sin (， +αt) + Al-2νsin [ (1-2ν) ，+al-2J1J 

ho=Bνsin (ν，+ん)， (ν=Ys， y2 ) 

式(5.30)は時間の周期関数を係数に持つ連立線形微分方程式である。周波数νが%あるいは

Mのとき，係数の周期Lはそれぞれ3π あるいは4πである。 d守'/dτ=ζとおくと，式 (5.30) 

は次の3元連立1階の線形微分方程式に書き直すことができる。

dc 3 
一一=--;}-k 1 [ ( aO 2 + ho 2 ) c + 2 ao ho守]
d' 8 

4ηs  

dτ 
( 5.31) 

d( _ 3 
一一一一一[2aohoc+ (ぷ+ho2)ηJ-~ ( d'l" 8m L tLJ.....v UV， • ¥. u..v . ..，v / .， _J m 

周期係数を持つ線形常微分方程式の一般論によれば，式(5.31 )は

c(i.) ( ，+ L)= mi c(i)(，) 

布(i)( ， + L) = mi守(i)(τ) 

((i.) (τ+ L)=mi ((i)(τ) 

(5.32) 

なる関係を満たす3組の独立な基本解を持つ。ここに町は特性乗数と称する定数で，式(5.31) 

[32J 
の特性方程式の根として得られる。 3組の独立な初期条件

市zω)=0 マzω)= 1 1J3 (0) = 0 ( 5.33) 

Clω) = 1 C2ω) = 0 C3ω) = 0 

qo 
q
b
 

唱

i



(1(0)= 0 '2 (0) = 0 ふ (0)= 1 

を持つ3組の解を(れ(T)，布i(τ) ，ζ;('r) ) ， ( i = 1， 2， 3 )とすると，式(5.31)で表わされ

る系の特性方程式は次式で与えられる。

特性乗数 mi，

c.(L) -m cdο 

引 (υ 可2(L) -m 

'1 (L) (d心

(i = 1， 2， 3)を用いて

β;L mi = fJ . 

ca(ο 

h 包)

(3 (L)-m 

で定義される的を導入すると基本解(c(i) (τ)，η(i )(τ)， ('(i)(τ) )は

=0  

c(i)(T)= ellj T Ol(i)， η(i) (τ) = /ljτ仇(i)， ，(i )(T) = /liτ仇(i)
[2J 

なる形で表わされる。 ここに的は特性指数と称する定数であり，式(5.35)より

μj=士logmj =ヤOglmiI ej((Jj+2R7r) 

( 5.34) 

( 5.35) 

(5.36 ) 

( 5.37) 

となる。ただし， 。iは argmi， t乙mjである。またゆ/)(τ)， ( i， j = 1， 2， 3)は式(5.31) 
の係数の周期Lに等しい周期の周期関数である。

式(5.31 )の一般解は線形微分方程式の性質により互に独立な3組の基本解を用いて

c(宇土 Cjc(i)(τ)， 例市土川(i)(τ)， ('(，τ)=主Cj('判例 ( 5.38) 

と表わされる。 ">- .，... 1.ア、.、_r'-Cl，C2， および C3は任意定数である。したがって特性乗数mi，(i= 1， 
2， 3)の絶対値が1つでも 1より大きいとき， それに対応する基本解(.;(i)(T)，ポ)(τ)，((i)(T)) 

は時間の経過と共に発散して不安定となり，式(5.31 )の解(5.38)は不安定となる。 また特

性乗数mjの絶対値がすべて 1より小ならば，基本解(C(i)(T)，守(i)(T)， ，(i)(T))は時間の経過

と共に零に収束し，式(5.31)の解(5.38)は安定である。 よって特性乗数の絶対値を調べる

ことにより周期解の安定性を吟味することができる。周波数νが%および%の場合の周期解

( 5.13)およびc，守， およびCの特性乗数の数値例を第 5.5(c)節に示す。
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(ω 定数係数を持つ変分方程式の誘導
周期係数を持つ変分方程式(5.31 )の解の安定性を調べるためには，式(5.31)を一周期数

値積分しなければならない。後に述べるように，基本解(Jiゆj(t)(T)，z，j=1，2，3)の周期関

数ゆj(i)(T)を用いて周期係数線形微分方程式(5.31 )を定数係数線形微分方程式に変換すること

ができる。この定数係数線形微分方程式の解の安定性は代数方程式である特性方程式の根を調

べることにより吟味することができる。すなわち Routh-Hurwi tzの安定条件を用いることも

できる。しかし一般に周期関数りilcτ)を求めるためには計算機などを用いて周期係数を持つ変

分方程式(5.31)を解かなければならない。ここでは周期関数向。)(r)の周波数成分を仮定する

ことにより定数係数を持つ変分方程式を導き，解の安定性を吟味する。この場合は仮定した周

波数成分のみの安定性を調べるので，周期関数向。)(r)の周波数成分を仮定するiとにより導か
れた定数係数を持つ変分方程式による安定条件は周期係数を持つ変分方程式(5.31 )による安

定条件の一部であると考えられる。以下にもう少し詳しく述べる。

周期関数内(i)(τ)を用いて変数c(τ)，η(r)，および ζ(τ)を

c=φρ)也+仇(2)V+φz(3)印

可=φ2(1)也 +φ2(2)u+62(3)W

(=仇(1)也 +φ3(2)u+仇(3)卸

( 5.39 ) 

で定義される変数以τ)，v(r)，および w(r)に変換すると，周期係数を持つ変分方程式(5.31)は

定数係数線形微分方程式

du τミ μ1恥 dv 
dr = /1.2 V. μ

 

山一
U

(5.40 ) 

*[32J 
となる。 式 (5.40)で表わされる系の特性根は変分方程式(5.31) の特性指数である。こ

こで式(5.39)における周期関数。j(t)(T)を求めるためには，既に述べたように周期係数を持つ

変分方程式(5.31)を解き，その解を求めなければならない。ここでは式(5.39)の周期関数

角的(τ)が周期解(5.15)と同じ周波数成分のみを持つ場合を考え，変分方程式(5.30)の解を

TJ=uνsmντ+ω∞sνT 
唱-
A品
E

Fhυ 

1
1
l〉
I
l
l
l
J

c=也lsmτ + Vl∞sτ+Ul-2νsin(1-2J1)τ+Vl-2V∞15(1-2ν)τ 

*付録Vにおいて式(5.40)を誘導する。
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θ(X叫 YS，l，XS，1-2，，' Y為 1-211. Xs，，，. YS.") 
θ(Xl. '!/1. Xl-2ν. '!/1-2仰 X"， '!/ν) ， 

(s= Ys， ~) 

の対応する要素である。ただし式(5.42)を導くにあたり次の仮定を設けた。

(j)助および v"は時間の経過と共に緩やかに変化するものであり，またれは小さい量とす

る。従って d2u，，/dτz，dZ V，，/dT2， kzd伽 /d弓および kzdv，，/dτを無視した。

(ij)さらに解(5.41 )の各周波数成分の振幅についても周期解(5.15)の各周波数成分の振幅

の聞の関係と同様に，樹直刷，71，1-2ν，および Vl-2"は振幅引に比較して小さいものとする。

また振幅削，也1-2"，および Vl-2"は時間の経過と共に緩やかに変化するものとする。従って

d肌 /dT，dUl-2，，/dτ，および dVl-2，，/dTを無視した。

式(5.42)は周期解(5.15)の各振幅の定常値からの変分に関する方程式と一致する。この

ことを確かめるため，次式で定義される周期解(5.15)の各振幅の定常値的および ，!/s. (s= 1， 

1-2ν，ν)からの微小変分 h および Vsを考える。

XS(τ)=XS+也S(τ)， '!/s(τ)= ，!/s + vs(T). (s=1， 1-211， 11) (5.43 ) 

式(5.43)を式(5.23)あるいは式(5.24)に代入し.Us (τ)および Vs(T)の2次以上の項を無

視すると，変分方程式(5.42)を得る。

周期解(5.15)からの変分Eおよび甲に関する変分方程式(5.30)の解が周期解(5.15)と同

じ周波数成分のみを持つ場合を考え，周期係数を持つ変分方程式(5.却)の解を式(5.41 )のよ

うに仮定することにより定数係数を持つ変分方程式(5.42)を導いた。従って周期解(5.15)の

各振幅の定常値からの変分 Usおよび Vsに関する変分方程式(5.42)による Rρuth-Hurwi tz 
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の安定条件は周期解(5.15)からの変分Eおよび守に関する変分方程式(5.30)による安定条

件の一部分であると考えられる。

式(5.42)で表わされる系の特性方程式は

α11 αE α13 α14 α15 α16 

α21 α22-). α23 α24 α25 a26 

a31 α32 α33 α34 a35 a36 

(5.44) 
α41 αa α43 

α“ α~5 α46 

α日 α日 α日 α54 α55-). α56 

α日 α回 α63 α制 a65 α66-). 

あるいは

ム.P+h2 ).2+ h3).+ム=0 ( 5.45) 

となる。ここで

α11α日 αM

ム=-I a31 a33 α34 

包41 a43 a44 

an a12 α日 α14 a11 α13 a14 a15 α11α13α14α16 

α21α22 a23 包24 α31α33α34 a35 α31 a33 a34 a指

ゐ=1 1+1 1+1 1;> (5.46) 
α担 a32 α33a34 I Iα叫 α43α岨 α45 I Iα41α43α44 a46 

α41 a42 a43 a .. α51α田 a54a55 α61 a日 α64α66

h3=一(A22+A55+ A“) 

ム=/ A/ 

である。ただしdはαリ ，(i，j=1-6)を要素とする行列であり，Aりは行列式 /A/におけ

るaijの余因子である。

変分方程式(5.42)の特性根ん， (i = 1， 2，3)の実数部がすべて負であれば，変分 h およ

び Us，(s=l， 1-211，11)は時間の経過と共に零に収束し，周期解(5.15)は安定である。ま

た特性根んの少なくとも 1つ実数部が正ならば，変分 h および us，(s= 1， 1-211， 11)は
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発散し，周期解(5.15)は不安定である。

[5，6，7，31J 
(c) 概周期解の安定性

第5.4(b)節において周波数 νが%および%などの簡単な整数比以外の場合，式 (5.8)の解

( 5.13)は概周期解となることを述べた。既に第5.4(b)節で述べたように，概周期解(5.13 ) 

の各振幅，位相角，および周波数νを記述する式(5.26)は，位相角については山および¢

(=α1-211 + 2ん)で表わされるので， 6個の未知数 Al'AI-211， BII'αl'rp(=α1-211 + 2ん)，お

よびνで表わされている。ここで以下の式の表現を簡単にするために式(5.26)の記号を次の

ように書き換える。

Al Xl Xl Xl 

B" X2 XII X2 

rp X3 YI-2ν/A!-2" + 2Y，，1ん X3 
(5.47 ) 

イ1-2ν X. XI-211 X. 

α1 X5 Y'/Al X5 

)J X6 YI-2ν/AI-211 X6 

式(5.47)の記号を用いると式 (5.26)は次のように表わされる。

dXl .. 
E7=Jh(zhah-…-…，抗)

う224(shS2，， S6) 

133=xs(SI，sh ，se) 

(5.48 ) 

0= X. (Xl' X2，………， X6) 

。=X. (Xl' X2，………， X6) 
0= X6 (Xl， X2，………， X6) 

定常状態では式(5.48)において dx;/dT=O，(i=1-3)すなはち

Xi (Xl' X2，……… ， X6 ) = 0， (i=1-6) (5.49 ) 
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となる。概周期解(5.13)の安定性を吟味するために，次式で定義される各振幅，位相角，お

よび周波数の定常値 X'1，X'2，…・・，，x6からの変分乙， '2，……， (6を考える。

(5.50 ) 
，xi (t") = ，xi +長(，)， (i=1-6) 

変分 (i(τ)，(i = 1 -6)が時間の経過と共に零に収束すれば，概周期解(5.13)は各振幅A"

At-2ν， B，ν，位相角的，(/J (=α1-2V+ 2ん)，周波数νに関して安定である。 式(5.50)を式

(5.48 )に代入し凸(t")， (i = 1 -6)の2次以上の項を無視すると次の変分方程式を得る。

d(1 
d7子=al1 (1 +α12 (2 +……… +α16 (6 

d(2 ττ= a21 (1 + α22ι + ・・ H ・H ・.+伽 (6

d(3 ττ = α31 (1 + α32 (2 + …・・・… + ω(6 
( 5.51) 

0=  a41ι+ a42ι+……… + auι 

o = a51 C1 + a52 (2 +……… +α56 (6 

0=α刷 (1+α回 C2+ '"・ H ・..+α田 (6

ここ』乙

θXi 
aij =石7' (i，j=1-6) (5.52 ) 

ただし，式 (5.49)の記号を用いた。式(5.51 )において

(1 = C1 e，h ， (2 = C2 e.l'τ， (6 = C6 e.lτ ( 5.53) 

と置く。式(5.53)を式(5.51)に代入すると CI>C2'…・・， C6を定める次式を得る。

( al1ー A)Cl+a12C2+α13C3 +α14 C4 +α日 C5+aI6C6=0

a21 Cl + (αZZ-A)C2+a田 C3+α24C4 +α昌 C5+α26C6 = 0 

a31Cl +α担 Cz+(α33-A)C3+a34C4+α語 C5+a蝿 C6=0 
( 5.54) 

α剖 Cl+α42C2+αnC3+α44 C4 +α45 C5 + a蝿 C6= 0 
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a51 Cl +α52 C2 + a田 C3+α54C. +α55C5+a田 C6= 0 

a61 C 1 + a62 C 2 +α63 C3 +a64 C4 + a65C5 +a師 C6= 0 

式(5.54)がCl= 0， C2= 0，……， C6= 0以外の解を持つためには

αn-A a12 α阻 a14 α15 a16 

a21 a22-A α23 a24 α25 α謂

α31 α32 a拍 -A α34 α田 α甜
.:1 (A)三| (5.55 ) 

α41 a42 α岨 a44 α45 a46 

a51 a52 α53 α54 α回 α56 

a回 α回 α回 α制 a65 a闘

でなければならない。特性方程式(5.55)の根を A1，んおよぴんとし， これらは互いに異

なるものとする。式(5.54 )において A=んとすれば， Cl: C2 :……: C6の比が決まり

Cn C~ C回

Dl1(ん) D12 ()'l ) D16 (ん)
(5.56 ) 

[33J 
となる。 ここにあdん)は.:1(ん)の(i， k )要素の余因子を表わす。ただし A=ん

に対し式(5.54)を満足する (Cl，C2，・…一， C6)を (Cu，C21，……， C61)で表わしたo

A=えi' (j = 2， 3 )に対しでも A=んの場合と同様に式 (5.54)より Cl: C2 :……: 

C6の比が決まる o A = ).j， (j = 1， 2， 3 )に対して式(5.54)を満足する (Cl，C2，… 

C6)を(Cυ，C2j'……， C6j)で表わせば Elj=CIJe 』jfτ，E21=C2jJjr，……， 56j=C6j Jf， 

Cj= 1， 2，3)が式 C5.51 )の 3組の解となる。式(5.51 )の一般解は

あ=Cil/1τ+G2e』ZT+QsJ3τ， ( i=1-6) ( 5.57) 

である。ここに).=).j' (j= 1，2，3)に対し式(5.54)より C1j: C2j:…… : C6j の比が決

まるので，式(5.57 )において任意定数を 3つ遷ぶことができる。 式(5.57)より特性方程式

( 5.55)の根えj， (j = 1， 2， 3 )の実数部がすべて負ならば，式(5.13)の各振幅ゐ，Al-2j1， 

BII，位相角的， ψ(=al-211+2{i1l)，および周波数vの定常値からの変分 Ci( i= 1 -6 )は時

間の経過と共に零に収束し，概周期解(5.13)は各振幅 Al，Al-211， BII，位相角 α1，cp(=的-211

+2ん)， および周波数νに関して安定である。
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なお既に第 5.4(b)節で述べたように，概周期解(5.13)の各振幅，位相角，および周波数を

記述する式(5.26)は，位相角については的およびq;(=α1-2"+ 2ん)によって表わされるの

で，位相角的-2"あるいはんは概周期解とは独立に任意の値をとることができる。

さらに外力の振幅Bと概周期解(5.13)の各振幅 Al'AI-2仙 B"，位相角的，q;(=αト 2，，+2ん)，

周波数νの閉係を示す特性曲線が垂直接線を持つ点で安定限界となることを説明する。

まず外力の振幅Bと概周期解(5.13)の各振幅 Al'AI-2" ， H"，位相角叫， ψ，周波数vの関

係を考える。定常状態では式(5.48)より

Xi (B， Xl， Xz，……"， X6 )= O. (i=1-6) (5.58) 

となる。ただし式(5.47)の記号を用いて各振幅，位相角，および周波数をXj.(j=1-6) 

で表わした。式(5.58)より Bを与えると巧.(j=1-6)が決まり，振幅特性曲線および周

波数特性曲線(BXjの関係)を求めることができる。式 (5.58)より次式を得る。

θIXi .~. aXi θx; θlXi 一-=..dB+一==dXl+ー=dxz+………+ー:..:!.dX6= O. ( i = 1 -6 ) 
θBθXlθX2 θX6 

(5.59 ) 

式(5.59)を書き換えると

に
U

的
一
旬

抗
一

B

，¢一，
d
仙

知
山
一
弘+
 

+
 
仇一“
お
一
山

θ

一。
+
 

上山一。
知
山
一
弘

( 5.60) 

となる。式(5.60)より dXj/dB.(j=1-6)を求めると

j列

θIXlθXlθXl・ θXl

θXlθX2 θBθX6 

θX2θXz θx2 θXz 

丘三L-__!_ 
dB LI 

θXlθXzθB aX6 

( 5.61 ) 

θX6θX6 θX6 θIX6 

θXlθXzθBθX6 

'>- '>-，_ァ、_'-(¥... 
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θXl θXl θXl 
一・…一・ー

θXl 8X2 8x‘ 

θX2 。X2 θX2 
-…・ー

θXl θX2 θX6 
4'= ( 5.62) 

θX6θX6θX6  

θXl 8X2 θX6 

を得る。つぎにRouth-Hurwitzの安定条件より

4 = 4 (0)= 0 (5.63 ) 

なる点では安定限界となる。ただし式(5.63)において式(5.55)の記号を用いた。従って振

幅特性曲線および周波数特性曲線(BXjの関係)が垂直接線(dXj/dB→∞)を有する点で安定

限界(4 (0)= 0 )となる。

数値例

%調波解あるいは%調波解は式(5.13)で示される。ただし νは%あるいは%である。 ys

調波解および%調波解の振幅特性をそれぞれ式(5.18)および式(5.20)より求め， その結果

を図5.2および図 5.3に示す。系のパラメタは

図 5.2: kl = 0.18， kz = 0.3， m=  10 ( 5.64) 

図5.3: kl = 0.18， kz = 0.1， m=  4.0 (5.65 ) 

である。図において aの振幅はbが振動している範囲でのみ示した。第5.5(a)節の考察に従い

周期係数を持つ変分方程式(5.31)の解の特性乗数 mi，(i = 1， 2， 3)を求め， 周期解の安定

性を吟味した。実線の部分で安定であり破線の部分で不安定である。

B= 1. 55の場合の%調波解(5.13)および周期係数を持つ変分方程式(5.31 )で表わされる

系の特性乗数mi，(i= 1， 2，3)を表5.2に示す。また B=1.10の場合の%調波解(5.13)お

よび周期係数を持つ変分方程式(5.31)で表わされる系の特性乗数mi，(i = 1， 2， 3)を表5.3

に示す。

固有周波数νが対と%の聞の同期化しない概周期解(5.13)の振幅特性および周波数特性を

式(5.26)より求め，その結果を図5.4に示す。系のパラメタは
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k， = 0.18 
kz= 0.1 
m=4.0 

k， =0.18 
kz= 0.3 
m= 10 

4 

3 

2 

宮
崎

-
e
q
-
-
q

ヒ=ごコ;

3.0 

1.0 

2.5 2.0 1.5 
。

3 

B一一一ー
y2調波振動の振幅特性.

。
ーーーー司ーーーー~B 

図 5.3%調波振動の振幅特性.図 5.2

%調波解と変分方程式 (5.31)の解の特性乗数

B ao (r)， ho (r) 調"1，7&2，胃13

ao = .0.3904 sin r -1. 3771ωSr 0.9199 X 10-3 

1.55 -0.1664 sinYaτー0.5056伽 %τ stable 

ん=2.8501 sin yaτ 一0.4864∞sYsτ 0.4620 ::t 0.6628 i 

内=0.3944SlTIrー1.3850ωSr 0.001232 

1. 55 -0.3457 sinYs r + 0.2498∞sYsr 0.4189 Usstable 

ん=2.1481 sinYsτ+ 1.8711ω%τ 1.4860 

表 5.2

%調波解と変分方程式 (5.31)の解の特性乗数

B ao (r)， ho (r) 7&1， 7&2， m3  

ao = 0.1077 sln r -0.5050∞S r + 0.2182 0.00956 
1.10 stable 
ん=一0.0788S加%τ ー1.5380∞sY2τ -0.3282 ::t 0.7892 i 

ao = 0.1407 sln r -0.4887 cosτ+ 0.0718 2.9447 
1.10 Usstable 
九=ー0.6863sinY2 r -1.3054∞sY2r -0.0148 ::t 0.0605 i 
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m=4.0 
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。
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周波数vが%と%の聞の同期化しない概

周期振動の振幅特性および周波数特性.

B 

図5.4

(5.66 ) m=  4.0 わ=0.1， kl二 0.18，

である。第 5.5(c)節の考察に従って変分方程式(5.51 )で表わされる系の特性根を求めて安定

性を吟味した。その結果実線の部分で安定であり破線の部分で不安定である。

Bν，位相角α1，cp (= 固有周波数νが 0.418……の概周期解(5.13)の各振幅 Al'A1-211， 

また固有周波数 νがその結果を表5.4に示す。α1-211+ 2ん)，および外力の振幅Bを求め，

0.418……の場合変分方程式(5.51)で表わされる系の特性根を求め，式(5.26)の特異点

の種類を分類した。それらの結果を表5.5に示す。

その結果を図5.5に示す。第パラメタBおよび h を変えて概周期解の周波数特性を求め，

5.5(c)節の考察に従って変分方程式(5.51)で表わされる系の特性根を求めて安定性を吟味し

た。その結果実線の部分で安定であり破線の部分で不安定である。図5.5においてパラメタB

を変化するとそれにつれて固有周波数νも連続的に変化する。
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表 5.4 固有周波数 νが 0.418…の概周期解(5.13) 

概周期解 JI B Al AL-2" B" a1 'p 

(1) 0.418 ・・・ 1.2872 1.0969 0.3598 2.3298 -1.3923 -2.0200 

(2) 0.418… 1.9448 1.8062 0.1764 1.1423 -1.4726 -2.2871 

表5.5 変分方程式(5.51 )で表わされる系の特性根と式(5.26 )の特異点の分類

概周期解

(1) 

(2) 

式(5.51)で表わされる系の特性根 式(5.26)の特異点の分類

-O. 0271. -O. 3416， - 5.3345 Stable node 

0.0178 -0.3701， -10.3627 Sadd le (unstable) 

0.50 

叶万:;;，。
0.30 

0.40 

~ 

0.35 

0.30 

1.0 1.5 2.0 2.5 

B 一一一一+

図5.5 周波数vが%と%の聞の同期化しない概

周期振動の周波数特性.

5.6 概周期振動の位相空間解析 (ν<1の場合)

(a) 調波解析法による数値解析

第 5.4(b)節において調波解析法を適用して概周期解(5.13)の各振幅 Al，AJ-2"， B"，位相角

山 ，cp( =αト 2"+ 2/3，，)，周波数vを求めた。この節では概周期解(5.13)を位相空聞において解

析する。定常解(5.13)のa('r}， h('r}， およびdh('r}/d'rの時間'r=2n1l:， (叫=1， 2，3，……)に
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おけるf直

(・=djdτ) 

、、，ノ
月

daU 
F
O
 
rt 

ー
l
l
I
L
I
-
-
J

α( 2九π)=Alsin(2nπ+a1)+At-2I1sin[2nπ(1-2Y)+al-2I1J 

h ( 2ππ)=Bνsm( 2ππν+ん)

id 2略的=νBIlCOS(2n1rY+β11)， 

をahh空聞に写像する。 これらの点 (α(2ππ)， h (2九π)，h (2九π))は図 5.6に示す閉

曲線上にある。系のパラメタは

kl = 0.18， わ=0.10， m= 4.0， B= 1.6 (5.68 ) 

である。また固有周波数νは 0.447……となる。図において数字 1，2，3，および4を添えた

点 (h，h)はそれぞれ時間 τ=2ππ，(π=1-4)における点 (h (t")， h ('r) )を示す。

(ω 変換法を用いた位相空間解析

式 (5.8)で表わされる系に概周期振動

が発生する場合には，ah dhjd'r空間に

おける時間'r=2ππ， (π= 1，2，3，…・う

の時点での点 (α(t")， h(t")， dh(τ)jdτ)の

写像は定常状態において 1つの閉曲線上

にある。この閉曲線は不変閉曲線とよば

れる。

式(5.68)のパラメタを用いて式(5.8)

を計算機軸で解き，a， h，および dhjd'r

を計算する。定常状態において時間'r=

2九π，(九=1，2，3，……)の時点での点

( a(τ)， h(τ)， dh(吋jdτ)は図5.7に示す

閉曲線上にある。図5.7において数字1，

2， 3，および4を添えた点はそれぞれ時

間'r=2π久(包=1-4)における点

( h (t")， h ('r) )を示す。この概周期振動の

-2.5 ・2.0 -1.5・1.0-0.5 。0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 
bー+

3 

b-ー

2.5 

2 

図5.6 概周期解 (5.13)の時間'r=2 11. 7c (11. = 0， 

1， 2，…)における ah dhldr空間への写像

(調波解析法による). 

*式(5.8)はaについて1階， れこついて2階の微分方程式であるため，解(5.13 )を ah h空聞にお

いて解析する。

輔 KDCn (京都大学計算機No.2)を使用した。
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平均周波数は 0.420……である。調波解析法を用いて得られた図5.6を変換法を用いて得ら

れた図 5.7と比較すると概ね良好な一致を得た。

-2.0 ー1.5 -1.0 -0.5 。0.5 1.0 1.5 2.0 . 
b-

T 
-1.2 

-2ρ 

..Q 

1.0 
3 

0.5 

¥b→ 
引で -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.512.0 

-0.5t /4  

2 

-1.0 

図 5.7 基礎方程式 (5.S)を解いて得られる不変閉曲

線.

[6，7] 
5. 7 基本調波振動(ν=1の場合)

周波数vが外力周波数に等しい基本調波解を調波解析法を用いて求め，その安定性を吟味す

る。周波数νを1とすれば，式(5.15)において周波数1-2ν は1に等しくなり，式(5.15) 

は

a = .xl sm -r + ylω5-r 
(5.69) 

h= .xνSIn-r+ル COS-r

となる。

(a) 周期解

周期解(5.69)の振幅削， ylo .xv，および yvを決定するために，式(5.69)を式(5.8)の第

1式および第2式に代入し，それぞれ周波数 1の周波数成分を含む三角関数の係数を零に等し
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いと置くと次式を得るJ

o = -PXl+ yl一義 kl[Xl (X/-y，/ )+2YIXVYV] +B三五

dyl ~ n 3 
E7=-m-PF-EEK2[-2前向 yv+yl (xv2 _yv2)] 

1 f> k2 1 r 1 2 .百
互¥(Xv-2m yv;-32五l-"2 Xv yl ...，.. yv Xl yl J 

会=一念 xv-tQyvーネ[駒山YE+iyvY12]

ここ Iこ

三 Yl

三 Xv

三 Yν

1 〆3 ，2. 3 、
P = 7， k1( -7 At-+ *" Bv. ) 8 、4'" . 2~" / 

1 /3~2. 3 ，2 、
Q=EZ(zBv+互At"-8m) 

A12 = X12+ ，，/ 1 =訓十yl ， BJ=zJ+yJ 

ただし式(5.70 )を導くにあたり次の仮定を設けた。

(i)振幅約およびp は時間の経過と共に緩やかに変化するものであり，

(5.70 ) 

またれは十分小さ

い量とする。従って d2xv/dτ九 d2 yv/d'C2， k2 dxv/d'C， および k2dyv/dτを無視した。

(iI)さらに klは小さい量とする。従って振幅削は第 1次近似解(5.10)の振幅Al(=yt) 

と比較して小さい。また振幅 m および ylは時間の経過と共に緩やかに変化するものとする。

よって dxt/d'Cを無視した。

定常状態では式(5.70)において

dyl/dτ=0， dxν/dτ=0， dyv/dτ=0 ( 5.71) 

となる。 このとき式(5.70)より振幅山， ylo Xν， および p が求まる。周波数νが一定の値

に対し，式 (5.8)の解が系のパラメタB. k 10 kz. およびmのある範囲で求まるので，その範

囲内で外力に同期する領域のあることが判る。

式(5.70)より振幅 Xl.ylo Xv. および p を消去して次式を得る。

*定常解に対しては式(5.69 )の振幅 Xl.Yl. Xv • および b は一定値をとるが，後に定常解の安定性

を吟味するために，それらの時間微分も考慮した。
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[( 1 +山4)2+(M1mQ4)Zld=BZ
/11 /11 

IOSHF-(古川2]B'/=0
(5.72 ) 

.，.. '>"' L.7" 
'-'-・』

1 〆3 ，2. 3 、
P= 7. kl ( -7 At + *' B，: ) 8 、4'" . 2 ~V / 1/3~2.3 

Q.=吉元(zBv+互Al-8m) 

式(5.72)において B，，=0なる解も存在し，式(5.72)の第1式は

い+(孟 klA!2y]A!2=B2 (5.73 ) 

となる。

(b) 周期係数を持つ変分方程式による安定判別

周期解(5.69)の安定性を吟味するために，この周期解を ω(τ)および ho(t')で表わし，次

式で定義される周期解 ω(t')および h0 (t')からの微小変分 c(t')および甲(t')を考える。

h (t') = ho (t') +η(t') 
、‘J4せ司d民d、

1
l与
1
l
l
d

α(τ) = ao(t') + c(t') 

式(5.74)を式 (5.8)に代入し，c(τ)および守(t')の 2次以上の項を無視すると次の変分方程式

を得る。

dc . 3 
一一+'* kl [( aO 2 + ho2 ) c + 2 ao ho甲J=O
dτ8  

ho(τ)= x" sint' + yll COSt' 

(5.75 ) 

豆竺+主主豆互+JL[2GoboE+(α02+ ho 2 )甲J= 0 
m dt' • 8m 

ヲ- ヲ・.，.7'
、ー、ー r'-

ao{t') = Xl sin t' + ylωsτ 

式(5.75)は周期L(=π)の周期関数を係数に持つ線形常微分方程式である。 d甲'/dt'= ，と

おくと，式 (5.75)は次の3元連立1階の線形常微分方程式に書き直すことができる。
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dc 3 一一=-*kl[(ao2+ho2)c+2aohoη]
dτ8  

五=一一三 [2aoho c + (α@Z+ぷ)甲]一色cdT 8mL~ .. n，...v..，u ，=， . '¥.u.u . uu  / ./.J m 

(5.76 ) r

、
向一

U

c(.)，η(τ)，および ('(τ)が時間の経過と共に零に収束すれば周期解(5.69)は安定となる。第

5.5(a)節の考察に従って式(5.76)で表わされる系の特性乗数 mi，( i = 1， 2， 3 )を求め，式

(5.76 )の解の安定性を調べることができる。既に述べたように特性乗数の絶対値がすべて 1

より小ならば周期解(5.69)は安定である。数値例を第5.7(c)節に示す。

(c) 定数係数を持つ変分方程式による安定判別

周期解(5.69)の安定性を吟味するために次式で定義される周期解の振幅山， Yl， X"，およ

びp からの微小変分c1 (.)， 7J t(.)， ι(.)，およびれ(.)を考える。

Sν(.) = xv+ cν(.)， yν(.) = Yν+ 7J，，(τ) 
、‘，，，
円

t
円

t
F
h
u
 

ー
l
i
p
-
J

副作)= XI + ct(.)， YI(τ) = YI+布1(τ) 

変分CIo 引， ι，およびれが時間の経過と共に零に収束すれば，周期解(5.69)は安定であ
る。式(5.77)を式(5.70 )に代入し， c)O 7J1oι，およびれの2次以上の項を無視すると
次の変分方程式を得る。

o I al1 al2 α13 α14 I I Cl 

d 
可1

d'τ 
守1 a21 α盟 a23 α24 

ι a31 α32 α33 α担 c" 

7Jν α41 α岨 α43 α岨 ην 

(5.78 ) 

ここに aij，(i， j=1-4)は式(5.70)の記号を用いて得られる

θ(Xlo YIo X"， Yν) 

。(XI，YI， X"， Yν) 
の対応する要素である。式(5.78)で表わされる系の特性方程式は
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all a12 α13 a l' 

a21 α冨 -A a:阻 α24 
.d (A)三| =0 (5.79 ) 

a割 α置 a四 -A G担

a41 a42 α43 a“一』

あるいは

hl A3 + h2 A2 + h3 A +ム=0 (5.80 ) 

となる。ここに

ん=-all 

ム=1α11 al21+lal1 a131+1α11 a14 1 

I a21 a22 I I a31 a田 I I a41 au I (5.81 ) 

h3 =ー (A22+ A33+イ“)

ム=IAI 

である。ただしdはαij' (i，j=1-4)を要素とする行列であり，ゐjは行列式 IAIにおけ

るaijの余因子である。

変分方程式 (5.78)で表わされる系の特性根ん， (i = 1， 2，3)の実数部がすべて負ならば，

変分'101/10ι，およびれは時間の経過と共に零に収束し，周期解(5.69)は安定である。
なお周期解(5.69)の振幅特性曲線(BAlおよびBBνの関係)が垂直接線を持つ点は

[2] 
なる点で与えられる。

数値例

h， = .dω) = 0 ( 5.82) 

基本調波解(5.69 )の掘幅特性を式 (5.72)より求め， その結果を図 5.8に示す。系のパラ

メタは

kl = 0.18， k2 = 0.05， m=  1.0 ( 5.83) 

である。第 5.7(b)節の考察に従って周期係数を持つ変分方程式(5.76)で表わされる系の特性

乗数を調べることにより周期解の安定性を吟味した。その結果実線の部分で安定であり，破線

の部分で不安定となる。図中に記号を付した振幅を持つ周期解と変分方程式(5.76)で表わさ
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れる系の特性乗数mi，(i = 1， 2， 3)を表 5.6に示した。

第5.7(c)節の考察に従って定数係数を持つ変分方程式 (5.78)で表わされる系の特性根ん，

(i = 1， 2，3 )を調べることにより周期解の安定性を吟味した。その結果を図5.9に示す。図

において実線の部分で安定であり，破線の部分で不安定である。図5.8と図5.9を比較すると，

周期解の安定性に関して概ね良好な一致を得た。図 5.9において記号を付した特異点と変分方

式 (5.70)の特異(i = 1， 2， 3)を表5.7に示し，程式 (5.78)で表わされる系の特性根ん，

点を分類した。

図5.9においてB= 1. 30 -3.17の範囲では基本調波振動が不安定となり，概周期振動が発
生する。* Bの適当な範囲では，外力に同期化しているが振幅および位相角が変調した概周期

外力に同期化しない振動で固有周波数vが1と%の聞の概周期振動を発生する場合もある杭

振動を発生する場合もある。

、、¥吋
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4 

3 

2 

4
1
1
1
1
1
F
匂

-Fq 

k1= 0.18 

kz=0.05 
m = 1.0 

4 

3 

2 

a
i
l
-
-
，

m
 -Fq 

(7)1 

3 

(6) 。
3 

(5) 
~・-
。

8 -一一一一+

図5.9.基本調波振動の振幅特性(定数係数を持

つ変分方程式 (5.78)による安定判別). 
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表 5.6 基本調波解と特性乗数町

周期解 B ao (，)， ho (τ) 耶 1 m2 羽目13

1 1.20 
α。=O. 1971 sIIl ， -1. 0871α鼠τ
品。=3.0501 sin ， -0.1428∞sτ 0.283， -0.644:t 0.557 i 

2 1.90 
ao = 0.3205 sin ， -1. 8070∞sτ 
九=2.6813Sinτ+ 0.2583∞S， 0.241， -0.498:t 0.950 i 

ao = 0.4570 sin ，ー 2.5545∞s，
3 2.65 

品。=1. 9591 sIIl， + 0.2709∞6τ 0.236， .:_ 0.473:t 0.973 i 

4 1.20 
ao = 0.3596S1n， -1.0055∞S， 
ho = 1.5039 sin ， -2.2612α)8， 0.169， -0.387， -4.575 

1.20 
ao = 0.0291 sIIl ，-1.1993α鼠T

-0.090:t 0.920 i 5 0.858， 
九=0

ao = 0.3056S1n， -2.6143∞s， 
6 2.65 0.480， 一0.247，-2.001 

ん =0

7 3.50 
ao = 0.6695 sin ， -3.3669∞S， 
ho = 0 

0.287， -0.502:t 0.776 i 

表 5.7 図 5.9における特異点とその分類

特異点 B Yl XII YII A.. A2' A3 分 類

1 1.20 -1.0871 3.0501 -0.1428 
-2.5500 

-O. 0108:t 0，2836 i 
Stable focus 

-2.8635 
2 1.90 -1.8070 2.6813 0.2583 Saddle focus 

0.0081 :t 0.4574 i 

3 2.65 -2.5545 1. 9591 0.2709 
-3.6643 

0.0172:t 0.4769 i 
Saddle focus 

-4.5751 

4 1.20 -1. 0055 1.5039 -2.2612 一0.3852 Saddle 

0.1687 

-41.2010 
5 1.20 -1. 1993 0.0 0.0 

一O.0250:t 0.3588 i 
Stable focus 

-8.6707 

6 2.65 -2.6143 0.0 0.0 -0.3133 Saddle 

0.2633 

7 3.50 -3.3669 0.0 
-5.2276 

0.0 
一0.0250:t0.2462 i 

Stable focus 
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[7J 
5.8 主要成分の周波数vが1より大きい場合の定常解の考察

周波数 vが1より大きい場合に対し外力に同期化した周期振動および同期化しない概周期振

動について考察する。

定常解(5.14)の周波数h 振幅 Al.BII' B2-1I. 位相角 α10んおよびfJ2-νを調波解析法

を用いて決定するために，式(5.14)を式(5.8)の第1式に代入し周波数1に等しい周波数成

分を含む三角関数の係数を零に等しいと置く。また式 (5.14)を式(5.8 )の第2式に代入し周

波数νおよび周波数2-11に等しい周波数成分を含む三角関数の係数をそれぞれ零に等しいと

置く。式(5.14)を式 (5.8)に代入して得られる式には表5.8に示す周波数が含まれる。表5.

8に示すように周波数vが%. 2. あるいは 3の場合，周波数5-211.3ν-4.あるいは

6 --3 11等のように見掛上周波数 1. 11. あるいは 2-11と異なる周波数が周波数1， ν，ある

いは2ー νに等しくなる。また，周波数νが%. 2. および3以外の場合には，周波数 1. 11. 

あるいは2ー νに等しくなる周波数はそれぞれ周波数1.人あるいは 2ー ν以外にない。こ

れらの関係を考慮して調波解析を行なう。

表 5.8 式 (5.14)を式 (5.8)に代入して得られる周波数

主要成分周波数 v 11=豆 3 

2 
11 = 2 11= 3 νキ2'11キ2，11キ3

1に等しくなる周波数 1 1，211-3， 5-211 1， 211-5 1 

Vに等しくなる周波数 11， 6-311 11. 4-11， 311-4 11， 311-6 v 

2-11に等しくなる周波数 2-11， 311-4 2-11， 6-311 2-11， 4-11 2 -11 

(1) νが%のとき

式(5.14)を式(5.8)に代入して調波解析を行なうと次式を得る。*

0= Yl三 Y%，l

%
 

X
 
一一一五一一

d
-
T
 

d
-
4
 

$定常状態における解に対しては，式 (5.14)の各振幅および位相角は一定値をとるが，後に定常解の

安定性を吟味するので，そのため，これらの時間微分も考慮した。なお式 (5.84)-式 (5.88)を導くに当

つては後に述べる近似を行なった。
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ここに

dBJJ 1 宮

古 =X，，+石志pB2J sm¢1=匂，"

B dlYu1  
u ームー =Yν+一一二一 B2-~ ∞6CPl 三 YSL64mll ~<-v ~~~T' - ~ 72， 

o=X24-6Jμ)Bν lh-~ sin CPl ==弘zν

0ニ Y2-νー 3 BvB2J COS約三Y%，， 2-"64m( 2-11) 

伊1=ーん+3!i2-" 

xz=-th(PJ1+2ABvBHωscp) + BC06帆

Yl = -Al一元 klA B" B2-" smcp -Bsm ct1 

Xν=-iiB+-i-dfB2-vsiIlψ 
m ~，ν 64mν 

Yv=-L(QJv+bぬ-"仰)16mll 官

xh v=-i乙B2-ν+3d12BvSlnψ 
64m( 2-11) 

Y=  1 4024BM+れ川仰)16m(2-1I) 

3 ，2.  3 
P1 =7At+一 (B/+ B2-~)' 4'" -2ζ  

3 ~ 2 ， 3 
Q，，= 18，ν+← (A12 + B2-~ ) -8mll2 4 ~V - 2 

QM=?B2-;+2(AZ+BJ)-8m(2-v)2， cp= -2α1+ん十月Z-II

(2) 11が2のとき

式(5.14)を式(5.8 )に代入して調波解析を行なうと次式を得る。

dAl " ~ 
'd';'= Xl + i"6 klAIBμ ( B"∞加B2-"仰 3)三XZ，l

O=Yl一元 klAlB2ν(Bν制約一B2-lIsm和)三 Y2，1
dB唖ー
す:r=Xν+互主yBz-" (A/ sin CP2 -2BII B2-" sin CP3 )三 Xz，
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Buttz=L+一三ZB2-u(dfcoW2+2BvB2-vCOS約)主Y2.ν

ーー-
O=dz(Q24B日

ここ』乙

9'2 =一2α1+ん-/32-V. 和二 2/32ν=π

ただし式(5.85)の記号を用いた。

(3) νが3のとき

式(5.14 )を式(5.8)に代入して調波解析を行なうと次式を得る。

dAl ~ ? 

7 ニ Xl一言 ktAl B2-; COS 9'.叫 1

ー

ν

雪

山

ー

ミ

吋

Y

X

一

一一一一一一

a'

一，

m

y

p

 

-m

旧

Q

u

q

山

。ゐ
M

F

q

d

u

u

'

2

2

 

B

B

 

d

一ν

冶

1
一m

L
n
-
a
A
τ
 

3
-
M
M

↑6
 

-

U

 

-

X

 

Y

二

=

丸

一

T

o

d

-

d

 
Bν dt九 1

ーよー =YII- ー」ー予 B2-~ ωS 9'5三 Y3.v 
Aν v・一

、J ~ .2 

0=X24+64md-v)B 

。 2
0= Y2ν+64m(}-u)BM(Am似 -BνB2-v COS 9'5 )三 Y3， 2ー

'::- '>- 1.ァ

、ー'-，'-

9'-=ー 2(α1 + /32ν) • 9'5 =ーβνー3/32-v 

ただし式(5.85)の記号を用いた。

(4) νが%. 2.および3以外のとき

式(5.14 )を式(5.8)に代入して調波解析を行なうと次式を得る。

BII坐どれ
-d' ~ -

0= Y1 • 
dBv __ 

d' ‘"'" 

O=X2ーν， 0= Y2ーν

ただし式 (5.85)の記号を用いた。
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( 5.87 ) 

、‘，ノQO
 

R
U
 

F
同

υ

可
1
1
1
1
1
L
F
l
i
t
-
J



なお式 (5.84)-式(5.88)を導くにあたり次の仮定を設けた。

0)式(5.14)において振幅 BII'B2-1I，位相角ん，およびんーパま時間の経過と共に緩やか

に変化するものとし，またれは小さい量とする。従って d2BII/d'r2， d2B2_ν/dτ2， Blld2fJlI/d'r2， 

B2-νd2β2-II/d 'r2， (dBII/d 'r) (dβν/d'r)， (dB2-II/d'r)(dP2-II/d'r)， BII(dPII/d'r)2， 

B2-ν(dβ2-ν/d'r)2， k2dBII/d'r， k2dB2-II/dτ， k2BII dん/dτ.および k2B2-II.dβ2-II/d'r.を無

視した。

(jj)さらに，第2次近似解(5.16)の振幅 Xt，X2ーν，および Y2ーパま第1次近似解 (5.10)の

振幅 yt，XII，および yllと比較して小さい。また各振幅は時間の経過と共に緩やかに変化する

ものとする。従って d的 /d'r， dX2-II/d'r， dY2-ν/d'r を無視した。また式(5.17)の関係を用

いて Atd的/d'r， dB2-II/dτ，およびB2-11dP2_II/d'rを無視した。なお式(5.88)を導くにあた

り周波数νは時間の経過と共に緩やかに変化するものとし，その時間微分を無視した。

定常状態では式 (5.84)，式(5.86)，式 (5.87)，および式(5.88)において

dAt 
dτv， 

となる。

(a) 周期解

dBII _ 
dτ-v， 

dん《
d'r ~ 

( 5.89) 

周波数νが%， 2，あるいは 3の場合，式(5.8)の周期解は式(5.14)で示される。系のパ

ラメタ B，kt， k2' およびmを適当に与えると，式(5.84)，式(5.86)，あるいは式(5.87)

より周期解 (5.14)の振幅At，BII' B2-1I，位相角的，ん，および P2-11がすべて求まる。周

波数νが一定の値(%， 2，あるいは 3)に対し，周期解(5.14)がパラメタB，kt， k2>およ

びmのある範囲で求まるので，その範囲内で解が外力に同期化する領域のあることが判る。

なお式(5.86)より位相角叫，ん，およびβ2-11を消去すれば次式を得る。

ここに;

[ (山山2L)2+土 k/(九一2Q222)2ld〕 2
At~ / 64 

( 16 k2 B2 )2 + Q/ B22 = (れ川 y

Q2 B22 = 2QoB/ 

3 .2 . 3 
Pt = -7 At. + -* B2. + 3Bo.. 4 ... 2~.' ~~U ， 

3 ~ 2 • 3 
Q2 = T B2' + * At + 3Bo. -32m 4~. . 2 
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QO=B02+ i (A九 B22)

式(5.90)より第2高調波解の振幅 Al，B2，およびBoを求めることができる。

(ω 概周期解

周波数νが%， 2，および3などの簡単な整数比以外のとき，概周期解は式 (5.14)で示さ

れる。この場合式(5.14)を式(5.8)に代入し調波解析を行って式(5.88)を得た。式 (5.88)

の第3式および第5式より次式を得る。

k2[νB，/+ (νー2)B2-!J= 0 ( 5.91) 

まずれが零の場合には，パラメタ B，kl， m. および振幅B"を適当に与えると，式(5.88) 

より振幅Al'B2-"，位相角山，cp (=ー2山+ん+β2-")， および周波数νが定まる。しか

し位相角んあるいはんーパま定まらない。またパラメタ Bを変えると，周波数νもそれにつれ

て連続的に変化するので，解(5.14)が外力に同期化する領域のないことが判る。

つぎに，k2が零でないとき， ν>1， B/ミB2-;;ミO なる場合を考えているから，式

(5.91 )より振幅B"およびB2-"は零となる。すなはち，式 (5.14)の程度の近似では，周波数

νが1と%の聞の同期化しない概周期振動禽は解析できないので，より高次の近似解を求めて

解析する。

式(5.8)においてパラメタ hが十分小さくない場合，a fこ含まれる周波数成分について考え

る。第2次近似解(5.14)を式(5..11)の第 1式の右辺に代入し両辺を積分すると次式を得る。

r....ß_......f_.~ ， .3 
α=  - BCOSτ+"'O-kll PIAl COS (r+叫)+ * AtB"B2-" COS (r+ん+β2-"一品)8 '.'L' .... __u， • -'/ • 2 ...~，，~，，-

一一-2--ABv{BνCOS[(lー2けτ+尚一2んJ+2B2-" COS[( 1-211)τ一向ーん+β2・"J}
4(1-2ν) 

一石争)AtB2-1J{B2-"COS[(3ー仰一向叫んJ+ 2B" COS[(3ー仰+尚一ん+んJ}

一一一三一~A.B2-! cos [( 5ー211)r+叫+2，82-"J 4(5-2ν) 

一一-JL-ABJm[(1+2ν)r+叫 +2βJ
4( 1 +211) 

ーヤt{At Z∞山+3ctt)+B"B抑制3t+ctl+，8，，+，82-")}] 
(5.92 ) 

*式 (5.8)においてパラメタ ktが十分小さい場合に民概周期振動は発生しないことが実験によって

確かめられている。

-148-



+ Ao 

ここ』こ

3 .2. 3 
Pl = -7 Al-+ー (B，}+ B2-~) 4 ••• 2 

ただし A は積分定数である。式 (5.92)には周波数1の成分以外の周波数成分が現われる。

周波数νが1と%の聞のとき，解の各周波数成分の内振幅の比較的大きなもののみを考慮して，

aおよび bの高次の近似式を次のように仮定するJ

1<ν<%: 

h=Bνsm(νT+βν )+B2ーバin[( 2一ν)τ+β2-vJ
、，ノqa 

n
H
d
 
po 
，，.、

、aEB
E
E
t
p
'
s
-
l
E
J

α= Al srn( T+αl)+Al-2vsin [( 1-2ν) T+al-2vJ + A3-2v sin [( 3-2ν)T+α3-2v J 

外力に同期化しない概周期解(5.93)の周波数 11，各振幅 A"AI-2v， A3-2v， Bv， B2-v，位相

角αhα1-2v，a3-2v，ん，およびβ2-vを決定するために，式(5.93)を式(5.8)の第1式に代

入し，周波数 1.1-211，および3-211の周波数成分を含む三角関数の係数をそれぞれ零に

等しいと置き，また式(5.93)を式(5.8)の第2式に代入し，周波数νおよび2-11の周波数

成分を含む三角関数の係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。輔

dAI ~ ___ _ 1. r" • . 3. •• • ___ <1 . 3. ~ 2 ___ <1 3 
;~'= BCOSqh -i kl[ P1Aaがん

+2dMMm04+3dω 

0= -Bsincpl-Aート[-iAAI-2VA3 
3. ~~ _'_<11 

+互A1BvB2-vsin(). +互A3-2VBνB2-vsin ()s -t Al-2νBνB2-v sin ()6] 三 Yl

*実験結果においても，式 (5.93)の周波数成分が他の周波数成分に比較して優勢であることが観察さ

れた。

事事定常状態における解に対しては，式 (5.93)の各振幅および位相角は一定値をとるが，後に定常解の

安定性を吟味するため，それらの時間微分も考慮した。
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r ~ ， 3 ， 2 ， ~~~ n 3 
O=-s-k，LP印 d印-4 A，-A3-2νωISO，-tイ，BνCOS03

-hBνBμ∞506-3dωBII B2-v COS 07] == Xト

1 . r 3 2 つ
0=一(1-2ν)Al-ν--8 k，l一戸， A3-2νsinO， +ド，B付 n03 

-hBJ24SMーが3-211B品川 三 Y1-ZV

r ~ ， 3 ，2 つ
o=-gk，LP山 A3-zv-"4 At-AωCOS 0， + i At品ーνCOS02

;) ， ~ ~ ~~~ n 3 
+~AtBνBμ郎 (}5-t Al-zvBv Bz-v COS07] 三 X3-2V

0二一(3-211)A3-211-k k， [ドル211si仏+ド，B2-~ sin O2 

ーがBIIB2-V S叫+れl-2VBIIBμsin {}7] == Yト
dBν k2 ~ 1 r 3 
一一=一一一B 一一一一[*" AtAl-2I1BIISin03一三At

2 Bz-v sin {}. dr - 2m LJV 16mν2  ..t.....l...t....l-

( 5.94) 

ーがld32J2vsmO5-3dd印 B2νS叫 -242νA3-ZIIBz-1IS州三Xv

Bv豆[111_一」ー[QνBν一三AtA1-zvBIIω603+主At2Bz_vcos {}. dr 16m Il L"v~v 2'''''1-

+ ~ A，A3-211 B2-v COS (}5ーふんνBz-vC叫一24-zvdwB2-A507]三 YII
k2

ー「ー0=一夜B2u-16m(2-u)i-3d142J24gnozーかゐsin{}. 
;) " ... _;_ n ， 3 " ... _;_ n 3 + ~ AtA3-2I1BII sin (}5+ ~ AtAl-2νBνsin 06 - ~ Al-Zバ日νBνsin(}7) 三 XZ-v

= 1 l Q24B2ν十三AtA3-zνB2-VCOS{}2+立A，zBνCOSO. 16m( 2-ν) L 

+れ，A3-2vBνC叫ーが，Al-ZvBνC叫-3dl-M印 BIICOS {}7] 三 Yμ

ここに

P1=R-idf， Pω 二 R-3Al-;

P3-2ν=R-TA32ν ， QII二 R-2BJ-8V2m

-150-



QH=R-3B22-8(2-ν)2 m， R=2(AU1-L+d3・~v+Bv2+ B2-!) 

(Jl =ー 2(/)1-(/)2 + (/)3. (J2 = -(/)1 -(/)3 

(Ji = -(/)1 + (/)4 • (J4 =一2机-2(¢2-94)

九=ー帆+93-i(¢z-94)， (J6=  - (/)1ーを(科+(/)4 ) 

(J7= (/)3ーを((/)2 + (/). ) 

(/)1=α1 ， ψ2=α1-2vー2β2-v
、‘，
JFD
 
Q
d
 

p
b
 
r・、

、1
l
1与
l
l
l
J

(/)3= aS-2V一2β2-v. ψ4=αト2v+ 2ん

ただし式(5.94)を導くにあたり，式(5.21)あるいは式 (5.88)を導いた場合と同様の仮定を

設け，Atdat/d1:， dAl-2ν!d 1:. Al-2v da 1-2V!dτ， dAs-2v!dτ，イ3引 das-2v!d1:， dB2-v!d1:. 

B2-vdfJ2-V!d 'l"，およびdν/d1:を無視した。

式(5.94 )を書き直すと

0= xl-2v' 0= X3-2v 

dBν--
dτ ‘ ~V. 0= X2-v 

( 5.96) 

0=士 。YトZν Y2-v
一一一一一一2一一一，
AI-2v -B2-v' 

0= Y2-v ----
B2-v 

o-YPUA Ypv 
一一一-
A苦-2v B2'・ν

d(/)4 ~ YI-2v ， ~ Yv 
一一一ー一1--
dτ AI-2v ・臼 Bv' 

を得る。ただし式(5.94)および式 (5.95)の記号を用いた。定常状態では式(5.96) におい

てdAt!d1:= O. dBv!d1:= 0， d(/)4! dτ=0 となる。この場合式(5.96)は11個の未知数A.. 

AI-2v. A3-2v， Bν， B2-v，叫， α1-2仰向-2v. ん， β2-v，およびνに関する 10個の代数方程

式であるから，式(5.96)より 11個の未知数の全ては確定しない。しかし概周期解(5.93)の

各振幅，位相角，および周波数を記述する式(5.96)は位相角については式(5.95)に示す(/).. 

科， ψa，および引によって表現され，式(5.96)では振幅 Alo Al-2v. AS-2v. Bv， B2-v， 

位相角(/)..科. (/)3. (/)4，および周波数 νが未知数である。従って系のパラメタ B，k.. kz. 
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およびmを適当に与えると式(5.96)より振幅 Alo イ1-2ν，A3-2" ， Bν， B2-". 位相角 ψ10 '{J.， 

'{J3，似，および周波数 vは定まる。しかし位相角的ー2仰向・2れん，および/12-" は定まらな

い。またパラメタ B，k.. k2，あるいはmを変えると周波数 νもそれにつれて連続的に変化す

るので，解(5.93)は外力に同期化しない概周期解となる。数値例を第 5.9(b)節に示す。

[7J 
5.9 定常解の安定性(ν>1の場合)

(a) 周期解の安定性(ν=%，2，あるいは 3の場合)

周波数νが%， 2，あるいは 3の場合の周期解は式(5.14)で示される。周期解(5.14) の

安定性を吟味するために，次式で定義される各振幅および位相角の定常値 AI'B"， B2-"， al， 

ん，および/12-"からの変分cs (t')およびむ(t')， (3= 1， 11， 2ーν)を考える。*

A1(t'}=A1+ cdτ) ， αI(t'}=α1+れ (τ)

B，，(τ}= B" +ι(t') ， /1" (t')=βν+ην(τ) (5.97 ) 

B2-，，(τ}= B2-" + C2-" (t')， β2-"(τ}=β2-" +守2-"(τ) 

式(5.97)を式(5.84).式(5.86). あるいは式(5.87)に代入し乙(t')および 7Js (τ)， (3= 1， 

ν， 2一ν)の2次以上の項を無視すると次の変分方程式を得る。

Cl αu al2 α日 α14 al5 al6 I I Cl 

c" α21 a22 a23 α24 α25 a26 c" 
。
一
a31 包担 a33 包34 a35 α36 C2-" I (5.98 ) 。 a41 α42 α43 包44 a45 α46 ηz 

7J" α剖 α52 a日 a5f α55 α56 ην 

。 a61 a62 a回 α64 α65 a66 η2-ν 

ここに aij' (i， j = 1 -6 )は式 (5.84)-式(5.87)より得られる

θ(XS，1' Xs，，， ， XS，2-'" Ys，t/A，. Ys，，，/B，，， Ys，2-，，/B2-" ) ， 3 
3=と， 2， 3 ) 

θ(ふ ， Bν， B2-仰向，ん. /12-" ) 

* 11=2の場合には fi2-JI= 1f: /2であり . fi2-JIの変分は考えない。
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の対応する要素である。式(5.98)で表わされる系の特性方程式は

α11 -A α12 α13 α14 α15 包16

α21 α22 -A α23 a24 α25 α26 

4 (A)三 Ia31 α32 α33 α34 α35 α36 
( 5.99) 

α41 α42 α43 α44 α45 α46 

α51 α52 α日 α5< α55-A α56 

α61 α田 α回 α64 α65 α66 

あるいは

hlA3+h2A2+h3A +ム=0 ( 5.100) 

となる。ここに

α33α3. α36 

ム=-1α43αH α46 

α日 α64 α66 

α11 a13 α14 α16 α22 α23 α24 α26 α33 α剖 α35α36 

h2 = I aal α33 α34 a36 α32 α33α34 α36 + α43 αu α45 ( 5.101) + 
αuα43 αH a46 α42 a'3 a.. αc6 α53 α日 包55 a56 

α61α日 a64 α66 α62 α回 α64α師 α63 α嗣 包町 α66 

h3 =ー(All + A22 + A55 ) 

ん=IAI 

である。但しイは aij，(ムjニ 1-6)を要素とする行列であり， Aijは行列式 IAI における

aijの余因子である。第 5.7(c)節で既に述べたように，変分方程式(5.98)で表わされる系の

特性根ん， (i= 1， 2， 3)の実数部がすべて負ならば，変分 cs (r)および 7Js ('r)， (s = 1， ].J ， 

2-ν)は時間の経過と共に零に収束し，周期解(5.14)は安定である。 なお周期解(5.14) 

の振幅特性曲線が垂直接線を持つ点は

ム=4ω)=0 ( 5.102) 
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なる点で与えられる。

(b) 概周期解の安定性

周波数νが1と%の聞の概周期解は式(5.93)で示される。既に第 5.8(b)節で述べたよう

に，概周期解(5.93)の振幅 A" AI-2';， A3-21I， BII' B2-II'位相角 a"α1-2仰向-211'ん，fJ2-'h 

および周波数νを記述する式(5.96)は位相角について帆(=山)， 和 (=α1-2ν一2fJ2-11 )， 

rp3 (=α3-211 -2 fJ2~ν)，および似 (=α1-2ν+2ん)で表わされ，式( 5.96)において振幅 A"

A・211'A3-211， BII' B2引位相角帆，rp2' rp3'引，および周波数vが未知数である。以下の式

の表現を簡単にするために，式(5.96)の記号を次のように書き換える。

A， 

I :: I 

X， X， 

Bν Xν x2 

rp. X3 YI-2111 AI-211 + 2 YIIISν X3 

AI-2ν X. XI-211 X. 

A3-2ν 畠~5 X3-211 X5 ( 5.103) 

B2-11 X6 X2-11 X6 

rpl X7 YI/At X7 

rp2 X8 YI-2νIAI-211 -2 Y2νIB2-11 I X8 

rp3 X. Y3-2νIA3-211 -2 Y2-IIIB2ν| X. 

1) I XI0 1， Y2-νIB2-ν XI0 

式 (5.103)の記号を用いて式(5.96)を書き換えると

争=Xi (Xl' X2， ...... .'.， Xl0)， 

o = Xi (Xl' X2，………， XIO)， (i=4~10) 

、‘，，，aq
 
nυ 
唱
E
A

Fhυ ，，.、

、ー
1
l〉
|
|
|
J

(i=1~3) 

となる。概周期解(5.93)の安定性を吟味するために， 次式で定義される各振幅，位相角，お

よび周波数の定常値Xi，(i= 1~ 1O)からの変分じ (τ)， (i= 1~ 10)を考える。

xdτ) = Xi + Ci (τ)， ( i = 1 ~ 10) (5.105 ) 
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変分cdτ)，(i=1-10)が時聞の経過と共に零に収束すれば，概周期解(5.93)は各振幅，

位相角(和，rp2'ψ3，ψ4 )，および周波数νに関して安定である。式(5.105)を式 (5.104) 

に代入しれ(τ)，(i = 1-10)の2次以上の項を無視すると次の変分方程式を得る。

(Lel 
'"':'S... = all己+al2ι+a問点+
dτ 

de2 
d'r = a21 Cl + a22ι+ω凸+

+α1四 CIO

+ a2 10 CIO 

dC3 
E7=α自己 +a担 ι+α詞凸+ +a310 Cl0 ( 5.106) 

o = a41 Cl + a・2'2+ a43 C3+ + a4 10 CIO 

o =α田 Cl+ a田 C2+a田 C3+ + a5 10 c 10 

o = al01 Cl + al02 C2 + al03ξ3+………+ alO 10 ClO 

ここに aij' (i， j = 1 ..... 10)は勺，(j= 1-10)の定常値における θX;/θXj である。式

( 5.106)で表わされる系の特性方程式は

al1 -A al2 a13 α14 α15 al10 

a21 a22 -A a担 α24 a25 a210 

α31 α担 a33ー』 α34 a35 a310 

J(A)三| a42 α43 α“ a45 a410 I = 0 (5.107 ) 

a51 a52 a日 a日 a55 a5叩

alOl al02 α103 al04 alO 5 ・・・・・・・・・ al0l0 

となる。第5.5(c)節で既に述ベたように，特性方程式(5.107)の根ん， (i = 1， 2， 3)の実数

部がすべて負ならば，変分ci， (i = 1-10)は時間の経過と共に零に収束し，概周期解(5. 

93 )は振幅AIo AI-211' A3-211， BII， B2-仰位相角 (/)1(=α1)， (/)2(=α1-211ー2んーν)，科

( = a3-211 - 2/12-11)，和 (=α1-211+ 2ん)，および周波数νに関して安定である。また既に第

5.8(b)節で述べたように概周期解(5.93)の各振幅，位相角，および周波数を記述する式(5.96) 

は，位相角については ψhれ， (/)30 および引によって表わされ，位相角的-211' a3-211， /111' 

E
U
 

に

u
唱

i



あるいはんーパま概周期解とは独立に任意の値をとることができる。このことは外力に同期化

しない概周期振動の位相 al-2判的-2仰ん，およびβ2-vは外力の位相から見れば常にずれる

ことを意味する。

さらに外カの振幅Bと概周期解(5.93)の各振幅 Al，Al-2v， A3-2v， Bν， B2-v，位相角 rph

rp2，和， rp4，周波数 νの関係を示す特性曲線が垂直接線を持つ点で安定限界となることを説

明する。

まず外力の振幅Bと概周期解(5.93)の各振幅Al，Al-2V' ゐ-2v，Bv， B2ード位相角 rpl，

rp2， rps.引，周波数 νの関係を考える。定常状態では式(5.104 )より

Xi (B， X1t Xz，・ H ・H ・..， XI0) = 0， (i= 1-10 ) (5.108 ) 

となる。ただし式 (5.103)を用いて各振幅A1> Al-2v， A3-2v， Bν， B2-v，位相角 rp1，和，

rp 3，判，周波数 νを町， (j= 1-10)で表わした。式 (5.108)より Bを与えると巧， (j= 

1-10)が決まり，振幅特性曲線および周波数特性曲線 (BXjの関係)を求めることができる。

式(5.108)より次式を得る。

aXi θXi θXi θx; 
ー~dB+ ー-=. dXl +τ-=. dX2 + ....・ H・.+一~dXI0=0， (i=1-10) (5.109) 
θBθXJ  --. aX2 θXlO 

式(5.109)を書き換えると

となる。式(5.110)より dXj/dB，(j = 1-10 )を求めると

θXlθXl 

δXl θ41::2 

θX2θX2 
一 一

dXj _ 1 IθXl θX2 

dB d 

θXlO θXI0 

θXl θX2 

j~J 

θXl 。X主
---........・ー
θBθXI0  

θX2 θX2 

θBθszo  

-156ー

θXI0 

θXI0 

(5.110) 

(5.111 ) 



">- ~ 1."， 
'- '- (<<-

θXl θXl θXl 

θXlθXz θ4E10 

θXzθXz θXz -…._--θXl δXz θXIO 
(5.112 ) 

-・・・・...........................

θX1.θX10θX10 

θXlθXz θXIO 

を得る。つぎにRouth-Hurwitzの安定条件より.4= .4ω)= 0 なる点では安定限界となる。

従って振幅特性曲線および周波数特性曲線 (BXjの関係)が垂直接線 (dXj/dB→∞)を有す

る点で安定限界(.4(0)= 0 )となる。

数値例

周波数νが1より大きい場合の周期解は式(5.14)で示される。第2高調波解および第3高

調波解の振幅特性をそれぞれ式 (5.86)および式(5.87)より求め，その結果を図 5.10および

図 5.11に示す。系のパラメタは

5ト
k1= 0.18 

k2= 0.07 

m= 0.4 
ι 

m o 
. 
p、a
lXl 2 
. 
q 

。
3.5 4.0 4.5 

-ーーーーーーー圃ー-

図 5.10 第2高調波振動の振幅特性.
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図 5.11 第3高調波振動の栂幅特性.
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(5.113 ) m=  0.4 kz = 0.07， kl= 0.18， 図5.10: 

( 5.114) m=  0.2 kz = 0.07， れ=0.18， 図5.11: 

である。第 5.9(a)節の考察に従って安定性を吟味した結果，実線の部分で安定であり，破線の

部分で不安定である。

固有周波数 νが1と%の聞の同期化しない概周期解(5.93)の振幅特性および周波数特性を

図には基本調波解の振幅特性も合わせて示その結果を図 5.12に示す。式(5.96)より求め，

した。系のパラメタは

(5.115 ) m=  1.0 kz= 0.05， kl = 0.18， 

である。第 5.9(b)節の考察に従って安定性を吟味した結果，実線の部分で安定であり，破線の

1.2 

1.0 

2 

。

3 

1
 

• 1
 

~ 

、，N
匂

.
、
‘
ぬ
・
ミ
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門
司
・
ミ
N
E
F
q

q 

部分で不安定である。

3 

基本調波振動および周波数vが1と%の聞の同

期化しない概周期振動の指幅特性および周波数

特性.
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B= 2.65の場合の概周期解 (5.93)の周波数h 各振幅 AloAl-211. Aa-211' Bν • B2-1I. 位

相角f{J1of{J2. ψ3.および仰を表 5.9~.乙示す。また変分方程式( 5.106)で表わされる系の特

性根を求め，式(5.96)の特異点を分類した。それらの結果を表 5.10に示す。

表 5.9 B= 2.65の場合の概周期解 (5.93)

概周期解 " Al A'-2ν Aa・211 BII 

(1) 1.1223… 2.5948 0.0177 0.1083 1.5486 

(2) 1.0540 ・・・ 2.6043 0.0379 0.0736 1.2889 

概周期解 B2-ν '1'1 '1'2 '1'3 '1'4 

(1) 0.9601 -1.3982 2.4187 0.3263 2.9878 

(2) 1.0428 -1.41113 2.4618 0.2229 3.0137 

表 5.10変分方程式 (5.106)で表わされる系の特性根と式 (5.96)の特異点の分類

概周期解 式 (5.106)で表わされる系の特性根 式 (5.96)の特異点の分類

(1) -0.00206， -4.9846士1.3709i Stable focus 

(2) 0.00067， -2.5538， -5.3628 Saddle (unstable ) 

図 5.12において外力の振幅Bを0.8から大きくすると，B= 1.89まではbは振動しない。

B = 1.89で振動が励起し.B= 1.30 -3.17の範囲では基本調波振動は不安定である。この範

囲内のB=2.60 -2.68では固有周波数 vが1と%の聞の同期化しない概周期振動が発生する。

なお B=1. 30 -2.60あるいは B=2.68 -3.17の範囲で発生する振動については第 5.10節で

考察するJ 既に第5.7節において数値例を示したように，さらに外力の振幅Bを大きくする

と.B = 3.17 -3.34の範囲で基本調波振動は安定である。 また外力ρ振幅Bを小さくすると，
B= 0.90 -1.30の範囲でも基本調波振動は安定である。

5.10概周期振動の位相空間解析(，，> 1の場合)

この節では基本調波振動が不安定となって発生する概周期振動について考察する。第 5.8節

'これらの範囲で発生する振動は外力に同期しているが，振幅および位相角が変調されている@
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で既に述べたように，固有周捗数 νが1と%の聞の同期化しない概周期振動を発生する場合も

あるが，外力に同期しているが振幅および位相角が変調された概周期振動を発生する場合もあ
[2，29，30] 

る。これらの振動を位相空間において解析する。

(a) 概周期振動に対応するリミットサイクル

既に第 5.7(a)節で述べたように，式(5.8)で表わされる非自律系における解を

α('r)= Xl (r) sin 'Z" +炉(τ)cos'Z". h('Z")= Xν('Z")sin'Z" + ylI ('Z")ωsτ ( 5.116) 

と仮定し.Xl('Z")， _Yl(τ)， XII('Z")， および YII(τ)は時間の経過と共に緩やかに変化するものとし

た。この条件のもとに自律系の式 (5.70)すなはち

。=Xl. 441=九 v
b
 

d

一U
dyν_>7 
d'Z" ν 

(5.117 ) 

を導いた。式(5.117)において時間τを消去して ylXνp空聞に動作点(yl (τ). XII(τ)， yll ('Z")) 

の軌跡すなはち積分曲線が求められるo Xl=O. Yl=O. XII=O. および YII=Oなる特異点

は式(5.8)の基本調波解に対応する。式(5.117)で表わされる系が安定な特異点を持つ場合

には基本調波解は安定である。これが不安定となり，式(5.117)で表わされる系が ylXII yll 

空聞に安定なりミットサイクルを持つ場合には動作点(yl ('Z") ，恥('Z")， Yν('Z"))は時間の経過と

共にリミットサイクルに沿って動き続ける。換言すれば，振幅および位相角が定常状態におい

ても一定値に落ち着かないで周期的に変化する概周期振動が発生する。

式(5.117)を計算機を用いて解き，定常状態における Xl，yl， XII' および p を求める。

これらを用いて式(5.116)および式(5.117 )より a，h.および dh/d'Z"を計算し， 時間 τ=

2nπ， (π= 0，1，2，…-一)の時点での値を ah dh/d'Z"空間に写像するJ式(5.116)および

式 (5.117)より

α( 2ππ) = yl ( 2ππ) 

h ( 2ππ)=yν( 2ππ) ( 5.118) 

dh ( 2九π)/d'Z"= Yν+ XII (2九π)

本式 (5.117)で表わされる自律系におけるリミットサイクルと式 (5.S)で表わされる非自律系における

不変閉曲線を比較するため， リミットサイクルをabωjd'r 空間に写像した。なお式 (5.S)はaについ
て1階'. bについて2階の連立微分方程式であり，不変閉曲線は ab dbld'r空間に写像した。
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の関係がある。ただし dh(2九π)Id'l'は時間 'l'=2ππにおける dhld'l' を表わす。

まず，系のパラメタが

kt=0.18， れ=0.05. m=  1.0. B= 1.9 (5.119 ) 

の場合の数値例を考える。これらのパラメタの値を用いて式(5.117)より Xlo ylo X/I. およ

び p を求め，これらを式(5.118)を用いて a.h. dhld'l'に変換する。動作点は図 5.13のリ

ミットサイクルに沿って動く。隣り合った2点の時間間隔は2πすなはち外力の 1サイクルに

ー2 。 2 2 。 2 

1| 
k，=0.18 k，=0.18 bー+

k2=O.05 
。

川女、
k2=0.05 

m = 1.0 m = 1.0 -2.2 

B = 1.9 B = 2.65 

..Q ..Q 

5 

b-

2 

E
U
 

図5.13 外力に同期化した概周期振動に対応する

リミットサイクル(式(5.117)σ痛の時

間7:=2π1r(n=0， 1， 2，……)における
a b db/ dτ空間への写像). 

図5.14 外力に同期化しない概周期振動に対応す

るリミットサイクル(式 (5.117)の解の

時間 τ=2九π(n=0， 1， 2，……)にお
ける ab db/d7:空間への写像). 
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等しく，数字 1，2， 3，……を添えた動作点はそれぞれ時間 τ=2死 4π'. 61t".……の時点での

点 (h， dh/d:r)である。

つぎに，系のパラメタが

kl = 0.18. れ=0.05. m = 1.0， B= 2.65 ( 5.120) 

の場合の数値例を考える。これらのパラメタの値を用いて計算されたりミットサイクルを図

5.14に示す。リミットサイクルを1周するに要する時聞は 2πx3.48……である。これら 2つ

の数値例を比較することにより，図 5.13および図 5.14に示すように 2つの型の概周期振動が

考えられる。前者は α軸に対称に2つの分離したリミットサイクルを有し，これらのリミット

サイクルの hdh/d'l'平面への投影は内部に原点を含まない。 この場合には振動の振幅および

位相角は変調されているが，概周期振動は外力に同期化し，平均周波数は外力周波数に等しい。

図 5.14において 2つのりミットサイクルが結合して 1つの閉曲線を形成し，閉曲線の hdh/dτ 

平面への投影は内部に原点を含む。この場合動作点がリミットサイクル上を 1周すると位相が

2π すなはち外力の 1サイクルだけ移相するので概周期振動は外力に同期化していない。動作

点がリミットサイクルを 1周するに要する時聞が 2πX3.48…ーであるから平均周波数 νは

1.15……である。

(b) 変換法を用いた位相空間解析

式 (5.8)で表わされる系に概周期振動が発生する場合には， a h dh/dτ 空聞における時間

'l'=2ππ， (九=1，2，3，……)の時点での点 (α(τ)，h(τ)， dh(τ)/dτ)の写像は定常状態にお

いて 1つの不変閉曲線上にある。

式 (5.8)を計算機で解いて得られる数値例を前節の数値解析の結果と比較するために，式

( 5.119)および式(5.120)で与えられるパラメタと同じものを用いる。これらの場合に対応し

て式(5.8)を計算機で解いて不変閉曲線を求めた。その結果をそれぞれ図 5.15および図 5.16

に示す。図において数字 1，2， 3，……を添えた点は時間'l'=21t". 4π， 61t"，……の時点での

点 (h，dh/d'l')である。 これらの閉曲線は前節における数値解析の結果(図 5.13および図

5.14 )と概ね一致する。また図 5.16に示した閉曲線に対応する概周期振動の平均周波数 νは

1. 22……である。
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ー2 。 2 

*1= 0.18 
*2= 0.05 
m = 1.0 
8 = 1.9 

4 

2 

図5.15 外力に同期化した概周期振

動に対応する不変閉曲線.
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図5.16 外カに同期化しない概周期

振動に対応する不変閉曲線.



第 6章 変圧器結合回路に発生する定常振動の実験的考察

6.1 緒言

図 6.1に示すような 2つの可飽和鉄心を持つ変圧器結合回路に正弦波電圧を印加した場合に

発生する定常振動について実験的に考察する。この振動回路は%調波振動を発生するパラメト

リック励振回路として知られ，ある回路条件では，この回路に基本調波振動あるいは第2高調
[IJ 

波，第3高調波等の高調波振動の発生することが判っていた。 さらに 1943年の文献[3J

の実験結果によれば，これらの振動以外に外力周波数と簡単な整数比 {m/π)をなす周波数成

分が顕著に現われる場合もあり，また外力に同期化しない概周期振動が発生する場合もあるこ

とが判った。とれらの定常振動を考察するために，著者等はまず電気回路を用いて実験を行な

った。外力に同期化した周期振動および同期化しない概周期振動を観察し，振動の周波数成分

[4，7J 
を分析した結果，これらの振動に含まれる主要周波数成分を一般的に考察することができたよ

つぎに，振動の周波数成分を理論的に考察し，外力に同期化した周期解のみでなく同期化しな
[5J 

い概周期解も調波解析法を適用して求めた。 これらの解析結果を第5章で述べた。との章

では理論的に求めた定常解を検言什るために，電気回路に発生する振動を調べ，周期振動およ

[7 J 
び概周期振動の振幅特性および周波数特性を求めて，解析結果と比較検討する。

図 6.1 実験回路.

6.2 実験回路

実験回路を図 6.1に示す。実験に用いたリアクトルの特性は，実験結果を解析結果と比較す
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るために3次特性に近づけた。そのためには鉄心に空隙を設けたリアクトルと空隙のないりア
* [lJ 

クトルを直列に接続して図 6.2に示すような特性のリアクトルを合成した。 電源電圧の任
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意の位相において振動を開始させるた

めに逆並列に接続した SCRを用いた。

6.3 

初期条件として，

振動発生領域と周波数特性

2次回路閉路時の

電源電圧位相および容量Cの初期充電

LC共振回路電圧を適当に与えると，

に種々の振動が発生する。抵抗Rlを

1 2 34  5 

Magnetizing current (peak value) 

20 

。。
240とし，電源電圧の大きさと容量

Cを変えて各振動の発生領域を求めた。

実験結果を図 6.3および図 6.4に示す。

図において各振動の発生領域を斜線で
3次曲線に近似したリアクトルの特性.
(1) : 空隙を有しないリアクトル，
(2)， (3):空隙を有するリアクトル，
(4): (1)， (2)，および(3)の合成特性.

図 6.2

示す。図 6.4の領域は図6.3内では小さ

くなるので拡大して示した。領域内の

数字は振動の調波を示し，電源電圧の

周波数を 1とした場合の LC共振回路に発生する振動の主要成分の周波数である。またこれは

固有周波数に近い周波数νである。図 6.3および図 6.4の点線の斜線で示した領域では同期化

1 その平均周波数は電源周波数の%とMの聞に変化するものと，しない概周期振動が発生し，

と%の聞に変化するものとがある。これらの平均周波数をそれぞれ図 6.5および図 6.6に示し

および%の周波数νた。ただし，図 6.5の斜線を施した狭い領域では，電源周波数の;4， %， 

および図 6.5において概ね容量Cを小さくするを持つ周期振動が発生する。図 6.3，図 6.4，

また電源電圧の振幅を大きくするに従と共振回路に発生する振動の固有周波数は大きくなり，

リアクトルの等価的インダクタンスが小さくなるので，固って振動磁束の蜘幅が大きくなり，

有周波数が大きくなると考えられる。

図 6.3および図 6.4に示すように，73'調波振動，Y2調波振動，基本調波振動，%調波振動，

および第3高調波振動は比較的広い同期化領域を持つ。第5章ではこれらの第2高調波振動，

周期振動が外力に同期化することを示した。
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図 6.3 振動発生領域(その 1). 
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図 6.5 平均周波数が%と%の聞の同期化しな

い概周期振動の周波数特性.
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図 6.4 振動発生領域(その 2). 
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図 6.6 平均周波数が1と%の聞の同期化しな

い概周期振動の周波数特性.



6.4 理論的考察との比較

図 6.2に示したりアクトルの特性は，電圧Esmωtの振幅Eと電流の波高値Iの関係で示す

と次式で与えられる。

1= 1.53 E3 x 10-7 [AJ (6.1 ) 

コイルの巻数を九とすると，鉄心中の磁束の振幅φと電圧ESIsmtの栂幅Eとの聞には次の関

係がある。

E=πωφ 

電源周波数ωは60[HzJであり，

Cn=5 [μFJ 

(6.2 ) 

(6.3 ) 

としたので，式 (5.4)，式 (6.1)，および式 (6.2)より次式を得る。

九ωφn=70.0[V]，

図 6.3に示した振動発生領域において，容量C

を50[，μFJ， 20 [μFJ， 5 [μFJ， 4 [μFJ， 

2[，μFJ，および 1[μFJとし，電源電圧の振幅E

を変えて鉄心中の振動磁束恥+恥および仇一九

* の周波数成分を求めた。各周波数成分の振幅特性

および周波数特性を図 6.7-図 6.14に示す。 実

験結果と解析結果を定量的に比較するため，容量

C，電源電圧の振幅E，磁東ftl+ ft2'および仇-

hを式(6.3)および式 (6.4)を用いてそれぞ

れ式(5.8)におけるパラメタ m，B，変数 α，およ

び bに換算し，電源周波数を 1とした。またαお

よびbの周波数成分の振幅を Al， Al-211' Bνある

いはB2ーν等で表わし，周波数を添字で示した。

図 6.7および図 6.8に示すように，hの主要成

*ヘテロダイン式波形分析器を使用した。
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αの主要成分の周波数分の周波数は共振回路の固有周波数に近い周波数νであると考えられ，

は1および 1-2νである。これらの周波数成分は式 (5.13)の周波数成分と一致する。図 6.8

において B=1. 26 -2.02では初期条件によって%調波振動あるいは平均周技数νが%と%の

聞の同期化しない概周期振動のいずれかが発生する。概周期振動の平均周波数νは電源電圧の

損幅を変えるとそれにつれて連続的に変化し，共振回路の固有周波数に等しいと考えられる。

概周期振動の周波数特性を求め，m=4.0とし，抵抗Rlおよび電源電圧の振幅Eを変えて，

その結果を図 6.9に示した。図 6.9を解析で得られた図 5.5と比較する左，電源周波数の%，

75'および%の周波数νを持つ周期振動が外力に同期化することを除いては実験結果と解析結

果は概ね一致する。

m=1.0では基本調波援動および概周期振動が発生する。図 6.10に図 6.10に示すように，

Bを増加すると，B= 2.0でLC共振回路に振動が励起する。おいてBを零から大きくするt:，

B= 1.05で振幅が跳躍し:零となり bは振動しBを減少すると，B= 3.25まで振動が存在し，

B= 1. 05 - 1.66および B=3.10-3.25では安定であるが，なくなる。基本調波振動は，
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平均周波数が%とMの聞の同期化しない概
周期振動の周波数特性.

図 6.9
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%調波振動および平均周波数が%
と%の聞の概周期振動の振幅特性
および周波数特性.

図6.8



B= 1. 66..... 3.10では不安定と
k， =0.18 
m=I.0 

1.3 
なる。基本調波振動が不安定と

μJ〆
〆『、i

。ーー喝
μ 
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2.58およびB=3.02..... 3.10 

では振動は電源電圧に同期化し

ているが，樹冨および位相は変

調し，周波数〆および 2-11'の
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その平均周波数 ν同期化せず，

は1と%の聞にある。 bの主要

成分は式 (5.93)の周波数成分

に等しい。図 6.10を解析で得

られた図 5.12と比較すると概

ね良好な一致を得た。基本調波

振動が不安定となる Bの範囲で

3.0t 
3.10 

2.58 1.66 は，電源電圧に同期化している

ーーー一--

基本調波振動およひ鴫周期振動の振幅特性および周
波数特性.

B 

図 6.10

が振幅および位相が変調してい

る概周期振動と平均周波数vが

1と%の聞の同期化しない概周

期振動が発生する。これらの振

幅の最大値および最小値を図 6.11に示す。

および第3高調波振動の振幅特性をそれぞれ図 6.12，図 6.13，%調波振動，第2高調波振動，

および図 6.14に示した。図 6.13において第2高調波振動は B=2.77.....3.01およびB=3.81 

第2高調波振動が不安定とな..... 4.14では安定であるが B=3.01..... 3.81では不安定となる。

るBの範囲では，振動は電源電圧に同期化しているが振幅および位相は変調し，周波数〆ぉ

よび 2-〆の周波数成分を含む。図 6.12.図 6.13，および図 6.14に示すようにbの主要成分

これらの周波数成分は式 (5.14)の周波数成分と一致する。の周波数は vおよび 2-11であり，

各振動の磁束仇+ゆ2，φl-ifJ2 ，電圧Vz，および電源電圧Yの時間的変化を観察した結果を図

6.15-1 .....図 6.15-4に示す。磁東仇十φZ'ifJl -ifJ2' 電圧Vzはそれぞれわわおよび dh/d1:

に比例する。磁東および電圧の波形は各振動の振幅特性を求めた場合の容量Cと同じものを
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用いて求めた。オシログラム(a)， 

k，=0.18 
m=1.0 

4 

3 

2 
Fm.-q 

(h) ，および(c)にはそれぞれ%調披

振動，電源電圧に周期化しない概

およびM調波振動の磁

東および電圧波形を示した。概周

期振動の平均周波数νは0.42…

であり，第 5.6ω節において式

周期振動，

( 5.8)を解いて得られた概周期振

動の平均周波数vにほ立等しい。

。位相解析を行なって，概周期振動

に対応する掛目平面における閉曲

一一-線を求める。オシログラムω)にお
基本調波振動および概周期振動の振幅の最大値およ
び最小値.

図 6.11
いて，電源電圧の零ボルト時にお

ける磁束 rPl-rPZおよび電圧九を

これらを hdh/dτ平面に写像する。これらの点を結んで得られる閉曲線を図 6.16に示す。求め，

図において数字以九=1，2.…)を添えた点の電源電圧の 1サイクル経過後の写像はそれぞれ数

字九+1を添えた点である。図6.16を解析で得られた図 5.7と比較すると概ね良好な一致を得た。

オシログラム (d)に基本調波振動の磁東および電圧波形を示した。また基本調波振動が不安

定となって発生する概周期振動をオシログラム(e)および (1)に示じた。系のパラメタは

( 6.5) B= 1.90 m=1.0， k=0.18. オシログラム (e): 

(6.6 ) B=2.65 m=  1.0， k=0.18. オシログラム (j): 

これらの概周期である。平均周波数νが%とMの聞の概周期振動と同様に位相解析を行ない，

振動に対応する位相平面上の閉曲線を求めた。その結果を図 6.17および図 6.18に示す。これ

らの実験結果を比較することにより図 6.17および図 6.18に示すように 2つの型の概周期振動

のあることが判る。前者は原点に対して対称に 2つの分離した閉曲線を持ち，閉曲線は内部に

原点を含まない。この場合，振動の振幅および位相は変調されても，振動は電源電圧に同期化

している。図 6.18において 2つの閉曲線が結合して 1つの閉曲線を形成し，閉曲線は内部に

原点を含むので振動は電源電圧に同期化していない。後者の平均周波数νは1.12…である。

これらの実験結果を解析で得られた図 5.15および図 5.16と比較すると概ね良好な一致を得た。
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(0) 1I3-harmonic oscillation (m=10， 8=1.8) 
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(b) 113-1ノ2-harmonic oscillation (m =4.0， 8 =1.6) 
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pPハハハハハハハハハハハハハハv v v v v v v v v v v-v v v V ¥ 
(c) 1I2-harmonic oscillation (m =4.0， 8 =1.6) 

図6.15-1 各振動の磁東 ttl+tt2，ttl-tt2，電圧九，および電源電圧V.
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A，v‘̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ ハハハハハ Aハハハハハ̂ ^̂ ^̂ ^̂ /I
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV 

T117hnハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハl
JVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV 

ち112ハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハ
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVv 
AV?ハハハハハハハハハハAハハ八ハハAハハ̂ ^̂ ハ̂ハAハハ lIVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV 

(e) 1-312-harmonic oscillation (m=1.0， 8=1.9) 
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(f) 1-3/2 -harmonic oscillation (m = 1.0， 8 = 2.65) 

図 6.15-2 各振動の磁束 φt+oz，Ol-OZ，電圧 Vz，および電源電圧 V.
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(g) 3/2 -harmonic oscillation (m =0.8. 8=3.4) 
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(i) 2-512-harmonic oscillation (m=0.4， 8=3.3) 

図 6.15-3 各振動の磁束φ1+O2，Ol -o2 ，電圧九，および電源電圧V.
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(j) 3rd harmon ic oscillat ion (m=O.2， B =3.4) 

図 6.15-4 各振動の磁東 Ol+O2，Ol -O2 ， 電圧γ2 ，および塑竪 V~.i
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図 6.16 平均周波数が 0.42…の同期化しない概周期振動に対応する不変
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図6.17 外力に同期化した概周期振動
に対応する不変閉曲線.
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結 百

可飽和鉄心を持つ電気回路に正弦波電圧を同功目した場合に発生する定常振動について考察した。

一般に非線形回路に周期的外力を加えると，外力周波数成分を持つ基本調波振動以外に，その

高調波あるいは分数調波成分が顕著に現われる場合がある。また外力に同期化した周期振動を

発生する場合が多いが，同期化しない概周期振動を発生する場合もある。この論文では，強制

振動を記述する微分方程式を導き，定常解を調波解析法を適用して求め，またこれに対する実

験結果を述べた。調波解析法を用いる場合には，まず定常解の周波数成分の選び方が問題とな

る。これまで計算機による数値計算あるいは電気回路における実験などにより存在の確かめられ

た周期解の主要周渡数成分の大きさを，系のパラメタの広い範囲で決定するのに調渡解析法を

用いる場合が多かった。ここでは系に発生する振動の主要成分の周波数を一般的に考察し，調

波解析法を適用して主要成分の周波数およひ振幅を決定して，周期解のみでなく概周期解も求

めた。解に含まれる主要周波数成分は，外力周波数を 1とすれば，これと共振回路の固有周波

数に近い周波数νの成分であると考えられ， 周波数vは，系のパラメタのみでなく振動の振

幅にも依存すると考えられる。また非線形特性により定常解にはこれらの周波数以外の周波数

成分が含まれる。解に含まれる主要成分の周波数を選ぶ方法として，系のパラメタの内，小さ

いものを無視して外力周波数および周波数νの成分を持つ第1次近似解を仮定し，その後繰返

し法により解の近似を高めることにより主要成分の周波数を定める方法を考察した。高次の近

住l解を仮定して計算すれば，周期解およひ犠周期解をともに解析することができる。

第1部では，直列共振回路に正弦渡電圧を印加した場合に発生する周期振動について考察し

た。直列共振回路には，外力周波数成分を持つ基本調波振動以外に，外カ周波数と整数比m/η

をなす周波数成分が顕著に現われる場合もある。第1章ではこれらの振動に含まれる主要成分

の周波数を一般的に考察し，調波解析法を用いて定常解を求めた。また文献 [1]に従って周

期解の安定性を吟味した。その結果周期解を不安定にする周渡数成分が判ると共に新しく励起

する周期解を求めることができた。第2章では電気回路を用いて実験を行ない，解析結果と比

較検討したところ，概ね良好な一致を得た。第3章では，鉄心中の磁東を直流偏極したリアク

トルを持つ直列共振回路に発生する強制振動について理論的考察を行なった。その結果，磁東

を直流偏極した場合には偶数次調波振動が発生しやすいと考えられる。また実験結果を第4章

で示した。
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第2部では変圧器結合回路に正弦波電圧を印加した場合に発生する周期振動および概周期振

動について考察した。第5章では，これらの振動の主要周波数成分は外力周波数および固有周

波数に近い周波数νの成分等であると考え，調波解析法を適用して周波数 vおよび主要周波

数成分の振幅を計算した。その結果，外力周波数と簡単な整数比をなす周波数νの成分を持つ

周期解および一般には外力周波数と無理教比をなす周波数νの成分を持つ概周期解を得た。ま

た概周期解の平均周波数 νは系のパラメタを変えるとそれにつれて連続的に変化する。電気回

路を用いて実験を行なった結果，これらの周期振動および概周期振動の発生することが判った。

また儲目解析を行なって概周期振動に対応する位相空聞におけるリミットサイクルおよび不変

閉曲線を求め，上の解析結果と比較検討したところ概ね良好な一致を得た。さらに，周期解お

よび概周期解の安定性を吟味した。特に，概周期振動の位相は外力の位相から常に移相してい

くことを示し，概周期振動の振幅の安定性を論じた。

第6章では電気回路における振動を観察し，その発生領域を求めた。また電源電圧に同期化

した周期振動および同期化しない概周期振動の主要周波数成分を分析し，振幅特性および周波

数特性を求めた。これらの実験結果を解析結果と比較検討したところ概ね良好な一致を得た。
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付録 1 Hi 11の方程式の係数

第1章および第3章における HiIlの方程式の係数 (}o'(}，.，および九は周期解 Vo('l")の各振

幅および位相角で表わされる。これらの係数を以下に示す。

1.1 式(1. 74)の係数 (}o，(}，.，および En(九=1......4)

OK232-
。=ー(一一)+一一(A 1 -+ A1L -+2 Ao -) 2m' 2m' - 72 

(}，.2 (}ns 2 + (}，./， 伽
一一

(}ls=ま[2Aμ。郎匂-AIAUsin(αl-aU)] 

(}lc=去[2Aμ。酬がd吻 COS(α1一句)J
3 / 1 . 2 

f)2s= _~ ( : A1L' sIn 2α + 2AIAoωSa1 ) 2s-2m ¥ 2イイ

(}?~= 2_(_'! 2c= ~(-= Au -COS2au +2AIAo Smal) 2c-2m '-2イイ ノ

03s=JLAdusin(αl+a lL ) 
L-m 〆. ，. 

九=ームAIAlL∞S(α1十九)
L.m'~ /~ 

。~・4..=で←A1-sm 2α1 
l!m 

04c=-2-Af m2dz 
4m 

1.2 式(1. 84)の係数 f)o.九，およびら(π=1......5) 

k ，2 3 。匁 9

(}o二一(一一) +一一(AI2+A3/'+AI/2)
2m' 2m イ ys

OJ=Onsz+OnC2， 九=凶-1Jr
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。1s-ま[-AIA%， sinル ν-A%，匂 sm均一切+初日mη]
(}1c=ま[AIA%，郎(い%')+ν%∞S(a%，匂 )-td%2ωS2aUJ

(}2s=ま[-AIAUsin(α1-aU)+ν'u sin (a%，+匂)J

(}2c=去[AIAU伽ル匂)匂AU伽(a%，+匂 )J

(}3s=去[AIAUsin(…U)→A%，2 sin 2a%， J 
(}3C= -去[AIAUOω叩0

0内九4“s-か匂Sl
θ4c=ーまAIA%，O俗(日%')
(}5s=手-AZSin2d1 

'1m 

OEe=-JLAfmM1 
4協

I. 3 式(1. 98)の係数 (}o，(}，.，および九(九=1""6) 

0・=ー(去)2+ま(df+d%2十d%2+川
(}，.2=  (}，.s 2 + (}，.C z ， 九=凶-zfEE 

v，.c 

。 3
1s=五二[-AIA%sin(a1-a%) -A%イYssin(α%-aYs)+2AYsAo COSaYs J 

(}，_=~ 
1c=五二[AIAya伽 (a1ーαya)+AysAYs伽 (aYsー“Ys)+2AYsAosinαYsJ 

(}2s= ~3 r.! s-一[:Av. Sm2α -A1Ausm(α1-α) +2A2.-!AOOOSα]  2m L"2 1'1Ys '''" ""~ ys イ イ九YsJ

0 31  
2c=易ト27d%zm2dFd+dd%∞s(a1ーら)+2AYs Ao sinaya J 
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{}3s =去[A7，.iAT3'sin (ct%+匂)+2AIAocosct1 ] 

0九3討c-去[吻匂伊ω州S吋(α匂%+刊α匂νT3')+2μイム仏1
{}..=2r _! 4s = 2~ [ ; A% • sm 2α% +A1AT3'Sm (ctaαT3')] 

3 _ 1 . 2 
84c=z[-15d%&C052q-AdMCOS(叫十句)J

。5s=JLAdzsin(¢z+ら)
，c，m ，.， '. 

{}5c=一三A1A2/COS(αけ ι)2m II1E1，ち A

{}n.， =三A/sin 2ct1 
-- 4m 

。 3
6c=ーで-A1ω52αz

qm  

1.4 式(1.111)の係数 {}o， 8，.，および ell(π=1-6 ) 

OK  23  
0=ー(五五)+ 2: (Alz +イ'%.+A}1'.) 
oJ=OnS2+Oncz， 加

。1s=-jb[dzd%SiIl(尚一句)+AIA%sin (均一角)J
{}1c=会[AIA}1'COS (αzーら)+Ad%郎(均一向)J

-_2r A8LAー Sm(d-d)-ld-2sin2αー]2m Ln  % イ%イ 2 イ/至

。=JL[AJCOSMJ)-id-2∞S2ctu ] 2m --72 イ九Y2/-"2イイ」

o，ziLAAlIl(α1 + ct，/) 
•• 2m 72 72 

8.t=一三 Alん∞S(角川ν)
山 2m 72 72 

。ニ土[As/.Aー sin(ctSL +α)十土A2siTIME]2m イイ % -'~}1') T "2 
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{}4c= 一三[A・Al/ cos ( aSL +α )+idfm2dz] 2m Ln%nu イ U J'2

05s=f-dJu S1n(α1十九)
2m 72 72 

{}5c=一会μ%郎 (α1+匂)

Ob=2-d-2sin2ι 。 4m....%イ

06c=-JLd-zω1$2ι 
4m n% woJ"'~% 

l. 5 式(1.118)の係数 {}o• (}".および九 (π=1-5) 

k ， 2 3 • • • 
(}o =ー(三五) +2:(At"+AYs'+AYs孟)

{}"2={}，，s 2 +{}，，/. 加-一

3 _ 1 2 

-EZ[27 d%z Sln2d%-Aイyssin (αYs-at) -AIAYa sin (a1 -aYa)] 

3 _ 1 2 
ニ EZ[-15d%a∞52αya+ A1AYs C05 (αYs-a1) +A1AYaω5 (α1-αYa)] 

{}2sこま[A1AYs sin (叫十句)-AYs匂 sin(aYs一匂)]

{}2c=乏M 匂 C05(a1均 )+AYsAYaCOS(均一句)]
3 _1 • 

{}3S=一一[:Al.sin2α+AvAI/  sm (α +al/)] 2m L2E11 ')lIl "'~l'É1Ysイイ ys

3 _1 • 
63c=-23;[:7dJ∞S2α1 + AYsAYs∞1$(αYs+αYs) ] 

-iMm(的 +α)
2m イイ

{}4c=一三A1A5/.COS (a1 +ω 
一鴨川 日

{}5s =三dzsin2α4m イイ

。5c=ーか%zmα%
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I. 6 式(1.127)の係数 {}o'{}"，および九(九=1-4) 

k，Z 3.....0 ._..  
{}o=ー(一一)+一一(Al話 +A2~+2Ao~ ) 

2m' 2m 

o，zt=Onf+Onci e，，=凶-1fEi
V"C 

01s=3-dz[2dom¢1-んsin(叫ー的)J 
L;m 

。1c=3-A[2desiM+AC05(dz叫 )J 
L;m 

3 _ 1 • 
{}?s=一一[:At~ sin2a1+AzAo∞ISaz J 
“ 2m ~ 2 

3 _ 1 • 
{}2c=ート:A/ COS2at+ AzAosin的]
2m ~ 2 

03s=3LJZSin(い的)
L.m 

。 33c= -;:-AtAzCOS (a 1 +az) 
L.m 

{}4s=か22sin糾
{}4c=-~ A/ COS2az 

4挽

1. 7 式(1. 135 )の係数{}0' {}"，およびら(n=1-6)

k ，2 3 
{}o =ー(一一-)+一一 (A12.+ん2+A32+2Ao2)
2m' 2m 

oJ=OJ+Onc ε，，-切-zfEi
V"C 

。1.=よ [AtAzsin (a1ーαz)+AzA3sin(的-a3)+ 2A1 Ao COSat J 
L;m 

。lc=よ[AtA.COS(尚一向)+A2A3OOs(az-a3)+ 2AtAosina主]
L.m 

3 _1 
.-一一 [:At~sin2的 +AIA3sin(尚一角 ) +2AzAoωSazJ 
2m -2 

3 
_ 
1 .• 

c-一一[ー.::AI2COS2at+AtA3COS(α1 -a3) + 2A2 Aosin的]
2m ~ 2 
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九=三 [AIAzsIn(a1+的)+ 2A3Aoas的]
よ~m

83c =三[-AIAza5(a1+a2)+2A3Aosi叫]
L.m 

。 3_ 1 .• 
=一一[: A2' sin2的 +Al A3sin (a1 +a3)J 
2m ~ 2 

3 _ 1 2 
=一一[一:A/a52a2 -A1A3a5 (的 +a3)] 
2m ~ 2 

。58=三AzA3sin(的+的〉
L.m 

。5c=ーヱAzA3則的+的〉
L.m 

oh=JL dsin2¢s 
-- 4m 

。自r.-ー-U32∞s2尚
一 4m

I. 8 式(1.143)の係数 80，8"，および九(九=1'"'"12) 

k....2 3 ， .2. .2._.2 
80=ー(EZ;)十三平(A16+ん +2Ao~ + A% ~ + A~ ~ + A; ) 

oJ=Onsz+Oncz， en=加合
81$=去[A%A3Sin(a%-a3) -Al匂 sin(α1ーら)

+A2A%sm(a2ーα%)+2AoA~邸å~J

81c=会同A3a5(均一向 )+AIA~ 伽(尚一ν

+A2A，% 郎(α2-å ，% )+2AoA~smα~J

3 ~ 1 . 2 
82.=一一[: Au' sin 2 a 1/  + A 1 A 2 sin (α1 -a2) 
2m ~ 2イ%

+んA3sin (az -a3) +2A lAo a5a1 ] 

3 _ 1 2 

82c=一一[ー:AI/  . aS2al/  + AIA2a5 (a1-a2) 
話 2m ~ 2 ノ五 % 
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+A2AaCos(α2-αa) +2A 1 Aosin ct1 J 

{}3s=去[-A2匂 sin(い%)+μ，%sin (日以+A1A%sin(的+匂)J

(J3c=去[A2A%郎(日%)+A1A，%COS(いが-A1い S(cta匂)J
。 3_ 1 
s-一一[:A1.sm2ctl-As/-AlLSm(α -ctl/) 2m ~ 2 イ %""III~~，%-~%

十A1Aasm(α1-的 )+2AzA。αlSctz J 

。4c=~r-.! c-一一ト::-Al-cos2ct1+AvAI/ cos (α -ct 2m - 2 イイ ，%-~% 

+A1Aa∞S (ct1-cta) +2A2Aosinα2 J 

{}5s=ま[A%AaSin (ら-cta)+A2A%sin(ct2+匂)+2AoA，% cosct，% J 

O5c=23[ν3 COS (ら引 -A2A%則的+匂)+2AoA，% s円]

(}6s=ま[A1A2sin(ct1+的)+句A%sin (匂+匂)+2Ao仰向]

(}6c=一三[-A1A2COS(α+ct2)-ASLAI/  cos (cts/+ ct，/) +2ん Aasin的]2m L-.I":Il.1":12 """ ¥ ~1'~2) -.11，%.1":1% "V.J ¥ ~，%' ""%) T ，c，.I":IO .I":IaO)III""a J 

。7s=去同Aasin (匂+cta)+ムヤin(山匂)J
(}7c=一主[-A%AaCOS(ct%+cta) -A1A，%郎 (α1十ct.%)]
2m イイ

{}ss= ~r.! s-一一[: Az. Sin2α2 + A1Aa sin (叫+αa)J
2m -2 

(}sc=~r _.! c-一一[ーーんz郎2α2-A1ん郎(α1+cta) J 
2m - 2 

{}9s= _2_んASLsin ( ct2 + ctsL ) 
2m --/1長

{}9c=ーか2物防(ct2+ct，%) 

。 3 _ 1 . • 
108=EJ7[玄A，%“sm2α.%+A2Aasm(α2+的 )J

。 3_ 1 金

10c=EZ[-Edpd aωS 2ct.% -A2As∞S(的+的)J
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。日2ごAY2A3Sin(aY2+a3)
。IIc--id J43∞S(α +a3 ) 

2m イイ

0山=三A32sin伽1
qm  

:i 2 

812c=ーでニA3COS2a3 
qm  

1. 9 式(1.152)の係数 80，8"，およびら (n=1-9)

k.... 2 . 3 ， • 2 

80=ー(75)+zU1+匂2+匂 2+ A3 2) 

oJ=OnS2+Onf， 凶一一

3 ~ 1 . • 
8}$= 2:n [; A7S'< sin2α7S'-A 1 AYs sin (α1-α7S') +AYsA3Sin(αYs-α3)J 
3 r 1 . 2 

8Ic= 2:n [-; AYs' COS2aYs+AIAYsCOS(a1一句)+AYsA3COS (aYs-a3) J 

(J2.=会[AIAYssin(的+匂)+AIAYssin(a1切]

82cニ会 [-AIAYsCOS(山 Ys)+AIAYsCOS(尚一切]

(}3.=会同匂Sin(aYs-匂MAdssin(dE4s)+tdfs仰

83c=去[-AYs引 S(均一 aYs)+AIAsCOS(尚一向)ード川2aI]

846=ま[AYsAYssin (aYs+aYs) +仰 3sin(弘一的)J

84c=会[-Aが%邸(aYs+aYs)+AYsA3 COS (弘一向)J

85.=会[ν3sin (匂+a3)+μys sin (的+匂)J 

。5c~ま [-AYs A3 COS (匂+的)-AIAYs郎 (α1+匂)J

。「J-dzAsin(知的)
;c.m 
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九=一会AIA3COS(a1 +州
~m 

。3 • 
.=-.-A “sm2aー
4mイイ

Oc=-id 2C052α ー
4mイイ

(}s.=る仰3sin (a ys + a3 ) 

(JSc=ーまν3cos (匂+α3) 

09s=4L dJsinms 
4刀Z

。9c=-JLdJm2ds 
唖m

L 10 式(1.160)の係数 (}o，0，. ，およびら (π=1-5) 

k，2 3 2 2 2 

(}o =ー(一一)+一(A13+A3 3 +AS") 
2m' 2m 

oJ=Onsa+Onez， E，. =tar泊I目n-1
u 毘c

3 _1 .• 
(}ts=ー[:A1'sin2的 +A3Assin(的 -as)+AIA3sin(αl-a3)] 日 2m~ 2 

3 ~ 1 . 2 
(}lC=ー[-: Al"COS2a1 +A3AsCOS( a3ー時)+AIA3COS(a1ー的 )] 
日 2m- 2 

九 =JL[d1MinMz+的)+AIAssin (a1一民)J
~1i乱

(}2c=三一[-AIA3COS(α1+的)+ A 1 A s COS (a1-as) ] 
~押Z

3 ~ 1 .• 
(}3.=ーー[:A33sin2a3+AIAssin (a1+as)J 
2m ~ 2 

3 ~ 1 • 
(}3c= ー[ー~ A/αぉ2的 -A1ん郎(α1十時)J
2m ~ 2 

。4.=三-A3As sin(a3+叫)~m 

04c=-JLda dsC侭(則的)
~押Z
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{}5s=τLJsims 
生m

。h=-idS2cm2dE
-- 4m ー

1.11 式(3.50)の係数{}0 ，. {}" ，およびε"(n=l-8) 

k，2 3..2 2 
(}o =ー(五五)+EZ(dJ+匂~+々 は 22十2A/) 

. (}.... 
{}，，2 = (}". Z + {}nc Z， E，，=tan-且示ニ

v"c 

。1s=ま[dId%Sin(尚一a% ) -A 1 A~ sin (α1ーら)
+J4%J42Sln(ds/-dz)+2d J4.md] ~~ '-Z.I I &Jf.lU イ」

。lc=去山%ωS(日%)+AIA~ 伽(い~)

+A%A2郎 (a%ーα2)+2AlLAosinalL] ~ .n...，.，，-~ 

(}ft.=~r.! 包s一一一[: Al-' ~sin2åu -AsL. Au sin (α3.! -α ) 2m L 2 n.~ "'IIJ'<'-~- n.%イ /五イ

+ A lAoin (a1-a2) + 2AIAoCOSαt] 

。 3 _ 1 • 
c一一一[ー..:...A./.臨 2alL+ ASL AJ.L cos (aSL - aJ.L) 2m L-2"'% 1.N"'~-~'J'1%n.~I.N"'\-%--~ 

+AIA2∞S(α1ーα2)+2A lAo sinα1 ] 

(}3S =三一[AuA2sin(α ー山)+AIAl/sin(α1+αー ) +2A・A∞SaSL. ] 2批%ノ~ -. I ，.n. I .n.~ノ~J ..~.t:I%.t:I O \N"'-% 

(}3C=三 [AuA2郎 (α ーα2)-A 1 A 1/  cos (a1 +αー ) +2AsLAosinι]  
2m イイ % イイイ

(}. =.2. r.! 4.一一一 [::A1-sm2的 +ASLAlL sm (ι +a1L) +2A2Aocos的]4.-2m L2 n.1 "'111'<'-1' n.%イイイ 」

(}. =~r_.!_ .4 .2 c 一一一[ー~ Al ~COS2ål-A~/A1/ COS(å~.+α:~)+2A2Aosinå2 ] 2m L-2J'11 \N"'~~I- .t:I%.t:I~\N.，\~% 

。5.=去[AIA%sin(山%)叫〆2sin(ら+的)J
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05c=え [-A 1A% 郎(日%)~匂AzCOS (ct72' +的)]

3 _ 1 2 
06.=ーー[:As/.." sin2α +AIA2sin (αl+ct2)] 
2m -2イ%

。 3 _ 1 
c-一一[一-A/Z∞S2cts/..-A1A2COS(α1+的)]2m - 2 -72 72 

878=idM2sin(九州z)
，c，m _ - '. 

。7c=-iddz∞S(ct9/+的)2m """%"""z '̂".. ¥ -% 

。h=id22SinM2
-- 4m 

九=-idzzm糾
4m  
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付録E 実験に用いたリアクトル

実験に用いたリアクトルの特性は，実験結果と解析結果を比較するために， 3次特性に近づ

けた。このような特性のリアクトルは実際には単一のリアクトルでは得られないので，鉄心に

空隙を設けたリアクトルと空隙を有しないリアクトルを直列に接続して 3次特性のリアクトyレ
[1J 

を合成した。 実験で使用した鉄心の形式を図 H.1に示す。直列共振回路に用いたリアクト

ルの各鉄心，空隙長，およびコイルの巻数を図 l2に示す。また，変圧器結合回路に使用した

リアクトルの詳細については図 1.3に示す。

C525 

C550 

C5125 

図1.，1 実験において使用した鉄心(標準型カットコア，富士通). 
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CS50 

no gap 

(1 ) 

CS25 

gap O.068mm 

(2) 

CS50 

gap O.482mm 

(3) 

CS125 

gap 2.706mm 

(4) 

図1.2 直~~域調路において使用したリアクトル・

CS25 

no gap 

(1 ) 

CS25 

gap O.074mm 

(2) 

CS50 

gap O.637mm 

(3) 

図1.3 変圧器結合回路において使用したリアクトル.
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付録1 SCRを用いた開閉器

実験回路において電源電圧の任意の位相において振動を開始させるために逆並列に接続した

SCR本を用いた。

図1.1はSCRを用いた開閉器の回路図である。 SCR1およびSCRzは吏読が導通できる

ように逆並列に接続された SCRであり，これらはユニジヤンクシヨントランジスタ UJT**を

含むパルス発生回路および移相回路と結合した補助の SCR( SCR3およびSCR，)によって

制御される。なお，この開閉器は実験回路における静電容量の充電回路を主回路から切り離す

りレーを付属している。

開閉器の各部の電圧および電流等の時間変化を図1.2に示す。制御の順序はつぎの通りであ

る。まず手動スイッチ SWは聞いており， リレーMClの接点 aおよびbは接触していない。

したがってUJTは非導週状態である。またリレーMC:は励磁されていないので，その接点

cおよび dは接触していない。したがって抵抗L およびRzには電流は続れず，電圧降下はな

い。 SCRl，SCR:は阻止状態にある。つぎに手動スイッチSWを閉じると， りレーMClが励

磁され，接点αおよびbは図 ..2dに示す瞬間に閉じるものとする。そのとき，抵抗R3を通し

て容量ClおよびCzが充電され，UJTのエミッタ電圧が上昇する。一方移相器PSによって

移相した電圧を昇圧し，ツエナーダイオードZDによって図1.2hに示すような矩形波電圧を

つくる。これを CR微分回路に通してパルスを発生する。(図1.2c) これらの内，負パルス

* SCRはゲート陰極聞に点弧に充分な電流を流したとき，正の陽極電圧のもとで点強する。導通後，
陽極電流はゲート電流によって阻止されたり，制御されたりすることはない。阻止状態は陽極電流を保持

電流(通常3-10mA)以下にすることにより回復する。導通状態での順方向電圧降下は陽極電流および

SCR接合部の温度に少々関係するが，概ね 1[V]以下である。[34]

** UITはスイッチング用トランジスタであり，エミッタ (E)が尖頭点電圧Vpより小さければ，エミッ
タは逆方向にパイアスされ，逆方向漏れ電流が流れる。エミッタ電王らがVpに等しくなると，UJTは
1-2 [μS]でターンオンする。この状態ではエミッタとペース 1(B1)の聞の抵抗此極めて低く，エミ

ッタ電流は，エミッタとベース 1の聞の直列抵抗でのみ制限される。 UITの尖頭点電圧Vpは次式で与

えられる。

Vp=布らiB+VD
ここにVlIBはペース1とペース 2(B:)の聞の電圧であり， 守は UJTの形による定数で 0.5と0.75の間

にある。 VDは約 0.7[V]である。エミッタ電圧が約2[V]になると，エミッタは導通をやめ，UJTは
はターンオフする。 [34]
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図 11.1 SC Rを用いた開閉器の回路図.SCR1， SCRz:主SCR.SCR 3 • SCR.:制御用
SCR. UJT:ュニジヤンクジョントランジスタ.ZD:ツェナーダイオード.
PS:移相器.MC1， MC2:電磁開閉器.

がUJTのベース 2(Bz)に印加した瞬間に UJTは動作し，容量Clの電荷は放電する。(図

皿2d) 図1.2eに示すようにベース 1と接地Gの聞に正パルスが発生し，これが SCRsのゲ

ート陰極聞に印加され SCRsは導通状態になる。リレーMCzは励磁されてその接点cおよび

dは接触し，主回路の容量を充電するための接点eは開く。

容量CIの電荷が放電したのち， UJTはオフの状態になり，抵抗R3を通じて容量Clは再

び充電される。 SCR3および SCR.は， UJTの発生する 2番目の正パルスがそれぞれのゲー

ト陰極聞に加えられる瞬間に導通し，抵抗RlおよびR2に発生する電圧が SCRlおよびSCR2

のゲート陰極聞に印加される。その結果，とれらの SCRは導通状態になる。主電流の波形の

一例を図1.2gに示す。

手動スイッチを閉じる時刻にかかわらず， UJTの発生するパルスがSCR3および SCR.の

ゲート陰極聞に印加される瞬間の位相角で振動が開始する。この位相角はあらかじめ設定した

位相角であり， UJTのベース 2を制御する移相器の設定によって任意に選べる。

スイッチ SWが聞かれたとき， リレーMClの接点 αおよび bは開く， 引続きりレーMCz

が励磁されなくなり，その接点 cおよび dも開く。(図18.2f) 同時に SCRlおよびSCRz
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← Contacts a， b opened 

Emitter potential 01 UJT 

Base 81 potential 01 UJT 
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.← Contacts c， d opened 

Gate currents 01 SCR1， SCRZ 
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図DL2 SC Rを用いた開閉器の動作を説明する各部電圧および電流の波形.

のゲート電流は零となる。 SCR1およびSCR2の陽極陰極間電流が保持電流 (5mA)以下に

なれば， それ以後非導通状態になる。 (園田.2g)

開閉器の時間精度は， UJTおよびSCRの導通時の立上り時間と移相器の指示の誤差によ

って決まる。前者は 3[μSJ程度であり，位相角で 0.1度以下である。 (交流電圧の 1サイク

ルが 360度に対応する)後者は 0.3度以下に保たれる。結局，位相角の全体の誤差は 0.4度以

下にすることができる。
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付録W ヘテロダイン波形分析器

本波形分析器は機械的共振子を用いたHeterodyneHarmonic Analyzerであって，周波数

測定範囲は 0-550 [Hz]である。

N. 1 原理
試作した波形分析器のブロック図を図肌 1に示す。

測定入力((1)

発振器入力((2)

Balanced 

Modulator 

Mechanical 

Filter 

'1 
'2 -'1ι-'1 
'1 +ら

図lV_ 1 波形分析器のプロック図.

図IV.2α に示す平衡型変調器BalancedModulatorの端子 1，2の測定入力電圧をElsm2πfd

とし，発振器入力電圧を E2sm2πf 2 tとする。また平衡型変調器の真空管特性が次式で与えら

れるものとする。

tp=α。+α1eg+α2eg z 、、，，41
 

町
H
〆
a

、

ここに tpはプレート電流であり ， egはグリッド電圧である。また αo，αいおよび αzは真

空管の特性による定数である。平衡型変調器の出力は

2a lEl sm2πftt十2a2EIE2[ωS2π(f2 -fd t-COS2π(f 1十f2)t] (肌 2)

となり，周波数fl'f2-fl'およびf1 + f2の成分を持つ。これを共振周波数がf2-fl(=  

550 Hz)の機械的共振子を持つ炉波器に通して，周波数f2-flの成分のみをとり出す。炉波

電圧の大きさは測定入力電圧の大きさ Elおよび発振器入力電圧の大きさ E2に比例し，その周

波数はf2-flである。 したがって発振器入力電圧の大きさを一定にし，その周波数f2を変

化することにより，測定入力電圧の大きさ Elおよび周波数flを知ることができる。炉波器の

出力電圧を増幅し，これを整流して直流電流計<DCA)で測定する。
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炉波回路，増幅回平衡型変調器，

回路および特性

波形分析器の各部の回路を図lV.2および図lV.3に示す。

町2
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250V 
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(b) 
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測定入力電圧の大きさを測定するための回路および波形分析器の電源

回路.
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路および整流回路の接続を図1V.4に示す。図W.2aには入力部および平衡型変調器回路を示す。

Balanced 

Modulator 

(0) 

図lV.4 各回路の接続.

Mechanical 

Filter 

(b) 

Amplifie九

Rectifier 

(c) 

平衡型変調器は 2乗特性の範囲内で使用しなければならないので，測定入力電圧の大きさを測

定するための回路を別に設けた。(図 W.3α) 図肌2hには炉波回路を示す。分解能をよくす

るため2つの炉波回路を直列に接続した。その結果，共振周波数f。から 12[Hz]ずれた周波

数を持つ入力電圧ESin2π(/o:t 12) tを端子 3，4に印加したときの出力電圧は，共振周波数を

持つ入力電圧Esin2π/0tを端子 3，4に印加した場合の 4%となった。図W.2cに示すように

増幅回路はプッシュプル方式の 2段増幅岡路である。図 lV.3hおよび図 W.3cには電源回路を

示す。以上の回路構成により本波形分析器の振幅特性および周波数特性は極めて良好な直緑性

を持つ。
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付録V 周期係数線形微分方程式を定数係数線形微分
[32J 

方程式に変換する方法

次の 3元連立1階の周期係数線形微分方程式について考察する。

丘三=九1(t) X 1十九2(t)X2+Ps3(t) X3' 
dt 

(s = 1，2，3) (V. 1) 

ここに係数Psi(t)，(i， s=1，2.3)は周期Lの周期関数であるとする。式0.1)の互に独立な

基本解

(i) ρi' '" (i) 
Xl  "'(t) = e~" q> 1'" (t) 

(.)'1¥ _ nllit，̂ (i) X2 ，. '(t) = e~" q> 2 ，.， (t) ( V_ 2) 

(i) βit，̂ (i) 
X3"'(t)= e""'-q>3"'(t)， ( i = 1，2.3) 

に現われる周期間数帆(t)，れ(i)，およびれ(i)を用いて

(1) __ L "， (2) _ L '̂ (3) 
X s =q>s ，-， Y 1 + q>S ，~， Y 2 + q>S '-'Y3 ， (s= 1，2.3) 0.3) 

なる変換を行なう。式(V.1)を考慮して式 0.3)の両亙を tに関して微分すれば次式を得る。

主ザ九十むY13a=主Ps/iψ内α
α=1α=1α，/1二1

式 (V.2)は式 (V.1)の解であるから次の関係が成立する。

(i) ・(i)一土 (i) 
内科 +ψs-Ai~η 

式 (V.5)を式(V.4)に代入して次式を得る。

(・三 d/dt)

土民(勺α=土P凡sβげ沖¢匂F~一土P久sβ均η似例~)》弘y九α+土ふψ久s(例吟~~μhαaY
一1 a，β=コ1α=1

式 (V.6)の両辺の民(守 (a=1， 2， 3)の係数を等置して
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( V_ 4) 

( V_ 5) 

0.6) 



dy" 
-u  _μaY， 
dt . ~ (α= 1. 2.3) <V.7) 

を得る。上式は変数 Yaに関して定数係数線形常微分方程式であり，この系の特性根は式(V.1)

の特性指数であることが判る。
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