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PREFACE

ｉ

　　　stability is　one　of　the　most　important　concepts　in the　theory

of　automatic･ control　systems.　　　　Once　ａ　control　system in equil-

ibrium　sta1;e　is　perturbed‘by　some　external　disturlDances, the

systtem will ｂｅ･in the　;･･tansient　state　from the　time　distdirbances

are; removed.　　　工hr-fche　case　where　this　transient　state　die ｓ　out

after　ａ　sufficiently　long time　and　the　sys-tem returns　to　the

original　equilibriiun　state ，■the　system is　called　asymptotically

ｓｔａ‘ｂｌｅ。

　　　工nvestigations　on the　conditions　for　stability　of　control

systems　originated^ with E.J.Routh(l877) and A.Hurwitz(l895).

Tliey　independently　ｏ‘btained　the　stability　conditions　of　the　ｓｙｓ≒

terns, whose　characteristics: were　represented ‘by　linear　ordinary

differential　equations　with　constant　conefficients, in an

algebraic　form.　　　　Henceforth, many　studies　on　stability　of　the

systems　char ac tea:ヽized‘by　linear　equations　have‘been promoted

nn-til　now.　　　　Especially frequency domain ana]Lysis　and　SYHihe-

sis　of　closed　loop　control systems　proposed･ lDy^H.Nyquist(1932)

marke d　the　first　milestone　in　constructing　ａ　systematic　method]

of　analyzing　and　synthesizing　-the　control　systems。

　　　０ｎ　the　other　hand,on　systems　which have　nonlinear　chara-

cteristics　the　　develo:pement　of　stiidiea has　been less　frui-tful

than　that　of　１:Inear systems.　　　　One　of　-the　most repre sentative

work　on the　analysis　of　nonlinear　systems　is　” the　absolute

ｓｔａ‘bility　problem”(Lur'e　problem) first　formulated　by　Ａ．工. Lur'e

(1944).

ｐｒｏ‘blem.

Many reseachers　have　been reported　about　this

　As　is　the　ｃａｓｅ乃ｗｉｔｈlinear　systems, there　are　two

ways　to　solve　■this　problem, one　is　time　domain method, i.e・９
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the　second method　of　]:jyapuno V,　the　other　is　frequency　domain

method　developed　by V.M.Popov(1959)。　　　　工ｎ either　case, for

line ar　or　nonlinear　systems, the　main　interest　of　the　s-fcaljili-fcy

ｐｒｏｂｌｅｍｓ･was　taken 士血　the　following　two　points　s　to　extend the

classes･ of　-the　systems　to　which　the　stability　theorems　８こre　ａｐ:pli-

cable, and to　obtain the　better　stability conditions} using sys-

tern parameters。

　　　Recently　according　as　the　scales　of　the　system deali;　ｌ)ｙ

control　■theory　are　getting　larger　and　the　structures ０ｆ　-the

systems　are　becoming mucli more　complex, the　stability　analyses-.

　of　large　scale　systems　are　ai; tract ing much attention among

stabili-ty problems　of　control　systems.　　　　¶rhis　the sis　is　devo-

ted- to　the　stat)ility　analysis　of　large　scale　systems.　　　General-

１ｙ　speaking, large, dimensionality and　complexity　of　the　systems

may necessarily　cause　many　difficulties　in treating　these　systems.

工ｎthis　■thesis, the assiimption that　the　systems　are　decomposed

into　several ‘subsystems　is　employed　throughout.　　　　　The　me-th-Od

fx)r.j.aHaiizing the　systems- on this　assumption is　often Ｃａ１]Led

the　decomposition ｍｅｔｈｏｄ。　　　　　　The　essentialfe a"fcure　of　the

method　13　the　reduction　of　complexity　which　comeS; from　decom-

posing　■the　overall　systems　into　some　ｓｕ‘bsystemS　with　approprial

size..　　　　　　The　procedures　of　applying　the　method　ｔ０　large　scale

systems　are　as follows。

　　　First, the　comparison equations　are　derived　from　the　proper-

■ties-ôf　sulDsystems　and　･the　relai;ion3　among　them.　　　　Then　the

”imaginary　systems” ，whose　characteristics　are　described　by　七he　･一

comparison equations, is ．supposed.　　　　　The　imaginary　systems

don not formulate objective physical systems directly, but １七
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corresponds　to　mathematical　ｅ：χ:pre3sioii, i.e., the　comparison

equations.　　　　　Next, it　is　shovm that　the　s-tabiiity　conditions

of　･the　overall　systems ;can "be　obtained ７ｂｌｙexamining the　propert-

１ｅｓ'of　the　imaginary　systems･９　　　　Finally, the　stability proper七－

ｉｅＳ卜〇ｆ　the　imaginary　systems　are　examined ｂｙ　some　well-knovm

ａｎａ:Lyzing methods‘。　　　　¶I!‘hus　the　stability　cri-teria　for　some

classes-. of　large　sccale　systemsしＣａｎイbe　obtained with reduced

dimensional　difficultie ｓ。

　　　This　thesis　uses　two　different　methods･~ｔｏ　get　the　s-talDility

conditions･ of　■the　imaginary　systems.　　　　One　is　ａ time　domain

method。-fche　other　is　ａ frequency　domain　one ．　　　　Two　chapters

are　devoted to　-the　discussions　for　each　case.　　　　工ｎ another

part　of　this　thesis　the　conditions　of　positive　definiteness･ and

positive　semidefiniteness　of　real rational matrix for　any ｖａ:Lue

of　its- argument　is　considered.　　　　By using　these･ conditions･，

the　relations lDetween the　resu]L-fcs　obtained ty　the　two　methods

alDove　血entioned　are　investigated.　　　　　工n -the　last　part　of　･this･

thesis, the　stability　Eind　instalDility　conditions･ of　large　scale

systems, that have　unstable　suId systems　are　derived using　the　decom-

position method.　　　　The　method‘ in this　case, however, is　diff-

erent　slightly from　that　using　the　comparison equations.

「
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Chapter　1．　　Introduction ’て９’

〆

１

Section １．1　　stability　studies　of　l,ａこrge　Ｓｃａ］．ｅ ･Systems

　　　工ｎ　this　section　studies　on　the　stability　of　large　scale　control

systems　already reported　ａ・ヽｅ　summa工ヽized ‘brief:ly.　　　The　control

systems　dealt with here　have‘been called, in ａｄａ‘i-fcion ･to　■the

above-mentioned　” large　scale　systems” ， multi-input mult i- output

systems, control　systema　with many nonlinearities　and　so　an.

Recently　acre or ding　ａｓ｀･the　”decomposition”method utilized in

this　thesis lias ‘been introduced in analyzing control　systems wLtli

largeへdimensionalities-ﾀ　tｈｅｓｅ∇systems　get　to ﾀﾞbe　called inter-

com!ecteff systems:, composite ‘ systems and the　like ．　　　　Because

　　・　　÷　　　　　　　　　　　　　･･　.　●-　　　¶　　　　　　　　　　　　　　゛ゝ｀●　　　　’

these systems; ａこre　looked upon as　consisting　of　some　subsystems

which have　comparatively　independent　properties　with each. other.

　　●÷　％　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　７　　　　　　』　　　　　　　　・　　　　　　　　ｑ　　　　　　　　　　　　　　　　　゛Throughout　this　thesis　”large　scale　ｓｙｓｔｅｍｓ” is adopted・

　　　There are various- kinds of definitions of staMlity, but

●●１･●ｌｄ　。● ■　　　　　　・　　　　　　　・　¶　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●
　　　　　　　　　　　　　　　　■　７　　　　　　　　　●　　　Ｉ　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　１　　　　　　　　　　二　　　roughly　speaking　they are　classified　into　following　two　classes.

　　　　　　　●･I　●. ¶同●j　・　　　　･●j　　　　　　　　.　　　－　　　　　　Im19 first class of stability corLcepts is. intrinsic stalDility

　　’　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　●whictL is. related　to　the　intrinsic　states　of　systems.　　　The-.

second　class　of　stability　considera'tions　of　systems≒deals　ｗｉｔ：ｈ

　．‘　．・　゛．八　　　　　　゛･ﾌﾟ二　．．‥‥‥‥）･,y．　　　　　　　｀　゛Ｉ　　　Ｉ‘・　　　．ム　　　　　　　　　’.
input-output　s-tability which　is- considered ’bｙ　aiming　only　a-t

input-output relations　of　systems.　　　工ｎ ･this thesis･, the　former

　　　　　　　　　　　●　　I●　　　　　　　　●’　　　　　　　　　　　●definitions, espe cially asym:ptotic staMlity in ■the large （ｈｅｎｃｅ－

　　　　I　　　ゝ　　　　　　　　　　　　　7　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　j･forth ａｌ）‘breviated ４;ｏ ＡＳ工L ), are considered. ・　工nvestigations^

on input-output　stability　of　large　scale　systema have　"been deve-

]-Oped actively in paraiLlel with ･thoseﾌﾟofin-trinsic staMlity,

but here　they are　no-fctouched　on.

　　　studies　onatabili-by of　large　scale　systems　started with

extending the methods for　single-in]put　single-outputsystems　so
．’●　●・●・　・●ｌｉ
吠゛゜’ｙﾉ７　　　　’
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far　obtained　to　systems　with many nonlinearities　or　to　multi‘

１ｎ:putmulti-output systems at the beginning.　　　Aa are known weｎ

there　are　■fwo　main me thode ０ｆ　stability‘inve stigation for　systems

with ａ　single　nonlinearity.　　　One　is. the　second method　of　ｌ･lyapu-

nov and　the　other　is frequency domain metliod　stated ｂｙ Y.M.Popov・

The 3&.　two　methodla-were　extended　and　generalized　to　he　applicable

ｔｏ：･CTontrol　systemsレwith many nonlinearities・　　　　Sul-tanov(61),

T'okumaru　and　Saito (62), employed the　former　way, Jury　and le ｅ

(25), Yakubovlch (69), Partovi and Nahi (51), Tolnamaru and Saito

(62),工,ｅｅ　χ１：in-Jing(32) applied　･the　latter.　　　　However, these

two　methods　get　to　possess　aome　defects　due　to　extending　to　ｍｕ１七1－‘

variable　or multi-in:put　multi-output　case ．　　　　　Araki(2) pointed

out　the se　defects　were　as　in the　following　ｓ

　　　(1)S-taMlity　theorema contain too many arlDitrary parame-tera・

　　　(2)C‘omputations　required for　Che eking whether　systems　satisfy

　　　　　　the　assumptions･ of　-the　-theorem or ｎｏ! te come　increasingly

　　　　　　difficult　as-dimensions　of　systema- increase.

　　　Tliereafter the　direction to remedy the se　defects ･ｗａｓ･showed

ｂｙ　Bailey (7) and　other researchers.　　　　They　employed　the　method

called　the　”decomposi-tion”method.　　　　Fundamental　procedures

of　the　method　are　as　followa*

　　　(1) to　decompose　the　systems　into　some　ｓｕ'ｂｓｙｓｔｅｍｓ

　　　(２)ｔｏ　olDtain　the　ｓｔａ‘bility　conditions　of　the　overallsys-tema

　　　　　　fromproperties･ of　ｓｕ‘bsystems:･ and　relations　among　them.

!rhe　mo st　ａｄ‘∇'Hntageous; point　of　this･ method　is　■that　it introduces

hierarchical･ point　of view in system analysis　and gives　ａ system-

atic　way　of　practiCBl　computation for　obtaining the　ｓｔａ‘bility

conditions. Bailey　assumed　the　decomposed　systems　and utilized
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the　vector Lyapunov function method,　which. v/as　ａ sort　of　the　com-

paxison method requires　that　there　exists　an appropriate　Lyapunov

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　■　　　　　　　．ｌ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｉ

function for ･each　sub sy si; em.　　　The　stability　conditions　of　the

overall　systems can be derive d from examining十the　properties　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　丿●　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　Ｆ

solutionsこof　auxiliary equai;ions (compaこrison equations), whose

dimensions ８エヽｅ as many as the number of subsystems and v/hose ｖａエヽｉ－

aMe　is　the　Lyapiznov f line t ion corresponding to　each　subsystem.

As　well, Ql.okuman耳, et. al. (67) defined　an　analogous　stability

　　　　　■　　・　　　　●　　　　　　　　ｄ　　　　　　　　・●　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　ゝ　　ｒ　　　　　　・conceでｐｔ; with respect　to　input-output　relations- and derived　the

conditionsﾄof　stability using　compa:r!ison equa,tions.　　　However,

most　of　the researchers　ｏｆ　ｓtａ‘bility of　large　ｓ･Ｑａユｅ　systems

ト;……　　………ト'づ　………7∧　／………….…………　………　　　〉

afteだ1:Bailey have尚adopted slightly defferent methods from tｈｔtp:／/www..I.I

.　　　　　●　.　'，1●.lt...･.I'　　　● ●　¶　　　・　　　　Ｉ

comparison method.　　　Thej employed the　second method of工jyapxmov

　　　　　　　■．　　　・　　　　　　　　　　ｉ　　　　　．‘－　　　　　　'●using　ｔｈむ　弓Ｕｍ of　scalar-multiplied工,ｙａ:punov function corresponぐ1－

ing to ｅ ach ｓ4bｓｙ�t;ｅｍ]i1ﾀﾞa candidate ｏｆ工,ｙａかinov function for ダ

㎜■　■　　　　　:｀　　　1　･'　　　　　・・ 一八･　　　　，　　･;･●/.　-.　jl　.F
　　　　　　.　　　　'　　　　ゝ　　　　　　　　　　　　　　　　　－　　　　　･゛●　●　　　・　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●the overall

:systems
vd-thout constructing the comparison ｅ｢l"uai;ions.

　　　　　　　．　　　．　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　･･　　　　　　Ｉ　　■
　ごノ　．ト　　　　・'－　　＼　・．：　　，･．　：ブヅフ‥‥‥　‥‥‥｣‥‥‥‥‥‥‥‥‥｀　゛";.　I･一　　゛．　，：　Ｉ．　　　　　　　　　　　　．

Tliis method wasﾐemployed by Araki
6j

Kondo (2), (6), Micホel (41),

ノ　‥‥‥‥;'-･.'ｸ'=ﾆ……ﾄ.･..･･　　　.･.　　　･.･・･･　..･･　7･　･，　･ヽ，ダ　....･.･.･..　　.･j　………▽≒∧じ‥‥‥‥‥:'･<＼＼　･.　　　　　……

(42) and others.………Particularﾕﾑy, Araki and Kondo showed -tha-t　呂

ali”M-matrix 。トwMch has-‘been usedパhitherto　in numerical anaユysls

and　theoretical　economics, v/as　an effective　ｔｏｏ:L　for　analysis

of　large　scale　systems“by　the　"de compo sii;ion"　method　and derived

the　at ability conditions.; of　the　systemsトsuperior　to　Baileyｌｓ

theorem.

The　most　principal feature　of　■the　above-mentioned ”decompo-

　　　　　■　■　㎜　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　が　’

　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　ｄ-　　　　　　ｒ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｌsition" method is　that　it has made　a detailed： information on

sys-fcems　available ．　　　　Generally　speaking, the　more information

on systems　are　utilized, the　more　superior　conditions　of　stabili-fcy

Can "be。obtained.　　　　With ｒｅｓ:pect　to　this　point, the　"decompo-　　　。
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　sition" method however is still unsatisfactory, because it is

　"Uased on merely the ’ｌabsolute value'･ of the state varia‘ble ｓ of

　systems and neglects phase relations among aubBys-teins。　There-

　fore, it is needed to provide ｃｏｍｐｌｅ｀りely vd-tti the tetter stabiﾕity

theorems　ｂｙ virtue　of utilizing　the　more　minute　:properties　of

systems.

　　　Now, the reports on stability:problems of lSETge scale 町財部lｓこ

　　.’　　　　　　　　　　　　　　　:∧∧　　　　　　　　≒　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヶド∧ブafter Bailey were　mostly based　on　-the　”decomposition” methodsタ

whicli were methods　in time　domain.　　　TJie　other method, i.e.

い

frequency domain method 勁ｒ single一如put single-output systems

equips゛ｆｏ１:Lowing merits, even if　it were　extended to multi-input

multi-output　systemsｿ・

　　（１）工t can ‘be ａｐ:p:Lied to syste呻吸th transfer functions

　　●　.　　　　　l　　　l　　’　　　　　　II　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　I

:　……obtained
experimentally

≫　　　　　ご
　　　　　’　　j　　　　　　　　　　j･

　　（.2）工ｔ°is applicable to町stems　which involve　dead time

フ　　∵･･　し　　　’･．　”　　．”　　　　ＩＩｌ　ｄ　　∧．＼．゛･　　へ．　　　　　　｀　　　　’．　･.
　　　elements.

　　（３）工ｔ can "be stated witねout restriction on the order of

　■　　　ｙ　　　　‘　　　　　　！　　　　　　　　　゛　　　　　　　　　　－　　　ｌ

　　　　　systems　expressed ｂｙ ａ　certain input-output relation・

　　（４），Ｖ似ヽious modifications of this method have "been proposed

　¶　■　　１　　　　１．　　　　　　　　　　　　　　　￥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　until now making use　of　the　properties　of　aystemsr･・

　･-　　　・　●　　　　Ｉ　　　　　”

Tlie　reason why the　method is nevertheless　less useful for large

scale systems is that computational difficulties have not been

　　　　　　　-一一

overcome　so ｆａエヽ． However recently ty Rosenbrock and other Eng-

lisli researcliers (33), (36), (53), (56), though mostly for linear

case,　frequency domain theories of　万ana:Lysis　and　synthesisfor

large　scale十systems (multivariable　systems) have　been　steadily

developed from practiaal viewpoints.　　　!Ｉ!lie　central idea of

　　　　　　　　　　　　●　１●　１　　　　　　　●=　　゜ｉ　　　　　・　　　　　　　　Ｉ
'●　　　　　　　　・
these　theories ｉ８　to　ｓｕ:rmount　the　burden owing to　increaBe　of
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　　　　　　　　●

５

　dimensions　ｂｙ utilizing computers　with graphic　display　tｅ:nninal・

　工ｎ these　"theories, under　a certain condition, whose　satisfaction

　ｊ　　　　　，　　’　　∧　　　　　　　”　　　　，　　　　　　／・　　　　　　　　　　　　犬　　’し;／，　＼，

　1ｓ　alDle　tｏ‘be　checked　easily ty　computers　with display, analy一

万｀y　▽/く．ダノ∧∧　　　　　　∧………;　　　/　　＼’･　　　i.　　　　　･･　　　　　jド　……ヽl

　tic　゛”万ａ synthetiやl　■teclmiques for lai・ge　ｓｃａユｅ　systems were

　develo:ped　in parallel　with the　already perfected　classical　control

"theory for　systems　with single　input-output relation.

　　　However　these; theories: are　not　seemed　to　he　fully　ｃｏｎ!pieted,
・加

Ｊｊ

for ｎａ皿ely.･ｎｏｎ］.!inear characteristics of　syste】119 aエ゛ｅ　not　Ｊ

　　　　　　　　　　　　　　　　鞠卜　　ｌ　　　ｄ　　　　　　　　　．･●　￥　　　　　．　　　　　　　　　・　ｌｊ．　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｉ　●　　　　７．　　　　　　　１　　１fully accepted　ｂｙ these tlLeoriesi　!Ｉ!herefore it appears

　　ド.几　　　-ﾚﾀﾞ‥‥‥‥‥‥y.,.=’･　　　　’.　/　　＼　　　　「ｿ　　ｽﾞｹ　･ヘ　　ノ　　　　　ダ　’＞　　‥‥‥‥｀l」’.　・

that　there is　ａ room for　constructing a better frequency domain

ン　．･　　ﾀﾞﾚ’･………　………゜･1’・　　　　･’　ﾌ’　）I　　ヘダ十　ｿﾞﾌ｡　ﾚｊ　・　　　　　∧　･レ　　　　ト

stability criterion.　　工t is certadn that avedlabili-fcy of

compute工｀Ｓ wxIjIi graphic　tｅ:rminal is practicaユly ａ powe：rful　tool

丿卜∧∧　ぐ…………:………　／＞　‥‥‥　　‥トIﾌﾞ　　　’I;’　　〉‘　　　　　　’｀　　　　　　　　　　　　　ト　　I･　　.’　ト　　＼･

　of the ＳＴりaMlity investigations　of　］Large　scale　systema､in fre¬

　■　･I　　　ゝ　7-　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゜　　　　I　I
I｀･｀，　.　’･,･’　　≒　”･:.，j.‘..
∧→j……quency domain.

　丿●，　　　　７■　　　・　　-･

ｔき．

ｒ，’

j ｡ ‘ ゛ ・ ・

So　the　developement　of　stalDility　theo:IT　of

large　scale　systems　aided　effectively ‘by ｃｏｍ：putersｗｉ‘thappro-
；　．．　　　．’　　　　　・　．，７　／･　ﾀﾚﾉ／I ･;.･，･･　･”‘･･J･･･　　・ .:ト　・，．　≒

priate　diaplay ｄｅ７：ixje　is hoped henceforth.

リ＼　………｀‥‥‥‥‥‥‥‥‥　　　　‥‥-．ダ･;　　　　　･.･･･.･　　　・・　　　..｀　　　l　　　　丿

Section ｎ２　　Ｓｕ皿旧エフof　the　Contents
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　　工ｎthe　following chapters, stability the ory　of　large　scale

control　systems　is　established, ma:king　the　most　of　knowledge

①　’，ぐ　　　･八：　／･．　　　？　ブ，　　　･r・
on propertiesD of tねｅsystems.　Si;alDility theorems are des-

crited in two　different forms　ｓ　one　is　ａ．･time　domain criterion.

･･．ぷ‥‥‥‥;r,.丿‘.･ト..7･.-　　･.I-‘.パ　　’　　．　　　．，　　　　　　　　　　Ｊ　　　　　　　　　　　　‘　　ｊ‘・

　　II　　●　　　●I　　　　　’・ I　　　　　　　　　　　　　｡゛！万d　the　other a frequency　domain criterion In botli　cases,

△tｈｅﾚ"decomposition" method､､is adopted throughout ．　　　Relation-

　ship TDetWeen these two ｌkinds of stability theorems　is　discussed

j　Z　　　　’　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I　　　●　　　｀●　　　　　　　　　　　　　　　、

using the　positive　definiteness　conditions　of rational matrices.

「

／
・
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In　chapter 2, stability　"theorems of　large　scale　systems　with

time-varying interconne ctionsヅbetween subsys-tema. are　derived

using　the　vector Lyapunov function method.　　　　It　is　also　shown

that ‘ｔｈｅ‘better　staMlity　conditions‘can ‘be　obtained when much.

more　information on systems, such. as　periodicity　condition for

interconnections, are　available 。　　　　　工ｎ　chapter　3,frequency

domain　stability　criteria for　large　scale　systems　are　given on

･the　assiimption that　the　systems　are　decomposed　into　subsystems・

The　ｃｏ皿parison equations　and　工,ｉ　Xun-Jing' ｓ　theorems ， viz.　Popov-

ｔｙ：ｔ）ｅ　s-fcabilitytheorems　extended　to multi-input皿ulti-output　　　．

systems, are　"basic　tools　for　obtaining frequency domain criteria

‘by　the　”decomposition'［method.　　　　工ｎ chapter　4, conditions

for　positive　definiteness　of　resoL rational matrice ｓ　are　dis-

、cussed。 It　is　shown that, under　a appropriate　condition,

sufficient　conditions　or necessary and　sufficien-fc　conditions　for

positive　definiteness　of　the　matrices　are　expressed in ８;'simple

algebraic　form.　　　　An analogous　re suits　are　given for positive

semidef ini tene ss　of　the　matrices･．　　　　Using　the　results　obtained

in　this　chapter, relations‘between time　domain　criteria obtained

up　to　now and frequency domain　criteria developed　in the　preced-

ing　chapter are　discussed in chapter ５。　　　　　工ｎchapter ６，

stability and instability　the orems　of　large　scale　systems with

stable　and unstalDle" subsystems are　studied　without　ｅｌ!lploying　the

comparison method　and　the　second metlLOd　of　Lyapunov.　　　　工ｎ

chapter 7, so皿ｅ　concluding remarks　ｉ・ヽｅ　given・

「

i、
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Section １･．３　　･List　ofNotation

　　　Miroughout　■this　thesis.　unless　otherwise　specified,　the

　　　¶　　　　　　●　　　　．　　　　　　　　　　　　･●　’Ｉ　　　　●following　ｓｙｍ‘bol　conventions　are　utilized.　　　Here, general:Ly

scalars are denoted ty lightface ，lower case Roman and Greek

letters ｇ　vectors　by boldface ， lower caseトRoman,　and matrices

ｂｙｿﾞlightface y万　upper　case　Roman and Greek.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¶■　●●●　　　　　　　　　ｄ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　notations

　　　Ｒ　　　ｓ　fieia　of　real　ｍλmbers

　'Ｃ　　　ｓ　fields　of　complex numbers

ど（Ｒり: linear ｓ:pace ｏｆｏが叩ea’
n-tuples in C （ 沢）

ど゛(Ik
)'ぶ1心ｊ of ｌｌ８･trie9弓

ふ1th
ｎ ｒｏ゛VS38㎡１

ｉ
colttnな18 with

ご　　　element ｉｎ尚Ｃ（尺）　　　ダ　’ニ

友

ｍ

７

；ｎｉdimensional state vector of the i-th su'bsystemﾀ7a£i^'

ｓ　the　number　of　subsystems　which　constitute　the　large

　scale　system

久　s the state vector of the large scale system, X^ IR‘゛ｌｙ，

　■　　』．１　　　　　　　　　　９●●
where ｎ 。£ 心
　丿

0≪i　s　ｎｉ dimeにnsiona:L’ ｎ!ill
vector, 0>ti

だ゛

囲いEuclide an ｎｏ:rm of vector　ｙ　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　　　　Ｉ　・　　　・’Ｉ　”●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゝゝ寸IIPI : matrix norm ｏｆ,ユa matrix P compatilDle
with the vector

　　　norm defined　atiove

　j(脊　: "transpose of ａ vector り (matrix:Ｐ)

　acp)　ｓ　conjugate　of　ａvector la.･(matrixＰ)
！ず[]ﾀﾞ)s

conjugateﾀﾞransposeof ａ vector ４１(matrix P)

F政　ご＝　gradient　vector　of ａ　scalar　function‘2ﾉ｀ｉ　with　respect

　　　　　　　toKi

Ｍ

χ･弓

Ａ＝

全（ljﾐ゛な?゛゜゜’゛おとブ

ｓ　set　of natxzral numbers,　　１ １1,2,
°
. .,m ]

ｚｌinner product of vectors　x　　and　ｙ

8i j　s’maゼix having aiｊ　as element　in row i, coliimn ｊ



　 . 「

・

　　a"　　: inverse　of　ａ’nonsingular　square　matrix Ａ

　　国　: determinsmt of Ａ (detA)

diag(aii) ･　square　diagonal matrix having　aii　as　the　ｉ‘th

　　　＼　　　　　　　diagonal　ｅlement

offdi昭（町3> =　square　matrix whose　diagonal　elements are　equal

　　　　　　　　　　　to　zero　and　ｏ:ffdiagonal(i,j) element　８１ｊ　．

　　ｋ　　　　ｓ　aset　of M-matrices, i.e・　matrices VTith non-positive

　　　　　　ダ　offdiagonal　elements　and　positive　principal minors

８

　Ａ２Ｂ　　ｓ　ａｉｊ：゛^iD'for ８１１!3OS3i‘bleｉｌｊ

　Ｚ２リ　S　Zi≧yｉ y for aユ１ie M,　Ｚ･ｌｅ兪゛｀

p,d(p,s,d) :　ａ　class　of　positive　definite(positive　semidefinite)

　　　　　゛．　　　　matrices　＼　　　　　　　　’‘　　　ﾌﾄ’　．．

頑（ｊ）．）ｓａ class of diagonal matrices, real parts of whose

　　　，　　　　　elements　are　allpositive(non-negative)

工　　　　ｓ　unit　matrix,i.e. diag(l)

ｔ　　　ｓ　time　retaxヽdation of　the　system

0i(r)ダ:' scalar non-decreasing frmction :satisfying｡，

　犬　　夕Ｓｉ(Ｏ')＝＼ｏ↓　¢ｉ(ｒ)－・。(ｒ→。)

sgn ｋ　　雲　signumfunction
―
―
○

十
　
一

ｔ　
色
一

０
０
０

ン
く
＝

ｋ
ｋ
ｋ

９
‘
９
タ

i,d,k　s ■thenum'ber for identifying the subsystem, un:LeS3 other-

　　　　　　　wise　specif:led, they　ｔａ：ke　valueヽｓ　1,2,・･･,m

　⇒　　　ｓ　implies　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’｀

⇔　＝　if　and　ｏｎ!ｙ if

「
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Section １．４　　System:Description
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　　　In　this　sectionthe　equations　of large　scale　systema dealt

with t:h:rough this thesis- are　given in ａ general form.　　　let us

consider　ａ large　scale　system, which is　composed　of ｍ sutsys terns

as　shown in Pig.　1.1.　　　　Each subsystem Si　is　descrilDedｂｙthe

vector　differential　equation,

%i= fi･( Xi, t ) +汰i (1-1)

Here　K± is　ａ ｒｅａユni vector,　i.e ． 疋ｉＧ尺概and (･) denotes differ-
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　.

entiation with respect to time ｔ 。 The　first　term in the　right

hand　side　of (1-1) satifies:.ａ following　equation,

　　　＼＼/i(亀ﾉ，ｔ))ｓ Ｑ。;

:Furthermore ，the fiinction f± satisfies ａ gloabal :I:･ipshitz

(:L-2)

c:ondi-tion so that the solution Zi( t ; tい　ｔｉｏ）ｏｆ（１-１）ｅｘｉｓｔｓ

ELTLd ｉ ｓ ■unique and continuous for all initial conditions and ｔ．

　・　　　　　　　　　　　　　　・　　　　’．●．　　●･　"「●．・　Ｉ・　　　　　　　　　　　　　　　　■Ｉ．　　　－　　・　　・The second term inｿthe right hand side of (1-1) e迎ressea血＼

　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　･･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　個　　　　　¶

input to the i-th subsystem and consists of ｎ万ｎ万interconnection

function
ｇ
ｉ and an万〇uter-inputﾆvector　(I:jo such ･that

　　　　丸＝伽（叉!.･ズ2タ’¨､Ｘパ

where the function ･^i satisfies犬

　　　　　　　9i（　呪・ｋ･’¨ｊり・ﾀt）｀Q机

When　叱ｉミＱＭ　, (1-1) becomes

　　　　　　　　　　　ｒｌ　　　－　　　　　　　　　　｀Ｉ　●

　．上　　∧
l
i＝/i（ｔi・４）

(1-3)

(1-4)

(1-5)

!Ｉ!he　atove　equation is　considered　to ."be　the　characteristics　of

the　unforced　sutsystem separated from each　other.　　　　So hence-

forth the system described ｂｙ (1-5) will l）ｅ called the i-th

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　●●･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・isolated　subsystem.
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１１

Equation (1-1),･ｃ ombine ｄ　with (1-3) descrilDe ｓ　■the　large　scale

system in question as　ａ whole.　　　　They　are　rewrii;ten as　follows

―
ii
= /i(ヌ:i , -t) 4- CILj.

び･i°9i（　:K19　ｚ2，‥・，叉ｉ， ｔ ）＋服，

(:L-6)

Here a:fter we call the large ｓｃａ］．ｅsystem expressedパby (1-6)

sys.tem　Σ　．　　　　The　state　vector of Σ　　is the　direct　sum

of　that　of　each subsystem and written as

　　　　X = ( Xi, Xp, ･･・，χｍ）　　　　　　　　　‥（１-7）

:By (1-7)タ　■the connecting function ｇｉ（列，Ｘ２，‥・，ｘｗ･,t) in

(1-3) may l）ｅ.ｌ’ｅ］?lacedsimply ８ｓ‘1 :!･（ ｚ・t）‘　　　When (JU.゜｀Ｑ　９

the sole equili‘brixim state of (1-6) is % = (9h by (1-2) and (1-4).

We say ･that　-the system Σ　is ＡＳ工工j(Asymptotically stable

工ｎ the　large), if　its　trivial　solution ｊに = Qv^ is AS工工ｊ．．

工ｎ this　thesis　the　condition for ＡＳ工工j　of　the　system　Σ　where　　｀.

Otlo = Ov. is chiefly di sous seｄ．

　　Another frequently　encountered　defintion of　stability is

ESIL (Exponentially　stable　工ｎ　the　Large). Exponential

stalDlility of　systems　means　that　the　absolute　value s　of　the

system　states　decay　exponentially　as　an increase　of　time.

工ｎ-the light of (26, Krasovskii), the system(l-5) is ES工Ｌif

and only if there ・re　ａ positive defini-fce function ‘Z/｀iDCi，゜t）

and　four　positive　ｃｉｎｓtａｎtｓcij（ji1ﾀ2,3,4)such that

　（ａ）　CillXil≦びi（･もぺ）≦c1271ｙボ

(l)) 2/"i(3ti,t) <・ci3洋々

　　　　{1-り

（・）／JZ㈲≦・i4l^il

(1-8)

where　　　込じ紗バFi)ji1ｓtｈｅ　total　time　ｄｅ･rivative



oｆびi( Xi, -b ) along the solution of （1－5）．　　　工ｔis as Slimed

hereafter that those quantities are already found for the expo-

nentially stable systems.　　Note that in (1-8) when ｌズｊ is

replaced ｂｙ &ｎｙnon-de ere asing ftmctionsφi(lxiいsatisfying;

　　　　5Z5i（O）＝0，　　１ｉｍφi（ｒ）＝ｏｏ
ｙ９ａ°

ｙ

system (1-5) is　concluded　to　be　ASIL, not ES工I.

ダ

12
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Chapter　2　　　stability　Criteria of　工jarge　Scale　Systems　with

　　　　　　　　　　Time-varying工nterconnecting Relations

　　　　　　　　　■■　　　　　　　　　　　　　・Section　２．１　　，工ntroduction

　　　Ａsystematic　method for analyzing large　scale　systems was

first proposed ｂｙ:P.N.Failey (7).　　He　assumed that　the　system

was decomposed　into　several　subsystems　and　derived　the　conditions

for　stability　of　the　system utilizing the　properties　of　subsystems

and relations　of　interconnection among them.・　This me thod has

"been called the　”decomposition" method.　　Many ｒｅ:portsat out

the stability conditions of large scale systems have been pulDlisli-

ed ａﾆfter:Bailey, using the ”decom:position" method.　Howeveエヽﾀ

most　of　them asstuned　that　■the　conditions　corresponding to　"sector"

cinditions, wMcli were　supposed frequently in the absolute

stal3ility problems　of　ｎｏｎ:Linearfeedback　contro:L　systems, were

satisfied for the interconnecting relations among sulDsystems,

　　　工nthis　chapter, stability　of　ａ large　scale　system with. time-

varying interconnecting relations　is　analyzed, but　the　”sector"

conditionsイ�e not necessarヽiiy assumed for the system dealt vd.-th

here.　　　To　olDtain the　stability　conditions　of　the　system, the

weighted vector 工･lyapunovfunction method　is　introduced.　　　The

principal　featiire　of　the　method　is　that　the　elements　of　ａvector

工iyapunov fiinction are　multiplied 1)ｙ　appropriate　scalarヽv/eighting

functions.　　　The　results　obtained is　shovm to　coincide　with

Bailey's　theorem when the interconnecting relations　are　time-^

invariant.　　　工ｔ　is　also　shovmwith-an illustrative　ｅｘａ皿pie　that

‘by　making use　of　much more　infromation on system properties,

such　as　periodicity　conditions　of　interconnecting relations,

improved　conditions　of　stability　can be　ｏ‘btained.



Section ２．２　　System Equations　and　Some　Preliminary Lemmas

　　　ｌ･ｅｔ U3　study　･the. systemΣ　de scribed ｂｙ the　equations　ｏｆ

the　more　specified ｆＱＸ･ｍthan (1-6) as follows

ｔ

X, °/'i(ｚｉ,ｌｔ),＋必i

雌馬具clj(t)稲十町八

14

(2-１)

whei：’ｅ Ci
ｊ
（ t) is　ａ matrix-value d fiinction of　ａ real varialDle　ｔ，

Ｋｉ　ａ real constant matrix of　an appropriate　size ， and　Ｕし　an

outer-input vector　to　Σ　．　　７　Th.e　equations (2-1) are　consider-

ed to もｅ　a special form of (1―6) whei゛egi（ズタｔ）゛Σ：Ｃり（七）］乙ｊ

and to de scrilDe a laこrヽge scale system with time一一varying line ａｉ“

interconnecting elements.　　Putting UI,|Ξ.|IQl　in (2-1), we will

consider　the stability properties of y i with zero outer-input

　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１１　１　　　　　　　　　　　　　　　　１●of　the　form　　　　　　　　　　　づ　　　　　　　　ニヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　十丿

心白よﾁi(友i‘i ト∧吝Cい(1).別 (2-2)

　　　　　　　We　assume　■that　eacli sutsystem descri"bea by (1-5) is ESII･・

　　　　　　　　　　I　　・　　　　　　　　　　"●　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　As　mentioned in Chapter 1, it means　the　existence　of　the　posi-tive

・　definite　fionction 7(/i( Xi, t) and four positive constants.　j

　　Cij(d=l,2,3,4) satisfying　　　　　　　　　　　　　　ヘダ

（・）・i1匯心峻( Xi, t)s・ｉ汐（=ぶ

（ｂ）　　洽i（ｘi，t)|s-ci3i%ir

（9）丿vrii 'Xi, tjに1・i4匡丁　丿

(2-3)

　　　　In order　to　derive　the stabili-ty conditions of
Σ‘by'

the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　゜■　・　、

"decomposition”method、some　prelim:inary lemmas ｗｉ:LI be　sliown in

the　next ‘ place ．　　　!rhe first　lemma concerns　the　condition under

which the　solutions　of　first　order　differential･ ineaualitie ｓ; ａｌヽｅ

■bounded' ｂｙ　those　of　differential　equations. having　the　same

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　■　　　　　　　　　　　　■　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘Ｉ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：ｊト
right h’゛ldｹside　of　the　differentail　ineq^ualitie ｓl（
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!I!lie　comparisontheorems for more　general　types　of　equations

and　inequalities　are　listed　in Appendix (B).

工jfiTiTmn　2.1""　　　　　　　　　　　　　‥　　　　　－

　　　The　ｓｏ:Lution　瓦　of　･the　differential　equationof　the　form

ズ＝(Ａ＋Ｂ(t))Ｘ，Ｘ(Ｏ)＝χ，ａｎｄ the solution of the differ-

ential inequality　Ｍ≦．(Ａ゛Ｂ(ｔ))紐，与(Ｏ)゜χａ｀Ｉ satisfies

the relation砂丘X , V-b>0, if the following inequalities hold.

　　　　　　　8ij ゛ bij(t)≧ｏ(iやj)｀j　ﾚ／ｔ２ｏ　　　　　二

where　Ａ°{8ij ゛ａ Ｂ °い}ｉｊ(ｔ)｀ｘａｒｅ　ａreal constant　matrix and

a matriχ-valued continuous function, respective]jｙ●　　　　　　　　"

　　　The　next two　lemmas∧dea]L with the　stability condition‘3　of　the

first　order　linear　differential　equations・　　.・　　　　　　　　　　　　　｀

].5

匹

　　　＼工'ｅｔ　the　ｓｏ?ｻﾞution of　the　differentiaユequation IJ-°Ａ￥ｂｅニン

　‘　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　'･'I　　　　　　　　　　　　　　　I'｀　I.･　；　　　　　　　　　　　　　φ　　　　　　　●●
　AS工It (i.e. in ■fcMs case ＥＳ工工･)．　　　工ｆ for the equation　Ｚ＝(Ａ

　十Ｂ(ｔ))Ｚ　　having　the　same　initial　conditions; as　above　equation

　at　time　ｔ = 0, the　condition　；

||:B(t)||:£ c ,　V ±2:0

where　ｃ　is ａ positive　constant relating to　the　ｐ：!?oper"fcy of A, is

satisfied,　then the　solution of :k-- (A + B(t))Z, is alsoｽASIL (

　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　.・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

ES工1,）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

j　　●　　　　　　　　・●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　‘Though the proof of this lemma was shown in (10), -the　outline

will ‘be　given for　suTasequent　discussions.

………a!he of　of　工iPTirma ２．２

!I!he solution of the differentiaユequation Z= (A + B(t))z is

　　　　　　　　　　　　　　　●●　●●･●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●.･゛

Ｚ °．ｌ＋ t-t,)B(t,)2(t,)^ti



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　]．６

where Ｙ　ｉ８ the solution of matrix equation　Y= AY　，Ｔ(Ｏ)＝工

and ｌ° Ｙ z(o).　　From the assumptionsタ there exist positive

constants ｃト・Cjand ‘ｽ・satisfying 1^1≦cl？･ llY(t)||ミ-at

Using　these　inequalities　ﾄHI　　i3　evaluated　aat

|引≦cl&べｃづy(“)即t川ｚ･t･)叫I

Then　it　follows･

　　　　ﾊ

刻≦ｃけJo 1ｚ(句|必1　　　　　　　レ

：Btellman-G･:rovmwall ｓ゙ inequalityﾚsays that ｕ≦ｃ･輿ｖ臨l implieﾚｓ

　　　　　　　ヤ･　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-'０

ｕ！ｃｌｅｘｐ（ｊｌ≒･４１）９where ｕ，ｖ are non-negative scalar. functions,

　　　　　　　ク　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｀
C|　ａ　positive　constant.

get　the　relation

　　　゛　lt＼ef < c,べc妬

According　to　this　inequality, we

Thus　if　we　choose： ｃ　aa　ｃｃ２≦ａ，　iz| goes to Ｏ ８ｓ ｔ to ○０　。

　　’　　　　CI4)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●
工jenmia.２･．3　　ト

　　Wi-fctiout　changing tｈｅ‘conclusion of　Lemma 2.2, the　condition

with respect to　ll:B(t)|l　of　the　above　lemma　can be　replaced "by

-bhe　following　condition

　　　　　　　　　　　　B(-b) -*- Q (Null Matrix) , 4 -･ oo

「

　●

ゝ

tW



Section ２．３　　The　WeightedVector Lyapunov Function

　　工ｎ　this　section,some　differential　inequalitie ｓ･used　to

obtain the　stalDili-ty　condi'tiona of　Σ　　ar.ederived, making

use ｏｆthe functions ?^i( %i,-t) whlcli satiばy (2-3).

　　Let scalar　functions °(ｉ(ｔ)ｌ)ｅ　such■that　　　　　　　プ

゜'i(t) > m.タ０　９　ｔ２ｔ。

where,　 i　ｉｓ:aconstant.

17

(2-4)

We　constitute　ａ following ｍ dimen-

sional vector ｙ using above/ defined びｉ(ｔ)ａｎｄ岨(ｘi，t)of

(2－3)．

｜

?r= ( Vi(;乙1,-t),ﾌﾉ｀2（Z2,t），‥・，ひｍ（Ｘｍ,ｔ））

ひﾐL（胞ｊ）色吟（ｔ）ｙ１（ｘｉ,ｔ）

(2-5)

Now, the differentiation犬ofぴi with respect to t along the

　　　　　　　　　●　　　　●　　　■　■j-　　　　　　　　●solution　of　Σ　i8°　　　　　　　　　　　　　＼　く

　●　　　　　　　　　　　Ｉ　　　　●' ●　"

　c
しドヘ(t) 2(/i(Xi,t) +や゜(ﾔ)ｙi(応1 't)し。)………

　∧∧　゜らｰ(ｉ)孵(゛ｉμ)゛φ１(１)(づ啓゛(1侃)yi)

　………

=………+
o(j,(-fc)
Iﾔ臨)ﾃﾞ(ILc:り(１)友り　　(2-6)

The　second term in the　right hand side　of　the　above　equations

can be　evaluated, "by　the　assumptions, as

011け）（ｊ 吻t,＋（雨氷)< -Ci3 o<i(t)lXiに

ﾌﾟｉ(叫(９)ｊyW cij(i)う･)卜゜'1(i)柄や秀簡(リ勺X

ニ　　≦ci4(ﾒi(‘ti)(昌･卜j(i)゛jい|恥X…………

Using again the equations (2-3), (2-5), scalar ｉｎｅ[1ｕａ]Lity｡

-a^+'bz^<.-a^2+‘b>'2a (aン09 b゛ 0) and Sch゛rartz's ineりality;,

｀ゝ



呪(ヌ11,ｔ)

(2-2.)

　＋

　　　　　　●　　　　●　　●　　　　　Cﾒi(t)　－　　c13
嘔（
（ﾒi(t)　　2Ci2

２ 右

=が．

い1k(t)

Ｃ

）び1

）（ま良吃一

　丿乱cj1°り（i）
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yj）（2“7）

This inequality^ean ‘beへrewritten as in the following vector

form

　　　　　　　　Tr<r(A+くB(t))ぴ (2-8)

where　す　is defined "by (2-5) and both A. and:B(-t) are ｍ dimen-

sional　square　matrices　defined ｒｅｓ:pectively　as　follows

　　　　　Ａ °'いiハ

：B(t) ={Di3.(t)う　全

じ
≪i(t)

／(Xi(t)

　　２
Ci4

2ci3C.3_

（ 吝

折，

for １＝ｊ

for iﾐ1=j

豆

j（
タ

ｔ

－
ｔ

(2-9)

Now, in　order　to　express (2-7) by another form　， we　assume　the

existence　of　real　constants Mi　and　non-negative constants　Ni3

satisfying　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト

｜

器
　　°i4　　　″

呵万‾（

ｙ

ij

゛馬.＋　Ji(i)

　W1号

(ｔ)２０

９

§i(-b)
>0 ， おりiり)＝0ニ(2ふ))

|lcik(i)||゛)こヰ2　゛剛一j＋Sij('t;)・i≒j

タ

ｔ２ｔ。；

o'i(-fc)

lilll^i.(t)゜o (2-11)

where　Ｓ｀ｉ（ｔ）ａｎｄ
ｙ
ij(t) are continuous　functions　of　time t　．

Under　the se　assumptions （2－7）1ｓ　written aa follows.･

炳.･(:PCj_,t)りソ（li
“
追手）豹.゛茫lij吻

(2-i)　　　　　　　　　１２　　　４ト

゛（j）にI T M1 ）z‘1｀1゛をい恰(巻影ふ)ﾀﾞ)ﾌｼﾇｼﾑT4j卜り
●

・

(2-ﾕ2)



The　vector form　of (2-12) are

　　　　　　ダ　　か･ぎ（Ａ，＋可t））ｙ

　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　●
where Ａ。，可七)' are defined respectively as follows

A。則痢ト

Ｅ

Mi ’　2Ci2　　　　　g　　　for 1＝j

"13

胆)几b=ら(t)い

タ for　1≒=j

９ for １＝ｊ

　　　　　　　　　　　　Z
a‰(t)しご
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(2-13)

(2-14)

i（t）－Ｎ･T7771　i;i,　　(yj(t)

for iやj　　　，'

Section　２．４　　　StaMli-ty　The orems･

　　　　Two　theorema　are　derived　on ｔｈｅ‘basis　of　the　results　deve-

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｉ･，・　　　●　　　’　　　・　　　　１１　　　　　　　　　　　　　．１０:ped　in: idle≒preceding　sections.　　　　　　　　　．　　　＼

TJhe orem ２．1　□

　　　　工ｆ　tｈｅ尚ｆｏ］Lbwing conditions （

■the systemΣi ＼iｓ AS:t工,．＼

ｓ
ｌ

) and (Vl ) are satisfied,

( ] ) There exist ｍ conti皿ously differenttialDle scalar fiinctions

　　cXi(t) satisfying

　　　　　　　≪i(-t)> m.ンＯ二　　teいoダ゜）

　　　where mi　is　ｉconstant.

( il ) For ■thematrix given ｂｙ

B(t)゜十bij(ｔ)5t

'(xi(t?.　　　　，　for 1＝j
　o(i(t)

炭1
弓ﾐご(
吝lh=(1)lりTシ滞jﾄ'

Ｉ　　　　　　　　キし　　　　　for1≒j



the　following relation is　estab]Li shed.

lB(t)|l< min^卜，゛し・・゜゜)

20

皿

　．工ｆin addition to -the condition ( / ) of Theorem ２．１-the

following conditions (li ), (ill) are satisfied, ■then■thesys-tem

　　　is　ＡＳ工Ｌ●　　　　　　　　　　　　　　．

(]] ) There　exist　　real　numbers Ｍｉタ　non-negative　°jabers　Nijタ

　　　and　non-negative　continuous ■functions ?i(t) and
§i-j(t)

　　　satisfying ■theconditions of (2-10) and (2-11), respectively・

( iii) The matriχ given 137

人．＝{心いｔ

ぐ

ｉｓ･ａ　stable　matrix.

Ｍ１－　－　ｃｉｌ　。　　，　　for ｉ＝ｊ

　　　　2Ci2

%3　g　for iキｊ

Proof　of　Theorem ２．１

　　　Consider　the differential equation　ｉ、＝（Ａ＋:B（･t））Ｚ　where

matrice ｓ　Ａ　and:B(t) are　defined ｂｙ(２－９)．

if　the　relatioij such　that

　　　　　　　　　　　　llB(t)ll≦ｃくa/c^

By Lemma 2.2,

(2-15)

１ｓ　satisfied, then　■the　solution of　the　differrential　equation

is ＥＳ工Ｌ． The　constants- ａ　and　Cz　in(2-15) should be　chosen

ｓｏ’as to satisfy　ｌ ｅ恂1くｃｊ゛t・

matrix ｅμ　is　given ｂｙ

A3　in -the　present　case 、

’？゛diagしxp(-石谷‾to　，



we　choose ａ，ｃ２　such　that

a ° min　‾ld}tj‾　　　　９　　　　ｃ２　こ　ｘ　　　　９

2１

which give　the　bounds　for 11B(t)ll in ■thecondition (,０ of -the

theorem. Here, as　the　matrix norm　１１･Ｌ ， the　induced　one

from　the　Euclidean vector　norm　is　adopted.　　　　Moreover, by

■the　way　of　construction, the　offdiagonal　elements　of　the　matrix

B('e) are　all　non-negative ， so　we　ｇｅｔ‘by　Lemma　２．１　an　inequality

of　the　form,　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　irct)

whe nc ｅ　we　have

く

四
２（ｔ）　，　ｔ２ｔ。

|Mt)|< |Z(t)ト，　t > to

(2-16)

(2-17)

Because　Ｚ（ｔ）ｉｓESIL, there　exist　positive　constants　C and　ｌ／

such　that

　　　　口(ｔ)七川び■(tJl e-"'ﾆt-t.)

From this　inequality we　have

吝ぴi･!{E＼lAt。）l
is２゛‾｀）

Here 9 倚（ｘiタt) is denoted simply as ２ﾉ｀i・

　Me anwhile ，from (2-3), (2-4) and (2-5), we obtain

元と元y≦臨沁べき瓦:

(2-18)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-Whence　if we put　9-Ｌ:ＬＥＬ°叫１１ Hi mi　and

.°i2
°' i(t)゜゜？

ｃｉ２ぴi(t) ,　we　have

１

払尚々ｑ侃岬　允肌嘔‾両でE）匹

If we りLSO put Zﾉ｀i（71．，t。）＝Zダj7　,we get

　　　　　　　万け（t。）l≦l£暇

(2-19)

(2-20)

－

Ｉ

Ｌ

１



From (2-18), (2-19) and (2-20)］ヌL l is evaluated ａｓ;

　　　　　　　　　に削≦ｔl為匡ｙ゛４ト

　　　　　　　皿毘　　　’

Thus ASｴ:I:iof　Σ　is　proved.

oof　of　Theorem ２．２

(ﾒl ° ｏ?i(t°)，Ｘ°" X(tJ.

Q.E.D.

Consider the differetial equation　Ｚ　° （Ａｏ＋Ｂｏ（ｔ））Ｚ９

where　Ao　ａｎｄ:Ｂ６　are　given ｂｙ（2－14）．

22

ちｙ　thecondition ( il )

it　ｃ耳ｎreadily ‘be　shown that　the　offdiagonal　elements　of matrix

Ao　and Bo(t) are　all non-negative　and Bo(t)→Q(Null Matrix) as

ｔ→oo ，　　　Therefore the conditions ｏｆ］:jemma２．１are satisfied

and we have ｌｙ(･t)l！|2.(-t)l...　　Furthermore ，if ■thecondi-

tion (jif) is assumed, then the solution of T= Aot- is ASIL(ES工工,)．

Hence the conditions of 工jemma2.3 are satisfied and　２　， the

solution of　Ｚ

infinitely.

゜（　Aa　十:Bo(t) )Z　　, tends　to Ｑ。as　ｔ　increase ｓ

　The　discussion　ｔｏ‘be　followed　is　the　same　as

■that　of　Theorem ２．１　and　is　omitted.

"

Q.E.工)．
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Section ２．５　　Consideration on !Ｉ!heorems

　　　工ｎ　section2.3, m of　the　differential　inequality with re spe c-t

to ｌﾉ｀i(ｚｉ，ｔ)，ｗｈｉｃｈwas the weighted Lyapunov fimction for the

i-th　subsystem,were　combined　into　two　different　forms　of　vector

diflTerential　inequalities.　　　工ｎ either form 'the　coefficient

matrix　of　the　inequality was　partitioned　into　two　portions　；

time-invariant　part　and　time-varying　one ， so　as　to　obtain the

stability　conditions.　　　　The　reason why　these　partitioning were

adopted is　that　the　analysis was canried　out from the　inference

that　the　system v;ould be　stable, if　the　relative　"value" of　time-

ｖａこryinginteractions ｗ白．ｓ　small　enough.in contrast　to　the　”degree"

of stalDility for　all　subsystems.　　　The　obtained results　vali-

date　this　inference. The condition of　Theorem ２．１　shows　ａ

limit　to　wMcli relative "value" of　interactions (i.e., norms　of

interconnecting functions) should te　increased in comparison vA-bh.

the　"degree”of　stability for　each subsystem to　assure　stabili七ｙ

of　ttLe　overall　system.　　　Also, in the　case　when the　interconnect一

ing relationsぷamong　sulDsysteiiis　have　constant　limits　such as　”Ｉ〕Ｃ－

bias”タ　Theorem ２．２　shows　the　relation among the　limits　and　the

　　ｆ．　　　■Ｉ　　　　　　　　　　　　　･●”degree”of　stalDility　of　each　suTd system　to　make　overall　system

stable.

　　　Now, the　olDtained　theorems　can be　considered to　be　-the　ex-

tension of :Failey lｓ･theorem. :Becaλise,Bailey's　･theorem is

applicalDle　only　to　the　system　Σ　　, in v/hich the　interconnect-

ing relations　are　time-invariantタ　i.e.　Ｃｉｊ(ｔ)ヨ　Cij(ｃ.ollｓt．)・

Le t us　exa”line　our　theorem, restricted to　thisﾌﾟcase, in compa-

rison with Bailey's.　　　　Bailey's　theorem　is　outlined　in Appendix

(Ａ)゛●工f we p゛t Cij(t)ｓ Cij(collｓt°)in¶I!heorem 2 °1 °d



Theorem　2.2, all　the　time-varying　components　of　the　elements　of

the matrix:Ｂ and Bo are those which involve only　ｏｌ｀ｉ(ｔ)・

Therefore　it　is　sufficient　to　ｃｌ１００ｓｅ(ﾒ｀ｉ(ｔ)ａｓtime-invariant

function. If we choose　ぴl(t) =　び2（t）こ　・・●こ　O(ni(t)≡１，

24

the　diagonal　elements　of　the　matrix Ａ　of Theorem ２．１become　those

of A, where A is ａ matrix defined in Appendix (A).　　　Namely,

the　matrices･ Ａ　and :B(t) in Theorem ２．１　are　nomore　than ａ decom-

　　　　　　　　　　　－posed form of　Ａ　in　this　case.　　　０ｎ　the　otherhand, in Theorem

２．２　under　the　conditions ＣﾒiCt) =　0≪2(t) =　・・●　こｏくm(t) = 1

we　have　　　　　　　　　　　　ｌ

Mi °
yi（t）゜yij（Lt）゜o

%n ゛言轟|もT･吝|lcil／

Then　the　matrice ｓ　Ａｏ　ａｎｄ言BQ(t)become　Ａ　and Q(null matrix),

respectively.　　　　In this　case　¶Ｉ!heorem　２．２　coincide　withFailey's

theorem completely・　　　Araki　pointed　out　the　conclusion of

:Bailey's　the or em　could he　replaced ｂｙＥＳ工Ｌinstead　of ＡＳ工工,．

Therefore, we　can　also　conclude　ＥＳｴ:[I of　　　　　inthis　case。

　　　Now, let us　show ａｎ十illustrative･ examples　to　compaこre　the

condition of　Theorem ２．１VTith　that　of　Bailey' ｓ．　　　Consider

ａ　large　scale　system　composed　of　two　ｅｘ:ponentially　stable　sub-

systems, which　are　Ⅲutually　connected ｌ)ｙ　linear　time-invariani;

elements　as　shown　in Pig. 2.1.　　　Application of Bailey's　theo：rem

for　this　system gives　following　stability　condition

卜川,釧づ °11°21
-

°12°32

―
放
レ
レ
レ
c:L3°23

C14C24

(2-21)



芦゛
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Fig
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2.１　An　ＥＸ°mpleof Large Scale System（ｍ°2）l
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On the　other hand,‘by choosing　o'.(t) (i=l,2) aa　（ﾒ１（ｔ）゜　゜’２（ｔ）

=1, Theorem ２．１･gives us　；

max (　遜乎可いIC12U2 ’弓ﾐ几: |lc2よ) < mm (-|i:ﾄ，

●●●●●●● (2-22)

）

Since　condition (2-22) im:plies (2-21) and　the　converse　is　not

true　as　readily ■understood,:Bailey's　theorem provides　the　"be-fc-ter

stabili-ty　condition for　systems　vd-th　time-invariant　interconnect-

ing　ｒｅ:Lations　thanTheorem　2.1 does.　　　　This　is　owing　to　the

following fact　ｓ　The　condition　of　Bailey's　theorem is　ａnece-

ssary　and　sufficient　condition for ＡＳ工Ｌ　of　the　solution　of　the

”comparison”equation　）ト＝ＡＩヽ　，　while　the　condition of　Theorem

２．１is ａ sufficient condition for ＡＳ工Ｌof the equation　ｉ＝（Ａ十

B(t)) If .　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１

Section ２．６　　Examples"

　　　工ｎapplying Theorem ２．１　or　Theorem ２．２　to　large　scale　systems ，

ａｒ‘bitrary scalar functions　o^i(-b) satisfying (2-4) should ｌ)ｅ

chosen at　first　so　as　to　satisfy　the　assiomptions　of　each theorem.

Ｎａ皿ely, matrix norm of B(t) in Theorem ２．１　should be　able　to　ｌ)ｅ

calculated　or　the　existence of Ｍｉ‘ﾀ　Niタ　ぶi(t),　Ｊｉｊ(ｔ)ｓａｔｌｓｆｙ－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●ing -the　condition (li ) in The orem ２。２ must be　assured.

Moreover,　as　the　arbitrary function o^i(t) itself　has　several

arlDitrary parameters, we　must　take　care　of reduction of　■the

niimber　of　these　parameters.　　　　　However, in many　cases　in-ter-

connecting matrices Ci.(t) are given in ａ definite　form and　in



some　cases　any　constraints　are　placed　to　them.

27

We　can make

use　of　such 'a knowledge　of C^.(t) in choosing　cﾒ１り?=‘　　　］:ｎ

the　following, we　will give　ａ few exemplary　applications.

Example　１

　　　Consider　the　case　in wMcli　the　sum　of　the　norm　of　the　matrl-

ces　which interconnect　the　i-th sut)sys-tem with‘■the　other is

"bounded　as　follows

見

丿以
llCi,(t)f<Ei J紅・ｙ≧ｔ． (2-23)

where　Ki　and　ｉｉ　are　scalar　constant　andＫｉン０．　　　1f±he

signs of ｌ梶ｉｌｓare all negative, the stability condition cannoi;

be　obtained ty the　theorems　in section 2.4. However, in case

where　the　only one　4 i　is negative　and ･the　absolute　value　of　the;

　嘔１is not larger ■thanthe other, we can get the stability

condition ｂｙ The orem 2.1. Without　loss　of　genera]Lity, we

can rearrange　the　order　of　subsystems　such　that

ぐ

児
を
Σ
四

ici3(t)ir<゜ｘij≒t　とち　9　i=l,2,゜゜゜,m-l
　　　△　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2-24)

Ucmk(t)r≦Ｋｍ ｅも■^, t > t。

where E:i>oタｉ°１タ2,--゜,m and　長１｀２呉２≧‥・２長ｍ-１ ：≧βｍ＞Ｏ・

Inequalities (2-24) shows　that unbouded　”gain"　elements may

exist　between the　血-thｓｕぐbsystem and　the　other.

arbitrary function　ｃｘ１（ｔ）ｉｎTheorem ２．１as follows

ダ　　　　　（Xi･（t）＝e7さ　　ｈ‘yし≧０　　９　t^ to

Here,

「

ｙ

‘ｙ１°ki　　ｙ　　　ｉ ° 1,2,.‘゜タｍ“１

ｙｍ，゜km-1 “　km

We　choose

(2-25)



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２８

Then we　can calculate　the　upper ■bound　of　the　norm　of　･the　matrix

B(t) in condition ( ii ) of　The orem ２。１．　　　　工ｎcase　of m ='2 we

obtain　the　following　ｓｔａ‘ｂｉ･:Lity　condition

l|B(t)l|く

　　ー

ｋ１ 　・14 ×1
-
2ci3　Ｃ21

ｿﾞ血立　９=，

2C23　C11 ゛

＜　min (ｺｺ=工　c23　） (2-26)

　　　　　2c12　｀　2C22

　　　Note　that　we　adopted　ao　far　■the　matrixnorm which was　induced

from the　vector norm、however none　the　less we　ｍ町　choose　ａｎｙ･

norm which give s　the　best　possit):Le　condition　so　ｆ､ar　as　it　is

compatible　with　the　vector　norm.

・］墜1:ａｍｐ:Ｌ９｡２_．

　　　　Let　us　consider　-the　system　Σ　inwhicli　the　interconnecting

　　relations　are　given

　　十吝|凪ｋ（州≒略西に→･ｘiｙ）

where
*i.
Ki and K:l are scalar constants such that -^< 0,

Kiンｏ･べ＞o（i°1ﾀ2タ‥’ﾀm) ;　4p °11F kj（j≒i）．

工Ｉ　ｖｉｅ　choose　（ｙ:i(t)三　ｅ｀;‰　"by Theorem　２．２　we　have

町＝一亀．

''id ゛

ｔ

　Ｚ　　　　　／

Ci4%Ki

　　　　　　　　　　　　　　一●●‾Ｔ　‾　‾･‰＝∇何百五

NiD ° o　（　jｷｐ）

The　matrix Ao defined ｂｙ（２－１４）ｉｓ　as　follows

"

(2-27)



A°゜{ぺjl ゛

―
　灸　　°i3
－　i -

2Ci2

プUk.k[

2ci3Cj-l

タ i＝j

，iキj　，j＝:p

9　iﾔj　，　j=≒ｐ･
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The　stalDility　condition･,０ｆ　Σ　　is　obtained　as　the　condition

that　the　atove　Ａ。is　ａ　ｓＴｔａｌ)１ｅ　matriχ．

get　the　ｆｏ１:Lowing　conditions　。

工ｎcase　of m=2, we

　　剣.＋ｲ2＞号(ＴＣ１３＋.C23)

　　　　　　　　　　　　　　C12　　　C22

≒12略べく
4C11C13Cj1C23(2:12j1゛C13)(2C22斟4'C23)

堅Ｅｍユ

ｙ

14Ｃ24

Aｓｓ°leふ2and |Ci3(t)f is given‘by

い12(州ドマ丁ご十Fｙ　，
( a>7|-)

|lc21(t)にｘ2(ぞ＋１)

We　choose　0( i("fc)as follows

　　　　(ｙ１(ｔ)＝ｔ２＋２ａ２'　，　　０'２(ｔ)ｓ１

Then, the　matrix:Ｂ(ｔ)ｏｆ　Theorem　２．１　is　calculated　as

:B（t）＝

だ

2t　　　　　　、９
７４耳1.　ぞ＋2♂

t２十　28し　　　　　　　　　２ｃ１３ｃ２Ｆ‾Ｆ二ta +でa

－　ｃ
;４
Ｋ２
。二こに1　　　　　　　　　　ｒ、

2C23Cn-, ’Ｆマ‾ｉ｀iＦ　　　　　　　　Ｏ

(2-28)

(2-29)

(2-30)



工ｆ　we　adopt　the　matrix norm of　the　form 11ＡＵ＝

　　　　　　　　30

m max a･ijダ7ｅ

ｏ‘btain　the　stability　condi-fcion ｌ)ｙ　Theorem　２．１　as　follows

max( -^‘i，
ﾔ縦辻荒）くiniii(　譜，背∇）（2-31）

As　guessed ty the　above　examples, the　main weak point　is　･that

we　have　no　systematic　means　to　choose cﾒi(t) satisfying ■the　con-

ditions　of　the　theorems　and　tha-fc　the　obtained　stability　conditions

are　no　iDetter　than that　of　Bailey'ｓ．　　　　These　defects　should

be　overcome　hereafter.　　　　　０ｎ　the　other　hand,the　usefulne ss-

of　our　theorems　are　due　mainly　-bo　its　applicalDility　to　more

general classes　of ･large　scale　systems.　　　By choosing　αｉ（ｔ;）

ａｐ:propriately, the　theorems　will　be　effective　tools　for　analy一

zing the ｌａ:rgescale systems with vdder classes of interconnect-

ing　ｒｅ:LationSi･

Sec-tion　２．７　　　工mprovement　of　the　S-fcalDility　Condi-tion

　　　As　discussed　in ■the　previous　sections, the　theorems　derived

in　this　chapter　does　not　give　wider range s^ for　stability in

para皿eter　space　than ■that　obtained ｂｙ:Bailey's. However,

it　can intuitively　considered　that　if　we　are　given more　infor-

mation　on.systems,.the　improved　stability　condition　could‘be

olDtained　ｂｙ　effec-fcive　use　of　this　information.　　　　　工ｎ "this

section, it　is　shown　that　the　improved　stability　condition　of

乙　can te　established under　the　assumption　that　the　intercon-　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｓneeting matrices　are　periodic.

　　　:First, in the　system　Σ　　, assiime　that　there　exists; eヽpositive



ninnlDｅｒ !Ｉ!，ａ period　of　interconnecting matrices, satisfying

　　　　　　　　　　　ｃｉｊ(ｔ゛Ｔ)¬ｃｉｊ(ｔ)　タ　　　ｔ２ｔ。　物ｊ
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(2-32)

We　choose　ｒ=ｍ　arlDitraryscalar fiinction　ｏ《i(t)in ･the same way

as　in the　previous　discussions　and　add　another　assu皿ption that

　り｀ｉ(ｔ)ｉｓ'ａｌｓｏperiodic with period Ｔ such that

　　　　　　　　　ｄ･ｉ（ｔ＋!Ｉ!）゜≪i(t) ,　　ｔ２’ ｔ．

Prom　this　equation, we　have

　　　　　　　　　Ｏくi（t＋!E) = oくi(t)タ　　■b Z%

(2-33)

(2-34)

Using -these　041(t)･s we　constitute　ａ msrtrix B(-t) in -the same

way as　in Theorem 2.1.

strai ghtf orward　to　show

Then from (2-32) and (2-34), it is

B(t+T) =:B（t）　， t 2: to (2-35)

工ｎparallel with the　discussion in the　proof　of Theorem 2.1,

it　can be　easily verified　that　if　the　solution of　the　equation

｜

V = (A 4.:B（t））Ｖ

A = diag (一遜，－ぺにjh ，‥’，二ぺ回し）（2-36）

is　ＡＳ工L,then the　system　Σ　　with periodic　interconnections

is　also　ＡＳ工Ｌ． Now, we　will　introduce　ａ:preparatory　lemma

to　derive　the　stability　condition　of　Σ　．

　　　　　　　(23)
Lemma　２．４

工･et　Ｃ　be　ａreal　constant　matrix,･the　real parts　of　whose

eigenvalues　are　all　negative", and]〕(ｔ)ｂｅ　ａperiodic　matrix

v/i-thperiod Ｔ．　　　工ｆ　the　quantity＼||D(t)-Cl]dt is small

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　０



enough, then the　solution　of　the　equation　r = D(t)ir　is　ＡＳ工Ｌ．

　　　Inthe　above　lemma, "sma］-１　enough" means　that　the　following

inequality　is　satisfied.

　　　By　the　assiimption, there　exist　positive　constant　Ｋ，β　such

that

　　　　llexp(C1;)||くＫｅ－βｔ

and　for　these　value s　the　relation

S):D(t)-cにtく6T/K
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(2-37)

(2-38)

holds.

　　　工ｆ　we　put　工）（ｔ）゜Ａ十B(-t)and　C=A, these　matrices　are　shown ■to

satisfyｻthe　assumでptions　of　the　atove　:Lemma.　　　　工n this　case

the　constants　K, 6　sati sfying (2-37) is　calcu:Lated　respectively

８ｓ Ｋ°１ and 卜ふ許（　Ci3/2Ci2　）．　　　　辱（２－３８）　we　can　obtain ａ

stabi］Lity condition of　the　solution of　the　equation (2-36) as

follows　；

　　　　　　　　　／●Ｔ
１
－
･Ｔ 1:B(-t)l|d-tく叫ｎ(一一ci3)

し

０
2Ci2

　　The　above　discussion］Leads us　-bo　the　following the orem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

堕旦匹旦旦ヱＪ

(2-39)

　If the inequality (2-39) is satisfied for the matrix B(t) of

(2-9), then -the system Σ　with linear periodic interconne cting

elements　ｗ:ith period Ｔ is ASH･･ Here, the function　ｏくi（t）

in the　elements　ｏｆ:B(t) should lDe　chosen so　as　to be　perodic　of

period　Ｔ．
"
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　　Appa・'antly, the condition (2-39) is implied ■bythe condition

for llB(t)|l　in Theorem 2.1.　　　Though Theorem ２．１　canｂｅタ　of

course, applied　to　systems　with periodic　interconnections, it

could　be　replaced　ｂｙ　the　"betterresult, i.e.　Theorem　2.3, if

only:periodic ｏ（ｉ（ｔ）ｃｏｕｌｄbe chosen.　工ntuitively spea:k:ｉｎｇﾀ

the　condition (2-39) shows　that　an average　of　the　absolute　”value”

of　ｃｏｕ:plingmatrice ｓ　over　ａperiod Ｔ　should　be　less　thanthe

”degree”of　stability for　each　su"bsystem for　stability　of　the

overall　system.　　　　　　　　　　　　　゛

　　No＾．　ＶＩｅ　will　give　anexemp:lary　application.

Example
一

　ｴ･et us　consider　the　large scale　system　composed　of　two　sub-

systems.　　　We　as Slime　that　the　norm of　■the　interconnecting

matrices　are　given ty

　　　　(I Ci2(-fc)Iト(2-ﾄsin t) K

　　　　l|C2i(t)卜(2＋ｃｏｓ t)Ｋ

Ｋ＞０

We as Slime further that ｙi＝ 今1狗．ｒ（ｉ＝１，２）ｉｓthe fixnction which.

satisfies　the　assumptions　of (2-3) for　each　subsystem.　　　Now,

let us try to obtain　the　stability regions in （ｃ１３９C23) plane.

:Both ｃ１３and ｃ２３are considered　to express　the　”degree”of

stability for　each　suId system.　　　工ｎ this　case, we　have　Cil °

°i2 °ｉ１／２タCi4 = l(i=l,2).　　工ｆ v/e ｃｈｏｏｓｅ･ｙ１（ｔ）＝び2(t) H 1,

B(-t) can be　calculated　ａｓﾊfollows

:B(t) =

”　｀

―

　　　　　　○

ノ2

2＋ｃｏｓ tダ

"　　　　Ｃ23
で
尚ﾂ



Whence ，　．’

　　　　λﾌ｢

舞＼llB(t)lldt

　　≦尚max ＼(2+sin tf, (2+c・ｓt5] dt ・ミ･=（遜，叉;

　　＝（号十万）・max( -ぺ13
2万万）

Ｆｒｏｍ（2-39）ｗｅ　obtainthe　stability condition as

　　．　　　　２mm

．（　ｃ:L3゛絹）タ
（号＋j4L）Ｋ゛

≒６．３ Ｋ２

）
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(2-40)

When Araki' s　theorem (cf. Appendix(A))･is　applied　to　the　system,

the　following　condition　is　derived.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｚ
　　　’　C13C23　ン　９Ｋ

On the　other hand, the　application of　Theorem ２。１ gives　the

following　condition

　　111111（ｃ１３・ｃ２３）ン３Ｋ　　　　　　十

(2-41)

(2-42)

The　regions　for　condition (2-40) to (2-42) are　illustrated in

Fig. ２．２．　　Asclarified ‘by this figure, the conditions （2－40）

and (2-41) are not included ｂｙeach other.　･That is, in some

case Theorem ２．３gives stability regions that has not "been o‘ｂ－

tained T3y other.theorems.

"



C23

3K

石Ｋ

cond. (2-40)
　／

(2-41)

C13
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"

０

－－－●● 一角 ･

→ - ・ ･ 〃 - －

石Ｋ ３Ｋ

ｒ － -
－ － ● ・ ㎜ ㎜

Fig. 2.2　Stability Regions for Condition (2-40), (2-41), (2-42)
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Chapter　３　　Frequency Domain　Criteria　of　:Large　Scale　Systems;

Section　３．１　　　工n-troduction　　　　　　　　　。

　　　工ｎ　the　preceding　chapter,several　sta"bility　theorems　of　large

scale　systems　were　derived ｂｙ　the　weightedvector　Lyapunov funci".

tion method, which ｗａｓ‘ａ kind　of　the　”comparison” methods.　　　As

mentioned　previous:Ly, the　principal　idea　of　these　”comparison”

methods　is　セhat　the　stability　conditions　of　the　overall　systems

can te　established　ty　examining　the　stability　propertie ｓ　of　the

solution of　aicomparison equation.　　　　　The　comparison equation

is　derived　from　the　properties　of　subsystems　and　the　interconnect-

ing rDla"tions,がｌヽ　Hence, various　classes　of　large　scale　systems

lead　to　various　types　of　comparison equai;ions.　　　　Therefore,

to　analyze　ａ‘variety　of　large　scale　systems, we　should　provide

the　stability　criteria　that　are　applicable　to　wider　class　of

systems　characterized　by　-the　comparison　equations.　　　　As　　are

known ｗｅ:LI,frequency　domain me-thods　have　been widely　developed

up　to　now to　investigate　ａ various　kinds　of　systems.　　　　Prom

this　point, we　will　choose　frequency　domain　stability　criteria

to　examine　the　properties　of　the　comparison equations.　　　　Here-

afterタ　we vyill　call　the　system whose　characteristics　are　subjec七

to　-the　comparison　equation　an　imaginary"　system。

　　　工ｎ　this　chapter,various　imaginary　systems　are　analyzed　ｂｙ

the　extended　Popov-type　stalsility　criteria　given ｂｙ　Li　Xun-Jing

to　obtain　the　stability　conditions　of　corresponding　large　scale

systems.　　　　The　obtained　conditions　are　also　expressed　feLS　the

form　of　multiple　input-output　frequency　domain condition.

Generally　speaking,･'ｉｎ　contrast　-to　the　effectiveness　of　frequency

domain method for single-input　single-output　systems, the　method
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for multiple　input-output　systems　is　le ss　useful　ｌ〕ecause　of

troublesome　work　required for　its　application.　　　　This　diffi-

culty　is　considerablly reduced　ty utilizing　ａ　computer　with ａ

graphical　display　terminal.　　　　The　obtained　theorems　are　applied

to　some　large　scale　systems, whose- subsystems　have　dead　time

elements　in their　own feedback　loop・

Section ３．２　　　Comparison Etiuations;･ and　Imaginary　Systems

　　　工ｎ　-this　chapter, we　deal　with　the　system　descrilDed　ｂｙ（１-６），

though　in which　the　function ﾀi(X>"t) is assumed　･to　have：still

more　specified　forms　or　to　be　placed　some　restrictions.

First, we　assume　the　following relations　for　the　ve ct or-value d

functionﾀｉ(Ｘ，ｔ)

1ｱφ采（゛’ｉ）≦

J‘１）
where　ω｀ｉ　is　ａ　scalarfunction for　eacla　subsystem　satisfying

(2-3) andﾁj（吟）ｉｓ ８ non-decreasing scalar　function　satisfy-

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●ing　ｊ ｊ（Ｏ）゜Ｏ．　　　As^８ particular case of （３－１）ダｅ also consi-

der　the　large　scale　system, the　"magnitude”of　whose　interconnect-

ｉｎｇ　relations　"between　suIdsystems'.is　evaluated　by　linear　combina-

tion of　the　norm　of　the　state　for　each　subsjoBtemsuch as

　　191（7c･i）|≦石y±3 l狗|・　　7=リ≧ｏ（i゛j）（3‘2）

We call the system repre sented‘by（1-6）ΣiΣL , if it

satisfies (3-1), (3-2), respectively for convenience sake in

this　chapter. Apparantly, / ii. is ａ subclass of Σ

and Bailey discussed the system ΣＬタ
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゛/here Yij in (3-2) ;″８ｓgiven ８ｓ‘y±d °|ICijjl’　In this case.

(3-1) is satisfied by putting l’ij 8ｓ

゛±2° yij贈 (iキj) (3-3)

Ｎｏｗﾀ　we　differentiate　the　function　Ｚ．４／１　along　the　ｓｏ:Lution of

二　with
respect　to　time　ｔ　and　evaluate　the　derivative　using

(2-3) and (3-1). Then,　刈巳　have

　　　　洽iS一管ｙい才llヽijﾁj（賄）

工ｆv;e put　Ｗ全（ｙ:Lﾀ　画り゜゜゛タ　Wi1）’9 the above inequalities

can te　written in the　vector form of ・　　　　　　　　　・

　　　　　W≦.ＡＷ十ＲＦ（Ｗ）

with
Ａ全diag (一石）

R = f^iハ

(3-4)

　　　　　　　　　　:Ｆ（Ｗ）ｉｄｉａｇ（ｆｉ（Ｍｉ））

Tlie　comparison principles (cf.　Appendix(:Ｂ））ｔｅ11　-fcha-b　the　soIn-

tions　of　the　above　inequa:Lities　are　"bounded　ａ’ｂｏｖｅ‘by　those　of

c orre sponding　differential　equations　such　as

　　　　　　　　V= AV
ｙ
RP（Ｖ）　　　　　　　　　　　　　　　　(3-5)

Therefore, AS工Ｌ　of　Σ　can ‘be　proved "oj　checking whether　■the

system de scrite'd ‘by (3-5) has　the　same　properties　or not.

Hereafter, the　system whose　characteristics　are　given ｂｙ（３巧）

will be　called the　imaginary　system and be　written as 工　．

工ｎcase of the system
ΣL , (3-5)

is expressed as

where

"

V＝ＡＶ十BV

　B = offdi昭（ｙｉｊ

(3-6)

ｊ

些

°D1
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Similarly, we call the imaginary system corresponding ｔｏΣＬ９工Ｌ・

　　Next, we　consider　the　case　where　each　subsystem　described by

（１-５）ｈａｓ　ａdead　time　element　in their　own feedback　loop・

We　assume　that　dead　time　of　all　the　loops　are　givenｂｙ　ａsame

value　゛ご＞０．

equations

ｙ

The se　systems　are　de scri‘bed　ｂｙ　the　following

Xi = /i( Xi, t) + (JL±

叱i＝9i（ｘi，ｘi（t-こ），ｔ）＋危i（几，t）

(3-7μ

where　X.i and 瓦 denote　%i(-fc)and　:Rl(t),respectively for the

Sake of simp]Licity and 危ｉ(尤ダt) satisfies the relation such as

叩Eil血(゛:･t)ｓ
jtjlヽijﾁj(ｙj)

｀″here　　ｌ｀ij20 （iやj) andﾁj（以ｊ）ｉｓ ８ scalar non-decreasing

function. Moreover, we　assume　that Ｑｉ(瓦i，ｘi(t-で), t)

satisfies　the　following relations

　　9i（Ｑｌｉ ゛ 0≪; , -t) = 0り゛　ｔＧ（‾゜゜゛゜ｏ）

|

’７略9i（ヤ･だi（t-ｔ）・t）Ξ・=よdii ＼jC±{-t一則

where　dil　is　ａreal　constant.

(3-8)

(3-9)

The　system wMcli　satisfies

(3-7) to (3-9) is named ｊｺ）ｉｎ this c!hapter.　　:For the

systemΣU , we have the following inequalitie ｓ in ａ sMlar

way as (3-4) ( by using ■the　conditions (2-3), (3-8) and (3-9) ).

　　　　Ｗ（t）　≦　ＡＷ（t）＋ＤＷ（t）＋ＲＦ（Ｗ（t））.

where

「

:D含diagべ^14 di2 ）

dip 1

ｊ

^il/cil　　　　タ　　　ｄｉ１＞０

ｄｉ]ﾉｃｉ２　　９　ｄｉ１＜○

(3-10)

／
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We　consider　the　following　differetial　equation　corresponding　｀ｔｏ

-the　above　inequalities

　　　　v(t)。AV(t)･ト:DV（t一万）十ＲＦ（Ｖ（ｔ））　　　　　　　　　　　　　(3-11)

The　sys-fcem descrilDed‘by (3-11) is　also　an　imaginaこｒヽｙ　systemand

we　call　it　system　工工）．　　　　According　to　the　comparison　principles

( Appendix(:B)), the inequalitiy "between the solutions　of (3-ﾕＯ）

and those of (3-11) of the form

　　　　　　　　　　　Ｖ（ｔ）≧w(t) , t>o

holds, so far as -the relations Ｖ（ｔ）≧W(t) are satisfied ｄｕｒﾆing

･the interval　－１：≦ｔ≦ＬＯ．　　　　　Therefore ， the　conditions for

Ａｓ工工ｊ　of　the　solutions　of(3-11) give　the　conditions　ｏｆΣD f。『

ＡＳｴ:[;．

by

Now, when ･the function ｇｉ are givenﾀespeciallyﾀ

9･i(Jｑ･ ｌ:i(t-r)・t)11〕i ｘ・i(t-゛) (3-12)

where　:Di　is　ａ n^x ｎｉ real　ｃＯnstant matrixﾀ　we　have　the　matrix:Ｄ

of (3-10) in　the　following form

　　　　　　　　　　D= di昭（ｃｉ４１ﾄﾞＤＵ／ Gil ）　　　　　　　　　　　　　　(3-13)

工ｆ　the　normof　the　function Ai( 3ti, t) given ty (3-7) is ｅｖａﾕｕ－

ated bｙ the same way as (3-2), that is,

髪（瓦，ｔ） Ｓ否y=削糾　　，　ria^o (3-14)

then the　equation corresponding　to (3-10) has　ａlinear form as

V｀(t)＝ＡＶ(t)＋:DV(齢で)＋ＢＶ(t) (3・15)

ｗ６　ｃａ１］.
again　the　system　ΣＤ　　whose　interconnecting　relations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●are restricted as in (3-14)Σじ）１ and we call the correspond-

ing imaginary system,　IDl.　・

is ａ specified class of ΣＤ．

Of course, systemΣDu
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　　Now, let　us　derive　the　stability　conditions　of　-the　imaginary

system described ｂｙ(3-6), (3-11) and (3-15) in order to obtain

the　stability　conditions　of　the　overall　systemこ　　　　　Apparently,

■the　stability　conditions　for (3-6) can　easily　te　obtained　in

simple　algebraic　form.　　　　　　However, to　get　the　stability　condi-

tions　for　the　other　two　equations,is　not　so　easy　on account　of

the　existence　of　time　deviating　arguments.

Section　３．３　　Extended　Popov-Type　Theorems ("by　Li　Zun-Jing)

　　工ｎ　this　section,we　introduce　frequency　domain　criteria　to

examine　the　pro-perties　of　･the　imaginary　systems　工，工工)and　工Ｄし

corre sponding to Σ，･Σ二ＤａｎｄΣDu, respectively.　For multi-

input　multi-output　systems, several　frquency　domain　theorems　of

stability have "been reported before now, (25), (32), (51), (62)・

Here, we　employ　the　extended　Popov-type　theorems　esta‘blished　by

Li　Xun-Jing (32).　　　　The　reason　why　these　theorems　are　especial-

１ｙ　adopted　is　tha-fc　they　cangive　the　staToility　conditions　for

wider　class　of　systems　that　have　dead　time　elements.　　　　工ｎ

ａかplying:the ',･theorems　to　the　imaginary systems, some　ｎｏｔｉ(ｙｓ

will　be　required.　　　　Because, in　contrast　to　the　imagina:ry　systems

that　have　closed　１０９:ｐ　equations,the　system　equations　in the

theorems　are　written in "two　forms　；　openloop　equation･･and feed

■back　loop　equation.　　　　As　willbe　necessitated　later, we　show

the　outline　of　Li's　theoreTiis　below.

１

x(t)＝Ａ‘ｘ(t)＋D7c(t-ｔ)＋Rf(ｚ(t))

Ｚ(ｔ)＝-ＣＸ(ｔ)　，で．〉０

(3-16)
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where Ａ，ｴ), R and C R　；　ｊ(？(ｔ))ｉｓ ａ ｍ vector whose d-th

component　ﾉ：ｊ（Ｚ）･depends only on the j-th ｃｏ°ponent　2j of the

vector Z　・ that ｉｓタ　Jj（Ｚ）゜、ﾁj（Zj）－a　/(e)゜Ｑ．

We assume that ･the function　･f ( jg(t)) also satisfies the follow・

ing　”sector”　conditions,

　　　　Ｏ≦Ｚｉﾁｉ（Ｚｉ）£返ｉぺ:

where　んi is ａ positive constant.

system (3-16) is

Ｇ(ｓ)＝－Ｃ(ｓエーＡ－フ:D ) R

　　　　　　　　　（3－:Ｌ７）

The　transfer　matrix　of

(3-i8)

For　this　system, the　following　theorems　hold.

　　　　　　　　　(32)
乙

　　工ｆ　the　real　parts　of　･the　roots　of　the　characteristic　equation

卜［－Ａ－？::Dl= 0 (3-19)

are　negative, and　there　exist　two　square　diagonal matrices　Ｐ

and Ｑ　of　orderｍ such that

］ｊ･the elements　of　the　matrix P　are　all non-negative　；

２°for any real nTim'ber tん)(0<ωSoo), the matrix

W(m:）)＝Plfl＋-}t(Ｐ＋jaJQ)G(jω)＋c(Ｐ＋jωQ)G(J‘ω)で
j

where　H = diag (hi)

is　positive　definite ，

(3-20)

then ｆ(?rany continuous　vector　function ﾀﾞ(Z) satisfying the

conditions　of (3-17), the null solution of the system (3-16) is

ASH.　ＪトThat　is, the　system　is　absolute ly　stable　in　the　large 。

The　next　theorem　treats　the　same　system　as　alDove　except　less

ristriction on ／（ｚ）．
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　　　　　　　　　　(32)Theorem　３．２

　　　工ｆ　all　the　roots　of　■the　equation(3-19) have　negative　real

parts　and　there　exist　two　diagonal matrices　Ｐ　and　Ｑ　of　order ｍ

with non-negative　elements　such that, for　any　arbitrary real

number　ω(0< w≦改))，tｈｅ matrix

w(ω)＝(Ｐ＋j(むQ)j(jω)＋しＰ＋jωQ)Ｇ(jω
～

(3-21)

is　positive　definite, then for　any　continuous　vector　function

satisfying　the　condition

　　　ｏ≦Ｚｉｆｉ（Ｚｉ）

the null ｓｏ］Lution of system （ 3-16) is ＡＳ工Ｌ．

(3-22)

　　’工ｎ　addition,we　remark　that　circ］．ｅ　criterionfor multi-

input multi-output　systems　given in (51) is　ａ　special　case　of

the　above　"theorems　and is　obtained ty putting Ｄ ＝　Q(Null Matrix),

Ｐ＝工　and　Ｑ＝　0in Theorem 3.1.　　　　However, in -the　circle

criterion, the　function　／　can he　assumed　to　’ｂｅ　non-stationa・ヽｙ・

Section ３．４　　Main The orems

　　By　the　arguments　so　far　pre sented ， the　theorems ’ｏｆ　■the　previ-

ous section give the stalDility conditions of Σ　and 2LD　，

when　they　are　applied　to　the　imaginary　systems　工　and　工D, respec-

tively.　　　　工ｎ　this　sectiりn, we　will　give　some　theorems　for　some

classes　of　large　scale　systems・　　　パFirst　of　all,　consider　-the

imaginary　system工Dl　, which　corresponds　to　the　large　scale　sys-

ｔｅｍΣa.　　エｎ Theorem 3.1, if we ｐｕぜ　/(2-(t)) = -HZ(t),

v/here　Ｈis　ａm X m real　constant matrix, we　have



　　　　　X{-b) = AX(t) + DX(t-'C) + RHC Jと(ｔ)

Now, if　we　choose　R, H arid　Ｃ　as　follows

―

R = I (Unit Matrix)

H = diag (　Ci4 )

C = offdiag ( Yij/ °Dl ）
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(3-23)

in　order　to　corre spond　the　-third　"term　of　the　right　hand　side　of

the　aobve　equation with that　of (3-15), the　transfer　matrix　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”工Dl　can te　given from (3-18) as

G(s) = offdiag ( -
　ﾊﾟr±

-
ｓ　十　Ci3

）

(3-24)

We obtain ･the f ollov/ing stability theorems ｆｏｒΣDu ’ｂｙａｐ:plying

Theorem　３．１　to　-the　imaginary　system工Ｄ　　・

TｈｅＱ;r７ｅｍ_゛3．3

　　　工ｆ　thef ollov/ing two　conditions　are satisfied,にDl is Ａｓ工工,．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　●ﾕｊ?　Ａ１１　the　roots　of　the　equations

　　　　　　　　　s+ Ci3/ci2 － ｃｉ４ｄｉ２ａｓ゛゜ ○　(i=l,2,・‥，ｍ）

　　　　　　　　　　　　　　　●　　　have　negative　real　parts.

２°　There　exist　ａ　square　diagonal　matrix　Ｐ　with non-negative

　　　elements　of　order ｍ and　also　ａ　square　diagonal matrix Ｑ　of

　　　the　same　order　such -that　the　matrix

w(ω) = ph'' + ＼卜{(Ｐ＋jωQ)Ｇ(jω)＋〔･(p+jt･≪Q)G(J‘゛)了} (3-25)

is positive definite for any real ω（ＯＳωＳｏ°）・

Here, H　and　G(s) are　given "by (3-23) and (3-24), respectively.

　Since (3-6) can be obtained ｌ〕ｙputting工) = 0 (Null Matrix)

in (3-!｡５），－ｔｈｅsystemΣＬ　ｃａｎ‘ｂｅ considered to be ａ special
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Therefore, we　can　also　ob-tain　the　stability

condition of ΣＬ ｂｙapplying Theorem ３．1to the imaginaエ｀ｙ

system Ii_ .

given ‘by

工ｎthis　case, the　transfer matrix　of　工Ｌ　is

（ﾘｓ）゜・offdi昭（“‾i‾‾7ﾆ1で (3-26)

Theorem　３．４

　　工ｆ　there　exist　two　square　diagonal matrice ｓ Ｐ　and Ｑ　defined

in　the　condition　２° of　The orem 3.3
>
such　that　the　matrix　defined

by (3-25) is positive definite for any realω(0< W≦■.oo),

･then　ΣＬ　is ＡＳｴｴご　　　Here, G(3ω) in (3-25) is given ty

(3-26).づ

　　　Next, we　will　ｄｅａ]Lwith　the　large　scale　system whose　intercon-

necting relations　are　not　alDle　■to　be　evaluated　linearly, that is,

乙＼ａｎｄΣＤ・　ごｌｎ ■fchiscase, we apply¶Ｉ!heorem３．Ｒ■tothe

corresponding　imaginary　systems.

and　ｴ:Ｄ　are　given,respectively　as

よ

（ｓ）＝

t

G(ｓ)

ｔ　
　
一
一

The　transfe云ヽmatrix　of　ｌ

Å

(3-27)

(3-28)

s＋ci3/ci2“

－　　　ｒｉ

　　　ｓふCi3/ci2

き

ci4di2e｀s゛

ｍ。　　　　　　　　　・

　　工f the　following　conditions　are satisfied,ΣＤ is AS工１．

１°　Thesame　condition　as １°of Theorem ３．３
　　　　　ダ
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２°　There　exist　"two　square　diagonal matrices　Ｐ　and　Ｑ　with non-

　　negative　elements-of　order ｍ　such　■bhat　the　matrix

w(ω)＝(Ｐ＋jajQ)Ｇ(jω).＋〔(Ｐ＋jωQ)Ｇ(j(.ｕ)｀3゛

is positive definite for ａｎｙω(0 < w;<゜゜）．

Ｇ（ｊω)of (3-29) is given ｂｙ（３-２７）．

Here,

(3-29)

The　stability　conditions　for　the　system　Σ　　can be　ob-tained

by　equating all　theｌcoefficients　of　e　to　zero ・ Thus　the

ａ‘bove　theoremreduces　to　the　following　theorem for　the　system

　Σ二

Theorem　3.6

　　　工ｆ　thesame　condition as　２°of　the　above　theorem holds,

v/hen Ｇ（ｊ岬）ｉｓ given ｂｙ (3-28), then　Σ　is ＡＳｴＬ．

Section　３．５　　Some　Example ｓ

　　　Comparison　the　theorems　in　section.'3≫3　with　other　theorems

obtained ｕｐセ）ｎｏｗ　will　te　made　in　another　chapter (　chapter　５　）．

The　discussions　of　this　section　are　confined　to　giving　some

examples　and remarks　on the　theorems。

　　　Though　the　theorems　in　this　chapter　can he　ar)plicable　to

the　various　classes　of　large　scale　systems, the　applica-tion

of　those　theorems　to　actual　systems　meets　with the　following

computational　difficulties.



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　４７

１　Every　･theorem reqires　to　choose 2m ａｒ‘bitrary　par.ameters　that

　　　are　the　diagonal　elements　of matrices　Ｐ　and　Ｑ．

２　　Checking　positive　definiteness　of　the　matrix-value d　function。

　　　for　any　real･value　of　ｃ･１．〉usually needs　laborious　work　or

　　　■fcroulDle some　manipulai;:

Ａ　way　to　overcome　the　alDove　difficulties　is　to　utilize　ａ　computer

with　ａ　graphic　display　terminal.　　　　　By　ａ　computer　with　ａ　dis-

play　device ， we　will　immediately "be　able to　check　positi-vB

definiteness　of　the　matrix, and　to　seek for　parameters　in ａ ｃｕ七－

and-try　manner.　　　　　くBefore　giving　several　applications　of　the

theorems　with　ａ　computer, we　show　ａ　example　where　the　ｓｔａ‘bili-ty

condi"fcion　can te　obtained　in　an　analytic　form ty　the　theorems ･of

this　chapter.

!Ｘ回ぽＬ!Ｌ！

　　Consider the systemΣa where m = 2.　　We assume that the ゛

inequalities

Ci3/ ci2“　°i4^i2　＞　○

are　satisfied.

(i=l,2) (3-30)

Then, the　condition ｌ　of Theorem 3.3 is ａﾕso

me-b( cf. Ａｐｐｅｎｄｉｘ（Ｃ））．

Matrix), re spe ctive ｌｙ・

take ｓ　-the　form of　・

Ｗ（む臭2･）＝

"

―

べ

　Nov/, we choose Ｐ＝ｌand Q=Q(Null

The matrix Ｗ（ω) defined by （３－２５）

手{g12(jc゛)゛g21(－jω)|

ijsi2(一沁)＋Q1(jω)l　　　　h;'

」

(3-31)
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Here, gij（jω) (i,D°1タ２；ｉキd)are the offdiagonal elements of

the　trans:fer matrix of　工Du　and　given　as

gij（jQ）こ　∽
ｊ
　　　　　Σ吋！tJ’　ｔJ-゛-

゛Ci3/ci2 － ci4diが゛ｙｊ　（ｉ，ｊ＝１，２　；　ｉキj）　（3－32）

Since h^' > 0 (i=l,2), the　condition　that　the　matrix　of (3-31)

　　　　　　　　　　　　　　　●is positive definite for any ω（○≦：ω≦CO ) is equivalent to

the　condition ｔｈ衣　the　following　inequality　holds for　any　ｃん）（○

　≦：ω≦ｏｏ）

　　　　　-1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

（hlh2）－｀かχg12（j゛）゛g21（-jω)1 > 0

Considering　the　inequality

ljω÷ａ －ｂｊ゛|≧Dω＋al － い〕ぶ司しa-"b

where　ａ，ｂタ○　；　ａ－ｂン　Ｏ　and

匝2(jJ＋a21(－jω)|≦皿2(押)ﾄﾚ21(一紳)|

we can easily verify ■tha-tl g12 ( jω)＋　g21(－jCり)l ■takesits

maximum value　at　ω　＝０．

(3-33)

Consequently, if　-the　inequaユity

[ｈ])12
-I　－
{凪2(ｏ)キｇ２１(o)i＞０

holds, then (3-33) is　satisfied.

(3-34)

The　converse　is　trivial.

Therefore, we　can　conclude　that　the　matrix given l3y (3-31) is

:positive definite for ａｎｙω(0 <. UJ < oo ), if and only if the

ぺnequality (3-34) holds.

be　written as

:By (3-23) and (3-32), (3-34) can

(c14c2jl　1/　　　　712c1　　　　　　　　＋　　　　　　I2l£　　　　　　　　ら･o

　　　　　　　　　c21c13“c21c14c12d:L2　　　　　ciiC23-CiiC24C2ld22

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‥‥‥（３－３５）

　　　●　　－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　AS　an　application　of　the　result　obtained　above, we　take　■the

system "whose　system equations　包ｒｅ　written　as



ｙ

礼゜-ﾉ゜ｓ ７;ｓｊ(7“l“右ｋｓj
Zj(t“゛)　9　3=1,2,3,4

ふ＝こβｓ゛ｓ＋ｒ

に

ａ一一ｆ(゜｀)
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(3-36)

v/here　／)４２／)３２ﾉ゜２２／０１ンＯ・ r >0, i:;> 0, f(0)=0,　°｀ｆ(ａ｀')＞Ｏ・

The　case　where　there　exists　no　dead　time element^ i.e.･ Ｋﾊﾞkiハ

゜Q (null Matrx) in the　above　equation, was　studied ty Piontkov-

skii　and Rutkovskaya　as　the　exemplary　application　of　the　vector

工･yapunov function method (52).

　　　We constitute　subsystems　of　the　system (3-36) as　f ollov;s

　　　　　　　　　subsystem　　Ｓ１　；　　７ｓ°“戸ｓ Ｚｓ　　ｇ　ｓ°１ｙ２タ３μ

subsystem　　　S2　　； ふ＝ｒりQ-- ｆけ）

For　the　subsystem Ｓ］．９　Ｓ２　defined　alDoveｇ　we　choose　the　Lyapunor

ｆｕｎむtion　that　satisfies (2-3) as

respectively.

constants.

(ｊ(ΣｙＳ戸　and　　Ｃ゛(♂)1

　　　Ｈｅｒｅ，ｃ曇　and　c゛蒼　are　arbitrary　positive

Then, we　can　calculate　the　value s　of　the　constant

Ci.(i=l,2　；　ｊ゛:L92タ3,4)タ･ｙｉｊ(ｉタｊ°１９２　；　ｉキj) and di2(i°1,2).

:By　the　condition of (3-35), the　stabi]Lity　condi-tion of　-the　system

(3-36) is　obtained　such　as

｜

戸１－収い０

『几-』別)ワ2 ゛IIIｒ2トド　０

(3-37)

Particularly, v/hen･no　dead　time　elements　exist, i.e.　K=0, (3-37)

reduces　to　the　form of

几ヤ2＋maｘ 21βｓlぐ０ (3-38)

　　　Thus, in a　ｓ:pecial　case　we　could　attain　the　stability　condi-

tion　in an analytic　form wothout　numerieal　experiments.

Moreover, it　can te　proved　that　under　ａ　certain　condition
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some　theorems　in　section　３．３　will　te　transformed　to　those　in

an algebraic　form.　　　　However, the　detailed　discussion a"bout

them will he　left　for　in　chapter　５。

　　　T-hefollowing two　examples　show hov/ the　checkingごpositive

definiteness　of　the　matrix　is　aided　i3y　ａ　compu七色ｒ with　ａ　graphic

display　terminal.

旦翌mple 2

　　Let　us　consider　the　system　described　ty

ｔ

Kl = A Xn + b cr +ﾋB ‘Xi(t--t:）＋ん（片L）

＆＝一Ｆ－ｒ♂＋ｑ（昌χij
‘ｌ
ｐａ｀（i-゛）

where

几１４（　Ｚ１１゛χ１２゛’¨　９Ｚｌｎ）　　；

ん（Z1）£-h1（吝っむ1.ｓ）［ズ119工］.29
‘’‘ 9

-^m)'

＝-ｈ］.聊LJｚ1「 ●

７

(3-39)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ylχ}1
h19 f　タｒタp, ｑ and ｔ are　all positive　constants　　；　Ａ， B tR

and ｂ ６ R'　。

In this　case　we　take　two　ｓｕ‘bsystems　of　the　form

suId system　　　Si

ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ゛　５２

Ｉ
Ｉ
　
　
Ｉ
ｙ
ｌ１°AXn

　゛゜ソ(゛

工ｆ　we　take　the　function of （２－３）ｆｏｒｓやsystem Si as　ｙ:L＝（又･1･ズ:1 r

then we　have　Ｃ１１ ゛ °12 ゛ Ｃ１４° １． Similarly, for Ｓ２　砂｀2°

（♂）金゜咄：es ｃ２１゛ ｃ２２= C24 ° １ and ｃ２３二/）．　　　The constants

and functions　in Theorem ３．５　will be　written in this　case　as

we1(c°)゜(Ｐ＋j“JQ)Ｇｅ１(jω)＋　〔(P+ja;Q)Gei(jω)
了

where　（1e1（jω）iｓ given as

(3-40)



Ge1（jω）＝

Ｕ｀)＋Ｃ１３

゛゛夕- pe

　　　　　　－　b
jω゛c13 “ EBllｒ“り

Jcり＋「-pe

5:L

(3-41)

Theorem ３．５reads ■tha-tif the matrix given ｌ）ｙ（３－４０）ｉｓpositive

definite for ａｎｙω（Ｏ≦｡ω£oo ), the system of (3-39) is ＡＳ工Ｌ・

Here, we　choose　the matrices P = diag(p.)゛�1d　Q ° diag(qi) in

(3-40) as･

ｐ１ ° Ｃ１３　タ p2°/）　7　　q-L = qp = 1

工ｆ　the　actual value s　of　the　constants　of　the　system are　given,

we can　check　positive　definiteness　of　-the　matrix １)ｙ　Sylves-fcer's

me tho d using ａ computer with ａ display.　　　　Fig. ・３．１shows the

output of ■the system (3-39), displayed on the graphic terminal,

in which hl=l,　ドbl °０．５タｑ°3タr=10,　c13°2 9 1＼B1I=1,　゛゜2タ戸゛１．:L5タ

p=l.　　The ａ‘bscissa of the figure denotes the frequency

and　-the　ordinate ， the　value s　of (1,1) element of Ｗｅ１(ω) and

aet(Wei(ω))．　　Note that though Che eking positive definite-

ness is ･required for any real value s of ω　ｂｙ Theorem 3*5≫ ≒

it is enough to inspect it in some frequency ｒ皿ges decided by

the　relaｻtions　among system parameters.　　　　For, the　absolute

value　of　each elemen"t　of　the　matrix (3-40) usually　converges　to

ａ finite　constant　value　in the　high frequency region.

According　to the　result　in Appendix(C), the　condition　１° of

Theorem　３．５　is　satisfied, i･ｆ　the　relation　　such　that

　　　　　　　　　ｃ１３｀ンIIBII　゛d　　/に゛ｐ

hold. '
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(a) (1 ,l)-element of the Ｍ°哺Ｘ WelOc･))/the frequency runs from (j=0 fo u=100

(b) det(Wei(iω))・from ゛O to ゛100

conHnued　to next page.

Fig.　３ｊ　　Ｇr°phlcal　Display Output to Check Positive Deflnrteness of

　　　　　　　the Matrix (3-40)



Ｉ
Ｉ

（ｃ）　ditto ， from (j=0 fo （。Ｆ10

---⇔皿--㎜-－---

10.0

C13

Fig.　3.2　Sfability Regions for the System of Example 2 ，in Which

　　　　　　hにリIBI1= 1, T = 2丿bl=0.3･（行3･ P仙ｒ°１０

53



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　54

0f　course, these　relations　are　also　satisfied　in　this ｅｘｎｿmple.

Therefore, from　these　considerations:　the　system　can te　proved

to　te　ＡＳ工Ｌ．

　　顎ｅ stability regions obtained ‘by this method in (ci3 ，／））

plane　of the system v/here the parameters, except ｃ１３ and ／）タ

are　fixed, are　depicted　in I'ig. 3.2.　　　　工ｎ　this　case, the

constants are　set　as　111=1, It I =0.3, q=3, r=10, 11B 11 =1, t =2

and　:ｐ°１．

　　Now, the　theorems　in ■this　chapter　generally　as Slime　that　ａ１１

sulasystems　are　ＥＳ工工,．　　　　When some　subsystems　are　exponentially

unstalDle　and　others ＥＳ工Ｌ,ニthe　ｓａ皿ｅ　arguments　so　far　developed

can te　valid.　　　　　We　can replace　-C13　given in the　assumption

(2-3) by ｃ１３ "throughout　　the　discussion from　■the　assiimptions

to　the　conclusion. Thus, we　can ｏ‘btain the　theorems　of　large

scale　systems　including　the　unstalDle　subsystems.

tion　of　them will　be　shown below.

Example・

　　Consider　the　system whose　equations　are　written　as

―

An　applica-

鳥.＝A1 ×1 + bifi( (T-l) + ^i( Xi, Xi(1;-t), t) ,　cｒ:L＝ｃにχ２

応゛A2］c2
゛ b2f2（c゛2）゛92（X2・χ2（t-で), t)タり゜cj尤1

where Al e K'灯｀１　９ A2£ r'=""゛ ； ｂ１９ ｃ２６ r"' ； ｂ２１ｃ１（ＩＲｙ１２　；

ｆｉ（ｒｉ）（ｉ°1,2) are　scalar functions　satisfying

　　ｆｉ（Ｏ）゜Ｏ１　　０≦り.fi（（7゛i）≦.Ki°｀i　g Ki> 0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●The ｆ゛nctioリi(Xi・つごi(-t-'c), t) in (3-42) is given ‘by

{3-42･}

(3-43)
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ﾀi(ﾇﾆi･ Ki(t-゛)・t)＝-(辺則刈)にXi(t-t)f( Xii･ズi2･‥゛･ズ訥)ﾌ

　　　　　　　　　　　　　　　　，ｉ°１，２

where　ri　and　ｒ２　are　positive　conststants.

tion　of　each　subsystem as

subsystem　　Si

subsystem　　Ｓ２

Ｓ
９

ﾌﾓL = AiXi

ズ2 ゛ Ａ2 Ｚ2

●●●●●●● (3-44)

We　take　the　equa-

We assiime that instead of the second inequa:Lity of (2-3), the

inequa:Lity　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぺ

吼
Sl
　　　　　　　　　　　　　Ｚ≦　Ci5 l^il　　　9　　i゛1ﾀ２

holds　for　each　subsystem and　as Slime　ｆｕ：rtherthat -the function ぽｉ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／in (2-3) is given by the form　of　Ｍﾉ｀i°X^'JC:i (i=l,2).　　Thenﾀ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／we have ｃｉＰｃｉ２゛ｃｉ４°１（ｉ°１タ2）゛ｄ（7ｙi）ji≦－ｌ｀iｙi（t-ｔ）（i°1・

Ｒ）．　　　　　:By　choosing ･the　matrices Ｐ!and　Ｑ　of　Theorem ３．3　as P=T

and　Ｑ＝Q　and　applying the　theorem -to　the　syatem descri‘bed bｙ

（.3－42卜■to (3-44),　ｖrｅ can conclilde^the system is ＡＳ工I, if the

ma-trix　of　the　form

2We2(･CO ) = diag(2) + offdiag( -・　Fb,‘Hc1「Ｋ°．．　－　　　［bnlc゛Ｋ°　.］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j“J‾ci5十r^e　ソ　　　ーj（”－cj5十r-j-e^゜‘り

is　positive　definite　for allω（Ｏ≦．Ｑﾉ≦ｏ・) and if　-the　condition 1°

of Theorem ３．３is satisfied for the equations

　゛　　　　ｓ － ^15 十-s゛゛Ｏ　(i=l,2)

Figs,　3.3 (a) to (c) present　the　displayed　c omput at i o nal resu:Lt

of ｄｅｔ（Ｗｅ２）ｖｓ．frequencyω‘for various range s ｏｆω　タwhen the

parameters　of　the　system ａｒｅ･given ａｌβ

　ｂ１°19　Icil =1,　K1°0.02タ　ｃ１５°0．08タ　ｒ１°１タ　で＝1．047　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　ｂ２°１ｙ　１ﾀ２卜゜１タ　　Ｋ２°0.02タ　　ｃ２５゛0．89　　ｒ２°１　・

For　these　value s　of　the　parameters, it　can te　shown from Ａｐ:pendix



-

Fig. 3.3

（ｏ）　　The　FrequencyRange is ω゜O～ω＝5

(b) u ＝Ｏ～ u) = 0.9
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continued　to nexf page.

Displ°y Outp°t of det(Ｗｅ２(iω))f°r Some R°｢igesof ω

－

－

－



（ｃ）　ω＝O～　ω＝10
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(C) that　the　condition 1 of Theorem ３．３　is　satisfied.

Therefore,　the　system has　proved　to　be　ＡＳ工工,。

　　Thus, if　computers　with　graphic　display　devices　are　avai:Latle,

the　theorems　of　this　chapter　will　provide　ａ valuable　aid for

ｅｘ゛一皿Ining　the　stability properties　of various kinds　of　large

scale　systems.

●”



５９

Chapter　４　　Conditions　for Positive　:Definitenesa　of Rational

　　　　　　　　　　　Matrices

Section　４．１　　　Introduction

　　　工ｎ　-this　cHapter　we　deal　with　conditions　for　positive　definite-

ness　of　rational　matrices　in　order　to　compare　the　frequency

domain　stability　theorems　of　the　preceding　chapter　with　other

theorems　obtained　previously　and　to　reduce　the　frequency　domain

conditions　more　tnactable　forms.　　　　　The　problem　discussed　in

this　chapter　is　formulated　more　precisely　as　follows　ｓ　Under

what　conditions　ａ　square ma‘trix G(s) ={gi.(s)]　' where Si j(ｓ)

is　ａ real rational　function, is　posi-tive　definite　for　any pure

imaginary value　of　ｓ．　　　　　工n.general, the　condition for　posi-

tive　definiteness　of　ａ matrix　can te　checked ｂｙ　strum's　test.

　if　the　actual　value ｓ　of　the　elements　are　given.　　　　　However,

　this　test requires　"troublesome　manipulations　as　the　increase　of

　the　dimension　of　the　matrix.　　　　　Besides, to　get　the　condition

　for　positive　def initeness　in　an　analytic　form　is　generally　not

　so　easy ty　any me ans.　　　　　So, we　ｓｈａ工１　te　atle　to　have　an

　answer　to　this　problem　only　in ａ restricted　clrcumstaacer･・

　　　工ｎ　this　chapter, we　discuss　the　conditions　for　positive

　definiteness　or　positive　semidefiniteness　of　the　matrix　as　the

　following procedures, which will te　shovm in section 4.3.

　　　First, a　siifficient　condition for　positive　definiteness　of

　■the　matrixis　given in ａ matrix from.　　　　　Next, unc!er　certain

. constraints　to　diagonal　elements　and　pairs　of　offdiagonal　elements

　of　the　matrix, a　necessary　condition for　positive　definite ness

　is　given.　　　　　Finally, it　is　shown　that　the　atove　tv/0　conditions

　are　equivalent　-to　each　other　and　give　ａ　necessary　and　siifficﾆient
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condition for　positive　definiteness in　an　alge"bi?.aic　formty

imposing　some　other　constrain-ts　to　the　elements　of　the　matrix・

Whether　the　elemerfts　of　the　matrix　satisfy　these　constrain1;s

or　not　can‘be　examined i3y　ａ　simple　calculation or ｂｙ　drawing the

vec-fcor　loci　of　them.　　　　　:Discussions　for　posit:ive　semidefinite-

ness　of　the　matrix　are given　in para]Llel　with　those　for　positve

definiteness.　　　　　工nthe　next　section, some　preliminary lemmas

concerning　the　propert:ies　of　some　classes　of　matrices　are　present-

ed.　　　　　　工ｎthe　last　section　of　this　chapter, several　exam:pies

are　given ･to　show　the　usefulness　of　･the　results　of　this　chapter.

Section　４．２　　　Some　Preliminary Propositions

工jetus　consider　８．sq^uare　matrix A(s)゜{８ｉｊ(ｓ)で}of　order m

V7hose　elements　are　real　rational　func-fcions　of　complex　argiimen't　ｓ．

工ｎ　this　chapter, we　write　the　matrix Ａ（ｓ）ａｓ　follows

　　　　球ｓ）゜ｄｉ昭( aii(s卜）‘4‘七rｆと昭卜８１ｊ（ｓ））

Now, let　us　show the　definitions　of　-the　class　of　positive　defini-

te　ma-^rices　and　positive　semidefinte　matrices.

Definition　４．:L

　Ａ matrix Ａ（（£　）ｉｓ〉positive definite ，if the inequality

£（Ａ十£）ＺンＯholds for any non-zero vector z (e(C" ).　　　The　ヽ

class of positive definte matrices ｗｉ]LIbe ＼vrヽittensimply ａ町p:d.

Definition　４．２

Ａ　matrix Ａ（６ご　) is　positive　semidefinte, if　for　any vector

Z（eC’），tｈｅ inequality ｆ（ＡＪ）Ｚ≧Ｏholds. The　class　of

positive　semidefInte　matrices　will　he　written　simply　as　p.s.d.
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Similar　definitions　are　given for matrices　in real　number　field.

Definl-fcion　４．

　　　　　　　　　　　　　　χＳ　　Ａ matrix Ａ（ｅご　）ｉｓ　inthe　class　Q (Qo), if for　any non-

zero　vector　ｚ　, there　exist　ａ　subscript　ｋ　suchthat

　　　　　　　に帽≒０　，　　Reｉｋ（Ａヌ･）ｋンＯ（ＺＯ）

where　ズｋ and （Ａこ乙）ｋis ■thek-th element of χ　and kyc ９respec-

tively・

The　properties　of　-the　matrices　in Ｑ。have　already examined　in

(38.)。　　　　　工ｔ　is　supposed　-tha-fc　the　class　Ｑ　should　ａ]LSO　have

analogous　properties　with Q。　。フパ　　　And　this　is　indeed　the　truthl.

and　is　easily verified.　　　　　We　have　-the　following proposition.

Pro osition ４．１

　　The　following　propertie ｓ　of　ａmatrix Ａ　are　equivalent　：

ｆ
Por any non-zero vector ５と:｡(eC ) -there exist ａ natural number

　ｋ　such.　that

　　　　　　　一以ｋ卜Ｏ　，Ｒｅλｋ（ＡＸ）ｋン．０ ●
タ

２°For any non-zero vector X (e (L"^), there　exists　a diagonal

　　matrix Dx　witli　non-negative　elements　satisfying

　　　　　　ヱ：ＤＸＺ｀ンＱ

３°det( A十Ｄ）＝０　，

タ 　　　Re [XD.。Ａχ。３＞Ｏ

ｙ工)Ｇ．(9．；

４°A + D Q　　，　VD Ｇｊａ。

●

タ

●

タ

5°Herλi(Ａ＋Ｄ)(Ｎ)3ンｏ　　。ｙ:D6ぶ。　　，♭'Ｎ ｇ Ｍ

Here,.(A+:D)(N) is　ａ　principal　sulDmatiﾖ･ix　of (A+:D) corre spond-

ing to the　index set Ｎ　and　λｉ(Ａ十D)(N) is characteristic root

ｏｆ(Ａ＋Ｄ)(Ｎ)　　；
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The properties of -the matrices in Q・shown　in (38) are ■the

same　as　above,　but　where　･the　second　inequality　of　the　ｐｒｏ:perty　２°

is replaced "by Ｒｅ〔ｙ工〕ヌＡχｊ＞Ｏａｎｄｊ，ｂｙ辺ｂｅｌｏｗthe property 21

:Definition ４．４

　　　　　　　　　　　　　　　　　哨χ声　　　Ａ　matrix Ａ（ｅ心　　）‘belongs　to　-the　class　£　　, if　there　exist

ｍ　constant　positive　numbers di ( i e M ) satisfying

di Re　^ii ン 町lai丿 ±6 M

The class　£ｏ　is defined analogously so as -toinclude　the　cas9

where　equalitieｓ　hold　in　the　atove　relations.

The　following　proposition　indicates　■bhe　relations　"between　£　and

Ｑ　ａｎｄ‘between　ｊ，。andＱ　・

Pro osition

k　 1．　⇒　A Q タ keJi。⇒ＡｅＱ。

The　latter half　of　the　above　propositionwas　proved　in(38)・

The first half can te shown analogously, or can be shown easily

ｂｙGershgorin's　theorem (29).

:Definition

　　ｴｆａ matrix A (eR　) satisfying‘

　　　　　　　８ｉｊ£Ｏタｉヤj　　g　t/iタjeM

have　positive (nonこnegative) principal　minors　of　any　order, it

is said ■thatＡ belongs to the class　＆（/ら）．
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The　matrices　defined　ty Definition ４．５　are　known as　M-matrices

(semi　Ｍ‘matrice ｓ)．　　　　　We　ｗｉ]-１　show　some　of　their　properties

for　sulDsequent　argiiments.

Pro osition　４．

　　Le-tA (eR　）l）ｅ the matrix such that

　　　　　　　　ai.<0　　゛、i牟ｊ　　　゛　ｙｉ゛ｊ６Ｍ

Then　the　following　conditions‘ ａこre　equivalent　ｓ

１°Ａ１１　principalminors　of　Ａ　are　positive　；

２°The　real　part of　each　characteristic　root　of Ａ　ispositive

３°There　exists ａ　vector　でに＞Ｏsuch that Ａ］と:>0 ;

４°Each real　characteristic　root　of Ａ is positive, ;

:P『 osition 4．4

ｴiet Ａ（６吋゛）‘be -the　matrix　such. that

●
タ

　　　　　　　　　　　ai3<0　　　9　　i刎　　　　９Vi,0 ６Ｍ

Then the　ｆｏ:Llowing　conditions　are　equivalent　ｚ

１°　Each　principal minor of Ａ　isｎｏｎ。negative　；

２°　Eachreal　characteristic　root　of Ａ　as well as　of　each,princi-

　　　　　　　　●　　　palminor　of　Ａ　is　non-negative　；

３°Ａ＋£工らｋ‘，ｙ＆ンO where　工　is　ａ■unitmatrix.

Pro osition ４．５

　　Assume　■that　the　ｅ:Lements　of　the　matrix Ａ　satisfy

　　　　　　　　ａｉｊ≦．０　　　タ　　i*a　　　タ　　l/iタ0M　　●

工ｆthere exists ａ vector　　ヌ＞Ｑ such tha-fcAX > 0, "then Ａ is

in　μくａ　．　　　　　Conversely,let　Ａ be　in　／ら．　　　　工ｆ　Ａ　is
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irre due ible, the n there exists ａ vector Ｚン'Ｏ such that Ａ Ｘ ン　０．

Proposition　４．６

　　　工jetA and Ｂ（ｄ:で　）ｌ）ｅmatrices satisfying the following pro-

perties　ｓ 1）ijｓo　≫　i=^D　　・びi,DGM　；　Ａり《（几）　　；　Ａ≦Ｂﾀ

then Ｂ is in ｊｌく（冰。）。

工ｆ　ａmatrix Ａis　symmetric　with respect　to　its principal diago-

nal, the　following ｐｒｏ:perty　of　it　is　trivial.

Proposition　4．7

　　工ｆａ matrix A (eC　）ｉｓ such ･that

A == A**"or　for A (eiR　) A = A, then

　　AeQ (　Ｑ。）　⇔　Ａ 6-p.d (p.s.d)

Section-i4.-‘３　　Condition for　：Positive　:Definiteness　and Positive

　　　　　　　　　　　Semidefiniteness

　　　工ｎ　this　section, we　consider　the　conditions　that　ａ real-

rational matrix Ａ　of　the　form　of

　　　A(s) = diag( a･ii(s) )゛offdiag( aij(s) )

belongs　to　p.d　or p.s.d.　　　　　Ｆｉｒ自分。we　■tryto　get　ａ sufficient

　　　Ａmatrix Ａ　is　said　to　te　reducible ，if　there　exis-t　ａ nonvoid

NCM ( N :^ Mﾌﾟ）タsuch that ^id ° O for i 5 N 飢djらＭ“Ｎ ゛ A matrix

is　irreducible　if　it　is　not　reduci‘ble 。
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工f　we　put

the matrix Ｇ（jω）ａｓ Ｇ（jｕJ）＝Ａ（jω）＋Ａ（－j UJ ），Ｇ（jω) can １）ｅ

written as

　　　　Ｇ（j゛）゜di昭（gii（吋口) + offdi昭（gij（jω））

where
gii(ω）＝2 Re aii(D゛） ９ Ki&M

gij(j c‘)゚゛8ij(j(‘^J)゛8j1(sj°^｀j)　, i*f3　゛ Vi,aeM

:By　this matrix, we　define　ａreal　symmetric matrix Ｇ°in the　form

of

where

　○

Ｇ
一

一 diag( gA )ナoffdi昭（glj）

　　０

Sii
一

一 inf ｇ‥（ω）　, V ie M
Ｗヱｏ　　・・

gj戸で州ij(jc叫･　，ｉ=１=ｊ　, Vi,J6M

Tn　this　case，we　have　the　following　theorem.

匹

　　　　　ＧＧp.d　　⇒　　Ａ(ｊω) Gp.d ？

∀ｗｅＲ

This　theorem giveｓ　ａ　sufficient　condition for　positive　definite-

ness　of　the　matrix Ａ．

be　that

Of　course, for Ｇ　tobe　in p.d it　should

　　　　　　　　infRe ａ‥（ｊω）＞ｏ　　,1/ifcM
　　　　　　　　ω２ク　　　　　■■●

　　　　　　　　ゴ医j（抑）卜゜゜，iキｊ　　，　Vi.j&M

No1;ice　that　when ajL-j(s) expresses the むl匹ｔoutput rela‘tion of ８

physical　system, such　as　ｔｈｅ･■fcransfer　function,the element 0

　　　　　　　　　　ａ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’of　the　matrix Ｇ　can he　obtained ｂｙａ　simple　calculation ｏｒ‘by

drawing the　vector　loci　of a^ j(s) and 851（ｓ）．
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　　　Ａｓｓ°le G e p.d°　　　　Since ｇ;ｊ
° gj^< 0, i:3F0, Vi,j eM by

　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　ｏ●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・the　definition of G, G is also　in　χ　．　　　　From the　property

３° of　Proposition　4.3, there　exist　ｍ
positive constants　di (ie M)

satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yfi

　　　　　　　　　　ｄｉｇ乱゛脊djgijン０　９　　V ±&m　　　ＩＩ

This　shows Ｇ°is　in £　．

ity　are　satisfied　；

diRegii(ω) > digii ■≧－

Furthermore ， -the　ｆｏ１:Lowing　inequal-

djgij≧
　Ｗt

ﾌﾞ

§dj
gij（jc゛）・

　　　　　　　　　　　　　　　ｙω２０　, y±&y[

That is, Ｇ（ｊω）ｉｓalso ｉｎ£　for any value of　ω　(0<UJ≦o. )・

:By Proposition ４．２，Ｇ（ｊω）‘belongsto Ｑ for any value of ω　・

Considering that ＧＩ（ｊｃφ|）ｉｓａ Hermitie･-ｎ matrix, it follows ■that

ｂｙ Proposition ４．７

　　　　　　　　　Ｇ（ｊω）ｅp.d　ｆｏｒω６Ｒ

Thus ｂｙ:Definition 4.1, A(3ω）ｅ p.d,　ﾚ'ujcIK is proved。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.

Ａ　ｓｕﾆfficient　conditionfor　positive　semidefinitenesa　can be　given

as　well　in the　following　theorem.

7阻旦ｏ:rem４．2

　　工ｆＧ°is ｉｒｒｅｄｕｄｉｂｌｊand "belongs to p.s.d, then Ａ（ｊω) "belongs

to p.s.d for any　ω　（○≦ω≦Ｑ°）．

The　proof･of　the　above　theorem is　similar　to　that　of　Theorem



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　６７

4.1, but　v/here　the　property ２　of　Proposition ４．４　and　the　latter

half　of　Proposition ４．５　should te　used　instead　of　the　property

４°of　Proposition　４．３　and　the　property　３° of　Proposition 4.3,

respectively・

　　　NoW≫ v/e　have　considered　so　far　ａ　sufficient　condition for

positive　definiteness　or　positive　semidefinteness　of　ａ matrix Ａ．

Next, we　ｗｉ]-１　consider　ａ necessary　one.　　　　　・　We　write　the　matrix

　　　　　　　　　　Ｇ(ｊω)＝Ａ(ｊω)＋，Ａ(－ｊω)

in　the　form of

　　G(gco) = ReG(Dw)+ nImG(nω）＝Ｕ佃）＋jV（ω）．

Then the matrice ｓ U(u; )=ReG(jω) and Ｖ（cひ）全ｴmG（jω)are given

respectively　｀bｙ

　　Ｕ（（゛J) = diag( u^Au) ) )゛offdiag( Uj ĵ（゛））

where

　　　　　　町.i（゛）〒gii佃）゜811（jc°）゛811（“j゛）　タ　Vie Ｍ

1“1ij(c゛)゜Ｒｅｇｉｊ(j(″)゜Ｒｅ{8ij(j(″)゛8ji(‘j゛)|タi≒jタ

Vi,j M

and

　　ｖ（゛) = offdi昭（7ij（“‘’））

where

｀７ij 佃)゜ｴmgi j(j°゜)゜工111しij(j(″)4ji(“j(‘゜)}9iｷj　・

　ｙ i, 3 e M　・

Using　-the　above　notations, we　have　the　following　theorem.

匹四旦匹１

　　Ａ(ｊω)Ｇ p.d,び(が:iR　⇒　Ｕ(ω)ｅ p.d, V乙(ﾉｅ尺

Proof

"
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　　as sxime ■that Ａ(ｊω)ｅ p.d, ｌ／ωｄ?．　By Definition 4.1,

for　any non-zero　vector　ｇ ；　Ｚ゛Ｇ(ｊω)Ｚン０，ｙ(V6-IR　is satisfied・

Now,　when the　vector　Ｚ　is written as　Ｚ＝ヱ＋ｊｊ ，Ｘ６Ｒ”｀，吻6R”1。

ずＧ(ｊω)Ｚ is expressed as

がＧ(ｊω)Ｚ＝べＸ
'
i　)

―

U（c･･ﾉ）

Ｖ（ω）

V（c･ｏ）

Ｕ（しＱ）

　
ｊ

　
ｙ
人
　
　
　
嘔

　

■
*

ｊ

Therefore, the　condition that the Hermitian matrix Ｇ(ｊｔ･り)ｏｆ

order　ｍ　is　positive　definite　is　equivalent　to　the　real　symmetric

matrix　of　order　２ｍ　such　that

is　positive　definite. The　conclusion, that is, U(t^ ) e p.d,

１／ωＣＲ　comes from ａ nece串ary condition for　the　matrix X( oO)

to　ｌ)ｅ　positive　definite 。

　　　Suppose　that　there　exists　ａ real number　ａ(○・ａ

that

　　　　gii(゛)．≧gii(a･)＞０　　９　び(‘゜２０　９　μi&M

＜

-

Ｑ．Ｅ‘．:D．

oo ) such

‾゜゜くＲｅｇｉｊ(j8)≦Ｒｅｇｉｊ(j ‘4J )三ｏ　４
ｙｃ４‘'２ｏ

゛
物jい

　
　
　
Ｉ

　
　
　
０
　

万

　Under　these　assiimptions, we　have　-the　following, -fcheorem.

|．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｓ

　Theorem ４．４ﾚ　　　　　　　　　　　　　　'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　Ａ(ｊω)Ｇ p.d ，ｙω６Ｒ　⇒　Ｕ(ａ)６ p.d　ぐ＝＝Ｓ゛ Ｕ(ω)ｅｐ．ｄ　，ｙしり２０
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Procばし

　　The firs-t half is obvious from Theorem ４．３．　　We will

prove (⇒)ｏｆ the ]Latter half.　　　By assumption (1),

Ｕ(ｃり)has non-zero offdiagonal elements and is sjnnmetric for

any real　ω　　．　　　　　Therefore, it　is　verified ｌ)ｙ　the　property ４

ｏｆ:Proposition ４．３that Ｕ(ａ)Ｇp.d and Ｕ(ｃ･り)ｅp.d, ｙωＺ Ｏ are

equivalent to U(a)G Ik　and Ｕ(ω)ｅｋ　，μの> 0 , respectively.

The conclusion can "be immedig-tely obtained from Proposition ４．６。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.

　　　As　wasunderstood　ｂｙ　the　above　proof, imder　the　assumption (1)

the ･existence　of the matrix Ｖ（ω) make ｓ the　difference between

the　necessary　and　siifficient　condition for　positive　definiteness

of　-bhe　matrix Ａ（ｊω) for　any ｒｅａユω　　and　ａnecessary one　given

in　the　above　"theorem.　　　　　　As　to　the　condition for　positive

semidefiniteness, the　following　results　can ‘be　obtained　　corresp-

onding　to　Theorem　４．３　and　The orem　４。４．

匹

　　A(,Jω) fe p. s. d　，ｙの宍侭　⇒　Ｕ（ω) p.s.d , Vω．≧Ｏ

ｴheorem ４１６

　　工ｆ　the　assiimption (1) is　satisfied, then we　have　ａ proposi-

tion　such　that

Ａ(ｊり)ｅ p.s.d ,ﾚ'ωｅ政　⇒リ(ａ)ｅ p.s.d･Ｑ＝＝＝２;･･　U(W)6 p.s.d ,t/to>0

NoＶｆ，　－ｅ　consider　･the　case　where　the　follov/ing　conditions　are　met

instead　of　the　condition (1)　；



gii(o゜)２' gii(a)丿０９　ぴ゛≧０，　V ±&M

‾゜゜くRegij(ja)゜で堅ｊ ｇｉｊ（ｊω）χ≦ｏ９　ｉ≒ｊ　ｇVi.neM

Å

Then from the　definition of　the　ma'fcrix Ｇ°,v/e　have　U(a)゜♂

Moreover, "by The orem ４。１　and　the　first　ｈａ]．ｆ　of　The orem ４。４　，

the　following　the orem　can he　ａ七tained.

□leorem ４・！

　　Under　the　condition (2), we　have　a proposition　such　that

　Ａ(ｊω)ｅp.d ，ｙ乙∂６Ｒ　＜二＝ンU(a)= G°ｅp.d

70

　　　Similar.theorem　on positive　semidefinteness　can be　obtained

as.follows.

Tlieorem 4.旦

　　Under the　condition (2), we　have　ａ proposition such -that

　　Ａ（ｊω）ｅ:p.s.d，１／゛４Ｒ⇔U(a) = G°Ｇp.s.d and U(a) = G°；

　　irreducible

(2)

Y/hether　the　elements　of　the　matrix A(s) satisfy　the　condition

（２）ｏｒ　not　can be　checked　as　well　as　■the　condition (1), Theorem

４．１　andTheorem　４．２　ty　ａ　simple　calculation　ｏｒ‘by　drawing　the

vector　loci　of　them.　　　　　Pig. 4.:Ｌ　shov/s　the　regions　for　the

condition (2) on　･the　ｃｏｍ:plex　plane．　　　　　The　first　inequality

of　the　condition (2) is　depicted　in Fig.　4.1 (a) and　the　other

in I'ig.　４．１（ｌ））．　　　　　Note　that　the　first　inequality　of　the

condition (2) is　the　same as　that　of　the　condition (1) and

the　second　one　of　"both　conditions　is　not　included‘by　each　other.
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Fig. 4.1　　Regions for　Condition (2)
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　７２

Theorem　４．７｡and　Theorem　４．８　shov/　that　under　appropriate conditﾆions

we　can　ob-tain　the　necessary　and　s-officient　condition for　posit:ive

definiteness of the matrix Ａ（ｊω) for any real value of °。）ｉｎａ

matrix form.

Section　４．４　　　Some　工llustrative　Exampleｓ

　　　工ｎ　this　section,we　give　some　exam:pies　of　rational matrices

satisfying　the　assumptions　of　the　"theorems　in the　previous　sec-

tion. As　aiready mentioned, v/ith respect　to　positive　defini-

teness　Theorem ４．１　gives　ａ　sufficient　conditionand Theorem ４．３

givesﾆａ　necessary　one.　　　　　　工ｆ　we　assume the　condition （２），

then　the　necessary　and　sufficent　condition　can ‘be　derived　as　ｉ:ｎ

Theorem 4.7.　　　　　Cheeking whe ･fcher　ａmatrix A(s) meets　the　condi-

tion (2) or　not　can be　carried　out　ｂｙ　ａ　oTDservation　of　the　Ａ〔ｓ〕

or　ｂｙ　ａ　simple　ｃａ:Lculation if　the　element　of　A(s) has　ａ　simple

form　or　"oj　drawing　the　vector　loci　of　the　elements,　otherwise.

　　　We　consider　first　the　case　where　the　elements　of　A(s) have

comparatively　simple　forms.

Example 1

　　‘Let　Ａ（‘s)"be　the　form of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｎ●
●

　　A(s) = diag( K±　) + offdiag( - -宍戸jﾋ丁）

whrere

Kiン０， dijンｏ（i=り），　　］/i,d 6M

Apparently, the　elements　of　this ･matrix　satisfy　the. condition-.(2)
"



and　U(a) equals　to　Ｇ°where　ａ　＝　０．

　　　　　　　　　　　　　　　７３

Pig.4.2　shows　the　vector

locus　of the　offdiagonal (i,j) element, that　of　conjugate (j,i)

element and the smn. of theｌ〕ｏｔｈ］-oci.　　Inthis figure,

８ｉｊ　denotes　the{i,3) offdiagonal　ｅlement　of　-A(s).　　　　　By

virtue　of　Theorem 4.7, -the　necessary　and　sufficien-t　condition

for positive　definiteness of this raatriχcan be　obtained immediate-

１ｙ　as　follows

　　　　　　　　　　　　　　　　　A(0)p.d

工ｎaddition, it migM te　noticed ■that　thismatrix has　the　same

offdiagonal　elements　as　appeared　in(3-24), which was　given as

the　transfer　matrix　of　the　imaginary　system　工1-．

尽写ａ皿p瓊旦

　Consider　■the　matrix

A(s) =

一

一

き　
３

　
ぐ
　
　
．
Ｊ

　
　
・
―

ｔ

｜

石石７訂７ｒ＋Ｘ1

　　　　　－１
-
　Ｓ２＋　Ｓ　＋　１

　　　　].
‾匹‾７‾7TＴ

　　Ｓ＋11こてこてＴr＋Ｋ2

Ｊ

As　known well, by　hitherto-obtained　frequency　domain　stability

criteria　extended　to　:Large　scale　systems, the　stability　condi'tion

re ads　that　ａ matrix ，whose　elements　are　real　rational　functions

of　ｓ　of　comparatively high　order, "belongs　to　the　class　p.d.

However, the　work required　for　checking　this　condition is　not　ａ

easy　one　as　aforesaid.　　　　　, Hirai　and　Kurematsu　proposed　ａ ｇｒａ一

phical method　of　checking　positive　definiteness　of　the　real

rational matrix, taking　the　a"bove　matrix　as　an　example ，tut　the

me thod　is　applicable　only　when m is　less　than or equal to ２m
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The　vector　loci　of ａ１１（ｓ）［ａ２２（ｓ）ａｌｌｄａ１２（ｓ）＋８ｊ;１（ｓ）ｏｆthis

matrix　are　depicted　in Pigs. 4.3 (a), Cb) and (c), respectively･．

Prom　these　figures, it　can easily ■be　shovm ■that　the　matrix　satis-

f ies the condition (1) where a = oo , but not the condition （２）．

Therefore, we　can no-fc　obtain　the　necessary　and　sufficient　condi-

tion for　positive　definiteness ｂｙ Theorem　4.7.　　　　　But　we　can

obtain ａ　sufficent　condition and　ａ necessary　one　separately ｂｙ

Theorem ４．１　and　Theorem 4.4, respectively.　　　　　　The　matrix　Ｇ°

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・in Theorem ４．１　is　calculated　as

エ

２

　　Ｏ

Ｇ

where

"ａ 一

一

一

一

K1

”W　ａ

四百
72

一

一 0。073°゛‘

Whence ｇ　ａsuffice nt　condition for the　matrix to be　in ｐ．ｄ is

given by　Theorem　４．１　as

　　　　　　　　　　KiE2ンｉ‰0．0053’‘ ゛

On the　other hand, a necessary　condition is　given ‘by Theorem ４．４

as　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　″

　　　　　　　　Ａ（ｊｃ･Ｑ) = diag( K± )e p.d

Tliat ｉｓタ.Ｋ:Ｌ）Ｏ and ｘ２ンＯ． Hirai　and　Kurematsu　obtained　the

necessary　and　sufficient　condition for　positive　definiteness　of

this　matrix ｂｙ　their method　as Ｋ１ン０９　Ｋ２ンo:"'　　　Consequen-tly,

111 this casa Theorem ４．４gives ａ　necessary and sufficient　confli-

tion.

"
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continued　fo next page.

　　　　　　　　　　i
Fig.　4.3　Vector Loci of the Elements of the Matrix in EX。mple 2
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Example ３

　　We　consider　the　following　transfer matrix of　order　３．

Ａ（ｓ）＝

一
一

8ij(ｓ
ハ

　Ｋ1

－１

(Ｓ＋1)(2S＋1)(3S＋1)

Ｓ

1

－4: １

K2

　ｓ２＋2ｓ＋3　　　　　1.
‾‾５て4s + 2　　７７‾「

　　－２

マフ‾工‾

　－２

Ｓ＋３

7卜いｘ3

78

Figs.　4.4 (a) to (c) are　･the　vector　loci　of　the　offdiagonal

ｅ:Lements, those　of　connugate　elements　in　symmetric　position and

the　sum　of　ｔｈｅｍぷ　　　　　Pig.　4.4 (d) is　the　vector　locus　of　the

third　diagonal　element.　　　　　We　can ｃｏｎこfirmf27Om these　figures　・

■that　the　matrix　saiJisfies　the　condition (2) and　ａよ＝　０．

Ｗｈｅｎｃｅ，‘byTheorem ４．７　the　necessa:ry　and　STifficient　condition ｆｏｌで

positive　definiteness　can ‘be　obtained　as

　　　　　　　　　　　　　　　A(0) p.d

　Example　４　　　．．
-

　　　　　工jet　Ａ（ｓ）ｂｅ　such　that

A(ｓ)゜{aii(s)l

　　　　∠・･

where
"

犬匹

K:Ｌ７ ０９　Ｋ２７ ０．

之

ｓ゛＋　２ｓ　＋　:L

　　　Ｋ2

ｊ
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continued ･to next page.

Fig.　4.4　　Vect°rLoci of the Elements of the Matrix in Example 3
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8１

The　vector　locus　of　the　offdiagonal　elements　of　this　matrix is

shown　in Pig.　４．５タ　｀″here　８;1　denotes　the　conjugate　of　８２１・

From　"this　figure ， we　can　see　that　the　matrix　satisfies　the

condition (2), where ａ＝Ｏｏｒａ＝尼． Therefore ｇ　the　ne ce-

ssary　and　sufficient　condi-tion for　positive　definiteness　is

obtained ty Theorem ４．７　as

　　　　　　　　Ａ（Ｏ）＝Ａ（＋ｊ徊）ｅ:p.d

Whence, v/e　have　　　　　　　　　　　　　　’

　　KiKp >　1/2,　　　K1）〇？　　　　K2｀ン０

Thus, it　has　１〕een　shov/nthat, under　certain　conditions　for　the

elements　of　ａ real　rational　matrix, the　necessary　and　sufficien-t

condition　for　positive　definiteness　or　positive　semidefinteness

ｃａｎ‘be　transformed　into　ａ　simple　algebraic　condi-tion.　　　　　　The

conditions　for　the　elements　of　the　matrix　are　checked　T3y rela"tive-

１ｙ　easy　procedures.　　　　　These　results　will　give　fundamental

means　to　transform　the　frequency　domain me thod　into　algelDraic　one

equivalently.　　　　　工）ｅtails　of　an　approach　and　resuits　of　the

transformation will　be　developed　in　the　next　chap-ter.　　　　　Even

when　the　condition (2) is　not　met　for　ａmatrix, we　can obtain

ａ　sufficient　condition ‘by　Theorem ４。１　and　ａnecessary　one　T3y

Theorem　4.3, inとiependently.　　　　　Especially, Theorem　４．３　provides

ａ　tractalDle　step　:For　checking　positive　definiteness　or　semidefini-

teness　of　the　matrix・　　　:Finally,it　should‘be　noted　-bha-fc　the

re suits　of　this　chapter　are　considered　to　have　ａclose　relation

to　the　applications　of ｍｕ:Ltivariable circle　criteria　obtained by

Rosenbrock (s-1) or　Cook (s-2).　　　However　the　detailed　discussion

about　ｉ!;will not　be　given.
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Fig.　4.5　ｖｅｃt°r L°ci of the Offdiagon°I Elements of the Matrix in Example 4
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　　　　　　　　　　TTieorems　into　AlgebraicForms
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Section　５．１　　工ntroduction

　　　工ｎ　■the　preceding　chapteＴ，　we　derived　the　conditions　ｆ９『

posi-tive　definiteness　and　positive　semidefini-teness　of　ａ ｒｅａユ

rational matrix　in　ａ matrix form under　some　restricted　circum-

stances.　　　　　We show,　in　this　chapterタ　the　stability　conditions

in frequency　domain of　chapter　３　･can ‘ｂｅ　■transformed　into　alge-

"braic　conditions.　　　　　　By　this　transformation　the　stabili-ty

conditions　of　some　of　the　theorems　in　chapter　３　iDecome　compara‘ble

with　those　of　-the　theorems　which. have　alre ady "been　obtained

ty　other　authors　in an　alge"braic　form.　　　　　We　will　give　some

further　considerations　ａ‘bout　the　theorems　in　chapter　３　ｂｙ　compa-

ring　them･with　other　"theorems　in an algebraic　form.　　　　Further-

more, we　shov/　that　ｂｙ　the　results　of　■the　preceding　chapter　it　，

is　also　possible　in　some　case ｓ　to　transform ｆｒｅ[luency　domain

criteria　of　]-ａｒｇｅ　scale　systems　established　by　other　authors

into　an algebraic　form e qui vale nt ly,　　　　　　And　we　also　show

that　even　if　this　equivalent　transformation　is　impossible,　ｖｉｅ

can　o I)-tain　ａ　sufficient　condition for　the　criteria　in　ａ matrix

form.　　　　　　Whence ， in　the　latter　case ， we　have　ａ　sufficien-t　condi-

■tion for　stability, though　of　course　arre stricted　one, in　an

algebraic　form. 工ｎ　the　same　way, a　necessary　condition for

the　criteria　is　:presented　and　it　is　shown by　an　example　-that　the

condition provides　ａ　simple　test　for　checking　the　conditions　’

of　the　cri-fceria.



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　８４

Section　５．２　　　Considerations　on Theorems　in　Chapter　３

　　　The　procediire ｓ　required　for　assuring　stability　of　large　scale

systems　ty　theorems　in　chapter　３　are　to　check　positive　definite-

ness　of　the　real　rational　matrix　constituted　mainly　by　the　system

transfer matrix.　　　　　So, by utilizing　the　results　of　the　preced-

ing　chapter, we　will　te　atle　to　compare　some　of　the　result　in

chapter　３　woth　other　"theorems　previously　obtained.　　　　Since　we

have　also　to　make　use　of　some　other properヽties　of　matrices "belong-

ing to　the　class　Ik　　, let us　collect　them in ･the　following lemmas.

　　　　　　(17)ｋ匹旦エユ_

　　工jet Ａ ６Ｋ　。 工ｆ　Ｄ　is　ａ　diagonalmatrix with positive　diago-

ｎａ:Ｌ　elements, then工)Ａ　and DA be long to　IK as　well.

k。ａユＪ２「

　　Let Ａ（４Ｒ　）ｂｅ　ａmatrix such that

　　　　町ﾚi^°　　タ　　ｉキｊ　　　゛　　V±,de Ｍ．

The　necessary and　sufficient　condition for Ａ　to　te　inthe　class

　Ｋ　　　isthat　there　exists　a diagonal matrix W (=diag(wj[)) with

positive　diagonal　elements　such　that　the　matrix given ty

　　　　　　　　　Ｂ＝子( WA + XW )

is　positive　definite ，

We, first, consider Theorem 3.4.　　‘　This　theorem treats　the

sys-temΣＬ． Many　stalDility　the orems　for　the ･.sys-temΣＬ

have　"been developed ｕ:ｐ　to　now,"because　its　imaginary　system　ｌ｀-

"
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are　linear　and　can be　examined　easily.　　　Now, if　we　put　the

matrices　Ｐ and　Ｑ　inTheorem ３．４as

　　Ｐ＝工(unit matrix) ,　　Q = Q(null matrix)

then the matrix W(mj ) given "by (3-25) and (3-26) becomes

W(ca;) = diagCciJ,) + offdiaべ‾琵茸ジ尚Ｕ≒2
-dco+ c.》≒Ξ)〕(5‾１)

:By Theorem ３．４　the　stability　condition of　ΣＬ　　is　ｏ‘btained　as

the condition for positive definiteness of W((/0) for any real

value　of Ｃμ　． Recalling　example　ｌ　of　chapter　４， this　condi-

tion is　equivalent　to　ｐｏりitive　definiteness　of　the　matrix

　　°D2Vji
¨弓可‾

～
(5-2)

ＮＯＷﾀ　we　put matrices I-l　and Xl　as　follows

　　巧｡= diag(0^3/012)゛ｏｆｆｄｉ８名（－゛i4y月/9jl）卜に

　　　　　　　　　　　　　　十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－3）　　Ｘ１ ゛ diag(ci2/ci3Ci4)　　　　　　　　　　　　　　　ム

Then Ｗ（○）ｃａｎ｀ｂｅ　v/rittenａ合

　　　　　Ｗ（Ｏ）＝士（XIL1＋ｊｘ１）

Noting　that　the　ｏ:ffdiagonal　elements　of　工'1　are　non-positiveタ

it　is　shown ｂｙ Lemma ５．２　that Ｗ（○）ｅ　p.d　is　ａnecessary con［aitﾆion

t6 L1引1く．　　The condition］:･101くis no　other　than the　codi一

tion｡６ｆ　the　theorem given ‘by §ｉｌｊａｋ（５９）‘．　　Namely,the ｃｏｎ・卜

tion of　Theorem ３．４。where　the　matrices Ｐ and Ｑ　are　chosen as

工　and　Q, res:pectively, im:plie ｓ　that　of　§ｉｌｊａｋ゛ｓ　theorem.

However, a comparison of Theorem ３．４　initself with Siliak's is

no ｔ　known now.

"

Ａ comparison l3etv/een Siljak：゛ｓtheorem
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and　the　theorems　given ty o-ther authors　is made　ｌ)ｙAraki(3)・

He states in (3) that his theorems include iSiljak's, but he also

states　there　-the　converse　has　not　yet　"been proven。

　　Next, we　consider Theorem　３．３　which gives　the　ｓｔａｂｉ]Lity

condition of the system ΣDu ．　　To begin v/ith, remind

that　v;e　could have　the　same discussions　as　those　in　chpter　４

about　non-rationa:Ｌ matrices whose　elements include　ｉ゛ , and that

the　results　of　chapter　４　are　also　true　for　these　matrices.

工jeｔ　us　assume　that　for　■the　system ΣDu　the　following　inequalitie ｓ

hold.

　　　　　　　　ｃｉ３／ｃｉ２＞ｃｉ４ｄｉ２　９ie M　　　　■

As mentioned in example １０ｆchapter 3，the condition ｒ of

(5一牟)

Theorem　３．３　is　met　inthis　case.　　　　　Therefore, to　examine

stability of the systemΣに）Ｌ，ｉｔ is left to check positive

definiteness of the ｍａセix W( CO ) given ‘by (3-25) and (3-24).

We will choose the matrices P and Ｑ in Theorem ３．３as Ｐ５＝工and

Ｑ＝　９　as well as　in Theorem ３．４．

elements of Ｗ(゜.))きしij(“j)|‘be

゛ij(ω)゛づ卜(ﾐFi‾jl

come

°jl

ci2‾ci4di2ij“″゛

　　　　for iｷｊ

＋

Then, the　offdiagonal

ｙ

－J C4）十Ｃ

iAii
j3/ｃ砲一°n4^n2

工'ｅt us manipulate　ｓ゛ｐトij(ω)|　ﾇ:orω2 01　in the ｌｌｅ°ctplace
゛

工f a　and　ｂ　are　:positive　constants　such　that　ａンId, we　have

Ｏくａ－ｂ≦ljω＋al － ’b≦DaJ＋ａ－ｂ凶゛｜

for　any value　of　ω　　．

　
ぐ
う

5-5）

(5-6)

The　last　term　of　the　atove　inequali-

ty takes　the　value　a-b　only when　ω　＝０　。 Considering

that　the- inequalities (5-4) are　assumed、we　can obtain､き　from



(5-9)

（5－6）tｈｅ ｓ゛premiim of いij（ω）laｓ follows

sup I ＼″ij(則トサij(ｏ)ト貝て]ぷ: 一一
i2‾ci4di2十ｃｊ

for iキｊ
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7ji/(yi1

/°d2-°04^

●●●●●●●●

Consequently, we　have

j2″，

5-6)

‾ｓＭ:pトij(ω)|゜゛ij(o)・　　iキjタ　ｙｉﾀD6 M　　　(5-7)

Since　the diagonal elements ｏｆＷ（(μ)are positive　constants,

the　matrix Ｗ°， which　corre sponds　to　Ｇ°　inTheorem　４．１　of　chapter

４　is　given ｂｙ

　　　　　　　　　　　　　Ｗ°＝Ｗ（Ｏ）

By　Theorem　4.1, W°Ｇp.d is　ａ　sufficient　condition for ７（ω）ｔｏ

be　in p.d.　　　　　　And　it　is　evident　that　this　condition is　also

ａ　necessary　one. Therefore, ＼'f°W(0) e p.d　is　the　necessary

and ｓｕﾆfficient condition for Ｗ（ω)ep.d, Vω（Ｏ≦．ωＳｏｃ））．

:From (3-24) and (3-25), it follows that

W（O）〒di8g（（々4）｀l’offdiag

ｒ
に
Ｗ
―
一
２

ト

ｉ

yij/cj1‥＿

/°i2-°i4*^i2
Ｃ

ｈとし_

/cj2゛ｃj4dj2

●●●●●● (5-8)

～

As　■the　offdiagonal　elements　of　the　above　matrix　are　non-positive,

the　condition W(0)6 p.d　is　equivalent　to　the　condition ■that

w(o) e Itく　　fromthe　propertie ｓ　of　the　ｍａセヽices　in　れ　　・

工ｆwe put　square　matrice ｓ　Ｌ２　and　ｘ２　as

L2 ° di昭（吐£立ざよ已jj‘）　゛　offdiag( -IlA‘yij）
Cj_2

　　ヤ゜（fli8g（ci3％jlyL2ci4

it　follows　that

）

Cjl

タ

Å
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According　to　analogous　discussions　to　those　in the　case　of

Theorem 3.4, it　can also　te　shown ■that Ｗ(Ｏ)ｄくonly if ｴ12^ In- ･

Ａ１１　this　can‘be　put　in the　form of ａ the orem thus ；

Theorem ５．1

　　　Assume　the　relation (5-4) holds..　　　!Ｉ!he　systemΣD. is

ＡＳ工L, if　the　matrix W(0) given ｂｙ（５－８）ｂｅｌｏｎｇｓ　to　the　ｃ:Lass　p.d.

This　theorem　shows-. ･that under　appropriate　conditions　Theorem△３．４

can partly be　transformed　into　the　theorem in an algebraic　form

equivalently.　　　Ａ　comparison of　Theorem ３．４v/ith. other　theorems

will　be　omitted here ， be cause　there　ａこｒ゛ｅ　fewadequate　the orems

to　compare　with　so　far as　our reseaこrch.　　　As well, as　to Theorem

３．５　and　Theorem 3.6, where　large　scale　systems　v/ith non-finite

”sector　conditions”vrere　dealt, we　will　not　treat　here because

of　the　same　reason mentioned　above.　　　　Note　that, in the　case

of　Theorem ３．５　and　Theorem 3.6, the　■transformation into　an

algebraic form is　not　an ｅａｓｙ　ＶＩorkon account　of　the　existence

of non-constant diagonal elements in the matrix Ｗ（ω) given in

（３－２７）ｔｏ（３－２９）．　　　　　Hov/ever,the　examp:Les　in　the　next　sectioa

will　give　some　refferences　to　the　applications　of　these　theorems.

Section ５．３　　Applications　-bo　Cheeking the　Conditions　ｏ:f:Frequency

　　　　　　　　　　　　DomainTheorems‘by other Authors;
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The results of chapter ４ are ｕｓｅﾆfulnot only for reviTr･itingthe

theorems　of　chapter　３　tut　also　for　ａｐ:plyingfrequency　domain

theorems　of　large　scale　systems　obtained　ｂｙ　other researchers

ｕ:ｐ　to　now.
We　will give　some　example ｓ　to　illustra-fce　usefu:１－

ults　of　chapter　４．　　　　　Most　of　frequency　domainness　of　the　results　of　chapter　４．　　　　　Most　of　frequency　domain

theorems　ｒｅ(!uires　checking　positive　definiteness　of　ａreal-

rational matrix with　comp:Lex　arguinent　ｓ　for　its　stability　condi-

tion. We　take　here　Partovi　and Nahi ･ s　theorem (51) as　ａ

representative　of　them. The　outline　of　the ir　the orem .iｓ;

shown below for　subsequent　arguments.

Partovi　and　Nahi's

工jet　ａ　system‘be　formulated‘by　the　following equations

　　丘＝Ａｚ＋Ｂ＼／（９-，ｔ）　，　ｇ｀＝Ｃｔ

where
　　　　　　'WI　　　　　　　　　　　　？ylχr≫
]こそＲ　；AI:BタＣ°Ｒ　　　；　/(c^, t)eR"　，

(5-:LO)

and

　f( ９ ダ
ｔ)４ﾚ:L(町ｙ ｒ２ダ“μ)タｆ２(ひ１タ0'2ダ゜゜μ)ダ゜’ﾀfm(町;ｒ2ﾀﾞ‘'μ

Here ｇ　each　component ｆｉ(ｒタ　t) is piecewise continuous in　ｒ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●and　ｔ　sucli that (5-10) has　ａ unique　solution and　satisfies　the

ｆｏ:LIowing　condition

○く巳 ≦
ｆ’（ｒ１

゛
‘ ^2>--°゛ｒ　゛ｔ）

＜Ｋ･ － ε
　　　　　　　　町　　　　　　‾　１

　　ｆｉ（　Ｏタ　Ｏタ　゜゛゛タ　Ｏタ　ｔ）゜０　, t> 0

Å
ノ

i M (5-11)

、
。
Ｍ
″

Then, v/e　have　the　following　stalDility　criterion^

↑　　　The expressions used in their theorem are not faithfully

followed　in　detail　for　convenience's　sake.



ｉ

―

－

－

Ｉ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　９０

Por　the　system　of (5-10), if　Ａ　has　ａ１１　its　characteristic　ｒｏｏ七ｓ

with negative real parts, fi 0-, t) satisfies the　condition (5-11)

and W( uj) given ‘by

w(ω)＝〔Ｇ(jω)＋Ｋ〕･√〔Ｇ(jω)√Ｋf

where

Ｇ（ｊω）＝-ｃ（ｊωエーＡ )"'b

K = diag( K£' )

(5--12)

(5-13)

is　positive　definite　for　ａ１１　ω　, then　the　system is　absolutely

stable (　that　is, the　system　is　ＡＳ工Ｌfor　any functions　satisfy･-

ing (5-11) ).

We consider　the　application　of　this　theorem in　the　following・

Example　１

　　　工･etａ　system be　v/rittenイby　the　equation

　X1‾X2
-x:L ° -4×1 ＋2×2－　言そうjj

X2゛X1－X2“

2Ｘ:L＋Ｘ2

印可yｘ2

where　Ｋ１＞Ｏ　and　k:2> 0.

have

－１

○

ｊ　
Ｏ
　
‘
―

　
　
　
　
　
一

タ

and　the　transfer matrix

G(ｓ) 一

一 -C(sエーA)" B 。

ダ

ｊ

iＫ:L

Å
－
ノ

Taking町=Xi-X2, (72=2X:L＋X2タ

１
　
　
２
．

－１

１
ｙ

Ｓ

四

S２十　５Ｓ十２

、　2s + 1

s^+ 5s + 2

四

-4

１

Ｓ

　Ｓ＋２
-

２＋　5s + 2

　　　Ｓ

S｀十　５Ｓ十　２

we

(5－14)

(5-15)



Ｉ
　
１

The matrix Ｗ（ω) of (5-12) can be v/ritten as

w(ω) = rG(jω)＋Ｋ〕＋〔(r(jω)＋Ｋ〕

where･ G(s) is given "by (5-14) where ｓ＝ｊωand

　　　　K = diag( Ki )　　，　ｉ°1,2.

Hereタfl( ^i) and ｆ２（くy'p)are taken as

ｆ１（゜゛:Ｌ）＝

and

Xn - X2 2Xi + Xp
石ﾆ:こ覇ｊＫ!f2( 0-2)゜マi :こﾐ汀戸2
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(5-16)

(5-17)

　　Ｏと■ぺこﾘ≦Ｋ:L　　9　プ0 <£2iiｼﾞ庄！ Ｋ２

The　condition for the matrix Ｗ（ω) of (5-16) to be positive

definite　for　all u)　give s, the　staTDility　condition　of　･the　system

(5-14).　　　　　For　checking　positive　definiteness　of　ａ matrix,

Sylvester's methむｄ　and　strum' s　test　are　usually　employed.

And　these　methods　generally　requires　lalDorious　manipulations

as　the　increase　of　the　order　of　the　matriχ．　　　　　　However, if

the　elements　of　ａ matrix　satisfy　ａ　certain　constraint, such as

the　condition (2) in chapter　4, we　can　obtain　the　condition for

positive definiteness directly.　　　The matrix Ｗ（ω) given

ｂｙ（５－１５）ａｎｄ（５－１６）ｉｓone of such matrices that satisfy the

condition (2).　　　　　　To　see　this, we　show　the　vector　-the　vector

locus　of　the　diagonal　elements　of G(s) in Pig.　5.1 (a), and　the

loci　of　the　offdiagonal　elements　ｇ１２（ｓ）ａｎｄ　g2i(s) and　the　Slim

of　them are　in Pig.　5.1 (‘ｂ)． 工ｎ　this　case, a real　ｎｕｍｌ）ｅ『

”ａ”in the　condition (2) is　ifound　to　he　０．　　　　　And　we　have

the　condition for　positive　definiteness　from Theorem ４．７　as

や（o）＋○＋〔Ｇ（o）＋バe p.d (5-18)



?”

－一一

ｊ-･･ ･-●･ ．--●･ ．･Ｊ㎜

Fig

.

5.1

ｆ ･ ● ｀ ﾐ ﾐ 心 7 ←

(b)

(a)　　Di・９ｏｎ。Ｉ　Element-

- － - －

offdi・９ｏｎ。IElements ｙ

Im

Vector Loci of the Elementsﾐ・f the Matrix (5-15) '■

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lil.　　　　　　　　　　　　　　　　｜

Re

92



(5-22)

and　the　ｓｔａ‘bility　condition

K:LK2〈ずＫ:Ｌ＞ｏ ｌ　Ｋ２＞ ０

93

(5-19)

Even　if　it　is　proved　that　the　condition (2) is　not　satisfied

for Ｗ（の), we can most:Ij get ａ sufficient condition for posi-

tive　definiteness　in　the　process　of　checking　the　condition (2)

ｂｙ TTieorem 4.1. See　-the　following　example　；

Example　２

　　工･et　the　system　equations　ｌ）ｅ

　ｉ:1＝－Ｘ］ご＋X2－f1（（7｀1）　，　町＝X1 － X2

　聡゜－Ｘ１ － f2( O-p)　タ　（7｀2＝－X1＋Ｘ2

Å

(5-20)

｀″here fi( O-i) (i°1,2) satisfies the　”sector　condition”　shown　in

:Fig. 5.2 and is written as

Ｏミ゜゛ifi（゜｀i）≦Kiべ　, E.>0 (i=l,2)

We　have

and

:B =

(5-21)

－１

０

ｊ　
ｏ
　
　
　
ｌ
｀

　
　
　
　
　
　
一

G(s) = -C(sエーＡ)≒B

じ

K = diag(

土工十∧」

　Ｓ　＋　１
-
Ｓ２十Ｓ＋1

　S＋１

‾７７‾元‾Ｔ

－1

）

ｙ i=l,2　。

-

Ｓ２＋

Ｓ
－
Ｓ +1

　　　‥　Ｓ　　。__

Ｓ２十Ｓ＋１

ｊ
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T'ig.　５．３　shov/s　the　vector　］Loci　of　the　two　offdiagonal　elements

of　G(s) and　the　locus　of　the　sum　of　them. The　vector　locus

of　the　diagonal　element　is　not　shown, "because　it　is　nothing

"but　-the　sign-changed　one　of　the　diagonal　element.　　　　　As　readi-

1ｙ be en found 'bｙ　these　pictures, W(6u )　会いij(6°)3゛〔G(jω)゛

Ｋ〕4‘〔G(j゛)＋KTd(5e ｓ not satisfy the condition (2)．

But　the　matrix Ｗ°corresponding　to　Ｇ° １ｎ Theorem ４．１　is　given

ｂｙ

　　　Ｗ°=diag( v/ii ) + offdiag( wパ）

v/here

0なぴ。Wii(w) ,
i=l,2

　　ａ

ｗ:i-j　°-sup

　　　　　　　　ω２Ｑ
゛ij（j｀゛）|　；　i≒j　；i･D=r,2

and　this matrix　is　o"b"tainale　from these　pictures.

in this　case

　　　　・　　　＼　^11° 2Ei　　゛　　　ｗ;２°２Ｋ２

　　ｏ　　　　　ｏ
ｗ１２ °ｗ２１ °‾吾　　．

Y/e　have

Therefore, by Theorem ４．１　we　get　the　stability　conditionsuch.

that

KIK2＞jH｝
(5-23)

工･astly, we　show Theorem ４．３　couldbe　used for　checking positive-

definiteness　in　the　preliminary　stages.

Example　３-

　　　Let us　consider　the　system　descri'bed　i3y

　:Xi = -Ji ‘l‘ｘ2 ‾o’6ｘＤﾃﾞ＋七戸isin
t　Ｋ:L

(5-24)
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●　　　　　　　　　　　　χ1K2　　　　　　　　X2K2
ｘ2
°-Xi -　石二万iTr了万　石Ｔこ可‾F　g Ki e:2>o　　　　　（5‘24）

when Ｋｌ　andＫ２　equal　to　1,　this　system is　the　same　that　was

given ty Partovi　and Nahi　as　an example　of　their　■theorem.

Taking　町＝Ｘ1

　
１
　
　
　
０

　
一
―　
　
　
　
一
一

　
　
　
Ｂ

and

and 0~2=
ｔ
ｊ　
ｏ
　
　
　
ｌ

　
　
　
　
　
　
　
一

G(ｓ)＝-C(ｓエーＡ穴B

and

where

０

ｒ
ド
レ
レ
し

く

ー

こ

Ｓ２十Ｓ＋1

　S－１
-
ｓ２十　ｓ　十　:L

童L(り，ｔ)

　　(^l

X1＋X2タ

　
―
　
　
―

Ｆ　
　
　
一
一

　
　
　
ｃ

we　have

｀
－
－
―
－
ノ

　
○
　
　
　
―

　１
-
Ｓ２十Ｓイ１

Ｓ　＋　２-
Ｓ２＋　Ｓ＋１

＜K1

～　　　　　タ

f1（町，t）

f2（（ｒ2タ　ｔ）

一

一

一

一

0,6X1 一
一
　(1＋

X1＋Ｘ2

タ

竹ｊ

Ａ　＝

ｏＪ趾£む二り

　‾　　　　○｀2

土j

ｘｆ )２

sin t

K1

　
１
　
　
　
１

　
　
一
　
　
　
　
一

―

＜Ｋ2

］

(5-25)

(5-26)

By　:Partovi　and　NaM's　theorem, the　system (5-24)　is　ＡＳ工工。if　the

matrix

W((>u) ＝tG(jφ)＋Ｋ〕＋{G(jω)＋Ｋy (5-27)

is　positive　definite　for　ａ１１ ひ･）　．
Here, G(aω）ｉｓ given

ｔ

↑t

　In the　Partovi　and Nahi・ｓ　paper(51),･the　matrix Ｂ was

written as :B＝　工．　　　　:But　this　is　not　valid.

Theare, the　second　diagonal　element　of　G(s) was　also　miseal-

culated　as
　　　　Ｓ　十一１
-
　Ｓ２十　Ｓ　＋　１　’
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　by (5-25) and Ｋ is ｌ）ｙ

　　　　　K = diag( Kご）　，　i=l,2

‘　Ｎｏｗﾀ　let us　put　Kl　and Ｋ２　as　Ｋ１°１　andＫ２°７９　respectively・

　According to Theorem 4.3, ReW(ω)G p.d, yω６Ｒ is a .necessary

　condition for Ｗ（Ｑ）らp.d, VωeIR　．　　　We remark the second

　diagonal element of Ｇ（ｓ）．　　The real ｐａｒ! of it is given １）ｙ

　　　　Ｒｅ恥2（j゛）゜2 - cc;'巧工

:By　simple　manipulations, we　obtain

　　　　　Re ｇ２２（ｊω）≧１－う｝β＝－0．1546‥・

Then, we　have

　　　　　Re W22(ω）＝２（Ｒｅ ｇ２２（ｊｃ心）φ:L/7)> - 0.0237-･・

and the condition ReW(ω) ep.d, Vc<^elR　is not satisfied.

Thus, it has　turned out　that　the　system given "by (5-24) where

Ei=l　and Ｋ２°７cannot‘be　proved　to　’ｂｅ　ＡＳ工工j"by Partovi　and Nah-i's

theorem.

"



Chapter　6　　　S-bability　of　工･arge　Scale　Systems. Containing

　　　　　　　　　　　UnstalDle　Subsystems
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Section ６．:Ｌ　　Introductio血

　　　Ｆｒｅ[luency　domain　stalDi]Lity　criteria　of　large　scale　systems

so　far　ｏｌ)ｔａｉｎｅｄ　have　such　ａ　significant　feature　･that　■they　can

te　applied　on ｔｈｅ‘basis　only　of　the　output　responses. of　the

systems, not　necessaryトof　the　explicit　expressions　of　the　sysi;eni

equations. The　theorems　in chapter　３　have　also　an analogous

feature, if　-the　parameters　of　■the　imaginay　systems　could he

olDtained.　　　　To　obtain these　parameters　seems　to　■be　possible,

if, for　example ，ｓｕ‘bsystems　are　described ｂｙ　simple　linear　equa-

tions. On the　other hand, algebraic　me thods　of　analyzing

large　scale　systems　as Slime　that　the　knowledges　of　■the　mathema-

tical　constructions　of　the　systems　should　previously be　given・

Therefore, for　algebraic　approaches　a1;tention has　been focused

on relaxing　-the　assumptions　on the　properties　of　subsystems

and　the　interconnecting relations ‘between them and　on obtain-

ing　the　staljility　conditions　for　systems　with ａ variety　of　inter-*-

connecting relations.　　　　With respect　to　the　assumptions　on

the　properties　of　subsystems, exponential　stability, asymptotic

ｓｔａ‘ｂｉ:Lity　and　exponential　instability have　"been assumed　in　tiirn。

　　　工ｎ　this　chapter,we　deduce　-bhe　stability　conditions　of　large

scale　systems　containing unsta‘ble　subsystems,　　　　Ａ　new　class

of　assiimptions　for　the　interconnecting relations　are　put　in

t芦ｅ　theorems　of　this　chapter. Grujic and§iljak (20) also

derived　the　stability　conditions　of　large　scale　systems　with

stable　and unstable　subsystems　under　analogous　assumptions・

工ｎ　the"last　section　of　this　chapter, a　comparison ‘between　the
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0‘btained results　and Grujici　and　§iloak's　theorems　will　be　made

by giving　some　illustrative　example ｓ．

Section ６．２　　　SystemEquations　and Assumptions

　　　Let　us　consider　large　scale　systems　descri‘bed ｂｙ（１-６）．

Y/e　write　here　again　･the　equations (1-6) where　inputs　to　the

systems　are　put　Ｑ　as　follows

　　　j:i = /i(ヌ=i， t ）＋91（ﾇこ, -t )　ie M　　　　　（６－１）

:Both the fiinctions / i and li satisfy

看（Oｔ ，t）りｉ（ら　, t ) = Om , teR

The　i-th isolated　ｓｕ‘bsystem is　described　ｂｙ

鳶:i = /i( Xi･t）

(6-2)

(6-3)

For each subsystem (6-3), we as Slime that there exist･non-nega-

■tivefuctions　2/i(Xi, t ), 0i( lXi＼ ),and positive constants

　a I　and　Ｃこ2satisfying -the inequalities

c謨副刈）≦戮（ｙi， t ）≦（びi（|几□ (6-4)

where　　0i(r) is ａ scalar monotonously increasing function satis-

fyingφｉ(Ｏ)＝Ｏ・φi(r)゛｀゜゜(r-^oo).　　　We assume　further

that　the　subsystems　are　classified　into ‘ two .groups　；　　dne　is

composed　of　stable (exponentially　stable) subsystems　and　is

v/ritten　as　S, and　the　other　is　of　Txristable(exponentially un-

stable) subsystems　and written as Ｕ．　　　The　ｎｕｍ‘ber　of　su"bsys-

terns‘belonging to　Ｓand ｕ are　asSlimed to be　£（£< m) and

m―/-, respectively.　　　　　　The　derivatives with respect ■to　time　ｔ



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］．00

0f　the　function　y-i　along　the　solutions　of　the　equation (6-3)

are　assumed　to　he　evaluated　as

‘ci3φi（叫い≦臨（ｘi， t）£-ci4φi（陸|），ＱｅＳ

・i4φi（匿|）≦宛（ろ，ｔ）Ｓ・ｉ錬i（|刈），ｙｉ 6U

where　Ｏくｃ
ｉ４！°i3 and Ｓ uu ゛ Ｍ ゛{１ﾀ２ダ゜゜ﾀｍ}゜

き
(6-5)

The　assTomptions　for　the　interconnecting　relations　ａ：re　as　follows　；

there　exist　real-valued functions Ｐｉｊ（３Ｃタt)and Ｑｉｊ（Ｚｇｔ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●such　■that

Qii(%, t)φi（|刈）ぷ匹Qij（ｚ･ t）φj（㈲|）≦-（Fひi）ji

(X , t) <‰（ヤi）φi（皿il）゛茶I’i
j
（゛’‘t;）φj（ﾄﾞﾘ）’

where

1/ i6 S, U ●●●●●●●●●●● (6-6)

Qij（ヌ;’ｔ）三Pij（χ’･t）9　X6/R"　・ｔｅＲ・レ1･μM (6-7)

and　　ｙi satisfies (6-4) and (6-5). We　put　the　lower lDOund

of ^iD as ,pj^^and the　upper　bound　of　Qid 8ｓ(lij・

inf P^ (X, t）ｙpij ゛潔．Qij（ｚ゛ t）゛ｑij

telR ■tclR

:From (6-7), it follws that

　　　ズ　　　qij≦:PiD　゛　ｙｉ゛ｊをＭ

prom　(6-6) we　have　-the　inequalities

ｐ'ｉ，ｊ６Ｍ

That　is,

(6-8)

(6-9)

ぶ（lijφj（|リ）だ（F゛i）11
’
（‘゛’i）≦石I）ij（ぱjl）’（6-1o）

" ＼/1^ SUU = M
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The　above　mentioned　are　-the　all　assiimptions　put　here　to　the　sys-

tems.　　　　　工ｎthis　chapter, we　also　call　the　systems　v/hich

satisfy　these　assumptions　Σ　　・ For　the　sequel　discu-

ssions we will give some inequalities with respect to　ｙｉ・

　　工･etus differentiaije ?ﾉ｀ｉwith respect to ｔ for some ｉ such.

that　ｉ ６ Ｓ　along　the　solutions　of （６－１）．

（６－４），（６－５）ａｎｄ（６－:LO），

We　ottaln from

暇Ｓ -ci4勉（序il）゛piJi（|願）゛石pijφ川刊）

４こ辿Ｌし弘Ｌｙ ・．ト
‾　　　　　　°ik　　　　　１

児

観
乱レ吻

°Dk

v/here　the　sulDscript　ｋ　is　given by

ｋ全

　
１
　
　
　
２

ｔ

タ
ｉ＆Ｓ

for -Ci4+PiiンＯ ｏｌ’pij）O（i゛j）

for -c.かpii＜Ol or ■Pii< 0 (i゛ｊ）

工ｎ the same way, for ？‘ｉｇｉ６ Ｕ we have

呪

where

ｋ会

> Ha -^ ^ii･び．-ﾄ

‾　　　　　Cik　　　　　１

ｔ
２

タ

１‘　，

　'Ｍ
Σ

j乱

包レぴ･

°:)lc　　　
J

. for　ci4゛ｑi1＞Ｏ or qi-j>0 (i゛j）

　ｆｏｉ’ciが‘（111＜Ｏ ｏｌ’ｑ月＜Ｏ（i4j）

(6-11)

(6-12)

(6-13)

(6-14)

Moreover, using　again (6-4), (6-5)･and (6-10), we　have　the

inequalities　with　the　reversed　inequality　signs　in (6-11) and

(6-13) such as

歿 ２二比べぷ尹ｙi＋ｽﾞﾌ器吻　，　　i
6･S

　　　　　　^l.

(6-15)



阿 Ｊ且ご二匹左ひ‥ﾄ
-　　　　cik　　　　１

　>>Σ

優

乙吻
°jk ９ i U
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(6-16)

Here,　■the　denominator c^,^ of　the　fractional expre ssions　of　tlie

type　ａ／ｃｉｋｔａｋｅｓ　■the　value　asfollows　　；

^ik

Ｌ
ｙ
　
。

　
＜
l
一

ｙ　
全
一

　
　
ｋ

　
　
Ｑ

^12

^il

^il

°i2

タ

タ

９

タ

ａ＞０　，

ａく０　，

ａ＞０　，

ａ＜０　，

for i e Ｓ

for　i e Ｓ

for i 6 U

for　i Ｕ

(6-17)

Multiplying ｌ〕ｙ　ａ　positive　niunlDer　ki　the　both　sides　of(6-11)タ

v/e　have

紅白≦千十謡ELLk1 7ﾉ｀i＋吝ヤベ, i
6 S　(6-18)

　　　　　　　　　そ1，

and (6-13) ty ８ negative °２ｌｂｅｌ’－ki（ki＞ｏ）

‾kiひi ＜一一
さ左乱ﾝにk

iﾌﾉ'i－j
{ﾌﾐ七

　　　　　　,=そi

ki町　　,
i6U　(6-19う

工ｎthe same way, multiplying the toth sides of (6-15)‘by ａ

negative －hi（hj夕0) and (6ぺL6) "by a:positive hi ｙｉｅ:Ld

一晦八≦一戸斗ky ｈi

ｈ．ｉご旦二弘1･

.■　　■　一　十　　^ik

. ● タ

h,T/-. ＋

?ﾉ｀i－

Ｏ
仙

°jk

hj町　,
i S　　(6-20)

叛恐 タ i6 u (6-21)
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Section ６．３　　Some　Ｐｌｒヽeliminary:I:jemmas

　　　This　section　deals　wi-fch　some　preliminary　lemmas　required　for

deriving　■the main results.　　　　　The　first　lemma　is　ａ　special

case　of　Lemma 2.1.

工iemma６．１

　　　The　solutions　of　scalar　differentail　inequality X< aX. X(O)=X。

satisfies ｘＳｊｔ'Ｘ。　，t >0.

The　proof　of　this ’lemma is ．omitted here. because　of　its　simplicity・

Ｊｊ皿･na6.P

　　工･eTt;ゾ゛andび）‘bethe　vectors　with　･the　elements 碓（ｔ）ｏｆ

order ｊ ;and m-/　， respectively, and　ひi(t) is ａ non-negative

scalar　function　of　ｔ． Moreover, letイ≒

be　the　vectors　of　the　same　order　as ｼﾞﾉａｎｄ訳Ｊ with positi'∇'ｅ

elements. We　assume　for　the　value ｓ　defined‘by

hjjj= min　（ｈこ1，ｈに2 . ･･･ . C)

蟻≒゛ａｙ（ｈy）・ｈﾀﾞ’･‥゜タhj））

沌j＝ｍｉｎ（鰐，ｋぶ，．‥・　，心）

喘こ　max　（kJ1・回72
9 ’゜ 9゚べ））

that　the　following　inequality

喘心ソ暗昭

is　satisfied. Then if　the　relations

　　ａ）ｚ　Ｑ〉　。り)／　Ｕｌ　鹿
’ｙ“疫゜ひ’Ｓ Ｎｌｅμ　　９　for ｔ．≧○

　　tｌｊ!Ｊ･）。り，'ｕ,
　雀”ぷ一義・^ <_ Npe　　　　, for ｔき０

タ″

(6-22)

(6-23)

(6-24)



where ll ,入゛Ｎｌ and Ｎ２are　real　constants　and 入，ﾉひ･ン０，

then there exist positive　constants工j and a　such that

　　　　　　　　？ｉ≦，Ｌat ｇ　　ｔ２０　，ｉりM

Proof

We first show that under the condition （６－２３）ａｎｄ（６－２４）

both Nl　and　Ｎ２　in(6-24) can not　loe　non-positive.

104

(6-25)

工jet us

as Slime　the　contrary　；　that ｉｓダＮ１≦0, Np≦Ｏ or Ｎ１ = No = 0.

Ｆｒｏｍ（６－２４）ｗｅ　have

　j／　CZ）　　（ﾀﾞ>' (/)述
･ｙ一疋･ｙくｏ
　　　　　　　　　－

ダ･ず一応～’乱

Prom　these　relations　and (6-22), it　follows　-that

　　＼応Σｙ
i一心Σ７･ｉ ！ ０

　　∧喘元呪一心ΣｙJO

　　　(り　　　　　　C2)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　I

whereΣａｎｄΣdenote the STjnmrma ti o ns over the all elements

of V-Q.nd.ljt, Dividing　the　both　sides　of　the　first　inequali-

ty by 砿：and of　･the　second ty ｋｊ）ａｎｄadding them, v/e get

(峯谷元唾， (6-26)

　　　　　　　(|)
Since　Σ?ﾉ゛ｉ　is　non-positivｅ．　聊ｅ　obtain　the　following　inequality°

　　　　　　　巡昭！濯ｋｊ

This　contradicts　the　assumption (6-23)･　　　　　Therefore, we

assume　Ni>0,　Ｎ２ンＯ　in the　sequel.　　　　　工ｆ　either Ni　or Ｎ２　is

negative, we　have　the　same　discussions　as　the　ｆｏ:LIowingイbｙごputt-

ing it to ０．
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:By　analogous　argu皿ents　to　those　in deriving (6-26), the　follow-

ing　inequality　can be　obtained.

kひ）　　　　　£/j　　ぴJ
爺－⑤Σ玩琵か匹脊 ｅ入ｔ

９ ｔ．≧０ (6-27)

As　the　parenthesized part　of　the　alDove　inequality is　positive "by

(6-23), we can assert the existence of :positive constantsで鉦d

(z　such　that　　　　　　　　　　　　　　　　　.

　　　　　　　Cり
　　　　Σひi≦Le-St

Since　Σｙi　is　evaluated　as

　ｇ!　　　　　　　C/)　　0）
Σ町ｓ谷Σ゛丿石／，

for some　positive でｒ;and ａ　the　following inequality ａ]LSOholds.

　Ｑ.）
Σ1ﾉ｀･くi:

　　　１　－
g-at

?ｈｅfunction 戮’ｂｅｉｎｇno n-negative ， thus the existence ｏｆ:I:，

and ａ　satisfying (6-25) has　"been proved.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.:D．

工jemma ６．３

　　Let us　assume　the　same　condition as　in 工jemma６．２　and　assume

that the following inequality holds in place of (6-23)

　　　　　　　　.　K ｈｍ＜ｋＭ %

　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　・　　　　　　り

and　that　the　constants　入　，ﾉ人　in (6-24) are　positive 。

(6-28)

工ｆNi　and Ｎ２　in(6-24) can be　chosen negative　numlDers,　there

ｅxist　positive　niim'bers　工･anda　satisfying



　(jj

Σ

‰ ２Ｌｅ(｀ｔ　，　D=l,2

Proof
-

　As　in the　case　of　lemma 6,2, we　have

　　C2）　　　　　　　　　（|）
瑠1こひ

i - %Σ?ﾉｉ≦Ni ｅμｔ

　　ぴ）　　　　　　　　　　は）
ｋごΣｙi － kg）Ｚ?ﾉi≦Ｎ２ ｅ゛

Prom　"these　inequalities, (6-27) can he　deduced.
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(6-29)

(6-30)

As　･the　pare.ti-

thesized　part　of (6-27) is, in this　case, negative　ｂｙ（６－２８），

-the　evaluation. of (6-29) for　ｊ＝１is olDtained ’ｂｙdividing the

"bo-fch　sides　of (6-27) 1:〕ｙthe　value　of　this　part・

from　-the　second　inequality　of (6-30)

　C2）　　　　　　CS）　CI）
Σ戮２年Σ≒一貪げ

　　　　　　Ｑ）
As　ｔｏΣひｉ，

holds.　　　And from　this, -the　conclusion for　ｊ＝２　is　evident.

　　　　　　　　●　Ｉ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　犬　　　　　　　　　　　Q.E.:D．

Section ６．４　　stability Theorems　and　工nstalDili-fcy　Theorem

　　V/e can as Slime without loss of generality as Ｓ °いＬ，２，１‥，肩，

Ｕ ゛t£+l,i+2,-゜゜,m^　ｂｙ rearranging the order of subsystems in

the　sequel　discussions. Let us　define　ａ matrix Ａ　composed

of the coefficients of ［６－］ユ)and (6-13) asぺrｏ］Llows

Ａ　＝

　
１
　
　
４

　
Ａ
　
　
Ａ

Ｌ
３
　
　
２

Ａ
　
　
Ａ

ｊ

(6-31)

where　the　order　of Al,　Ａ２９　Ａ３　andＡ４　are　such　-that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　A-i ; ixi　，A2 ；(ｍ-.£)×(nl-.£)・A3 ；　Xx(m-i), A4 ; (゜λ)゛(え　タ

Here, Ai(i=l,2,3,4) are　given　by



Ai = diag( _ごj左こPji )゛offdiag(

　　　　　　　　^ik

Ap = diag(　ｃ:£+i,4 ゛（1MZii）゛offdiag( _^･吐）

　　　　　　　　Ｃ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｃ。２レ

４甘ｔ勺

A4全
き
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(6-32)

where　the　subscript ｋ　of　the　denominator　^ik of　the　elements　ｏﾆf

゛･tエi'icesAl and Ａ３is defined.Tdy (6-12) and of A2タＡ４ty (6-U)・

Ａｎａ］Logously,for the inequalities (6-15) and (6-16) we define ａ

coefficient matrix Ｂ　as follows.　　　・

Ｂ＝

―

１
　
　
４

Ｂ
　
　
Ｂ

ｊ　
　
３
　
　
２

　
Ｂ
　
　
Ｂ

(6-330

where Ｂ１；　XxX　, Bp ;　呻-£)x(m-/)・　B3 ;Xy(m-/)・9　:B4 ；(１１４)逞．

Each matrix Bi(i=l,2タ3,4) is defined as

B１きaiag(一二£L:Ｌｔjjユ_) + offdiag(ぺ延き）

　　　　　　　　　Gik　　　　　　　　　　？ｋ

:B2 会『liagレよ包£こｊ』tt) ) + offdiag(､返Σh£Ｌ）

CJiｒ^Ｘ
(゛£･tうに

B3全

B4
４

こ

(6-34)

v/here　the　subscript　of　Cik in Bl　and Ｂ３　is　defined ｂｙ the　firs-t

ｈ８･１ｆｏとf(6-17) a･11dB2 and B4 1）ｙthe １８･tterｈ８ユｆ．

　　We　also　define　ａ square matrix Ｃ　of　the　ｓ゛me　orderas Ａ andｿ

Ｂ　in　the　following way.　　　　’

１
　
　
　
４

Ａ
　
　
　
Ｂ

３
　
　
　
２

Ａ
　
　
　
Ｂ

(6-35)

－

－

‐

－

－
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where　Ａ１タ　Ａ３７　Ｂ２　and　Ｂ４　are　defined"oy (6-32) and (6-34)゜

Then we　have　the　ｆｏ]Llowing theorem for　3ta"bility　of　the　system

Σ．

Theorem　６．１

　　　工ｆ　the　matrix　C,the　transposed matrix　of　C, has　at　least　one

real　characteristic　root　with　negative　sign　and　the　elements　of

the　corresponding　characteristic　vector　have　the　same　sign,

the　system　Σ　is　ＥＳ工工,．

Proof

Let　ａ vector Ｖ be　such. -that

Ｖｙ（ｙ’≒ゾ’ｙ°（ｖ１タｖ2ダ’゜９ ｖｍ）≒

Tでhen from (6-11), (6-16), (6-32), (6-34) and (6-35), we have

Ｖ 　‘< cv

Ｚ
(6-36)

where　Ｃ　is　given ‘by (6-35) and　ｌΣ　　denote ｓ　that　the　derivative ｓ

are　taken along　-the　solutions　of　Σ　．　　　　　By　the　assumption

of　the　the orem。C' has　ａ　characteristic root　λ（く0) and ａ

corresponding　characteristic　vector 破　= (klタ　ｋ２９　°゜‘タ　ｋｍ）べ

kj_>0,　ｉｅＭ　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　自Sい

that　is.

入i^' = /^'c
(6-37)

For　ａ　scalar　non-negative function 八= </^-V, (6-36) and (6-37)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

yields

" シlｚ≦入ｙ (6ぺ38)



ｉ
♂
ｉ
ｌ
Ｉ
Ｉ
Ｆ
－
－

By　工jemma　６．１ we　obtain

　　　　　　　　　　　ン（４♂｀t
　　　　　　　　　　　　　－

９ t > 0,　岫＝ソ(０)
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(6-39)

As　　｀μ　　is　the　sum　of　the　positively-multiplied　Lyapunov function

for　each　ｓｙλ■bsystem, it　can te　considered　to　be　ａ　Lyapunov func-

tion　of　the　overall　system.　　　　　Therefore, (6-39)　shows　asympto-

tic　stability　in　the　large　of　the　system.　　　　　　The　proof　for　ＥＳ工Ｌ

can "be　given in　the　similar　way　as　in Theorem ２，１　and　is　omitted。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.

As　ａ　special　case　of　Theorem　6.1, let　us　consider　the　case　v/here

all　the　offdiagonal　elements　of　the　matrix　Ｃ　are　non-negative.

工１１this case the upper‘bound Piｊ of Piｊ( %, t) satisfies

　　　　　　　　　　Pij>０ｙ　　１／ｉ６ＳタＵ ｇ　　　i=^d

We　have　the　following　the orem.

Theorem ６．２

Assume　that　all　the　offdiagonal　elements　of　the　matrix Ｃ　given

■by(6-35) are　non-negative 。 工ｆ　the　principal minors　of　£Ｃ

of　any　order　are　positive ，the　system　Σ　is　ＥＳ工Ｌ．

Proof

　　　No-be　first　ty　the　property　ｌ　of　Proposition ４．３　the　assump-

tion　ｏ:ｆ７　-the　theorem ｉｓ･equivalent　to　the　condition　tha-t　the

matrix －Ｃ　is　in　the　class　Ｋ　　, that　is, the　class　of M-matri-

ces. We　start･from　the　inequalities (6-36). By -the

definition of the class K　， if -C is in IK　－(ﾀﾞis also in Ｋ　・

Therefore, "by　the　property　３　of　Proposition　４．３　there　exists　ａ

vector　屡＞Ｑ such that　－ど４･ン。．　　　Hence, w-Cく９．



Then from (6-36) we　have

)‘'lｚ＝4川2<^'cv < 0

１１０

Thus, ASH:ｊ ’ｏｆ　Σ　　is　proved　as　in the　case　of Theorem 6.1.

The　proof　for　ＥＳ工Ｌ　is　also　omitted.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.:D．

R旦mark

　　　Theorem６．２　is　ａ]Lreadyreported in more　general form in

(20)．
There, instead　of (6-36) the　follov/ing　inequality

was　derived.

Ｖし< ci　　　　９　　否゜［φ］-９φ２９　°゜’９φｍ｀）’

where　φi (i eM) is　ａ appropriate comparison function.

:But　in this　theorem　the　conclusion　should　lDe　ＡＳ工L, not ＥＳ工Ｌ．

　　　Under　the　condition that　the　offdiagonal　elements　are　ａ１１

non-negative ，Theorem　６．１　is　included　by　Theorem 6.2.

:Because from property　３　of　Proposi-tion ４．３　and　the　assumption of

Theorem 6.1, -Ｃ-lt　＝　-Ｘt^　＞Ｑ　leads to －Ｃｅｌく　・

evident　that　the　converse　is　not　true.

工ｔ　is

Gruoic and§iljak

pointed　out　ｉｎ（２０）ｔｈｅ　ｓｕｐ:position　that　the　offdiagonal　elements

might　be　negative　should te　improper　so　that　it　turns　out　to

make　-the　value ．of　the　Lyapunov function for　some　sulDsy-stem

negative. This　can be　simply　explained　ｂｙ　the　example　such

that　-the　solution vi(t) of　-the　inequa]Lity

　　ｌ　　　　　　ｉ１≦８７１゛ "bvp　タ　　b< 0

may 'ｂｅ　negative　when started from ｖ１(○)゜０９　V2(0)> 0.

if　vi=O　iraplie ｓ　ｖ２°Ｏ　invariab:ly.　　it　might　not　be　the　case

But

dust　montioned. We　show　an　example　of　it　in　the　later



section.

Now, let　us　discuss　the　case　v/here　琉　can be　evaluated

below and　ａ‘bove　suchas　in (6-11) to (6-17)・

have　the　following　■the orem.

Then, we

:L11

趾四堅3ni 6.3

　　Assume　that both ｆ and ざ;　the　transposed　matrices　of Ａ and Ｂ

given　respective］-ｙ ｂｙ (6-31) and (6-32), (6-33) and (6-34),

have　at　least　one　negative　characteristic　root　and　ａ　correspond-

ing　characteristic　vectoiヽ渇　and　£　written　in the　form　of

　　　　　　　　泌＝（ﾀﾍか')

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6－4o）

　　　　　　し　４＝（£へがダ

where

　淀”゜（回･辺i’‥・ぷ），ぐ＝（ｋこ１ ，ｋこ２ ･･･ V 1

　ぐ’゜（ｈ乱ｈ７･ ゛゜゛・ｈﾂﾞy･がし（ｈこＰｈズ2 ・ ‥‘・芯ｙ

Here, the　signs of the　elements of the　vector ･ｸｅ　　and４ are

specified　as ・

　　　　　　　(り　　　　　　　　ぴJsgn ｋ１ ° sgn ki ≒０

ｓｇｎ双＝砲ｎｈｒ＝０

１
卜
―
＼

sgn ｋＺ･１゛ｓｇｎ応゜sgn
■^1

sgn ｈ刄１ ゛ sgn hi ° sgn ｈ？

i=2,3,-*゜，ヱ

１

i＝j十１，糾２，・‥，ｍ

(6-41)

工ｆthe inequality (6-23) is satisfied for the value s defined ‘by

(6-22), then the system Σis ＥＳ工Ｌ．

Proof　　ダ
ｰ
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　　　］：ｆ　we　could　get　the　inequalities(6-24) iinder　the　assumptions

of　the　"theorem, the　conclusion　of　the　theorem　can te　obtained

ｂｙLemma　6.2.　　　　　Withou-t　loss　of　generaity we　can take　the　sign

of　the　elements　of 昶りand £' positive and put

　　　　　　一茫）＝（－ｋｽﾞ1，－kj72，゜‥・－ｋご）’

一飛≒（一頃1･ 一畷2･…・一心ゾ

where　ｈｉンＯand ki>0,　　ｉ°ｊ＋］-μ,p
..･　ｍ・

Now we　choose　the　elements　ｏ:f'the　characteristic　vector fK　and

椀　as　positive　ｎｕ･ｍ‘berk.'s　and hi's　in (6-18) to (6-21)・

Summing up　the　inequalities (6-18) over　i S, we　have

／ぶ七々で〔A1 ，
A33 叫
詞
―

Ａ:Lso　for　the　inequalities (6-I9)¶　＼?ｅ　ottain

¬がぶ≦.-ﾀ≒A4／Ａ23 Ｊ
～
叫

Adding (6-42) and (6-43)］Leads to

i^'-V 　Ｓ素Ａｖ
Σ

Y/here Ａ is given‘by (6-31).

(6-42)

(6-43)

　　　　　　　　　　　　（６－４４）

By　■the　assumption　of　the　The orem

６。３ the matrix ｆ has ａ characteris!ic root　入（く0) and ａ corres-

ponding　characteristic　ｖｅｃｔｏｒ表　such　that

　　　　　　　　　　　　　　Ａｊ＝入妬

that　is.

　　　　　　　　　　£ｋ＝入必’

Substituting this into （6－44），ｗｅhave



政吋に≦入沢４

Therefore, by　Lemma　６．１　it　follows　that

かＶ三必Ｖｏ ｅ゛｀（t‾tｏ）
９ Vo

Thus　v/e　obtain　the　latter　half　ｏｆ（６－２４）．

is　obtained　in the　same　manner.
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＝Ｖ（ｔｏ）

　　　The　first　half

Q.E.:D．

Now, we　will　give　instability　the orem　for
Σ　　as　follows.

Theorem ６．４

　　:Let us　as Slime　that　"both　the　transposed matrix Ａ　of Ａ　given

'by (6-31) and B given "by (6-33) have ａ positive characteristic

root and the corre sponding characteristic vector 砺　，£

given ｂｙ(6-40) and (6-41).　　ｴｆ by taking some　initial

value ｓ　such　that

　　　　　　町･マｏくＯ　　，　　必へｖｏヾ０　　，　　ｖｏ＝Ｖ（ｔｏ）　(6-45)

the　inequality (6-28) is　satisfied, then　the　equililDriuin　state

of　the　system　Σ　　is　unstable.

Proof

　　As　seen in the　proof of Theorem 6.3, Ni and Ｎ２in ］:jemma６．３

ｃｏﾋrrespond -to
麗べVo
and　A-Vo, respectively and are negative

ｂｙ（6－45）．　　　　　Therefore，ty　工jemma６．３　there　exist　positive

constants　:Ｌ　and a　such　that

　　　　　　　　　　　（3）　　　　　゛

　　　　　　　　　　Σ‘ひｉ≧Ｌｅ（１ｔ　ｇ　ｊ ゛１９２

Since　Vx　is　ａ non-negative　function, this　inequality means



that　at　least　one　ｌﾉ｀ｉ　tends　ｔｏ（〉ｏ　as　ｔ　to　CX3　・

:L14

Then, by

(6-4) we have　¢i（Iｘil）－゜゜, that iｓ・IJごil‾゛４）゜．

Q.E.:D．

Section ６．５　　Examples

　　　工ｎ　this　section,we　give　an example　for　each ■fcheoremin the

previous　section　and make　ｓｏ再ｅ　remarks　relating　to　the　results

of Grujid and Siliak. 工ｎ　the　first　placeタ　the　application.

of Theorem ６．１will　te　given iDelow,

旦耳ample　１

　　　Let　the　system　equations　be　such　■that

y1
° Ａｌｌﾆ･1゛ 91（ｘlt）

ｌ:2 ° A27乙２＋９２（ｘタｔ）

where　ｘ1 ゛［　ｘ119　ｘ］.2　）≒

　　　　　　　　　　-4　　　　　　0

　　　　A1 -゜

　　　　　|

ご∧j

j

and

Ｆ

(6-46)

χ２＝（ｘ２１，ｘ２２）;　ｘ＝［　:1とﾆ］J，稲ｙ

A2゛　

｜
-3

○

ｙ

91（ｘ，t）＝
（-（匝1い･|X22| ) sgn xii

　ブド21い万劉) sgn ｘ1］

ﾀ2（Ｘ，t）＝
（（2¨ill i ）ｓ８ド1］

　　　　　　（2 ゛ sin, t ) sat ｘ22

Here, the　function　sat ｘ　is　defined　as

］



sat ｘ全

　
　
　
１
　
　
？

　
　
　
χ
　
　
―

ｔ

凶く1

|xl >1
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V/e　take　suTDsystem　Si(i°1,2) as

　　　　　　　Ｓ１　；　　χ１°Ai^Ci

　　　　　　　Ｓ２　；　　Ｚ２°■A2X2

and　choose the　functions 豹．（ｉ＝１，２）ａｓ≒＝（ＸＩ１＋ｘ乱戸

(ｉ°1,2).

and

and

T]ien, we　have

171｀i＝・゛il愁

　戮≦－４阿　，

　　　　ち

(1乍LO紅＝

　　　　／≦

（7？｀2）・

＜

－
－２ 叛 ？

９ i=l,2

for　　Si

for　，Ｓ２

－ひEil（lｘ11.1＋lｘ:L21）（lｘ211゛ド22□

９

　　　　-1

一応（

x11＋ｘ12） ( X21 -ﾄ=。=j2芦

　＝－2ﾉ12

2≦吋(゛11)‘:21 ゛ｘ12)c22)三ひ:L

Prom　-the　above　relations, the　following　inequalitie ｓ　canbe

obtained.

　　　　　　　　　　　　　　　　　？ヽくＡｙ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－

where
４
　
　
　
１

　
一

ｊ　
１
　
　
　
２

　
　
一
　
　
　
　
一

Taking　the　matrix　Ｃ　inTheorem　６．１　as　the　ao"bve　Ａ　and　noting

that　Ａ　has　characteristic　roo-t　－３　and　the　corresponding　chara-

cteristic　vector （　t,t') where　ｔ　is　any　real　number,A　satisfies

　　　　　　　　”the　assumption of　Theorem　６．１　and　the　sysyemis　proved　to be



ES工Ｌ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１１６

Since　the　matrix　Ｃ　has　negative　offdlagonal　elemenち

Theorem ６．２　can not　be　ａｐ:plied　to　this　systei!ｌ．

The following example is an application of Theorem 6.3.

Example ２

　　Consider　the　system　composed　of　two　subsystems　Si　and　Ｓ２

that　are　described　ｂｙ　　　　　　　　　　　　　’

　　　　Ｓ１　；　Ｚ１°-6%-,

　　　　Ｓ２　；　　瓦２°Ｘ２

The　interconnecting functions "betv/een them are ｖａｒヽittenas

ai(x, t) =

92（7と，ｔ）＝

where

にこつ

□引

ﾘﾄい+2yr2+(2r2-3)sin社廊瓦石

(6-47)

に

(6-48)

回

g21（゛’･t）1一旦宍戸戸べ21 ゛ 月計1（lｘ11.1＋lｘ121）ｓｇｎｘ21

922（Ｘﾀt）ここｊ±2甲旦・ｘ22　＋　べ≒1（皿l| + |xi2| ) sgn ｘ22　。

Puttingち（ぢ１（ぢ２）&・ｉ°１タ2
9 ’″ｅhave

F-ZA ＝ひｊＺｉｇ i=l,2

and

(lz゛j°9い引3゛2ら･(2ふ3)・in t)(|xiiﾄ巾=121)

(Fｙ2)≒y2＝･-(より仲Ｌ立)(ﾚ通レリ=;2)４

　　　　　バリ謡Ｄ弓い通2芦(匝止川xi2| )巾刈＋lｘ220．



From　these　relations　it　follows　that

:L17

　　　３吻Ｓ（降1）・11≦4ひ２

　　　３阿－62ﾉ｀2≦（趾２）へ92≦4 z゛1－ 3zﾉ｀2・

Since ‘2た1゛－6ひ１９　ひ2° ひ29 the following inequalitie ｓ hoia.

　　－6ひ:L＋3zﾉ｀2ミ阿≦l－6ひ1＋4゛2

　　　3焉－５ジ゛2£叛≦４れ－２ひ2・

This　system　can not　"be　proved・to　te　stable　ｂｙTheorem 6.2, though

the　matrix C　in the　"theorem is　given by
　　　　　∧ﾉレ

and　the　offdiagonal　elements　of　■this　matrix　are　positive.

For, as　readily‘be　checked, det(-C) is　negative.

we　will　ap:ply The orem ６。３　to　-this　system.

and Ｂ　in this　theorem

ソ
are

－6

３

ｊ　
４
　
　
　
　
ｕ
ノ

　
　
　
　
　
　
　
　
　
I

Thereforeタ

The　matrix Ａ

and

B　ｚ　

lj
－6

４

ｊ　
３
　
　
　
２

　
　
　
　
　
　
　
一

The　matrix Ａ’has　ａ　characteristic　root　－９　and　ａ　corresponding

characteristic　vector （ｔ１タ　“tir　and　B'has　ａ　characteristic　root

－８　and　a vector (2t2,　二t2)二

zero　real　numters.

Hereタ　ｔｌ　and　ｔ２　are　any non-

Apparently, the　elements　of　these　vectors

satisfy　the　condition (6-23) and　all　the　assumptions　ｏｆ’Ｔ１!eorem

6.3 are　met.　　　　　　Thus: -the　system is　proved　to　be　ＥＳｴ:Ｌby

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｆTheorem 6.3.

:Pina!ly, we　give　an example　of　Theorem　6.4.
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-

:I:jetthe matrices Ａ and Ｂ of (6-31), (6-33) have the form of

１１

６

ｊ　
６
　
　
　
１

　
　
一

Ｂ　ｚ

　
２
　
ｌ
　
　
　
ｌ
ｉ
ノ

＼

／

ｊ　
６
　
　
　
１

　
　
一
　
　
　
　
一

(6-49)

Then, a' has ａ characteristic　root　５　and　ａ　corresponding　characte-

ristic　vector ［ｔ１９－ｔ］I)and　B'has　ａ　characteristic　root　２　and
・

ａ　vector (to,　-2t2)'　゛ Therefore, if　we　could　choose　the

initia］-　state ｓ　of　the　system such that (6-45) is　satisfied, this

system can‘be　proved　to　"be　･unstalD］-ｅ　’ｂｙTheorem 6.4.

　　　For　ａcomparison with Grunic　and　Siliak'3　insta'bi］Lity theorem,

we　shov/　the　outline　of　their　results　"below.

　　　工ｎ（２０）ｔｗｏ　sufficient　conditions　for　instati］Lity　were　given.

Namely, a　comparison inequality　is　derived　as

-AW ？ Ｗ°（く2>l,　¢２１　’‘’ｉ ＳＳｍ） (6-50)

where　　φi(ie M) is some comparison function, and insta'bilily

condition is　as　either　of　the　following　　；

　○1

2.゜

-Ae lie

For　the

8ij

matrix Ａ

ぐ
く　０

゜{８ｉｊ１　√there　exists　ａ row ｉ　such　that

９

く０

－　　　　　　タ

ｉ＝ｊ

ｉキｊ　　，　ｊ　＝　1,2,・‥μ-1, i+1, ･ ･ ･ ,m

工ｎcase of example ３，from (6-47), the inequali"tie ｓ corre spond-

ing to (6-48) iDecoine

　　　　　　　　I/ > DV-

where ２
　
　
Ｖ
£
>

H －6

－１

"



This　matrix　satisfies　neither　･the　above　condition。

n9

　　　ｉｔ’can ‘be　thus　shown that　there　exist　systems　which　can ｌ）ｅ

proved　to　he　stable　or unstable ･ｌ）ｙ　the　theorems　in　this　chapter

and　meanwhile　are　not　proved　ｂｙ　previously　obtained　theorem.

工ｔ　should‘be　noted　that　Theorems　６．１　to　６．４　were　derived with-

out　employing　■the　comparison　principle ．　　　　　　Consequently, the

existence　of　non-positive　offdiagonal　ｅ:Lements　of　the　coefficient

matrix‘ of　the　comparison　inequalities　are　allowed.　　二　　Especiaユー

１ｙ Theorem ６．３was　obtained　in the　way　of utilizing more　inform-

ation　on　systems, that　is, the　lower bound　of　the　derivative　ｏﾆf

　びｉ ．　　　Ａ１１the theorems except　The orem ６。２　require ｓ　･to　get

signs of　ａ　characteristic　root　and　of　the　elements　of　the　corres-

ponding　characteristic　vector　of　ａ matrix for　checking　stability

or　instalDility.　　　　　The　mani pulat i on ｆｏｒ･this　is　not　seem to　’ｂｅ

ｅasy　one　when　the　order　of　the　matrix　increases･．　　　　However,

we　could　rewrite　the　conditions　of　the　theorem　in more　tractable

form, if　more　re strictions　were　put　to　-the　systems　as　in case　ｏ:ｆ

Theorem 6.2.

"



Chapter　７　　Concluding Remarks

１２０

　　　Mainresults　are　STommarized　and　some　further　works　are　summa-

rized, in　this　chapter.

　　　stability　theorems　for various　kinds　of　large　scale　systems

have　been studied under　the　assTimption ■fcha-t.the　system were　decom-

posed　into　stable　or iins-fcalDle　subsys-fcems：．　　　　Studieｓ　were　Carrie （ｌ

out　137　two　representative　ways, that　ｉｓ。frequency　domain me thod

and　time　domain me thod ．　　　　The　stability　conditiors in　time　domain

me thod usually have　an alge‘braic　form。

　　　工ｎ　chapter.2　systems　with　time-varying　interconnecting re la-

tions　between　subsystems.- were　treated ‘by　thfi'modified　vector

lyapunov function method.　　　　工ｈ　section　２．５　the　olDtained　the 01ヽems

were　compared with　the　resu］Lts　previously　olDtained by Bailey

and　others.　　　　The　"theorems　could　give　no　"better　condition than

those　esta‘biished　before, when　the　･'absolute　value" of　the　inter-

connecting functions　were　evaluated　linearly.　　　　However, the

theorems　could　be　applied　even　to　systems　with interconnections,

the　”ａ‘bsolute　value" of which were　not　"bounded　linearly ｂｙ　the

”absolute　value” of　-the　system　state ｓ。　　　　　工mprovement　of　the

condition of　these　theorems‘by　adding more　assumptions　was

shown　in section 2.7.　　　　This　could be　performed i3y making use

of　much more　information on　systems‘ ；　namely periodicity　of

interconnection relations.　　　　The　me tho d　employe ｄ　throughout

chapter　２　might well be　said･ to　be　time　domain method.　　　　０ｎ‘

the　other hand, frequency　domain stability　criteria　of　large

scale　systems　were　developed　in　chapter　3 * where　we　derived



stability　criteria by　the　following　procedures. First　we

12ユ

constituted　the　comparison　equations　and　the　imaginary　systems･，

the　characteristics　of　which　were　subject　■to　the　comparison equ-

ations, from　the　properties　of　subsystems　and　the　interconnec-

tions　among　them. Then, the　extended　Popov-type　theorems

ｅstablished　previously were　applied　to　-the　imaginary　systems・

Thus, several　frequency　domain　theorems. were　established　accord-

ing　as　the　properties.　of　subsystems　and　interconnectiong; relations.

ｉｎｃ:Luding　the　case　where　each　subsystemhad　dead　time　element;*

in its　own feedback　loop.　　　　In　section　３．５　it　was　shown that

the　the orems　obtained in this way "became　more useful　　ｂｙ the

aid　of　computers　with ａ graphic　display　"terminal.　　　　一

　　　エｎ　chapter　4,some　condi-fcions　for　positive　definiteness　and

positive　semidefiniteness　of　ａ matrix-value d　function with　argu-

ment　ｓ＝ｊω　　for　anyvalue　of ω　were　considered.　　　　Under　ａ

certain　condition we　　got　the　necessary　and　sufficient　condi-

tion for　て)ｏｓｉｔｉｖｅ　definiteness　or　positive　semidefiniteness　in

ａ very　simple　form.　　　　Whether　i-fc　is　the　case　where　such ａ

simp:Ee　condition　can he　obtained　or not　can be　checked mainly

ｂｙ　drawing　the　ve ctor　loci。 of　･the　elements　of　-the　matrix.

工ｎ　addition　to　the　necessary　and　siifficient　condition, a　suffi-

cient　condition 'ｏｒ　ａ　necessary　one　for　positive　definiteness　ｏ：『

semidefini-teness　was-　obtained　ｓｅｌ』arately　in this　chapter。

　　　工ｎ　chapter　5,the　results　of　chapter　４　were　used　for　compar-

ing　the　theorems　of　chapter　３　with other　theorems.　　　　For

systems　without　the　dead　time　elements, one　of　･the　theorems

Was ・　ｃomparatle　with　those　obtained ｂｙ　other　authors　and was

shown to　include　some　of　them. 工ｎsection ５．３１ｔ was exhi-

bited　i3y　some　illustrative　examples　･that　the　condition:･was　also



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１２２

useful　for　applying　frequency　domain　criteria　of　large　scale

systems‘by　some　other re searchers.

　　　工ｎ　chapter' 6 ， stability　theorems　of　large　scale　systems　。･

including　ｓｔａ‘ble　and　unstable　subsystems　were　established　with-

out　the　comparison　principle.　　　　工nstaljility　theorem, for　･these

systems　was　also　derived　there.　　　　The　obtained results　were

compared　with Grujic　and　§iljak's　theorems.　　　　　　工ｔ　was　shown‘　・

that　"fchere　exist　systems　that　were　proved　to　be　stable　or

ｕｎｓｔａｂｌｅ‘by the　theorem in this　chapter, but.not‘by Grujic　and

Siljak's.

　　　Thus, we　have　obtained　the　means　of　inve stigating many kinds.

of　large　scale　syste【ns.　　　　However, the　following works　seem‘to

remain unsolved　and　to　be　inve stigated　in the　future 。

１　　The　approaches　to　■the　problems　of　the is　thesis　were　general-

　　　１ｙ　taken not　so　much from practical view points　as from theo-

　　　retica]L intere st ．　　　　　So ， to　consolidate　more　"bracta‘blE ways

　　　for　applying　the　"theorems　to　the　actual　systems　is　ａ future

　　　work　to　iDe　done 。　　　　　工ｎ　that　case, considering　large　dimen-

　　　sions　of　the　system, to　make　the　most　of　computers　with

　　　appropriate　input-output　devices　should　"be　necessary.

２°　By　taking　advantage ｓ　of the feature　of systems,　that　is,　emp-

　　　loying much more　information　on systems, improvement　of　the

　　　　　　　　　　　　　　●　　　stability　condition　ｃｏｕ‘１ｄ　be　anticipated.　　　　Ｓｔａ‘bility

　　　theorems ｇ　therefore ， might‘be　established　extensively　according

ｙ　，ﾚ　as　-the　propertie ｓ　of　the　systems 。

３'　工ｔ may te　interesting　to　deal　with　large　scale　systems　where　　一一

　　　ｓｕ‘bsystems　are　coupled　ty　interconnecting functions　with

　　　retarded　arguments, considering　the　phase-shifting　effect

　　　of　tKe　interconnections.
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４°　To　make　more　U3e　of　nonlinear　characteristics　included　in

　　　the　systems　without　simple　linear　evalua-tions　is　expectedタ

　　　thoughi-t　may he　very　difficult.

"
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Appendix Ａ． stability　The orems ･ of　Large　Scale　Systems

Previously　Obtained　by　other　Authors
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　　　Some　stability ･■theorems　of　large　scale　systems previously

obtained　ｂｙ　other　researchers　are　introduced　for　the　purpose　of

comparison　and　reference.　　　　The　the orems　listed　"below　are

chosen from　among　ｔｈｏｓｅ：-that　are　considered　to　be　typical　and

and　comparable　with　the　･theorems　derived　in　this　thesis.

Symbols　and　notations　used　in　these　"theorems　are　unified　for

the　sake　of　convenience。

　　　Let　systems‘be　written by (1-1) and (1-3), where　vector

functioりf i and l i satisfy the assumptions (1-2) and (1-3).

The　i-th isolated　subsystem is　expressed　ｂｙ（１－５）． We　call

the se　systems　Σ　　and　discuss　the　stability　of　the　equili-

brium　sate　Ｑｙ、ｏｆΣ　．

Baile ゛白　Theorem
(7)

　　Assume　that for each subsystem described　by (1-5) there　exist

ａ non-negative function "Vji and positive constants　ｃｉｊ（ｊ°１９２タ３９

4) satisfying (1-8).　　Name ly ，each ｓｕﾌbｓｙｓ/tｅｍis assured to

be　ＥＳ工Ｌ．
More over ｇ　the　interconnecting function ９･ｉ（Ｚ，ｔ）

is　expressed　in ａ　linear form　of　the　states　of　subsystems　as

9･i（1と･, t )゜
i勺
cij恥j (A-1)

　　　　　　　　　　）1μ71●where　Cii^R　≒ｓ　８ constant matrix.　　　　Then　if　ａmatrix A

given ty

"



A = diag (一息) + offdiag (-ぶ≒JkとりjL-)

is　ａHurwitz matrix,　the　systemΣ　is Ｅ叩:Ｌ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（２１

Araki' s　Theorem
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(Ａ-2)

　　Assume　■that　for　each　ｓｕ‘bsystem"there　exist　ａ non-negative

function　ir±{ Xl, t ) and positive constants　°i3　and　Ci4　ｓ!λｃｈ

that

久しL-5）≦－・i3げぷ

け川≦・釧≒|

ｙi（ﾇﾆ’i・t）→,゜゜（皿i卜やｇ,）

(Ａ-3)

(A-4)

(Ａ-5)

For　the　interconnecting gunction　ｇ i≫　the following ｊ･nequali-

ty is　assumed.

ほｉ（Ｚ･ｉ）|!かijl川

工ｆ　■the　:principal　minors　of　any　order　of　ａ matrix Ａ　given ｂｙ

A = diag (

Remark
-

"

Oi
）.゛offdiag (　-^ij　）

(Ａ-6)

(A-7)

９　I.e.タ

C･ば

are　positive ，■then　Σ　　is　ＥＳ工Ｌ．　　　　Moreover,when　each　sub-

system is ＥＳｴ:［j,that　ｉｓ,･　the　inequaities (1-3) hold　instead　of

（Ａ-2）tｏ（Ａ-4），Σiｓ ESｴＬ．

The　above　asaumption with respect　to　the　matrix Ａ

may be　said　in other words　that　Ａ belongs　to　the　class

the　class　of M-matrice ｓ・　　　ごSome　properties　of　these　matrice ｓ

are　presenｻted　in ProTDosition　４．４　and　4.5　in　chapter4　and Lemma

５．１　and　５．２　inchapter　５ 。



Sil ak's　The or
(吋)
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　　　　　　:For　each　subsystem　there　exist　ａ ｎｏｎ‘negative　func-fcion

l/'±(,JCi-t) and positive constants クｉｊ（ｊ°１ｙ２タ3μ)such that

ｸ川刈≦2ri(Xi,t)< >yciixil

玩|(１-5)≦-ｸ刈辿

叩阿卜唇

(Ａ-8)

(A-8)

(蓋-10)

!Ｉ!heassumptions for intercom

the　same　as (A-5).

of　ａ matrix Ｂ　defined ｂｙ

工ｆ　the　principal minors　of　any　order

　Ｂ°d1昭(-2ii-) + offdi昭‘（一女6ij）

isj!positive, ■the　system　2L　　isＥs工Ｌ．

(Ａ-11)

Ａ:pparantly, the　assumption for　the　matrix Ｂ　is　also　equivalent

to　the　condition that Ｂ is　in　ｘ　。

Appendix Ｂ　　Comparison Principle

　　　　　　　Comparisonprinciple　is　an important　technique　in ■the

theorey of　differential　equations･used for　estimating ａ

function satisfying ａ differential inequality ty the　external

solutions, of　the　corresponding　differential　equation。　　工ｎ

this　appendix, some　comparison theorems　for　differential

equations　and　functional differential　equations are　intrd-

dueed.　　　　　We　presentfirst　the　theorem for differential

inequalities.



finition:B １
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　　Ａ　vector　functio・．卜［　ｆ］．ｌ　ｆ２９　’¨　９　fm ^'of a　vector

variable　K= ( X:L≫ｘ2タ･ ･ ･ Xm
ｙ
will "be said to be of type

Kl with respect　to　Ｋ　in ａ　set　S, if ..for　ｅach　subscript　i=l,

2, ･.. ,m we have fi(a)≦．ｆｉ（ｌ））ｆｏｒany two points　ａ’゜ （　ａ１９

ａ２タ‥゜タａｍ了and to °（ｂ１９ ｂ２タ‥゜９ ｂｍ
ｙ
in Ｓ with ai =..bi

and ａｋ£ｂｋ（　k=l,2,°゜゛９ｍ　；　ｋ≒゛ｉ　）．

Theorem Ｂ．１

　　工･et/( X, t )‘be smooth and continuous for any arguments

so that on an interval （　a , 1) ) the　solution　X(-t) of the

differential　eqation

丘＝/（χ，t） (B-1)

is　assu:red to　’ｂｅ　■unique　and　continuous,　and　of　type　Klwith

respect to‘ｘ　for each fixed values of ｔ．　　　工ｆ　Ｚ（ｔ）ｉｓ

continuous　ｏｎ（　ａ　，ｂ　),satisfies　the　differential　inequality

i　＾ j（ｚ，ｔ）

and　^(a)≦%(a), then 2(t)≦瓦(t)foｒ ａ

Proof　of　thisパthe orem is　shovm in (15).

:Definition Ｂ．２

£ｔ ＜
-

‘b．

(:B-2)

　　let･/（つ（，｀ｌ，ｔ）ｂｅａ vector function of　ve ctor　variable

ﾌ乙ｄ?゛＾　，ＦＲ゛ａｎｄt 6-|< , continuous for ａ海 argu皿ents.

工ｆ　the　following　conditions　are　satisfied,　　／　　is



said　-bo　te　type　Ｋ２’

:L°　For any り1 andり2 such　that 影り2　, the　inequality

　　　　　　　y（Ｘ ・ 9･・‘t;）り（尤・ヤ・１）

hold.

２°　The　function　チ　　is　of type　Kl with respect　to　Ｋ　・

Theorem Ｂ．２

Condsider　the　functional differential　inequalities

　Ｚ(ｔ)

and

≦l(z(t),z(t--t), t )　，　ｔ２０　　，でン○

Ti(t)>f( -u･(t),‘9(i-ｌ)，t)，　t２0

where　チ　iｓ　of　type　Ｋ２・

holds・ then　Ｚ(ｔ)！‘ﾘ(t),　ｔン０．
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(Ｂ-3)

(Ｂ-4)

工f　Z(t)£y(t)，-で≦ｔだ０

ヱ回orem Ｂ３

　　工jet　us　assume　the　solution　　X(t)of　-the　functional　differe-

ntial　equation

　　　　X(t) = /( x(t), X(t-X：), t )

exists　and unique　and　the　function　チ　is　of　-type　K2・

(:B-5)

If for the solution Ｚ（t）of the inequality (:Ｂ-３）Ｚ（ｔ）≦．ズ（ｔ）

-てこ！ｔ≦Ｏholds, then　z it) < ic (t), -t>o.

For　the　case　of　ｍ　°１，　the'proofs　of　the　above　theorems　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　｀･･ｉ

given in (28). 工ｎ　this　case　the　condition　:Ｌ° of　the　definition

Ｂ。２　iŝ trivially satisfied. For ｍＺ ２，the proofs of the the orema



can ’ｂｅ　given,for　ｅｘａ皿pie,in an analogous manner　to　those

given ｂｙ　Tokumaru　et　al. ( yj) and　is　omitted.

].29

Appendix C．　　¶I!lie　NumlDer　of　theRoot with ;:Positive　Real Parts

　　　　　　　　　　　　of　■fche　EquationＳ十ａ二十ｂｒ‰Ｏ叫）

　　　　　工ｎthis　appendix, we　present　the　region of　asymptotic

stability in the　space　of　the　coefficients　a and ｂ for the

trivial　solution of　the　equation

ｘ（ｔ）＋ａｘ（ｔ）＋ｂｘ（ｔ-で）＝０

where　a, "b　.and　で　are　constants　and ｔン○・

case　the　characteristic　equa'fcion has　the　form

S + a ≪+ "b e
一

一
０

(C-１)

工ｎ thiS3

(C-2)

The　staMlity　condi-fcion is　obtained　as　the　condition for the

absence of roots with posi-tive ｒｅａ]Lparts. of the characteris-

tic quasi-polynomial　タ(Ｓ)＝Ｓ＋ａ十ｂ ｉ゛ｓ。　　　　　:Pig. C.I.

shows　･the　regions　in the　space　of　coefficients ^aﾀﾞb)、having

constant numlDer　of roots, with positive　real parts。 工ｎ

tｈ:１ｓ　figure,n denotes　･the　number　of　roots　ｗ：ith positive　real

parts.　　　　　　Therefore, the　region　corre aponding　to　ｎ＝０

gives the　stability range ｓ，in this　space 。　　ご　　　Theequationa

for　the　line (1) and　the　straight　line (2) are　given respec-

tively as followa

ｂ‾召ﾖn-cy　遥謡?声Ｌ



where　ｙ is　ａ parameter,

and　　　　　　ａ＋ｂ＝０．

ダ

Fig. C.I

ｂ

ａ

(2)

P・rameter PI・ne　Diagram　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i
●．．－－争

Ｌ
Ｉ
Ｉ
－
－
－
―
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