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第１章　序　　論

　1.1　はじめに

　ラジオアイソトープ(radioisotope, RI )や色素を利用して物質の輸送や拡散・吸収過程を

追跡するいわゆるトレーサ法(tracer ｍｅthod）は，医用生体工学等で古くからよく用いられ

ている。

　トレーサ法で得られたデータの数学的解析法にコンパートメントアナリシス(compartmen-

tal analysis )がある。コンパートメントアナリシスは，生体システムの物質やエネルギーの

輸送現象を大局的に取扱うための便利な解析法であり，システム・制御工学的見地からの医用

生体工学への１つのアプローチと言うことができる。

　生体のある器官や領域が，物質の輸送現象に関して他と区別され，１つのまとまりとみるこ

とができれば，これは１つのコンパートメントである。コンパートメント中では物質は瞬時に

完全に混合されると仮定すれば，一連のコンパートメントから成るコンパートメントシステム

における物質の動的なふるまいは，集中定数線形微分方程式系で表現される。言いかえれば，

生体機能の数学モデルが構成できることになる。

　モデルを決定する問題はシステム同定の問題と呼ばれる。さらに，対象となる生体システム

の構造がある程度判明している場合には，同定問題はいわゆるパラメータ推定問題に帰着され

る。もしもモデルが適当に構成され，全体の勁特性が正確に表現されていれば，モデルのパラ

メータはこれに対応ナる生理的事実の存在を示唆す｡ることになる。この観点から，モデルはで

きるかぎり簡単で見通しがよく，かつそのパラメータが生理的事実を適確に代表するものであ

ることが望ましい。

　システムの同定は，一般にモデルのパラメータあるいは次数等を変化させて，実システムの

観測データとモデルの対応する出力を比較し，適合させることによって実現される。この過程

は曲線あてはめ( curve fitting)と呼ばれる。

　一旦システムが同定されると，次は適当な入力やパラメータ値に対するモデルの出力を求め

て，その性質を調べることになる。これは同様のことを実システムについて行なうよりも一般

に安価で再現性に富み，危険の少ない条件のもとで短時間にもとのシステムに対する理解を深

めることができる重要な過程であり，シミュレーションと総称される。
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　このようなコンパートメントアナリシスの歴史は，古く1950年前後にまで湖る(Jacquez,

1972；　Sheppard, 1962)が，可同定性(Bellman, 1970 ； Cobelli. 1976a, 1978),可観測

性(Cobelli, 1976b)や最小実現問題(Maeda, 1976, 1978)等がシステム理論的に研究され

始めたのは比較的最近のことである。

　コンパートメントアナリシスの実用的な適用例の１つに，心放射図(radiocardiogram, RC

Ｇ）を対象にしたヒトの心臓循環系の解析がある。ここに心放射図とは，ヒトの血管中にRI

を１回急速注入し，それが心臓部を通過する過程をシンチレーション検出器( scitillationde-

tector )により体外計測したものである。1958年にMaclntyreらはトレーサとして1311標

識ヒト血清アルブミン（ＲＩＨＳＡ）を用い，心放射図と体内平衡時希釈量実測値から，１分間

の心拍出量を計算した。それ以来，心放射図は簡単な心拍出量の測定法として臨床的に広く用

いられている。

　1967年に桑原，平川らは，肘静脈からRIを注入した場合の再循環を考慮した循環系のRI

輸送過程を示すコンパートメントモデルを作成し，アナログ計算機を用いた曲線あてはめ法に

よってモデルのパラメータを推定した。その結果，心拍出量だけでなく，従来は明らかにされ

なかった心機能を表わすいくつかの値，すなわち右心房と右心室を含む右心系，肺循環系，左

心房と左心室を含む左心系および体循環系の各平均通過時間，心臓中隔欠損がある場合の左心

から右心への短絡率等が得られるようになった。この心放射図解析法は現在臨床検査に供され

ており，そこでは高速アナログ計算機をシミュレータに使用し，人手による曲線あてはめによ

ってパラメータの推定がなされている。

　このモデルは通常のコンパートメントモデルと若干異なり，基本的には４つのコンパートメ

ントと２つの輸送おくれを示すむだ時間とから構成されている。またモデルのパラメータが各

々対応する生理的意味を持っていることも特徴的である。しかしながら計測系の利得等の付加

的なものを含めると11個ものパラメータを推定しなければならず，曲線あてはめの操作手順

と技術にある程度の熟練が必要とされる。さらに高速アナログ計算機の入手も必ずしも容易で

はない。

　一方，近年シンチレーションカメラの出現と，ミニコンピュータを中核とナる核医学データ

処理システムの普及に伴なって，心臓部のRI輸送現象を表わす２次元画像の時系列であるＲ

Ｉアンギオカーディオグラム(radioisotope angiocardiogram )のディジタル計算機処理が

急務となっている(Hachimura, 1979； Preston, 1976)。

　本研究は伝統的なコンパートメントアナリシス，すなわち大局的なRI輸送過程の動的解析

の観点から，シンチレーションカメラの計測データについての一貫した情報処理を目標とした

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－２－
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ものである。具体的には，RIアンギオカーディオグラムからの心放射図の作成とそのパラメ

ータ推定による自動解析のための基礎的手法の開発が目的である。

　1.2　本論文の概要

　本論文は２つの部分から構成されている。すなわち，前半の第２章と第３章ではミニコンピ

ュータシステムを用いたシンチレーションカメラのデータ処理と心放射図の自動解析について

の具体的な処理手法を述べ，後半の第4,5および６章では心放射図のパラメータ推定過程に現

われるいくつかのシステム・制御工学上の基礎的問題について理論的に考察している。

　つぎに各章の内容を簡単に述べる。

　第２章では，シンチレーションカメラの一種であるオートフルオロスコープ(autofluoro-

scope )で計測されたRIアンギオカーディオグラムを対象として，心臓循環系各部の関心領域

( region of interest,ＲＯＩ）を自動的に設定するための１手法を示す。すなわち，14×21

の画素から成るRI画像上で，右心の入力部，右心部，肺部および左心部に対応する領域を各

画素のカンマ線計数率曲線(time-radioactivity curve)の極大値到達時刻を手がかりにして

客観的に決定し，心放射図を得る。さらに周波数分析によって心室部分を分離する手法を述べ

る。

　第３章は心放射図の自動解析を扱う。まず循環系におけるRI輸送過程の数学モデルについ

て述べ，このモデルのパラメータ推定手法を開発する。その際，モデルに対するパラメータの

影響を調べるためにパラメータ感度解析を導入し，また推定に要する計算機処理時間を短縮ナ

るために，周波数窓法(window method in frequency domain )を提案する。さらにパラ

メータ推定の出発値決定に発見的なシステム同定手法の１つであるGMDH (group method

of data handling)を適用する。そして若干の処理例を示し，ミニコンピュークを利用した

この自動解析法が従来のアナログ計算機によるものと比較して，信頼性と処理時間について十

分臨床的実用に耐えるものであることを明らかにする。

　第４章では，パラメータ推定における一意性と安定度についてテンソル解析を適用して幾何

学的に論じる。すなわち実システムの観測データとモデル出力の重み付き残差２乗和を評価関

数とするパラメータ推定法において，データにかかわらずパラメータを一意的に決定できるた

めの条件を明らかにし，さらに安定度の概念を導入して，推定パラメータ位がデータの変動に

対応してどのようにふるまうかを検討する。

　第５章では，むだ時間を含む線形微分方程式の便利な数値計算法の１つであるＦＦＴを利用

した数値逆ラプラス変換法の誤差について検討する。すなわち，この計算法の誤差解析の端緒

－３－



として，簡単な１次おくれ系を例にとり数値逆ラプラス変換後の時間領域における誤差の様子

を明らかにする。

　第６章では, GMDHの収束性に関する若干の性質を導き，その適用上留意すべき点を指摘

する。

　最後に第７章では本研究を総括し結論を述べる。

４
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第２章　関心領域の自動設定

　2.1　はじめに

　カンマ線を出す放射性同位元素(radioisotope, RI)を血管中に投与し，その時間的および

位置的推移を心臓部を覆う前胸部体表上で，シンチレーションカメラによって計測したRI画

像をRIアンギオカーディオグラム（Ｒｌ angiocardiogram )という。 RIが血液と瞬時に完

全混合すると仮定すれば，これによって中心循環系の血液の流れを観察ナることができる。参

考までにヒトの中心循環系を模式的に示せば，第2.1図のようになる。すなわち，静脈から右

心房に入った血液は右心室から肺循環系へ送ら

れ，酸素を供給された後左心房に至り，さらに

左心室をへて全身へと送出される。便宜上，今

後この右心房と右心室を併せて右心部，左心房

と左心室を併せて左心部と呼ぶことにする。

　ＲＩアンギオカーディオグラムの測定法を第

2.2図に示す。図はカメラのディテクタヘッド

を前胸部斜左前方に設置した，いわゆる左前斜

位(left anterior oblique, ＬＡＯ）の場合の

被検者とカメラの位置関係を表わしている。ま

た斜右前に設置した場合は右前斜位(right an-

terior oblique, ＲＡＯ）と呼ばれる。第2.3

図はシンチレーションカメラの一種であるオー

トフルオロスコープ(autofluoroscope )によっ

て得られたＲＩ画像の１例である。画像はＲΛＯ

第2.1図 中心循環系の模式図（ｍｌ：右心

部. LII : 左心部）

30°に置いたカメラで，主に右心部にＲＩが存在する時間内のカンマ線計数を蓄積したもので

あり，１画素が約１�の大きさを有する14×21個の画素から構成されている。

　RIをトレーサ(tracer )として用いる循環系の機能検査では，伝統的に心臓部あるいは肺

部等の臓器を１つのコンパートメントとみなし，そのＲＩ動態を示す計数率曲線(time-radio･

activity curve )を解析して血液の平均通過時間等の循環動態を評価することがおこなわれる。
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第2.2図　RIアンギオカーディオグラムの

　　　　　測定法

第2.3図　オートフルオロスコープによる

　　　　　ＲＩ画像の１例

たとえば心放射図( radiocardiogram )は右心部と左心部を含む心臓部分全体に注目して，こ

の部分から計測されるカンマ線計数率の時間的変化，いわゆる希釈曲線( wash out curve )

をグラフにしたものである。このようにＲｉアンギオカーディオグラムから各臓器の希釈曲線

を得るためには，当面知りたい臓器をとらえているIH肖像上の領域を関心領域（rｅφｏｎ of

intcヽrest,ROI )として決定しなければならない。従来この設定はほとんど医師の手によって

なされている。これにはある程度の熟練と労力を要し，また客観性や再現性の点でも問題があ

った。

　本卓ではオートフルオロスコープで得られた尺Ｉアンギオカーディオグラムを対象に，右心

人力部，右心部，肺部および左心部の関心領域を自動的に設定することによって，医師の負批

を軽減するとともに客観性のある希釈曲線を得るための方法にっいて検討する。

　閉心領域設定の自動化については，すでにクラスタ分析を適用した長沢ら(1977, 1978)の

研究があり，これは各画素の計数率曲線を用いて心房や心室等の比較的多種類の領域を分類し

,Lうとするものである。しかしながら本章で対象とするような巨視的な希釈曲線を得る日的に

は分類が詳細に過ぎ，またオートフルオロスコープの位置分解能を考慮すると実用的に満足の

いくものと考えることはできない。

　以下では大局的に中心循環系各部，すなわち右心人力部，右心部，肺部およびた心部の希釈

曲線を得ることを主目的として，各画素の計数率曲線の極大値到達時刻と画素相皿の２次几的

辿結性に注目して，RI画像を４領域に分類する手法を提案し，若干の適用例についてその行

効性を明らかにする。さらに，このようにして得られた仏ら部について，関心領域を構成する

-
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各画素を，計数率曲線の心拍に対応する周波数成分に関する位相差を利用して２分割し心室部

分を分離する。その結果得られる心室容積変化曲線は心拍出量と組合せることによって心臓の

ポンプ機能の診断に有効な資料となるものである(Hirakawa, 1977)。

　2.2　関心領域の自動設定

　関心領域（ＲＯＩ）を定めるためには，文字通り関心のある対象を規定する必要がある。そこ

で，第2.4図に示すように，中心循環系を簡単化して上大静脈等の右心入力部，右心部，肺部

および左心部の４つのコンパートメ

ントから成ると考え，各コンパート

メントでRIは瞬時に完全混合され

ると仮定する。このような中心循環

　　　　　INJEC-　　　RIGHT GS　　LEFT
""･Tc-HSA　r§;aPART一　芯‰,。旧ART-　Ｓ;。TO eODY

　　　　　MENT　　　MENT
n ^^　　　　MENT

第2.4図　中心循環系のコンパートメントモデル

系のコンパートメントモデルを念頭において，心臓部が視野の中央にくるように設置したオー

トフルオロスコープで計測されたRIアンギオカーディオグラムから，各コンパートメントの

希釈曲線を得るための関心領域を自動的に定めることが本節の目的である。

　以下, RAO ３０°のデータを例にとり，第2.5図の流れ図にそって関心領域設定の処理手順

を説明する。ここにRIアンギオカーディオグラムのデータ

は294個の画素ごとに0.1秒の時間々隔でRI投与後12.8秒

間計測されたものである。

　まず各画素の計数率曲線を大略心拍周期に相当する区間で

移動平均し，平滑化する。今画素ｋの時刻tiにおける計数を

ｘk（ti）とすると，その移動平均ｘk（ti）は，

　　　　　　iJ二!

ｘｋ(ti)゜jFFしXk (tj ), N ； ODD

　　　　　　戸l‾‾Ｆ

となる。ここにＮは心拍周期に相当する区間とする。すなわ

ち心拍動の影響を除去した平均的な流れの巨視的挙動だけに

注目することになる。

　次に各画素について平滑化した計数率曲線の極大値到達時

刻を検出する。直観的には１つのコンパートメントに属する

第2.5図　関心領域設定手

　　　　　順の流れ図

画素の計数率はRIの流入とともに増加し，やがて最大値を記録し，RIの流出とともに減少

－７－



する一過性の曲線になると考えられる。しかし実際には臓器相互の重なりや，カメラの分解能

のために１つの画素が同時にいくつかのコンパートメントに所属する場合がある。特にRAO

の場合は解剖学的に右心部と左心部が互に重なって観測され，計数率曲線は双峰性になる。し

たがって各画素のコンパートメントヘの帰属を定めるためには複数個の極大値到達時刻を考慮

する必要がある。それには，１次および２次の平滑化差分

jｘk（ti）＝

j2ｘk（ti）＝
j
y〔回と/ｘk(tj)‾且

4
JXk (tj)]

を求め，適当な同値∂くＯおよびＥｙＯを設定し

〔I ^Xk(t:) I s<£〕∧〔j2×1(ti)人０〕＝{:1こ　t:；

なる操作によって294個の各画素ごとに２値化系列dkiを求める。ここに記号∧は論理積を表

わす。こうして求めたdkiの１が連続する区間が極大値め近傍であり，その中央に相当するti

を極大値到達時刻の候補点とする。候補点が２個以上ある場合は，計数率の大きい方から２個

とり，これらを極大値到達時刻とする。すなわち，１つの画素は高々２つのコンパートメント

に所属すると仮定ずることになる。

　このようにして極大値到達時刻を求めた１例を第2.6図に示す。図はRAO ３０°に設置した

(ａ)

第2.6図　極大値到達時刻の検出

　　　　　（ａ）平滑化計数率曲線と１次差分

　　　　　（b）平滑化計数率曲線と２次差分
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(b)

１



Ｆ

オートフルオロスコープのRI画像中央付近の１画素についての例であり■ (a)は平滑化計数

率曲線とその１次差分（点線），（b）は同じく２次差分（点線）を示している。ここに目盛の

ない横軸はそれぞれの差分値の零軸を表わしている。

　第2.7図は極大値到達時刻をＲＩ画像上の位置で表示したもので, 0.5秒ごとの時間々隔で

RI輸送過程の様子を大局的につかむことができる。ここに図上方は頭側，向って左側は被検

者の右手方向である。

－ｔ

゛”ｒご

　●－

'r^'rc

’ニ［E・ 8 eesEC T工ΓηＥ・８

TIHE・ 6.SeSEC

TT-t-・：； eesEC TIHE・Ｕ sesEC Ｔ

第2.7図　RI輸送過程の表示

　次に横軸に時刻ｔを0.2秒ごとに12.8秒までとり，縦軸にその時刻を極大値到達時刻とす

る画素の個数をとったヒストグラムを作成し，これを右心入力，右心，肺および左心の各部に

対応するクラスタに分割する。それには，まず

RI画像の中央部に10×15の領域をとり，こ

の領域全体の計数率曲線を求める。第2.8図は

その１例である。心臓部が画像の中央に位置す

るようにカメラを設置してあるので，この領域

は主に右心部と左心部によって占られている。

したがって曲線の第１峰は右心部，第２峰は左

心部また中間の谷は肺部にＲＩが存在する中心

時刻に対応すると考えることができる。このよ

－９－

白丿（・

第2.8図　RI存在中心時刻の推定



うにして推定した各コンパートメントにおけるRI存在の中心時刻を手がかりに，ヒストグラ

ム上でそれらの中間付近の谷を分割点として選択した結果を第2.9図に示す。

　第2.10図(ａ)はヒストグラムの分割で得られた各ク

ラスタに対応する関心領域を最初から順に右心入力部

(Ｉ)，右心部(Ｒ)，肺部(Ｐ)および左心部(Ｌ)として

表示したものである。図の上方は頭側，向って左側は右

手方向である。右心部と左心部の重なりも検出されてい

ることがわかる。

　各関心領域ごとに画素の連結領域にラベリングし，面

積最大のものから若干個残し，いわゆるとび地を除去す

ると第2.10図(b)が得られる。ここにラベリングのア

ルゴリズムには伝播法(ローゼンフェルド, 1969)を利

用した。
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第2.9図　極大値到達時刻のヒス

　　　　　トグラムとその分割
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第2.10図　関心領域設定例（ＲＡ０ ３０°）

㈲
㈲
㈲
剛

ヒストグラム分割の結果

とび地の除去

相似性による処理結果．

最終結果
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(d)

４



・

　残った各領域中の平均正規化計数率曲線

　　　　　　Ｘ(ti)＝〔Σ　ｘk(ti)〕/〔max {Σｘk(ti)}〕

　　　　　　　　　　　　kを沢　　　　　　　　　M　kを沢

　ここにΣは１つの関心領域別こ属するすべての画素についての和を意味し) maxは時刻

　　　　k6沢　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ti
　tiに関する最大計数率を意味する。

を求め，これと各画素の正規化計数率曲線との残差２乗和を相似性の評価として，相似でない

画素を領域から除く。ただし，残差２東は対象となる関心領域に主としてRIが存在している

時間区間，すなわち前述のヒストグラム分割の時間区間についてだけ加算するものとする。第

2.10図(ｃ)はこの結果である。

　最後に各関心領域の境界を調査し，計数率曲線の相似な画素を付加して最終的な関心領域と

する。これを第2.10図(d)に示す。

　なお，これらの処理は各段階ごとに途中結果をグラフィックディスプレイ上に表示し，オペ

レータの修正を求めるような対話形で実行される。

　第2.11図には各部の希釈曲線を示す。(ａ)，(b)，(ｃ)および(d)はそれぞれ右心入力部，

右心部，肺部および左心部の希釈曲線である。また(ｅ)は右心部と左心部の関心領域を併せた

もので，いわゆる心放射図に相当する。

　第2.12図と第2.13図にはLAO ３５°｡にカメラを設置した場合の処理例を示す。第2.12図

(ａ)はRI輸送過程の様子, (b)は極大値到達時刻のヒストグラム, (c)はヒストグラムの分

割で得られた関心領域, (d)はとび地の除去, (e)は相似性による処理結果, (f)は最終的に

設定した関心領域である。ここに図の上方は被検者の右手方向，向って右側は頭部であり，ま

たI. R, P, Lはそれぞれ右心入力，右心，肺および左心の各部を意味する。

　第2.13図には各部の希釈曲線が示されている。(ａ)，(b)，(ｃ)および(d)はそれぞれ右心

入力部，右心部，肺部および左心部の希釈曲線であり. (e)は心放射図である。

　このようにして，中心循環系の巨視的なコンパートメントモデルに適合した希釈曲線を得る

目的に対しては，十分実用に耐える関心領域を定めることができる。

　2.3　心室の分離

　前節のようなＲＩの流れの巨視的挙動だけからでは，心室部分を分離することは事実上困難

である。一方，心室のポンプ機能からみて心室部分に属する各画素の計数率は同期して増減す

ると考えられ，また生理学（松田編, 1969)によると心房と心室の容積は正常の場合第2.14

図のような変化をするとされている。すなわち位相に差がある。そこで本節では，計数率曲線

-11-
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(ｃ)

･|づり
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第2.11図　希釈曲線の例(ＲＡ０ ３０°)

　　　　　　(ａ)右心入力部(I)

　　　　　　(b)右心部(Ｒ)

　　　　　　(ｃ)肺部(Ｐ)

　　　　　　(d)左心部(Ｌ)

　　　　　　(ｅ)心放射図(Ｒ十Ｌ)
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第2.12図　関心領城設定処理例(ＬＡ０３５°)

　　　　　　(ａ)RI輸送過程の表示

　　　　　　(b)ヒストグラムとその分割

　　　　　　(ｃ)初期関心領域

　　　　　　(d)とび地の除去

　　　　　　(ｅ)相似性による処理結果

　　　　　　(f)最終結果
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第2.13図　希釈曲線の例(ＬＡ０ ３５°)

　　　　　　(ａ)右心入力部(I)

　　　　　　(b)右心部(Ｒ)

　　　　　　(ｃ)肺部(Ｐ)

　　　　　　(d)左心部(Ｌ)

　　　　　　(ｅ)心放射図(Ｒ十Ｌ)
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ｔ

の心拍に相当する周波数成分の位

相差に注目した心室の分離法を論

ずる。以下例をあげながら説明す

る。

　まず前節で得られた左心部の関

心領域をとり出し，この領域全体

の計数率曲線を求める。次に，そ

の領域に主としてRIが存在する

時間区間についてノヽミング窓（Ｈａｍ-

ming window )をかけた後フ

ーリエ変換する（宮川, 1975)。

C
Ｎ

０
０

１
‐

４

０

L.A.

L.V.

ECG

　　　　0.5 sec

第2.14図　左心室（Ｌ. Ｖ.）および左心房（Ｌ. Ａ.）容積

　　　　変化の概念図

ここにノヽミング窓とは有限離散フーリエ変換による周波数分析に際して，両端部での波形の急

激な変化による影響を軽減するための一種の荷重関数であり，時刻ｔにおける計数率をx(t),

ノヽミ'ング窓をかける区間を〔－Ｔ/2，Ｔ/2〕とすると，ノヽミング窓をかけた結果y(t)は，

y(t)=x(t){0.54十〇.46 COS (2π示
）｝

と表わされる。

　このようにして得られたスペクトルの１例を第2.15図(ａ)に示す。図は前節のRAO ３０°の

例における左心部の希釈曲線に対するものであり，横軸は周波数，上段は絶対値，下段は位相

(偏角)を表わしている。

　次にこのスペクトルから心拍の中心周波数を抽出する。同図の縦カーソル線がそれである。

そして領域内各画素ごとにこの周波数におけるフーリエ係数の位相を計算し，位相分布のヒス

トグラムを作る。第2.15図(b)はその例であり，横軸に位相を－180°から180°まで10°きざ

みでとってある。また横軸の両端はつながっていると考える。このヒストグラムから２つの矢

印によって示されるような適当な閥値を設定し，１塊のクラスタを心室部分として分離する。

この結果を同図(ｃ)に示す。ここに左心室部分はＶで，また残りの部分は便宜上左心房部分と

考えてＡで表わしてある。さらに同図(d)には左心室部の希釈曲線を示す。このように分離さ

れた左心室部の領域は，RI画像上でもまとまった領城を与え，またその希釈曲線には明確な

心拍成分が観察される。これは，心拍周波数成分の位相差を特徴量とする心室関心領域分離法

の有効性を明らかにしていると考えられる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(ｄ)

第2.15図　左心室の分離(ＲＡ０ ３０°)

　　　　　　(ａ)心拍中心周波数抽出

　　　　　　(b)フーリエ係数の位相のヒストグラム

　　　　　　(ｃ)左心房(Ａ)と左心室(Ｖ)

　　　　　　(d)左心室の希釈曲線

(fCC)

　第2.16図には第2.15図(d)の左心室部希釈曲線において心臓の拍動が最も明確に表われ

ている数拍について，この曲線を，それに心拍周期に相当する区間で移動平均を施して平滑化

したもの，すなわち平均的な希釈曲線で除して得た左心室容積変化曲線が示してある。右心部

等のバックグランド雑音のために正確な駆出率(ejection fraction.ＥＦ)＊は得られないが，

心房収縮など心室容積変化の特徴は十分とらえることができる。

＊　ＥＦは心室の駆出率を表わすパラメータで

　＿心室拡張終期容積一心室収縮終期容積
ＥＦ一　　　　　心　拡張終期容積

で定義される。

-16-
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　2.4　ま　と　め

　本章では，オートフルオロスコープによっ

て計測されたRIアンギオカーディオグラム

を対象に，中心循環系の巨視的なコンパート

メントモデルを念頭において，右心入力部，

右心部，肺部および左心部の関心領域(Ｒ０１)

を自動的に設定するための１手法を述べた。

この手法では，大局的なRIの流れの挙動に

F秘Ｘ･●帥４

第2.16図　左心室容積変化曲線

（轜e・

注目し，各画素ごとに計数率曲線の高々２個の極大値到達時刻を検出することによって, RAO

における右心部と左心部のような空間的に重なった２つの臓器に対する関心領域をも定めるこ

とができる。そして若干の処理例を挙げて，本手法が中心循環系各部の希釈曲線や心放射図を

得る目的には十分適ったものであることを明らかにした。

　さらに，巨視的なRI動態だけからでは分離の困難な心室部分を，心拍周波数に関するフー

リエ係数の位相差を特徴量とすることによって抽出できることを示し，心室容積変化曲線を得

た。
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第３章　心放射図のパラメータ推定

　3.1　はじめに

　心放射図(radiocardiogram, RCG )は非観血的な心拍出量の定量的検査法として広く用い

られている。桑原，平川らは1967年以来，心臓循環系のRI輸送過程を表わす数学モデルを

作成し，アナログ計算機を用いたシミュレーションによって心拍出量のみならず循環系各部の

血液量，平均通過時間，大動脈弁逆流率，左心から右心への短絡率などを測定し，臨床データ

として提供している(Kuwahara, 1972, 1973； Motohara, 1974； Saito, 1973, 1974)。この

シミュレーションは線形むだ時間系のパラメータ推定問題であって，現在その処理は高速アナ

ログ計算機を用いた人手によるモデル出力と実測データの曲線あてはめ法によっている。しか

しながらこの方法では，曲線あてはめの操作手順と技術にある程度の熟練を必要とするうえに，

高速アナログ計算機の入手も必ずしも容易でない。そこで現在比較的入手の容易なミニコンピ

ュータに適した心放射図の数学モデルのパラメータ推定アルゴリズムを開発した。このアルゴ

リズムは心放射図をフーリエ変換し周波数領域においてパラメータの最小２乗推定を行うもの

であって，処理結果や処理時間の点で，現用の高速アナログ計算機による手法に比較しても遜

色のない十分実用に耐えるものである。本章ではこの手法について述べるとともに若干の処理

例を示す。

　3.2　心放射図とその数学モデル

　　3.2.1　心放射図の計測

　99“ＩＴｃ-ＨＳＡ(99111Tc標識ヒト血清アルブミン)5mCiを肘静脈より急速注入した後のRI

輸送過程を，前胸部に置いたシンチレーションカメラで計測する。右心入力部のRI動態およ

び心放射図を得るために，第２章の手法あるいはオペレータの人手によって，上大静脈および

心臓部を覆う２つの関心領域を設定し，この両者の0.2秒ごとの計数率を約１分間にわたって

記録したものを実測データとして用いる。なお，RIが全身に均等に分布したと考えられる平

衡状態での計数率も同時に記録する。第3.1図は実測データの一部である。

3｡2.2　RI輸送過程の数学モデル

18



99°Tc-HSA

第3.1図　実測心放射図の１例

｡-

↓

…-J･Ｔ‾‾‾ニニ
に賢一

RightheartにむEし1≡、、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bod/

第3.２図　心臓循環系RI輸送過程のモデル

　正常な心臓循環系でのＲＩ輸送過程を第3.2図に示すようなプロセスで近似する。すなわち，

右心と左心をそれぞれ１つのコンパートメントで，肺循環系と体循環系をそれぞれ１つのコン

パートメントと輸送おくれ時間で表わす。図中の下添字r, p, 1およびｂはそれぞれ右心，肺

循環系，左心および体循環系を意味する。またＶ〔ml〕は各部の等価平均容積, c(t)〔μCi/

�〕は時刻ｔにおけるRIの平均血中濃度･Ｆ〔ml/s〕は平均血流量･7‘p･ 7’b〔ｓ〕は肺循環

系および体循環系の輸送おくれを表わすむだ時間である。このような近似は心臓の拍動を無視

しており，肺および体循環系を簡略化して考えているとはいえ，心臓循環系における物質輸送

の本質からは離れていないと考えられる。

　この系に総量I〔μCi〕のRIを時間ｒ〔ｓ〕内に肘静脈から注入した場合，注入部位を１つ

のコンパートメントと考えると，そのRI輸送過程は

19－



V:

dci(t)

-
dt
＝i(t)一Ｆ; ｃ;(1) ( 3.1 )

　　　　　　　　　　ih.　0ぶt <r
　　　　　　i(t)= {

　　　　　　　　　　　０，　　ｔ＞ｒ

　　　　　　ハ(t)dt＝I
　　　　　　0

で表わされる。ここにi(t)〔μCi/s〕はRIの一定注入速度> V: , FjおよびCi(t)はそれぞれ

注入部位の等価平均容積，平均血流量および平均血中濃度である。したがって上大静脈の右心

入力部で計測されるRI動態は，注入部位から右心入力部までの輸送おくれ時間ｒi〔ｓ〕を考慮

して，

　　　　　　yi(t)= 7-i VjCj (t-i-j )　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( 3.2 )

で表わすことができる。ここにriは右心入力部に対する計測系の利得を表わす。

　右心，肺循環系，左心および体循環系におけるＲＩの輸送過程は，血流量が時間的に一定で

あると仮定し，また再循環，中隔欠損による左心から右心への短絡を考慮して，次のような線

形微分差分方程式で表わされる。ただしFiはＦに比べて十分小さいとして，右心への流入以

外では無視している。

　右心：

肺循環系：

左心：

体循環系：

Ｖ

「

Vp

V,

Vb

゜FjC: (t － 7･i）十（１－ｋ）Ｆｃｂ（ｔ－

一

一

十kFcl(t)－Ｆｃr(t)

Fcr(t)-Fcp(t)

゜Fcp

一

一

(t-r )-Fc,(t)

（1－k）Ｆｃｌ（t）－（1－k）Ｆｃｂ（t）

－20

7･b）

（3.3）

( 3.4 )

（3.5）

( 3.6 )

dｃｒ(t)

-
dt

dCp(t)
-
dt

(t)dc,

-
dt

(t)

dcb

-
dt



・

ここにｋは左心から右心への短格率である。またＲＩ血中濃度の初期値および初期関数は次の

ように与えられる。

ci(t)＝＝0，

ｃr(O)＝0

Cp(t)=O,

c1(O)＝0

cb(t)＝O･

-「

‾ｒp

Ｋｔ≪０

≪t <0

‾ｒb貳ｔ≪０

　前胸部に置かれたシンチレーションカメラとグラフィックディスプレイ上に設定した関心領

域によって計測されるRI計数率y(t)は，関心領域が心臓部をちょうど覆っており心臓以外の

部位のRIは無視できるものとし，さらに右心および左心に対する感度が等しくなるように心

放射図を計測するものとすれば，

　　　　　　y(t)=r〔Ｖｒｃｒ（t）十Vi Cl（t）〕　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( 3.7 )

と表わすことができる。ここにγは心臓部全域に対する計測系の利得である。第( 3.7 )式が

通常心放射図と呼ばれるものに相当する。

　ある時刻ｔに各部位に存在するRIの総量に注目し，第( 3.1 )～( 3.7 )式をラプラス変

換してブロック線図で表現すれば第3.3図のようになる。ここに各部位の時定数は，

である。

Ti ° Vi/Fi

Ti ° V,/F

Tr＝Ｖr/Ｆ’　　　Tp＝ｖp/Ｆ

Ｔｂ＝ｖh/（1－k）Ｆ

　　　汽|　　　｜匹

第3.3図　数学モデルのブロック線図
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　曲線あてはめ法によってこれらのパラメータを推定すれば，各部位の平均通過時間は右心と

左心についてはその時定数で，肺循環系と体循環系については時定数と輸送おくれ時間の和で

与えられる。また平衡状態におけるＲＩの平均血中濃度をｃ（ｏｏ）とすれば，次の関係式が得

られる。

Fｃ（cｘ））＝VﾗＦ

一

一

Tr ＋Ｔp
＋ rp

　　　Ｉ

十TI十（1－k）（％十
( 3.8 )

'"b

ここにＶは全循環血液量である。第( 3.8)式の右辺の分母の量はすべてパラメータ推定で定

まり，Ｉは既知であるから，ｃ（α））を実測することによって平均血流量Ｆ，すなわち心拍出

量を決定することができる。

　3.3　シミュレーションの自動化

　　3.3.1　パラメータ推定問題の設定

　実測された心放射図と先に示した数学モデルから計算されたシミュレーション結果を比べる

ことによって，数学モデルのパラメータを推定する。パラメータ推定にあたっては，ミニコン

ピュータとグラフィックディスプレイを使用し，たかだか数分以内の短時間で処理することを

目標とした。したがって本節の目的は，線形微分差分方程式で記述されたモデルに対する効率

的なパラメータ推定法の開発である。この観点から問題を設定すれば次のようになる。「第（3.

1）式および第( 3.3 )～( 3.6 )式を状態方程式とし，第（3.2）式および第( 3.7 )式を

観測方程式とする線形むだ時同系のパラメ‾タ:γi･らTi･ 7’i･r･ Ｔr･Tp･ 7p･ Ｔい乳･7’b

およびｋを推定せよ。」ただし第(3.2)式および第（3.7）式に対応する実測データは0.2

秒ごとに256点与えられる。

　これらの実測データは各部位における平均通過時間に比べて十分細かい時間々隔で収録され

ているので，心放射図の波形変化はほとんど失なわれていないと考えられるが，雑音としてＲ

Ｉ計数率自身の有する統計的雑音のみならず，モデルに考慮されていない心拍動の影響など数

学モデルと実在のシステムとの差によって生ずる雑音，肺，肝臓などの他臓器からのバックグ

ランド雑音，およびシンチレーションカメラの特性ひずみなどが複合したものを含んでいると

考えなければならない。雑音の性質が明らかな場合には，それに適した推定法を用いることも

できるかもしれないが，この場合は実測データに含まれる雑音の性質を正確に知ることができ
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ないので，推定法としては最小２乗推定を採用することにした。すなわち右心入力部RI動態

および心放射図に対する評価関数として，実測データとモデル計算値との残差２乗和：

および

JiニΣ〔R（tｎ）－yi（tｎ）〕2

J＝Σ〔y（tｎ）－y（tｎ）〕2

( 3.9 )

( 3.10 )

をとり，これらを最小にするパラメータの値を推定値と考える。ここに～は実測データを意味

し，tｎはｎ番目の実測データが与えられている時刻を表わす。もしも雑音が分散一定の白色

正規かつ加法的な観測雑音だけであれば，この推定は最尤推定となることは明らかである。

　　3.3.2　周波数窓法

　上述のパラメータ最小２乗推定の計算にあたって問題となるのは，第（3.10）式の評価関

数Ｊの計算法とパラメータ推定に要する処理時間の短縮法である。

　第( 3.9 )式の評価関数Jiはyi(t)の解析解が得られるため簡単に計算することができる。

一方第( 3.10 )式中のｙ（t）を得るには数値計算によらなければならない。数学モデルの状態

方程式を時間軸に沿ってRunge-Kutta法などで逐次的に積分する方法は，むだ時間が未知パ

ラメータとして存在するために手続きが煩雑になる。また，ラプラス変換で得られたいわゆる

ｓ領域の伝達関数を数値的に逆ラプラス変換して時間領域の数値解を求める方法も，多数回の

複素関数の計算と高速フーリエ変換（ＦＦＴ）を繰返し必要とする。両方法ともミニコンピュ

ータでは長い計算時間を要し実用的でない。

　さて，心放射図の実測データと数学モデルの計算値はともに直流成分としての定常値を有し，

このままではフーリエ変換できない。しかしあらかじめこれらの定常値を差し引いておけば，

フーリエ変換可能とすることができる。フーリエ変換によれば伝達関数が解析的に得られるの

みならず，残差２乗和が変換の前後で不変に保たれ，これが数値計算上の利点となる。すなわ

ち第( 3.7 )式のy(t)から理論的定常値を差し引いてフーリエ変換すれば次式が得られる。

Y(jω)＝
　r〔Ｔ,(几ω＋1)(jTIω+l)(jTbω＋1)十T, (jTkω＋1)(Fjｙ)

〔(jTrω+ l)(jTpω＋1)(jT1ω＋1)(j孔ω＋1)－(1－k)(fj(ｙ7b)゜

1～ｅ-j゛))ｅ-j7i°　　　　　　　　　　　　　　　　μ‘(Ｔr十TI)

－23－
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ここにωはフーリエ変換領域の角周波数である。したがって数学モデルは副こ関する有理関数

と指数関数から成る単なる代数式で表現できたことになる。またフーリエ変換の正規直交性か

ら第( 3. 10 )式の評価関数Ｊをω領域で直接計算することができる。すなわち，

Ｊ＝Σ〔Y(j%)-Y(jωｎ)〕〔y(j(咆)－Ｙ(j‰)〕 ( 3.12 )

となる。ここにY(j%)は実測データ7(tn) ( n= 1,…, 256 )から平衡状態における直流

成分を差し引いてフーリエ変換したものの離散的表示である。またーは共役複素数を示す。こ

のようにすると数学モデルの微分差分方程式を直接解くことなく評価関数を計算することがで

きる。

　第3.4図は心放射図y（t）とそのフーリエ変換後の絶対値|Y(jω）|の周波数スペクトルの１

例を示しているが，この図から明らかな

ように|Y(j・）｜は･１とんど低周波成分

だけから構成されており，さらに心拍動

に対応する成分はこの低周波成分から十

分に分離されている。したがって第（3.

12）式において，比較的寄与の大きい

低周波成分だけについて総和を計算した

ものをＪのかわりに評価関数として用い

ることにすれば，雑音や心拍動の影響を

除き，しかも有効な情報をそこなうこと

なく評価関数の計算時間を短縮すること

ができる。

ｇ

Ｑ

UJ
Ｎ

ｌ

０

第3.4図

　　　　　TIME　　(･
0.20 SEC )

　　　　FREQUENCY〔/102.4 HZ)

実測心放射図とそのフーリエ変換後の

絶対値の周波数スペクトル

　このように周波数領域に窓を設け，その内部だけで曲線あてはめをしてパラメータを推定す

る方法を便宜上周波数窓法(window method in frequency domain )と呼ぶことにする。

　　3.3.3　数学モデルの性質とパラメータ感度解析

　第( 3.11 )式は推定すべきパラメータの値の組と１対１に対応しており，構造可同定（Ｂｅ-

llman, 1970)である。すなわち，雑音を含まずかつ十分な情報を含む実測データが与えられ

れば，パラメータを一意的に決定できる。しかしながら実際には実測データは有限個でしかも

雑音に汚されているため，評価関数は一般的には多峰性になると考えなければならない。この

場合，初期推定値すなわちパラメータ推定の出発値の設定が非常に重要になる。もしもパラメ

－24－
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－タを段階的に分割して推定することができれば，出発値の設定が容易になり，評価関数の最

小化の過程で局所的な極小値に陥る危険性が減少する。

　そこでパラメータの段階的推定のための分割について検討する。RI注入部位に関するパラ

メータｒおよびTiは，右心入力部の実測データと第（3.9）式の評価関数Jiから他のパラ

メータと独立に推定できることは明らかである。心放射図のフーリエ変換からその他のパラメ

ータを推定するのであるが，この過程をさらに分割するためには，数学モデルに対する各パラ

メータの影響の様子を知る必要がある。このために感度解析の手法を用いることができる。

　第3.5図に･肺循環系に関するパラメ‾タ1/刄と7‘pの生理的標準値における数学モデル

Ｙ（jω）に対するパラメータ感度の計算

例を示す。この図から９Ｙ/9(1/Tp)と

∂Ｙ/∂7'I)は互いにほとんど１次従属な関

係にあり，評価関数Ｊの最小化過程で数

値的不安定に陥る可能性があることがわ

かる。最終的に必要とナる量が平均通過

時間･すなわちTp＋7pであること･お

よび1)に関しては比較的信頼できる初

期推定値が定められることを考慮して，

あらかじめ7'r)を固定ナるのが得策であ

る。第3.6図には体循環系のパラメータ

1/Tbと7･bの感度を示す。7･bはＹ(jω)

に対する影響が小さく，初期推定値も比

較的定めやすいことを考慮すると･7'p

と同様に固定してもよいと考えられる。

また∂Ｗ∂(1/Tb)は非常に低い周波数

でだけ大きな成分を有し，他のパラメー

タとほとんど直交している。このことか

ら超低周波成分を評価関数Ｊの計算から

除くことによって･他のパラメータを孔

と分離して推定できることがわかる。同

０

１

ａ

Ｎ

第3.5図　パラメータ感度曲線(1)

第3.6図　パラメータ感度曲線(2)

様にして，短絡率ｋと左心の時定数TIはｋ＝Ｏの近傍では相補的であり，両者の影響を明確

には区別し難いことがわかる。したがって短絡の有無の判定はさしあたっては医師もしくはオ

-25-



ペレータにゆだね，通常はｋ＝==Ｏと固定し，短絡があると判断された場合は改めてｋとTIを再

推定することにする。

　定性的ながら，上述のパラメータ感度を参考にした考察から，心放射図のパラメータ推定は

(ri･ ７･Ti)･(γ･Ｔｒ･ Ｔr)･TI･ 7i)･(k･ Ti )および(Tb)゜4段階に分割することが可能

であり，これによって探索空間の次元を最大５次元に減らすことができる。

　　3.3.4　パラメータ推定の手順

　第3.7図は心放射図のパラメータ推定手順を示す流れ図であ

る。すなわち，

　　i)　右心入力部の実測データから注入部位に関するパラメ

ータri･７およびTiを最小２乗推定によって定める。ここに

対応する数学モデルの出力yi(t)と評価関数Jiはそれぞれ次式

で与えられる。

　　　　　0，　　　　　　　　　　　ｆく－ｒ

ｙi(tりニ

U

i(1－ｅ‾(1'゛ヴTi)・

二

7'４Ｔくo(3. 13 )

　　　　　r-Xi-eがTi)ｅ‾1ｸﾞTi･　　O太ｆ

J戸Σ〔7i（仙)-yi〔tい〕2 ( 3.14 )

ただし，時刻ｆの原点は右心入力部RI動態実測データの最

大値を与える点にとり，また第( 3.14 )式の総和は右房ある

第3.7図　心放射図解析

　　　　　の流れ図

いは肺などのバックグランド雑音を除去するため, 　t’の原点の両側数秒間だけをとるものと

する。

　ii）　実測心放射図からパラメ｀‾夕推定の出発値を定める。すなわち･7pに対しては心放

射図の第１峰から第1谷までの時間，ｒbは第１谷から第２峰までの時間，ｒiはRI注入後心

放射図がはじめてその最大値の５％になるまでの時間とし，またｋ＝Ｏと固定する。Tbはモ

デルの平衡状態がほぼ実測デ‾夕と合致するように設定するが･γ･Ｔr･ TI）･TIはGMDHを

適用して作成した次のような予測式から計算する。すなわち，

ただし

r= 1.999十〇.469 0!十〇.526β十〇.105αβ

、ぼニ7.644 － 1. 013 T2 － 5.786r + 0. 636T2^

26－
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( 3.15 )



●

ただし

ただし

ただし

β= - 2.170十〇. 481 r + 4. 689

１

－
Ｔ;

Tr = 2.841 + 0.291 a+ 0. 556β十〇.03305β

ｌ

of=-3.084+ 1.214T2 － 1. 188T3＋0.099T2T3

β= - 3.572十〇.030T2 － 2.851 A. + 2.320T2Λ1

Tp=6.914-rp 十〇.902 05十〇.094β十〇.003αβ

01.= - 5.876 + 0. 808T2 + 0.263T, + 0. O47T2T,

β= - 10. 358 + 2. 482T2 + 7.575Ai － 2.296T2Λ1

T, =2.999 + 0.626ぽ+ 0. 336β十〇.024 ofβ

QJ=-2.492+0.251T, － 0. 588T3 + 0.172T2T3

β= - 6. 295十〇.433T2＋1.138A2＋1.150T2Λ2

１

１

｜

( 3.16 )

( 3.17 )

( 3.18 )

である。ここにTI，T2，T3，AIおよびA2は第3.8図に示すように実測心放射図の形状から

計算される量であり，TIは最大値の５

％の時刻から第１峰までの時間,T2は第

１峰から第１谷までの時間，T3は第１谷

から第２峰までの時間，A1は最大計数率

に対する第１谷計数率の比率またA2ゆ

同じく第２峰計数率の比率である。さら

に７･1/Tiおよび7’I）は上で推定した

値を用いる。

　これらの予測式の導出にはＧＭＤＨの

手法(Ivakhnenko, 1968 )を適用し，短

絡のない心放射図17例をトレーニングデ

an

　
　
　
　
ａ
　
　
ａ

２
１
Ｖ
＆
　
Ｏ
Ｎ
I
Ｉ
Ｎ
Ｈ
Ｏ
Ｄ

0.05ao

　　　　　　　to　　tl　　　t2　　　t3　　　　　　　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　TIME

第3.8図　出発値予測式における入力変数の説明

一タとして用い，またあくまでも出発値の予測であることを考慮して，部分表現（初等アルゴ

リズム）には比較的簡単な

　　　　　　co十clχ十c2y十c3χy　　　　　　　　　　　　　　　　　　( 3.19 )

27－



なる式を採用した。この式の未知係数は４個であるが，積の項を含むので比較的広い範囲の非

線形性に対応できると考えられる。さらに同値による選択は２段階にとどめている。

　ill)　心放射図のフーリエ変換y（jω）と第( 3.11 )式の数学モデルおよび第( 3.12 )式

の評価関数Ｊを用いてγ･7i･ Ｔｒ･TI）およびTIを推定する。この場合出発値における数学モ

デルのパラメータ感度を参考にして，雑音とみられる高周波成分とTbの影響が支配的な超低

周波成分を除いて周波数領域に窓を設け，パラメータの寄与の大きな10点余りの周波数成分

についてだけ第( 3.12 )式の総和をとるものとする。このような周波数窓法を用いることに

よって評価関数の計算時間が非常に短縮される。

　iv）　左心から右心への短絡が存在する場合には，TIとｋを再推定する。

　Ｖ）　数学モデル計算値と実測データの平衡状態が一致するようにTbを推定する。

　vj）　各部の平均通過時間，心拍出量，短絡率などを計算しシミュレーション結果を表示す

る。

　これらの手順における評価関数の最小化にはFletcher-Powell法(Fletcher, 1963； Kues-

ter, 1973)を使用し，勾配の計算には数値的差分(Birta, 1976)を用いる。また結果を表示

するための数学モデルの数値計算には数値逆ラプラス変換法(Ichikawa, 1975)を使用し，フ

ーリエ変換には高速フーリエ変換を適用する。

　上述の推定はほとんど自動的に行われるが，評価関数の多峰性に基づく推定値の逸脱を防ぐ

ために，各段階で途中結果を表示してオペレータの介入を可能にし，シミュレーション結果の

信頼性を高めている。

　3.3.5　処理例

正常例（15才男）心放射図に対するパラメータ推定の処理過程を第3.9図～第3.12図に示

す。第3.9図は右心入力部の実測データのシミュレ

ーション例である。第3.10図は前節ij）で述べた出

発値におけるモデルの計算例である。周波数領域に

おけるy（jω）と第( 3.11 )式のモデルＹ（jω）と

の曲線あてはめの結果が第3.11図である。　ここに

あてはめをしている周波数範囲は大略0.06～0.17

Hｚであり，図中の最初の下降脚の部分だけに相当

する。このようにして得られたパラメータ推定値で

U
Ｖ
Ｈ
　
Ｄ
Ｎ
Ｉ
ｌ
Ｎ
ｆ
ｌ
（
）
Ｕ
Ｑ
］
Ｎ
コ
Ｓ
ａ
Ｏ
Ｚ

０

　10　　　　　(SEC)

TIME

の時間領域におけるシミュレーション結果は，第3.　　第3.9図右心入力部実測データの曲

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　線あてはめ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-28-
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第3.10図

　　　　20　　　　　　　　　40　　　(SEC)

　　　　　　TIME

心放射図と出発値におけるモデルの

計算例

12図に示すように実測心放射図と非

常によい一致を与える。

　第3.1表に上例のパラメータ初期推

定値，最終推定値，標準偏差および同

一のデータを従来のアナログ計算機で

処理した場合の推定値を示す。ここに

標準偏差としたものは，評価関数Ｊの

逆Hessianの対角要素の平方根(Ba-

rd, 1974)である。本アルゴリズムの

推定値とアナログ計算機による結果は，

3
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＼
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Ｎ
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第3.11図

100

200 (/ 102.4 HZ)

　　　　　FREQUENCY

周波数領域における心放射図の曲線

あてはめ

20

TIME

40 (SEC)

第3.12図　心放射図のシミュレーション(正常例)

標準偏差を考慮すればほぼ一致していると考えることができる。

　さらに右心不全の例を第3.13図に，心房中隔欠損の例を第3.14図に示す。これらの例につ

いて推定された心臓循環系各部の平均通過時間，短絡率などの値はアナログ計算機での処理結

　　　　　　　　　　　　　第3.1表　パラメータの推定値の1例

犬 1/ら 1/7『 1/r, VTfc てP て& て£ Ｙ

Initial Estimate 0.700 0.900 0.700 0.0S7 2.200 2.800 1.400 3.058

　Estimated Value(By Digital Simulation)
0.835 0.779 0.614 0.059 2.200 2.800 1.632 4.321

standardDeviation 0.056 0.114 0.082 - - - 0.121 0.991

　Estimated Value(By Analog Simulation)
0.810 0.930 0.586 0.059 2.600 2.400 - -
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第3.13図

NAME: MS AGE: 60

　　　　　　TIME

心放射図のシミュレーション（右心

不全例）
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果とよい一致を示した。第3.15図は一巡平均

通過時間を比較した１例で，症例は少ないが比

較的よい相関を示している。

　なお処理に使用したミニコンピュータはYH

P 2100 A であり，処理時間はＦＯＲＴＲＡＮ言

語を用いて約５分である。これは現用の高速ア

ナログ計算機による処理時間と大差なく，実用

上十分短時間であると考えられる。

　　　　　　　　　　　　TIME

第3.14図心放射図のシミュレーション（心房

　　　　　　　中隔欠損例）
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digital simulation ｌs】

100

　3.4　ま　と　め　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第3.15図　ディジタルおよびアナロ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　グシミュレーショッによ

　心拍出量をはじめとして心臓循環系に関する　　　　　　　　　　る一巡平均通過時間の比

多くの有用な情報を測定できる心放射図シミュ　　　　　　　　　　較

レーションの自動化を目的として，ミニコンピュータによる心放射図数学モデルのパラメータ

推定アルゴリズムを開発した。これを線形むだ時間系パラメータの最小２乗推定問題と考えた

場合，解決すべき点は処理時間の短縮と残差２乗和評価関数の数値計算法である。アルゴリズ

ムにおいては，段階的にパラメータを推定する方法を採用し，推定法として周波数領域に窓を

設けた最小２乗法，すなわち周波数窓法を考案してこれらの問題を解決した。この推定法では

実測データおよび数学モデルのフーリエ変換後の主要成分だけに注目することによって，雑音

の除去などの平滑化を含むデータの前処理と残差２乗和評価における計算量の減少を一挙に実

現し，比較的短時間で解析結果を得ることを可能にした。推定された心臓循環系各部の平均通

30－



過時間，心拍出量および左心から右心への短絡率などは，従来のアナログ計算機での処理結果

とよい一致を示した。なおこの方法がシンチレーションカメラのみならず，従来からの動態機

能測定に用いられる装置で計測された心放射図データに対しても，全く同様に適用できること

は言うまでもない。

　これらの点から考えると，このアルゴリズムは処理時間ならびに信頼性の点で臨床検査用と

して十分実用に耐えるということができるであろう。

31



第４章　パラメータ推定の一意性と安定度

　4.1　はじめに

　システムの解析やシミュレーションに際して，パラメータで特徴づけられた数学モデルを仮

想し，与えられた観測データからこれらのパラメータを推定してシステムを同定する手法は，

コンパートメントアナリシスなど生体工学的な分野ではよく利用されるものである。

　このようなパラメータ推定問題の一般的な解法は，モデルの計算値ないし理論値と，実際の

観測値との残差に関する適当な評価関数を作成し，これを最小にするパラメータ値を見出して，

その値を推定値とするものである。

　この種の解法の理論的な検討にあたっては，観測データに何らかの統計的性質を仮定して確

率論的に取扱かったり，評価関数の極値近傍での形状から近似的な分散を推定したりすること

が多い(Bard, 1974)。いずれにしろ評価関数のある定義域での凸性（コワリック, 1968)す

なわち単峰性が仮定されている。実際には評価関数が多峰性になることがあるが，このような

問題に関しては，各極値の具体的な探索法（久保田, 1974;　Torn, 1977)の他はあまり論じ

られていない。

　本章では，ある限られたクラスのパラメータ推定問題についての幾何学的解釈を試み，その

若干の性質について考察する。まず簡単な例を挙げて問題点を指摘する。

　数学モデルとして

　　　　　　　χ＝ｅχｐ（－ｐt）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( 4.1 )

が与えられ･観測データとして，t°t(1)ニ0.1でＸ１･ｔニt(2)ニ0.3でX2が得られたとす

る。ここに右肩の数字は単なる指標である。今，このデータ(XI，X2)からパラメータｐを推

定ナることを考える。

　まず評価関数を

（J）2＝〔XI ―exp（－0.1p）〕2十〔X2－ｅｘｐ（－0.3p）〕2

とし，いわゆる最小２乗推定をする。

32
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とすると第4.3図が得られる。評価関数

(J″)2はｐの２次関数であって単峰性で

ある。この場合は，線形モデル：

( 4.5 )

（Jn2＝｛lnｘl－ln〔exp ( - 0.1 p )〕｝2

　　　　　　　　　十｛lnｘ2－ln〔ｅｘp（－0.3p）〕｝2

(J')2

( 4.6 )

４

(J¨)2

20０

ｐ

　　　　　　　　10

第4.1図（J）2の計算例（1）

この場とすれば，第4.2図のグラフが得られる。同じモデルとデータを使ったにもかかわらず，

合にはｐを一意的に決定することができる。

　さらに，モデルとデータの対数をとり，評価関数を

( 4.4 )

ｙ＝－ｐｔ

０
ｐ ｐ

　0　　　　5　　　10

第4.2図(J')2の

　　　　　計算例

33

のデータに最小２乗法であてはめたと解

0　　　　5　　　10

第一4.3図（J″）2の

　　　　　計算例

３

r
～
Ｌ
ｙ
Ｌ
ユ

Ｓ

を, t = 0.1とt= 0.3でそれぞれ

YI

Ｙ2

= lnX'=-2.0402

＝lnχ2＝－0.4676

( 4.7 )

XI＝0.1300

×2＝0.6265

才

( 4.3 )

の場合にｐに関して(J)2を計算してグラフにすれば第4.1図となる。すなわち，２つの極小

値が現われ，試行錯誤的な極値探索法を(J)2の最

小化に用いるとすれば，出発点の選び方によって

推定値が相異することになる。またこの問題の枠

組だけからでは，どちらの極小値をｐの推定値と

するかは決定困難である。

　次に，同一のデータに対して，評価関数を

(J')2＝

＋

〔XI － exp（－0.1p）〕2

0.43

(J)2

0.40

0.37

　〔exp ( - 0.1 p )〕2

〔χ2－ exp (-0.3p)〕2

〔ｅｘｐ（－0.3p）〕2



ｔ

20

Ｐ

０．５

釈することもできる。

　第( 4.1 )式のモデルと第（4.2）式の評価関数に対し，今度は観測データが第( 4.3 )式

から若干変動して，

XI＝0.1700

×2＝0.5431

ま

（4.8）

である場合について考える。この場合の評価関数を計算した結果を第4.4図に示す。図から明

らかなように，（J）2は単峰性であり，推定値は

　一意的に決定できる。すなわち，比較的小さなデ

　ータの変動によっても，評価関数の性質は双峰性

　から単峰性へと変わり，パラメータの推定値が大

　きく変化する可能性があることがわかる。

　　上述のそれぞれの場合に得られた推定値におけ

　るモデルの計算値を第4.5図に示す。図中，十印

　は第( 4.3 )式のデータを，また○印は第(4.8)

　式のデータを意味し，また破線は○印に対する結

　果を表わしている。

　　ここに挙げた例は比較的極端な場合であるが，

一般にモデルとデータと評価関数の組合せによっ

　て，パラメータ推定値はさまざまに変化するもの

　である。以下ではこのようなパラメータ推定問題

　の構造を幾何学的にとらえ，データにかかわらず

　パラメータを一意的に定めることができるための

　条件，すなわち単峰性の判定条件を考察する。さ

　らにデータの変動によって推定値が不連続的に変

　化する理由と，そうならないための条件について

　も検討し，パラメータ推定値の安定度の概念を提

　案する。

0.33

0.30

0.27

１．０

０．０

(Ｊ12

O　　　　　　　　10

　第4.4図(J)2の計算例(2)

0｡0

第4.5図　パラメータ推定結果の

　　　　　　比較

4｡2　パラメータ推定問題の幾何学的解釈と一意性に関する条件

まず対象とするパラメータ推定問題を定式化する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－34－



　独立変数ｔ（たとえば時間）およびＭ個の互に独立なパラメータp' ( i = 1, 2,…，Ｍ）の

関数として次式のような数学モデルが与えられている。

x(t)=x(t. p' ) ( 4.9 )

ここに. x( t, p' )はｔおよびplについて必要なだけ連続微分可能とする。一方観測値（以

下データ）はＮ個の時点t（。:)('== 1,2,…，Ｎ）で得られているとし，これらをまとめてｘｇと

記す。また，

　　　　　　N>M

と仮定する．同様に，t(．)時点におけるモデルの計算値をまとめて

　　　　　　飛))ニx( t(・)・pi)

と書くことにする．ただし･ぐI))のpiに関する関数行列の階数は

＝Ｍ

　　　dx'^ ｄｘμ
ｇ。万一７Ｆ dr
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( 4.10 )

( 4.n )

( 4.12 )

( 4. 13 )

( 4. 14 )

∂ｘら）

-

∂p'

と仮定する。

　今･データの作るＮ次元空間でｘｇと4p)を結ぶレニ)の曲線Ｃ

　　　　　　Ｃ：χｇ＝χｇ(ｒ)，て'1≪ｒ≪て･2

　　　　　　ただし･　くr))゜ｊ(7'1)

　　　　　　　　　　　χｇ＝χｇ(ｒ2)

をとり，次式のような積分Ｊを考える。

ここに･ｇ９はｘりこ関して必要なだけ連続微分可能な正定値関数行列であり，またＣはＪの

値を最小にする積分路であるとする。この曲線Ｃはいわゆる測地線に相当する。

　第( 4.14 )式の積分の値の２乗を評価関数（J）2とし，（J）2を極小にするようなpiの値を

パラメータの推定値とする。

　以下では，式の各項中に上下に同じ指標が繰返されていれば，これはその指標に関ナる総和



を意味する，いわゆるアインシュタインの規約を用いることとし，さらに指標はi， j，k，…

等の場合には１からＭまでまたらμ，λ,…等では１からＮまで流れるものとする。

　特に第( 4.14 )式において

gｇμ＝δｇμ[o
.

A;＝μ

A;≒μ

( 4.15 )

とすれば･測地線Ｃは'ｘｇと球i))を結ぶ直線となり｡

　　　　　　(J)2ニδり(ｘｇ‾くl)))(Ｘ″一球I)))『

となる。これは普通の最小２乗法の評価関数である。　　　　　　　　　　　▽

　このような評価関数が与えられた際，この被積分項の係数行列ｇ。を基本共変テンソルとみ

なせば，全てのＮ重組データの作る空間はリーマン空間であると考えることができる。すなわ

ち，座標がｘ゛とｘｇ十dｘｇである２点間の無限小距離dｓが

(dｓ)2 ＝ｇｇμdx'^ ｄｘμ ( 4.17 )

で与えられ･またｘｇと4p）の間の距離がＪであるような空間である。この計量ｇりをも゜た

データの作るリーマン空間を，以後データ空間囁と呼ぶことにする。

　同様にして，第( 4.11 )式はデータ空間内でＭ個のパラメータplで媒介変数表示されたＭ

次元リーマン多様体を表わすことになる。今後これをモデル多様体臨1と呼ぶことにする。

　このようにすると，パラメータ推定問題はリーマン幾何学（池田峰夫, 1975; Sokolnikoff,

1951;　立花, 1971;　矢野, 1971)の範喘で取扱うことができる。すなわちｉ　ｇｇμという基

本共変テンソルを有するリーマン空間Ｖri内で,’１点ｘｇからpiで媒介変数表示されたＭ次元

多様体Ｖr･1‘｀の最短距離を与えるｖxl上の点くI））を見付ける問題と考えることができる。

　たとえば，第4.1節の最初の例についてVn. Vm等を図示すれば第4.6図のようになる。

　次に，与えられたモデルと評価関数からパラメータを一意的に推定できるかどうかを検討十

る。議論を簡単にするためにデータ空間は平坦であると仮定する。式で表現すれば，

Rｙμに０

となる．ここにＲゆjはリーマン・クリストッフェルのテンソノレで

Rμμj＝

ａ｛副　ａ｛ぬ｝

---

∂χ゛　　　∂Ｘμ
＋心⑤一頃1⑤

－36

( 4.18 )

( 4.19 )



ふ}＝今が゜(言十
∂ｇμω

-

∂Ｘλ

である。ただしし≒｝はクリストッフェルの記号であり，

ｇれは基本反変テンソルである。

ｇμλｇ
臨

一

一 リ ( 4. 20 )

言いかえるとｓ　ｇがμ″か定数となるような適当な座標変換:

xｇ'＝Ｘ‘'(Ｘ‘)，11ミ

ズ

≒０ ( 4. 21 )

ｌ

０

Ｘ２ ｐ

ＸＩ

　０　　　　　　　１

第4.6図　幾何学的解釈の１例

の存在を仮定したことになる。

　直観的に考えれば，このようなデータ空間内でモデル多様体が平坦であれば，任意のデータ

Ｘりこ対して，ｘｇとｖχ1との距離はpiに関する凸関数となり唯一の極小値が存在することが

わかる。そこで，モデル多様体がデータ空間内で平坦であるための条件を求める。

　モデル多様体臨1上の１点はＶ,1の座標系では成分p1で，またデータ空間Ｖriの座標系では

成分対r))で表わされる。パi))のpiに関する偏微分で作゜た関数行列を

Ｂ;ｇ＝

Sij

13 i.j 十｛
　4;

μλ
｝Bj″B/

　
尤
ｈ

　
―
ｈ
一
目

　
一
　
一
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( 4.22 )

( 4. 23 )

( 4.24 )

∂焉）

-

∂p'

と書く。この行列の階数は仮定によってＭである．Ｂｊはｖｓのベクトルとみなせば･ＶＪこ球r))

で接しているＭ個の接ベクトルを意味している。このBjを用いるとＶ､､1の基本共変テンソル

gijは

ニβjBjμｇｘμ

で計算される。

　次にＢｉｇのＶいこ沿った共変微分係数を計算すると，

一

一

∂Bi^

-

∂p'

となる。ただし，は共変微分を意味し，また



ｈ

．
Ｊ
１
１

｝〒Tgh3（ ＋
∂gja
-

∂p'

∂Sij

-）

∂p３

38－

( 4.25 )

( 4. 28 )

( 4.29 )

( 4. 30 )

∂gia

-

∂pJ

である９このテンソルはBjに垂直でｖｕの曲率を表わし･

　　　　　　Hi/ ゛Ｂごj　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( 4.26 )

と記して，オイラー・スカウテンの曲率テンソルと呼ばれる。

　Ｈぶの全成分が零であるようなＶＭは全測地曲面であり，これはpiが変化してもBjは不変

であることを意味している。すなわちｖｇは平坦である。上述の議論をまとめ，若干表現をか

えると次の命題を得る。

　〔命題〕

　　データ空間Ｖriは平坦，モデル多様体ｖglま

　　　　　　　くr））｡ニが（pi）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( 4.27 )

　で表わされている。このとき任意のデ‾タｘｇとＶＭ上の点球p）とに関する評価関数

C Vに二jyTtぐ‾dｒ}2

　が，plに関して定係数正値２次形式になるようなｖｕの.1対１連続な座標変換が存在する

　条件は･オイラ‾゜スカウテンの曲率テンソルHi?が恒等的に零になることである．ただし

　ＣはｘｇとパI））を結ぶ測地線である．

　　証明:　Ｖriは平坦だから･ｇりは定数で｛μり｝゜Ｏであると仮定して‾般性を失なわ

ない．したがって第( 4.28 )式は

　　　　　　　(J)2ニｇり(X -X(p) )〔Ｘ″一球I〕))

となる。今上式をpi＝Oを原点としてpiに関して展開すれば，

　　　　　　　(J)2ニｇりＸ゛Ｘ″‾2gりＸ゛Bj″pj

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂Ｂ●μ
　　　　　　　　　　十ｇｑ(BjBj″‾2ｘ゛ﾆjj‘)pipj＋…



－39－

であるから･Ｘりこかかわらず（J）2が定係数正値２次形式となることはＢｉｇが定数になること

と等価である。

　必要性：　Ｂｉ‘が定数ならば’giトは定数となり｛ihj｝ニＯである。また∂Ｂｉｇ/∂pj° 0

したが゜て第( 4. 24 )式よりHii ° Oが得られる・

　十分性：　ＨぷニＯならばガウスの方程式

　　　　　　　ＲりklニＲｙμjBj″BjμBljBgl十ＨしHjk Hj;cHfk

よりＶ．は平坦である．した力≒）て｛ihjビ゜ＯとなるようなＶ･･1の座標系

ｐげ＝ ｐ (pl)

( 4.31 )

が存在する．また･Ｈｊ°Ｏは座標系によらないからＨｉＴｇ°Ｏである．ゆえに∂Bi々∂pj≒

Ｏを得る。すなわち，このような座標系においてはＢ／は定数である。　　　　〔証明終〕

　命題の条件が満足されていれば，パラメータに適当な変換を施して評価関数を定係数正値２

次形式にすることができる。この関数は唯一の極小値をもっからパラメータを一意的に決定で

きることは明らかである。逆に･Ｈぶ≒Ｏの場合には･次節でみるように･ｖslの１点におけ

る法曲率の１成分に対応する曲率半径より遠方にデータｘｇを与えることにより，評価関数を

多峰性にすることが可能である。した力して･Ｈぷを評価することによってパラメータ推定の

一意性を判別することができる。

　以下に，Ｎ＝２，Ｍ＝１の場合の簡単な計算例を示す。

　モデルが

ｘ（ｔ）＝ｅｘｐ（－ｐｔ）

で与えられ，データはt＝1(1)

れるとする。この場合，ｖｇは

‾「

　　　　　　　べI))ニexp ( ―叩)

　　　　　　　痛))゜exp (―qp )

と表現できる。評価関数(J)2を

(J)2 ＝（Ｘ1

および･t°t(2)゜ｑの２時点でそれぞれXI･ X2 が得ら

( 4.32 )

一礼）））2十（ｘ2‾球p））2

とすれば，ＶＮの基本共変テンソルｇ。は，

( 4. 33 )



　　　　　　g11＝g22＝1，　912＝g21＝0

となる。したがってオイラー・スカウテンの曲率テンソルは，

H111ニギ
２（ｒ－ｑ）ｅｘｐ〔－（ｒ＋2ｑ）ｐ〕

r2eｘp（－2ｒｐ）十ｑ2 exp （－2ｑｐ）

　２＿－ｒ２ｑ（ｒ－ｑ）ｅｘｐ〔-(2r十ｑ）ｐ〕
H..=-

exp ( ― 2 r p)十ｑ2 exp ( ― 2 qp )

－

( 4.34 )

( 4.35 )

となり，一般には零とはならない。すなわちこの例では推定値を一意的に決定できないような

データが存在することになる。第( 4.3 )式のデータがその１例である。

　次に同じモデルで評価関数（Jヅを

(J')2＝〔f 謡昔訃
dx^ dx^　。、２

( 4. 36 )

とした場合を計算する。上式はモデル多様体の近傍では第4.1節の第( 4.4 )式に一致する。

まず基本共変テンソルｇ。は

gll =

１ １

・　g12＝g21＝0

となる。クリストッフェルの記号を計算すると

｛ 1

11

こ

ｏ寸

｝＝｛
1

22
｝＝｛
2

11

仁

｝＝｛

｝＝－‘_

　　　χ２

　2

21

と求まる．‾方ｖｇの基本共変テンソル剔jは･

　　　　　　g11＝r2＋ｑ2

( 4. 37 )

｝＝０

－

( 4. 38 )

( 4.39 )

となり，したがって臨1のクリストッフェルの記号は零である。ゆえに第( 4.24 )式より，

｝B11B11＝0

　　　　－40



　　　　　∂Ｂ２

　　２＿　　１Ｈ１１‾‾写‾
２
2
2

　
ｔ
　
＋ ｝Ｂ12Ｂ12 ＝０

( 4.40 )

が得られる。すなわち（J’）2を用いればパラメータを一意的に推定することができる。

　また，第4.1節の第( 4.5 ), ( 4.6 )両式のように，Ｖ。に直交直線座標系を用い，モデ

ルが線形の場合にはBjは定数となり，明らかにオイラー・スカウテンの曲率テンソルは零で

ある。

4｡3　パラメータ推定値の安定度

本節では評価関数が

（J）2ニδり（Ｘ’c一球I）））（Ｘ″一球I））） ( 4.41 )

である場合に話を限ることにする。すなわちデータ空間Ｖ,iは平坦で，直交直線座標系が設定

されていると仮定する。

　さて，（J）2を極小にする点piが得られたとすると，そのときデータＸりまpiにおけるモデ

ル多様体Ｖいこ垂直な法空間内にあることになる。ここで，ｘｇが微小距離変動してｘｇ十dｘ゛

になったとする。 dｘ‘は‰の接空間の成分とそれに直交し補空間をなす法空間の成分に分解

することができる。接空間はBiりこよ゜て張られているから’ｖs･の基本共変テンソルgijから

基本反変テンソルglJを作り，

　　　　　　ＢｌｇニglJδｇμBjμ

とすることにより，dｘｇの接空間への射影が次のように計算できる。

　　　　　　dpiニB'.dX'^

( 4.42 )

( 4. 43 )

すなわち，データが変動した場合のパラメータ推定値の変化が得られる。

　今，特にdpi＝Oとなるようなdｘｇだけに注目する。すなわちｄｘりま法空間のベクトルで

あると仮定する。もしもＶ,1が平坦であればdｘｇがこの法空間内を動くかぎり推定値は不変で

ある。しかしＶＭが平坦でなく，データがｖｇのplにおける１つの曲率中心を越えて変動した

場合には，今まで(J)2の極小点であったpiは突然極大点に変貌し,推定値は大きく変化する

ことになる。このような法空間内のデータの連続的な変動によって推定値が不連続的に変化す

る場合を，便宜上，その推定値は不安定であると呼ぶことにする。また少々のデータ変動では

-41-



不安定にならない場合に，その推定値は安定度が大きい，逆の場合を安定度が小さいと言うこ

とにする。以下ではこの安定度の目安となる量を求める。

　‾般にぺf））でＶＪこ垂直が:）互に直交する単位ベクトルBjは（Ｎ‾Ｍ）個ある（Ｐ°Ｍ十1･

…，Ｎ）。オイラー・スカウテンの曲率テンソルはＶＪこ垂直であるから，これをBjの１次

結合として表現すれば，

　　　　　　　　　　Ｎ　　　　　　”
　　　　　　　Hij゛ニPRｔlHりpBp'^　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( 4.44 )

となる。ここに係数Hijpは

　　　　　　　Hi浬ニδりHi/ Bf　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(4.45 )

で計算できる。）に））とｘ゛を結ぶ方向の単位法線を特に

　
＝
£
Ｑ
Ｂ

（ｘｇ一球p))

匹ペ斤
( 4. 46 )

とすると･ＶＭのpiにおけるＢ（;に関するＭ個の主曲率／IQと主曲率方向hjは次式から求めら

れる。

　　　　　　( HijQ-/lQgij )h'ニO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( 4.47 )

ここに

　　　　　　HijQニ∂りＨぶＢ（r　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( 4.48 )

であり･ｊＱは

　　　　　　IHi扨‾jQ Sij l ニO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( 4. 49 )

の解でなければならない。ただし，　gikHkjQは正則行列とする・

　球p）とＸ゛との距離が･Ｍ個のｊＱに対応する各曲率半径より十分小さければ･デ‾夕の小

さな変動ｄｘ゛でＸ‘十dｘｇが曲率半径をとび出す可能性は少ない。すなわち安定度が大きい

ことになる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。　・　１

　上述の議論から安定度Ｓを次のように定義すれば便利であることがわかる。

　　〔定義〕

　　モデル計算値とデータの残差２乗和を評価関数（J）2とするパラメータ推定問題において，

　次式のＳを推定値の安定度と定義する。

－42－



゛嗜ベー呵|
( 4.50 )

ここに･ｊＱは推定値piO も））とデ‾タＸ゛を結ぶ方向の単位ベクトルＢぶに関するモデ

ル多様体Ｖ,4のpiにおけるＭ個の主曲率である。

　Ｓは曲率中心とｘｇとの距離を表わす。言いかえれば，Ｂぶ方向にＳだけデータを動かせば

p1は極小点ではなくなり推定値は別の点に移動することになる。

　１例として第( 4.32 )式のモデルと第( 4.33 )式の評価関数に‘s）いて･｡／fQを計算すれば

次のようになる。

Aq =〔
(XI－(Frp) )6'(｢■+2q)p十(χ2－(i｀(1‘))r2 一r)(F(2｢゛q｣t)

〕

　　　　1　　　　　　　　1　1.，・　　　　　　　｡　　　'　　　　　　　　　　　　　　　　　　(4.51 )･

第4.1節の例のようにｒ＝0.1，ｑ＝＝0.3とし，データが第(4.8)式で与えられた場合には，

推定値はp=9.1629,評価関数は(J)^= 0.2824となり，安定度ＳはS = 0. 0373と計算され

る。したがってデータの変動距離yここdX*dX"がｓ程度以上であれば，推定値が不安定に

なる可能性があることがわかる。ちなみに第(4.3)式と第(4.8)式の両データの距離　Idx*"!

を計算すれば, I dX" I = 0.0925となってＳの大略３倍である。事実第4.1図と第4.4図に

示すとうりデータのこの変動によって推定値は大きく変化している。

　4.4　ま　と　め

　パラメータ推定あるいは曲線あてはめの問題は，評価関数をデータ空間の距離関数とみなす

ことによってリーマン空間の幾何学的な問題として直観的に理解できる場合のあることを明ら

かにした。そして，データにかかわらず数学モデルのパラメータを一意的に決定できるための

条件を導き，さらに曲率半径の概念を利用してパラメータ推定値のデータ変動に対する安定度

の考え方を提案した。これにより，パラメータ推定における評価関数の多峰性に関する見通し

のよい議論が可能になったと言うことができる。
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第５章　数値逆ラプラス変換の誤差に関する１考察

5｡1　はじめに

　ラプラス変換のｓ関数が与えられて，この逆変換を数値的に求める必要にせまられる事態は，

日常よく経験することである。

　逆ラプラス変換の数値計算法の１つに第３章で用いた高速フーリエ変換（ＦＦＴ）を利用する

市川らの方法( Ichikawa,1975 )がある。この計算法は計算時間が比較的短かく，第３章の数

学モデルのようにむだ時間などを含んだ複雑なｓ関数の時間領域解を数値的に得る目的には非

常に便利なものである。

　本章では，この計算法に対する誤差解析の端緒として，最も簡単なｓ関数，すなわち１次お

くれのインノリレス応答について１つの誤差評価を導き，計算誤差生成要因理解の一助とする。

　いま, F(s)が与えられてf (t)を数値的に求めるために，逆変換の定義式

f(t)＝尚で了Ｆ(Ｓ)ｅstdＳ

を直接数値積分することを考える。

　　　　　　　ｓ＝ａ＋ｊω

として第(5.1)式に代入すると

f (t) = Lf: Ｆ（ａ十jω）ej“ldω

(5.1)

(5.2)

が得られる。求める数値解の時間区間を〔0,Ｔ〕として，第(5.2)式の右辺を無限級数で近似

すれば，

　　　　　　f (t)十ｉｅ‾¨７ｆ（ｔ十ｎＴ）

　　　　at　cχ）

＝
託瓦

F（ａ十ｊ 苧
些ｔ

ｅ　Ｔ

　　　　　　　　　　　　　　(0<t<T)

となる。ここに２π／Ｔは角周波数刻みであり，また左辺第２項は誤差項である。
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　実際には第(5.3)式右辺の総和は，ある正整数Ｋ項までで打ち切った有限項の総和として計

算しなければならない。このＫを固定した場合，数値逆ラプラス変換f (t)の計算に当っては

その誤差がｔによってどのように変化するかを評価しておくことが必要である。

　第(5.3)式右辺の総和が近似的にしか得られないとすると，右辺全体の誤差はexp(at)に比

例する。他方左辺の誤差項は係数にｅｘp(－ａＴ)があるために，ａが大きいほど誤差は小さい

ことになる。すなわち，積分路ａの値には最適点あるいは妥協点があると考えられる。従来こ

の値は経験的にaT/2 = 3～５程度( SiIverberg,1970 )の比較的小さな値がよいとされてい

る。　ａをもっと大きく選んではなぜ悪いのかという点についても若干の検討をくわえる。

　５．２　ＦＦＴを用いた逆変換の数値計算法

　逆ラプラス変換の数値計算法は次のようにして実行される。すなわち, f(t)を実関数と仮

定し，第(5.2)式の積分区間を上限Ｗで打ち切り，さらにＫ等分して台形公式で数値積分すれ

ば

　　　　　　　f（t）＝£jjど｛利o｝＋2別ｊω）十…十利Kjω）｝　　　　　（5. 4）

となる。ただし

j?（ω)= Re { F ( a十jω）ej“｝

であり，またｊωは角周波数刻みである。

　f (t)の値をｔ＝Ｏから，時間刻み

　　　　　　　jt＝Ｔ/Ｋ

毎に等間隔でＫ個求めるとすると

　　　　　　　f（t。）＝j≒怒〔Ｒｅ｛yＦ（ａ十丿等
j2nk7r

一白F(a)十干Re { F ( a十j (5.5)

となる。ここに，ｊω＝２π／Ｔ　，ｔ。=nJt= 2 nπ/W ( n = 0,…, K- 1 )である。

　Ｋを２のベキ乗に選べば，第(5.5)式右辺第１項の総和には高速フーリエ変換が適用できて，
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Ｋ個の時刻におけるf（t。）の値を一挙に計算することができる。

０
　
　
０

１
　
　
１

10‘1

10'2

|E|

10-'

第5.1図に

０　　　　　　　　　１　　　　　　　　　２

　第5.1図　１／（ｓ＋1）の誤差変化

Ｆ（ｓ）＝１／（ｓ＋1）

a= 2.S

a= 2.0

a-- 1.5

ｔ

(5.6)

とした場合の計算誤差の１例を示す。横軸は時間軸，縦軸は誤差の対数表示である。　jt＝

0.04〔秒〕, K=64とし，積分路ａの値は上から順に2. 5, 2. 0, 1. 5として計算した。誤

差は時間軸の両端で大きく，また.ａによっても変化することがわかる。

　5.3　誤差解析

　計算機のまるめ誤差を無視すると，上述の計算法における誤差は，第(5.2)式中の無限積分

の有限定積分化とその定積分の台形公式による近似の２つが原因と考えられる。便宜上，ここ

では前者を積分誤差，後者を台形誤差と呼ぶことにする。

　以下では最も簡単な１次おくれのインノリレス応答

　　　　　　Ｆ（ｓ）＝１／（ｓ－ｂ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(5.7)

について両誤差の評価式を導＜，ただしｓ＝ａ十jω，ａ，ω，ｂ ６ Real, a > bとする。

5｡3.1　積分誤差

第(5.7)式の逆変換は
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f（t）＝
e^'

-
　π ０ （ａ－ｂ）２十ω2

である。積分区間の上限をＷで打ち切れば，

f (t)

　e^'

～　一
一
　　π

ｆ
ｏ

ｗ（ａ－ｂ）Ｃｏｓωｔ＋ωｓｉｎωｔ

（ａ－ｂ）２十ω2

dω

dω

(5.8)

(5.9)

となる．この結果生じた積分自体の誤差11を評価するために，正弦波と余弦波の部分に分割

して書けば

　　　　　　11＝11．十Ils　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5● 10）

ただし

Ilc =引言器に

　　　　（ｘ)　ωｓinωt
11ｓニjl(ａ一ｂ)２十ω2-d&)

(5. 11)

(5. 12)

となる。

　Ｗ＞(ａ－ｂ)と仮定すれば, lieと‰の被積分関数の包絡線は副こ関して単調減少である。

したがって11．と11，の被積分関数は，零点が同じでその零点における包絡線と同じ振幅を有

する，段階的に一定振幅の正弦または余弦波で上下からおさえることができる。

　１例として11，の被積分関数の一部を第5.2図に示す。実線はωｓinωt/{(ａ－b)2十Ｊ}を

示し，両側の点線は各零点‰を中心に１周期の間，(ぺ/{(ａ－b)2十吋}の一定振幅を持つ

第5.2図　Thの評価法
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正弦波である。上側の点線を連ねた関数の積分を求めればlhの上限が，また下側を連ねたも

のからは下限が推定できる。

　11．についても同様に考えると結局次式の評価が得られる。

　(ａ－b)(－1－ｓinｗtｊ

tｊ(ａ-b)2十(勺か≒･)2}

　　　£（11c＋11．）＜

(a-b) ( 1-sinWtJ

tｊ(ａ-b)2十{ｊ≒ﾆﾋﾟ02}

(4n+2)π(－１十cosWt_ )

≒2{(ａ-b)2十(円万

４ｎπ（１十cosWtJ

π)2}

2t。2{(ａ－b)2十{号をり2}

(5. 13)

ただし，４ｎπ<2Wt。＜(４ｎ＋1)πとする。t。＝2nπ/Ｗであることを考慮すれば，第

(5. 13)式の上限は大略

　　　ａ一b＋2W
11゛
tｊ(ａ－b)2十ｗ2}

(5. 14)

となる。したがって，他のパラメータを一定とすれば, I II I ,すなわち積分区間の打ち切

りによる誤差は大略ｔに反比例することがわかる。

　第(5. 13)式の計算例を第5.3図に示す。横軸は時間，縦軸は11でありjt＝0.04〔秒〕，

Ｗ＝50π，Ｋ＝64，ａ＝1，ｂ＝－1とした。　実際の誤差は２本の点線の中間にある。図か

らこの誤差はｔが小さいところで問題になると考えることができる。

0.35

0.00

0.35

Il

ｔ

第5.3図　積分誤差の計算例
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　5.3.2　台形誤差

　積分区間〔0,Ｗ〕の定積分を台形公式で計算する場合の打ち切り誤差は，次式の程度である

とされている（マッカーラ, 1972 )。

１２＝－Ｗｊω２ Ｆ″（ω＊）／１２

ただし　Ｏくω＊くＷである。

　第(5.9 )式の積分では

Ｆ(ω) 一

一 Rｅ｛
　ejωt

(ａ－b)十畑

であるから，第(5. 16)式のωに関する２階微分を求め，ｔについて整理すれば

Ｆ″(ω)＝－

＋

sin(cut十吼）２

几二面耳‾７

2 sin (ωt十∂2）

(ａ－b)2十ω2

となり，ｔの２次関数の形に表現できる。

∂
1
= tan‘

12＝

-

１｛
ｂ）

(5. 15)

(5. 16)

　　　2 sin（ωt十∂3）

t仁爪W二百耳フ戸

yy

に二 に

－49－

ﾌ(a-b)'-f ﾓﾌｼ
sin(ω＊t十∂1)}2

(5. 17)

(5. 18)

(ａ一

一

∂2＝tａｎ゛1{与白余言}

∂3＝tａｎ‾1〔(a-b){ﾆｸﾂﾌjj2ﾖ
}〕

である。

　したがって台形誤差12は

12K2、/石二面罰ご７

sin^((y*t十∂',) + 2 sin (w*t十∂1) sin (ω＊t十∂3）

　　　｛（ａ－b）2十ω＊2｝ｓin2（ω＊t十θ1）　　　

〕



となる。第(5.18 )式はパラメータが多く，またω＊を特定することは困難なので厳密な議論

はむづかしいが，ｔが大きいところでは誤差112 1 は大略t2に比例することがわかる。

２．Ｓ

０．０

２．５

１２

ｔ

第5.4図　台形誤差の計算例

　第5.4図に第(5.18 )式を計算した１例を示す。ただし, b = -l, a=l, Jt = 0.04

およびK=64とし，Ｆ刎ω＊）については

Ｆ″(゜'＊)ニを苫Ｉ Ｆ″((”｀)'゛ｌ‘゜ ｋｊ°

を用いた。誤差は時間ｔの増加と共に増大するとみることができる。

(5. 19)

　5.3.3　逆変換全体の誤差

　以上の議論から，逆変換定義式中の無限積分自体の計算誤差に関して，積分誤差，すなわち

積分区間をＷで限ったために生じる誤差は，ｔが小さいところで考慮すればよく，逆に台形公

式の打ち切り誤差はｔが大きいところで影響が大きいと考えることができる。

　第(5.7)式に対する逆変換全体の計算誤差は，まるめ誤差を無視した場合，

IE　Ｉ ~

-

一

一

I E.

exp

｜十

（ａt

π

［

］

E2 1

｛111け1121｝ (5. 20)

の程度となる。ここに11と12はそれぞれ第(5. 14)式と第(5. 18)式で与えられる。

　１例として，第(5. 20)式と実際の誤差の比較を第5.5図に示す。図中，上の実線は第（5.
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100

10-'

10'2

10’

El

第5.5図　誤差評価と実誤差の比較

ｔ

20)式，下は第5.2節の計算法で生じる実誤差である。ただし, b = ― 1, a=l, Jt =

0.04およびK= 64とした。かなり過大ではあるが，大略の傾向は説明していると考えられ

る。

5｡4　積分路の影響

積分区間の打ち切りにより生じる逆変換の誤差E1を再記ナると次式となる。

El
~

-

eａ

πｔ

'(a-b+ 2W)

{(ａ－b)2十W2}
(5.21)

一般には，Ｗ≫（ａ－ｂ）と考えてよいから, IE, Iは積分路ａに関して単調増加である。

　台形公式による逆変換の誤差E2はｔの大きいところでその影響が大きくなるので，ｔが大

きい場合だけを検討することにし，t2項とその振幅のみを考えれば，誤差の傾向は近似的に次

式のようになる。

　　　　　　W3♂l t2
IE21212πK2√石二萌耳コフＦ (5. 22)

　厳密に言えば式中のω＊は他のパラメータによって変化するが，簡単のため定数として扱い，

第（5.22）式をａに９いて偏微分して増減を調べれば，IE21はｂの近傍を除けばａに関して

大略単調増加であるとみなし得ることがわかる。

　上述の議論をまとめると，ａの選択に関して次のように言うことができる。すなわち，少く

ともｔの大きい部分に関しては積分誤差および台形誤差のいずれについても（ａ－b）を非常に
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大きくすることは得策でない。

5｡5　考 察

　他のパラメータの影響も第(5.21)および第(5. 22)両式から推量することができる。たとえ

ば分割数Ｋは台形誤差にだけ1/K2で影響を与える。また積分区間の上限Ｗを大きくした場

合，積分誤差は減少するが，台形誤差は逆に増加する。

　さて，積分誤差は主に被積分関数のω＝Ｗ付近での振幅の性質に依存し，台形誤差は被積分

関数の周期成分，いわば搬送波の角周波数ｔに大きく影響される。２次おくれ以上の系につい

ても，被積分関数の振幅は一般に十分大きなＷ以上では単調減少であり，またその副こ関する

２次導関数もｔが大きなところではt2の影響が支配的になると考えられる。したがってこの

場合にも１次おくれ系とほぼ同様の議論が成立すると予想することができる。さらにむだ時間

ｅｘp(ヽ-rs)がある場合も, t'= t-rとして時間の原点を移動すれば，同一の議論が可能

である。

　5.6　ま　と　め　　　　ヽ

　逆プラス変換の１数値計算法の誤差について論じた。この計算法は高速フーリエ変換を利用

して，逆変換の定義式を直接数値積分するものである。本章では最も簡単な１次おくれのイン

ノリレス応答について，この計算法で生じる計算誤差の１評価式を導いた。すなわち，計算機の

まるめ誤差を無視すると，積分自体の誤差は積分区間の打ち切りによるものと，台形公式によ

る数値積分の打ち切り誤差の２つに分けられ，前者は大略時刻ｔに反比例し，後者はt2に比

例することを明らかにした。また積分路については，系の時定数よりも少し大きめに選べば大

過ないことを示した。

　これらの結果を一般の高次系に対して直ちに適用することはできないが，少くとも誤差につ

いての定性的推論の根拠は与えることができる。すなわち，この逆ラプラス変換計算法の基本

は角周波数ω領域での台形公式による数値積分であることから，時刻ｔが増加するほど被積分

関数の変動周期が短かくなり，したがって誤差も増加すると理解することができる。

－52－



第６章　GMDHの収束に関する2，3の性質

　6.1　はじめに

　近年，複雑なシステムの同定法として, GMDH ( group method of data handling )が注

目されている( Duffy, 1975　；井原, 1975　；池田三郎, 1975, 1976 ；　田村, 1976,

1978 )。 GMDHはIvakhnenkoによって1968年以来提唱されているパーセプトロ,ン形の

発見的自己組織化法で，比較的簡単な初等アルゴリズムを積み重ねることによって，入出力デ

ータに適合したモデルを構成する，いわゆる多層構造をもったシステム同定手法である（

Ivakhnenko, 1968, 1970, 1971, 1972)。

　GMDHでは，従来から大規模かつ複雑で通常の理論的取扱いが困難とされるシステムに対

する適用性が強調されるあまり，ともすれば進化論との類似性のみが指摘され, GMDH自体

の理論的な裏づけは必ずしも十分に議論されていない。またＧＭＤＨの問題点として，高次の

層になるほど正規方程式の計算過程でいわゆるイルコンディション(ill condition ）が生じ

やすくなることが知られている。

　第３章においては，推定しようとするパラメータの出発値決定にこのGMDHの手法を用い

たが，本章では, GMDHの性質の理論的解析の手がかりとして，中間変数の逐次生成という

点に着目して簡単化したアルゴリズムを設定し，これによってＯＭＤＨの逐次関数近似手法と

しての側面を明確にするとともに，中間変数の有する性質を検討する。そして，このアルゴリ

ズムでは中間変数の収束が必ずしも保証されないことを示し，同時にイルコンディションが生じ

やすくなる理由を明らかにして, QMDHの適用にあたって注意する必要のある諸点を指摘す

る。

　6.2　簡単化したGMDH

　QMDHの基本的構成要素として，次の３点をあげることができる。

　（1）初等アルゴリズムによる中間変数の生成

　（2）チェッキング( checking)データによる中間変数の評価

　（3）各層間での中間変数の閥値的選択

　通常, GMDHではチェッキングデータに対する中間変数の２乗誤差が変数選択の規範とし

て用いられる。しかし，この処理は結果の検定としてだけ作用し，各層での中間変数の生成に
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は直接の影響を及ぼさない。また各層間での閥値の設定は，層を重ねるに従って組合せ可能な

中間変数の数が極端に増加する事態を防ぐように作用するものである。従って, QMDHの中

間変数生成に関する原理的な部分は，以下に述べるアルゴリズムで尽されると考えられる。こ

こに初等アルゴリズムとしては２次多項式を用い，入力の独立変数の数は層ごとに生成される

中間変数の数の増加を避けるために３変数とする。またトレーニング(training)データ∂は

３変数の空間R3内のある閉領域ぶ?上のあらゆる点で与えられているものとし, QMDHを閉

領域ぶ?上で２乗可積分なすべての関数のなす空間L2（j2），j2⊂R3内の関数∂の逐次近似手法

としての観点からとらえることにする。

6｡2.1　簡単化したGMDHのアルゴリズム

〔アルゴリズム〕

ステップ１：ｉニ1,2,3に対しφ（i?ニｘiとおく。ここに，（i）仝i（mod 3 ）・

ステップ２：ｋ＝１とおく。

　ステップ３：i = 1,2,3に対し，次のノルムを最小にする６個の係数aiS

を求める。

min II　∂－〔ait十砧φ(ｙl十aitφ(iぷl十aiいφ(iS‾1)2

　　十砧(φ(iぶ1)2十aitφ(よ1φ〔iぶ1〕||

この最小化には，最小２乗法を用いる。すなわち> ^iO ，ai

　　　　　Qikaik＝ｐik

の解である。

Qi吟

ｙ一

二

ｙ一

二 に

　　＜1，1＞

＜1，φ(よ1＞

＜1，φ(i＋よ1＞

＜1,(φ(よ1)2＞

　
　
１

ｋ
ｌ

７

ツ

９

＜φ(よ1φ(i＋1り凧１＞

岫 ，…，ait

飛　は連立１次方程式

＜1,(φ(i＋lｙ)2＞　　，……

＜1･φ(iy1φ(ij‾1＞　y……･＜φ(iylφ(ij‾≒φ(iy‾1φ(i＋よ1＞
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ay全

pi゛全

aio^

an^

^-,2
'

a.a"

au'

^■.s'

　　＜∂，1＞

＜∂，φ(iy‾1＞

＜∂，φ(i＋よ1＞

＜∂，(φ(iｙl)2＞

＜∂，(φ(igy‾1)2＞

＜０，φ(よ1φ(i＋よ1＞

とする。

　ステップ４：i= 1,2,3に対し

φ(i
y

-

- aぷ十ai?φ(iyl十aitφ(i＋1？＋31t(φ(iyl)2

十ａ占(φ(i＋よ1)2十aitφ(よ1φ(i＋よI

とおく。

　ステップ５：もしもll∂－φ(iり|＝Ｏならば終了。さもなければｋ＝ｋ＋1としてステップ

３へもどる。

　ただし，上述のアルゴリズムにおいてｘiは入力変数，φ(iyは第ｋ層における(i)番目の中

間変数，∂はトレーニングデータを表わす。また

０＝紅ｘl， ｘ2，X3 ) £ Ｌ２（２）

||θ||全＜０，０＞1/2

＜ら　φ＞全ISSd'φdx, dx. dX3

　　　　　　j2
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である。

　このアルゴリズムはヒルベルト(Hilbert)空間L2(２)内の６次元部分空間〔1，φ(ヤl，

φ(i＋ly‾1，(φ(i？)2，(φ(ij‾1)2，φ(よlφ〔k-1〕上゛｀の∂の直交射影φ(iyを求める手続

きを部分空間の生成基底を順次入れ替えながら繰り返し行なうものである。

　中間変数φ(iりを多項式としてみると，層番号ｋが増加するとともにその次数は2｀次となっ

て増加するが，φ(iyが関数空間の１要素であることにかわりはない。結局，このアルゴリズ

ムの目的はトレーニングデータ∂を含む６次元部分空間を生成することと考えることができる。

　6.3　アルゴリズムの性質

　〔補題１〕　任意のｋおよびｉに関して

　　　　　　O≦||∂－φ(iり|≦ｍｉｎ{||∂－φ(よ111，‖∂－φ{ij‾1 11}

が成立する(Ivakhnenko, 1972 )。

　証明：　第ｋ－１層の中間変数φ(よ1とφ(ij“1は部分空間〔1，φ(よ1，φ(ij-1,(φ(よ1)2

(φk-K2φ(iy‾1φ〔ij‾1〕の生成基底であるから，当然こり部分空間に含まれている。し

たがって，この部分空同上への∂の直交射影である第ｋ層の中間変数φ(iyについてこの補題

の関係が成立することは明らかである。

　　〔補題２〕　任意のｋについて次式が成立する。

ここに

証明：

　　max { II∂－φ{ir2 11}<min{ II∂－φ{jり|}
　　　ｉ　　　　　　　　　　　　　　ｊ

　i, j = 1, 2, 3

　入力変数は３変数であるから･補題１を２度用いる,と･任意のｉに対して

II e-φ(か2 11

　　<min{ II e-φ(ｙl II, ||∂－φ{４よ1‖}

　　< min{リーφ(iり，||∂－φ(ij II, II∂－φ(i+2)I目

が得られる。

　〔補題３〕　任意のｋおよびｉに対して

が成立する。

|[φ(iy－φ(ij II< II∂－¢(i) II十||∂－φ(iｊ II
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・

　証明：ノルムの三角不等式から，上式の成立することは明らかである。

　〔補題4〕　ｑぱをグラム行列Qi゛の第召行“1列要素とする。もしも||φ(i□‾φk-1 11

£εならば，

　　　　　　ツｘlｑねクー(ljl！ e^l ，j?ニ1,…,6

が成立する。
）－

二 こに，εは正数であり，

Mo＝ｍａｘり11 II, IIφ(よ1 11パ|φ(ij‾1 11パ|(φk-1 ＼2II

　　　　トφ(ij-1)2 11，Hφ(iｙφ{ij‾1 11}

である。

　証明：　１例として, e=2の場合を示す。コーシー・シュワルツ(Cauchy ・Schwarz ）

の不等式を用いると，

ｋ
2
3

　
ｑ
　
一

k
2
2

　
ｑ
１ ｜＜φ(iy‾1，(φ(よ1－φ(i+1リ)＞｜

ぶ

≦

||φ(よ1 11・ || φ(i？－φ(ij‾1 11

6°11φ(よ1 11

が得られる。他の行についても同様にして補題が示される。

　　〔補題5〕　qこをＱyの第ぶ行ｍ列要素とする。もしも||φ(よ1－φ(ij‾I II<^ならば

　　　　　　　max l ｑj－ｑよ｜≦ＥＭＩ

　　　　　　　max l ｑl?l一 q^6 I < f M2

　　　　　　　j?

　　　　　　　max l ql?l－ｑよ圀ＥＭ３

　　　　　　　ｇ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

が成立する。ここにεは正数であり，

　　　　　　MIニmax { IIφ(よ1十φ(ij‾り|･H(φ(it‾1十φ(iぶ゛1)φ(iり‾1 11

　　　　　　　　　　11(φ(i7‾j十φ(i＋よ1)φ(i＋よい|･

　　　　　　　　　　|にφ(よ1十φ(i＋よl)(φ(よ1)2 11･

　　　　　　　　　　ll(φ(よ1十φ(i＋1ヅ)(φ(川)｀‾1)2 11･

　　　　　　　　　　11(φ(ヤ十φ(μ‾1)φ(J‾Iφ(iぶ‾り口

57



M2ニmax{ IIφ(i＋j‾111，11φk-1φ(i7‾111･ ||(φ(i+1り‾1)211

　　　　　11φ(i＋よl(φ(よ1)211･11(φ(i＋よl)3 11･

　　　　　||(φ(ij‾1)2φ(ダＯ

M3ニｍａｘり|φ(iyl II, IKφ(ダ)2 11･||φ(J‾lφ(iぷ‾1 11･

　　　　　||(φ(よ1)3 11，11φ(よ1(φ(ij‾1)2 11･

　　　　　||(φ(ダ)2φk-り|}

である。

　証明：　１例として，ぷ＝２の場合は，

q2－ｑ2り

　ニ｜＜(φ(よ1)2，φ(iy‾1＞‾＜(φk-1 ＼2･φ(i7‾1＞｜

　ニ｜＜(φ(よ1－φ(ij‾1)，(φ(yl十φk-1 ^φ(よ1＞｜

　≦||φ(よ1－φk-1 II°|□φ(iyl十φ(ij“l)φ(よ1 11

　瀕゛゛11(φ(よ1十φk-1 Nφ(i7‾IH

となる。他の行および列につぃても同様にして補題が成立する。

　　〔命題〕

　上述の簡単化したGMDHのアルゴリズムでは，次の３つの場合のいずれかが生じる。

　(1)有限なｋで終了し, II e-φ(iり1＝Oとなる。

　(2)ステップ３の最小２乗法のグラム行列がいわゆるイルコンディションとなり，計算の続

行が不能になる。

　(3)H∂－が)Ｈ≒Ｏなるが)に収束する。　　　，

　証明：　有限回で終了する場合は，ステップ５の終了条件から明らかである。

　有限回では終了しない場合を考える。補題１より，||∂－φ(iり|は単調非増大かっ下に有界

であるから，このアルゴリズムは収束する。　もしも各ｋに対して，適当なｉを選んで

　11∂－φ(iり|→O(k→oo)とできるならば，補題２から任意のｉにっいてもH∂－φ(iりｌ→０

　(ｋ-゛(゛))となり，補題３にょって||φ(よ1－φk-1 11→O(k→(・))となる。　したがって

　グラム行列Cかの第2，3列および第4, 5, 6列はそれぞれk→(ｘ)において一致し，行列(い
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はイルコンディションになる。すなわち，中間変数がトレーニングデータに収束するならば数

値的不安定が生じる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔証明終〕

　トレーニングデータが有限個である場合にも，内積の定義にある積分記号を総和記号で置き

換えることによって同様の議論が可能である。

　上述の議論を明らかにするため，簡単な数値例を次に示す。データにはトレーニングデータ

のみを用い，個数は10点とした。　プログラムの流れ図を第6.1図に掲げる。プログラム中最

小２乗法の部分に現われる連立方程式の解法には掃き出し法を用いた。計算機はYHP 2100Λ

ミニコンピュータを使用し，プログラムはＢＡＳＩＣ言語で作成した。したがって有効けた数

は６けた程度と考えられる。

第6.1表　トレーニングデータ

　　　第6.1図　簡単化したＧＭＤＨの流れ図

　数値例に用いた入出力データを第6.1表に示す。表中データ１は多項式：

　　　　　　　∂ニ１十XI － X2十（XI）2－（X2）2十XjXj

チータ２は多項式：

∂＝XI＋2×1(X2)2＋4ｘjｘ2×3

からそれぞれ適当に10点ずつ選んだものである。
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データ１に対しては，第１層において中間変数

　　　　　φ11ニ１十''l 一 X2十(ｘl)2－(X2)2十XjX2

が得られ，アルゴリズムはただ１回で終了する。

これは命題の（1）の場合に相当する。

　データ２に対して，各層ごとの３つの中間変

数とトレーニングデータ∂との２乗誤差の様子

を第6.2図に示す。図中の層間の結線は中間変

数生成の因果関係を表わしている。第３層まで

は中間変数の単調非増大の性質（補題１）が成

立している。また第１層と第３層を比較すれば，

補題２の性質の成立をも認めることができる。

第４層に至って単調非増大の性質が失なわれる

が，これはいわゆるイルコンディションによっ

て計算誤差が生じたためである。試みに，第３

層の中間変数φ33を求める際のグラム行列Q33を

第6.2表に示す。このφ33は，ノルムの意味で互

に近い２つの中間変数φ12とφ32から生成されたも

のであり，明らかに第2，3列および第4, 5, 6列

（あるいはグラム行列は対称であるから，第2,3

行および第4,5, 6行）はそれぞれ互いに非常に

似かよったものになっていることがわかる。こ

れは補題3，補題４および補題５の性質を示し

ている。したがって，データは命題の（2）の場

合に相当すると考えることができる。

刈

40

3０

ｓ　20

10

　　　　　　厦●号

第6.2図　中間変数の誤差

第6.2表行列Ｑ33

10　　1136.95　1142.01　227234　　227630　　227137

1135.9-1227234　　227137　　6. 7591E07 6.7531E07 6.753IE 07

1142.01 ;;27137　　227630　　6. 7531E07 6.7587E07 6.7531E 07

227234 6.7591E07 6.7531E07 2.3946E10 2.3880E10 2.3910E10

227630 6.7531E07 6.7587E07 2.3S30E10 2.3840E10 2.3857E10

227137 6.7531E07 6.7531E07 2.3310E10 2.3857E10 2.3830E10

　6.4　考　　察

　本章の第6.2節および第6.3節では，３入力変数の場合について多項式GMDHの中間変数

生成機能だけを取り出した原理的なアルゴリズムを示し，このアルゴリズムは有限回で終了し

なければ数値的不安定に陥るか，あるいはトレーニングデータと異なる関数に収束することを

明らかにした。すなわち，トレーニングデー夕だけを用いたＧＭＤＨはデータ数が無限に多く

－60－

●｀



ｔ

・

与えられている場合でも，関数近似の手法としては必ずしも満足するべきものではなく，特別

な場合だけしか解を得ることはできない。

　また，先に示した命題の（2）の場合の数値的不安定による計算誤差の蓄積，あるいは（3）の

場合のようにトレーニングデータに収束しないことが考えられるために，いたずらに高次層の

中間変数を求めても，それがトレーニングデータの満足すべき近似解になっている保証はない。

　入力変数が４変数以上の場合や，チェッキングデータによる中間変数の評価あるいは閥値的

選択が加わった場合には，補題２を再検討する必要がある。４変数以上の場合，次層への中間

変数の選択のやり方によっては，理論的には数値的不安定に陥らずにトレーニングデータへ収

束する中間変数の系列が存在し得る。したがって，この場合には上述の命題は厳密には成立し

ない。しかし，適当な中間変数の選択基準が明らかでない以上，このような幸運を期待するべ

きではない。一般にノルムの意味でトレーニングデータに近い中間変数が選択された場合には，

補題3，補題４および補題５によって基本的なGMDHのアルゴリズムは数値的不安定に陥る

ことは明らかである。したがって，多入力変数あるいはチェッキングデータを用いる際にも，

眉をｍねるほどグラム行列がイルコンディションになる可能性が増大することを覚悟する必要

がある。

　数値的不安定に陥いる可能性を減少させる１つの方法として，中間変数の片方に常に入力変

数を用いることが考えられる（竹原, 1974 )。　この場合にもトレーニングデータに対する中

間変数の単調非増大性は保証される。そのうえトレーニングデータが単独の入力変数に近くな

い限りイルコンディションにならないことは明らかである。

　6.5　ま　と　め

　以上のように，多項式GMDHの基本的アルゴリズムは，３入力変数のような簡単な場合に

も数値的不安定などの不つごうを生じる性質がある。 GMDHの適用にあたっては，これらの

性質に注意を払うとともにアルゴリズムの終了条件に何らかの外部的な基準，例えば，中間変

数の次数の上限などを併用する必要がある。
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第７章　　結 論

　本論文はコンパートメントアナリシスの観点から，ＲＩアンギオカーディオグラムの情報処

理に関する基礎的手法について述べたものである。全体は応用と理論の２つに分かれ，前半で

は関心領域の自動設定と心放射図の自動解析法を具体的に示し，後半ではパラメータ推定に際

して出現ナる若干のシステム･制御工学的諸問題を理論的に取り扱かった。

　結論の詳細は各章の終りに記したが，全体的にまとめると次のようになる。

　ヒトの血液循環系におけるＲＩ輸送過程のコンパートメントモデルを念頭において，心放射

図に相当する計数率曲線を得るために，オートフルオロスコープで計測された14×21個の画

素から成るＲＩ画像上で，右心入力部，右心部，肺部および左心部の関心領域を自動的に決定

する手法を第２章で与えた。この手法はＲＩ輸送過程の時間的前後関係に着目して，各画素の

計数率曲線の極大値到達時刻に関するヒストグラムの分割と，２次元的な連結図形の処理を組

合せた比較的単純なものであるが，右心部と左心部をちょうど覆う心放射図用の関心領域を客

観的に得る目的には十分なものである。第２章では，さらに心室部分を分離する１方法を示し，

心室容積変化曲線の作成にも言及した。この曲線は心放射図から得られる心拍出量の推定値と

組合せることによって，心臓のポンプ機能を表わし，診断上重要な資料となるものである。

　第３章では本研究の主題である心放射図のパラメータ推定法を確立し，いくつかの処理例を

挙げてこの手法が十分臨床的実用に耐えるものであることを明らかにした。さらにこの章で提

案した周波数窓法は，通常の時間領域において残差２乗和を逐次的に最小化する最小２乗推定

法と比較して，非常に計算量の少いパラメータ推定法であり，むだ時同等を含んだ複雑な線形

システムのパラメータ推定に適用して有効なものである。またパラメータ推定の出発値の決定

にGMDHを応用して信頼性の向上を計ることができた。

　第４章では重み付き残差２乗和を評価関数とするパラメータ推定問題の幾何学的解釈を述べ

た。すなわち，データの作る空間に，モデルの張るパラメータ表示された部分空間と，評価関

数から構成されるリーマン計量を導入することによって，パラメータ推定問題はリーマン幾何

学の問題として取り扱えることを示した。その結果，デゞ夕にかかわらずパラメータを一意的

に決定できるための条件は，いわゆるオイラー・スカウテンの曲率テンソルが零となることで

あることを明らかにし，さらに曲率半径の概念を利用してパラメータ推定値の安定度を定義し

た。これによって従来あいまいであった評価関数の多峰性の問題を，比較的見通しよく論ずる
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ことが可能となった。

　第５章では，心放射図の数学モデルに現われるむだ時間を含んだ線形システム等のラプラス

変換可能な系に対する数値計算法の１つであるＦＦＴを用いた数値逆ラプラス変換法の計算誤

差を，簡単な１次おくれ系を例にとって論じた。そして，この計算法には計算機のまるめ誤差

を除いて２種類の誤差，すなわち変換公式の積分区間上限の打ち切りによるものと数値積分法

自身によるものがあることを示し，それらの誤差の性質を明らかにした。

　最後に第６章では, GMDHの収束に関する理論的性質を論ずるために，模式的なGMDII

のアルゴリズムを設定し，関数解析の手法を用いてこの収束が必ずしも保証されないことを明

らかにして, GMDH適用上の留意点を指摘した。

　このように本論文の前半はパラメータ推定の臨床医学分野への具体的応用例を与えたもので

ある。今後はこのシステムを実地にシンチレーションカメラとミニコンピュータからなる核医

学データ処理システムに組み込んで，より多くの臨床データを対象にして処理経験を重ね，手

法の検証と改良を行いより信頼性のあるものにしていくことが必要である。

　一方，後半の第4，5および６章は，すべて心放射図のパラメータ推定法開発過程における

疑問点が契機となって生じた問題を扱かったものであり，これらの章で得られた結果は，一般

にコンパートメントモデルのような生体システムのパラメータ推定問題に関する基本的な理解

を深め，見通しをよくするものであると言うことができる。
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