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Chapter 0 

はじめに

0.1 リミットサイクル振動

散逸力学系において、エネルギーや物質の出入りの上に形成される時間的 ・空間的な秩

序構造は、散逸構造として様々な形態が知られている。その最も単純な動的秩序は、規則

的な振動として現れる。これは散逸力学系のアトラクターとしてはリミットサイクル上の

運動であることから、 リミ ットサイクル振動とも呼ぶ。リミットサイクル振動は保存系に

現れる振動と異なり、初期状態がアトラクターの吸引領域(basul)内にある限り、過渡的な

時間の後にリミットサイクル軌道に引き込まれてゆくため、初期状態によらず同じ振幅・

振動数での振動に漸近することになるo これは保存系として例えば、摩擦による減衰のな

い単振子が行なう単振動では、与えられたエネルギーにより決まる周期軌道上を運動し、

初期に与えた振幅や振動数での振動を続けることと対比して捉えられる。エネルギーや物

質の流入と散逸の釣合いの上に成り立つリミットサイクル振動は、そこからのずれを与え

られても再び軌道を復元することができる安定な振動なのである。更にこの軌道の安定性

のみならず、摂動に対する構造安定性もリミットサイクルの重要な特徴である。すなわち、

流入と散逸を持つ系自身が摂動を受けても、新たな釣合いのもとでのリミットサイクル振

動が一般には得られる。

この安定性ゆえにリミットサイクル振動に特徴的に見られる現象に、 引き込みあるいは

同期(synrh1'0 ni:;(ltionあるいは cntrainmcnt)と呼ばれるものがある [1.2]。これは、リミッ

トサイクル振動をしている系が、振動数の近い周期的摂動を受けた結果、摂動の振動数と

一致したリミットサイクル振動を始める現象である。つまり振動が‘揃う'わけである。こ

の時加えられる周期的摂動が、外力による強制振動であって摂動側の運動はこちらの影響

を受けることなく不変な振動数での振動を続ける場合と、摂動側も同じくリミットサイク

ル振動であってこちらからの影響を受けて振動数が変わる為に、相互の折り合いのもとで

共通の振動数を獲得する場合がある。前者は強制引き込み、後者は相互引き込みと呼ばれ

る。特にリミットサイクル振動系が複数存在し、互いに影響し合っている集団においては、

複数の振動数が一致し集団として揃った相互引き込みが生じることがある。そこでの各振

動子は集団を構成する要素系で、あって、振動子間の相互作用による協同現象として、集団



というR悦的なレベルでの秩序が形成されるわけである。本論では特・に、多数の振動子か
ら形成されるこのような集団引き込みについて、その振舞いを解析していく。

0.2' 引き込み現象

前節てはいくぶん抽象的にヲ|き込みを説明したが、実際に見られるいくつかの現象例を

次に挙げておこうM

概日リズム 性体機能は時間との関わりなく考えることはできず、その中軌をなすのが時

間的に繰り返される生体リスムである。生物は、環境への適応の-っとして、規則的な環

境変化に対応して性体1)ズムを適応させる。地球物理的な周期に適応して生じ定着した生

体リズムのなかで、特に円周期に関して多くの研究がなされてきた [:3Jo21 時間を周期と
するリズムは、単産IH胞生物をはじめ全ての動植物に見られる。時間を推定する手がかりが

( 全くない隔絶された恒常環境下に置かれると、この周期は 21時間jに近い値となることか

ら(恒常常;t環震境下下.で現れるこのリズムを自発リズム (υωjρ}、γur川'/1川I

周期(ωρ'(('r川‘"υ1/1川1川川111川119引p川f什r、ヅi川οd刈)とも呼Aぶ:斗)、概日リズム (cげ川けiれ什r仰 di印αn川1けJ旬Ih川川Iηm川yη1け)と呼ばれ、 ヒトでも

睡眠 ・党酸、体温変化をはじめ多くが知られている。一般に生物は、 21時間周期で変化す

る光や温度などの環境凶子を周期的な強制外力として受け、近い周期を持つ自発リズムが

それに引き込まれることにより、正しく 21時間周期のリズムを呈現することが出来ると考

えられ、それを裏付ける実験結果がヒトに対しても色々報告されている(自発周期は一般

にほぼ15時間、これが引き込まれ得るのは周期25土2時間程度である)。一つの生体リズ

ムは、環境条件の周期的変化や他の生体リズムの影響を受けて引き込みを生じ、同一位相

あるいはー定の位相差を保っているわけである。生体リズムを発現させる体内機構の時計

とのアナロジーから、生体時計という言葉もしばしば用いられている。

Belollsov-Zha boti nsky反応 I-klousovにより発見され、仰のhotinskyが実験系を確立し
た為このように呼ばれる化学反応である。その非常に複雑な反応系をここで詳しくは紹介

ヘ できないが、硫酸媒質中での、セリウムイオンを触媒とした失点酸によるマロン酸の酸化

反応であり、円己触媒過程を含む。ペトリ皿などの容器に入れられた反応溶液を十分撹持

しておくと、 -t~な溶液中のイオン濃度が周期的に変化する、いわば化学時計となる。つ
まり、日r-のj農度、そして (ν+/('('3+の濃度比が時間的に振動する。それに伴って反応溶

液が i分待度の周期で掻赤色(<.ト1.，..)と淡青色(('('3"T")に交互に変化するのが見られるl。化

学反応系における濃度の時間的あるいは空間的振動現象は、必ずしも新しい問題ではない

が、空間的に・様な反応系における時間的振動の例として実験報告が正しく評価されたの

は、この H-χ反応が最初であるo

また溶液を撹持しなかった場合には、時間的振動が空間的指動を生じ、様々な空間パター

ンを見ることができる。これは容器上での、 日..-濃度や(ヤ1+/<ψ+の波度比の2次元進行波

l触媒として(い+の代わりにトザ+や ¥ln:1+を月jいてもトj絡の説象が比られ、例えばフムロインを触媒に
した場什、('(' Itとい，:11が 1-'('・11-とトトリ+に対応し、やはり柑ぷ色[I'f色の)，'，jJVJ的変化が凡られる。

戸「

'" 

であり、適当なペースメーカーを与えることで簡単に作ることが出来る。ペースメーカーと

しては、不純物や容器のガラス傷などがあればよく、最近では小さな滅、紙片を用いた面白

い実験例も報告されている。こういったペースメーカーを中心にして、控赤色や淡苛色の

円形領域が周期的に発生しては一定速度の進行波として周囲に広がり、同心円状のバター

ンを形成する。更にこれに対し、反応液を傾けたりガラス棒で同心円構造を撹乱すると、

螺旋状のパターンが出来、成長していく。

溶液の体積素片を考えるとそれ自身振動系であるため、全系は空間的に分布した無数の

局所的振動子から構成されたリミットサイクル娠勤子集団とみなすことができる司隣接す

る素片間では化学物質の拡散が存在し、それが振動子聞の相互作用となる。先のペースメー

カ一部では、他の部分より早い振動数での濃度娠動を行なう。周囲の遅い部分との位相差

がペースメーカーを中心とした進行波として伝搬することで、同心円状パターンが形成さ

れる。遅い部分の媒質は中心の早い振動に引き込まれた結果、一つの同心円領域内では向

ー振動数で振動することになる。複数の同心円領域が存在する場合には、衝突した進行波

は消滅しそこが領域境界となる。振動数が異なるペースメーカ一間では、早いペースメー

カーが形成する波長の短い同心円領域の境界が前進し、領域が拡大されてゆく。

心臓細胞の持動 生きている動物の心臓を構成する細胞は、同じリズムで持動しているこ

とは言うまでもないが、これも細胞間相互作用による同期の結果である。心臓の各細胞は、

自律的持動を行なっている[1)0ニワトリやマウスの粧から心臓を取り出し、ぱらぱらにし

た単一細胞の集団としたものを培養すると、単一の心筋細胞がガラス皿上で自律的に持動

を統けるのが見られる。その時の振動数(持動数)は細胞ごとに異なるが、 2.)時間も培養

すると多くの心筋細胞の持動数が一致してくる。細胞は培養皿上を動きまわっており、

旦互いに接触すると :3'" :38分程度で両細胞の持動は同期する。つまりここでの同期には細

胞聞の接触による相互作用が必要なわけであり、ギ、ヤツプジヤンクションでの電気的結合

を行なうと考えられるo培養数日で全てが同期するが、その過程では持動数の高い)Jに低

い)Jが引き込まれる場合が多く見られるo

ホタルの集団発光 最後に視覚的にも魅力ある例を挙げておこうo HII('kらの報告[5Jによ
ると、東|剥アジアのマングロープの森に多数のホタルが集まり、各イ同体が光を点滅させる。

この点滅の周期がホタルの集団において相互に51き込み、森全体にわたって一斉に点滅す
る巨大な光のリズムが出現する。 500ミリ秒程度の周期での点滅が、数週間あるいはそれ

以上も持続すると言われる。

5 
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数理モデルの解析:位相モデル

6 

第 l部では、リミットサイクル振動現象を単純化した数理モデルとして位相モデルを用

い、それによって記述される振動系 (以下では振動子とも呼ぶ)が多数集まって相可.作用

している集団を対象とし、その相互引き込み現象を解析する。本論では特に集団の巨視的

状態に注目し、そのダイナミクスを解析する

リミットサイクル振動を行なう自律振動系に対して、他の振動系との相互作用や外力が

及ぼす影響を、拡UL系に対する摂動として扱うことができる場合には、動的縮約としての
位相表現が有効である。その結果導入される位相モデルをまず第l章で紹介するo 簡単な

迎用例として、強制ヲ|き込みや相互引き込みなどが位相モデルによりどのように得られる

かを見る。

続く第2章で、その中でも特に理論的に詳細な解析が可能な例として、自然振動数が不均

ーな振動チから成る平均場結合系をとりあげ、そこで見られる相互引き込みついて、定式

化や既知の基本的な性質を示す。そこで導出されるのは、ネ知事変数に対する s('1f-cons ist.(，11 t. 

万程式の解として得られる定常状態など、静的ながIJ'lに限られる。
以上の準備の後に第3章で、平均場結合系の巨視的状態のダイナミクスとして、特に前章

で得た定常解の安定性を解析する。それにあたっては、臨界点近傍であることと、定常解

近傍であることのこつの条件下で考えるo その結果非同期状態に対応する定常解について

は解析的に、また同期状態に対応する定常解についても計算機シミュレーションによって、

同期解出現の分岐点において線形安定性が互いに交替することが示される。特に解析的に

求められる非同期解に対しては、自然振動数分布により決定される緩和定数など、定な的

評価も与えられる。安定性そのものは、分岐構造から通常予想されるものと一致するが、

そういった巨視状態の線形安定性を達成している微視的な機構は自明ではない。系全体の

巨視状態が0(1)の時間スケールで示す線形緩和過程は、遅い時間スケールを持つ (すなわ

ち自然振動数が平均値に近い為に苧衡状態での巨視的秩序を形成する)振動子群によって

ではなく、それを打ち消しつつ見かけ上の平衡状態を達成する、早い時間スケールを持つ

振動子群により支配されていることがわかる。

7 



Chapter 1 

Phase Dynamics 

1.1 位相による記述
~、

自励振動系を考えるo すなわちここで考える力学系

生=F(忽)・ がまn次元ベクトル
dt 

は散逸系であって、特にその解軌道として安定なリミットサイクル軌道Cを一つ持っとす

るo対応するリミットサイクJレ解を町(t) (添字0は非摂動系を示す)と書くことにし、そ

の周期を'1.，"振動数をωとする (T三 2rrjω)。

まず、軌道 C上の各点配に対して、座標ゆを次のように定義する。軌道上の任意の一点

~to(O)ιcを座標原点。 =0 と決め、時刻 t=O にその点から(1.1)の力学系に従って時開発
展を行なったとき、時刻tにおける点xo{ωt)εCの座標値をφとする。このように決めた座

標ゅは、まだ、mεCに対してのみ定義されているが、 mod27rでリミ ットサイクル軌道上のい

わば位相 (pha8(，) を表現しているとみなせることより、 位相変数と呼ぶことにしよう。定

義より明らかに

1
1
J
 

1
1
 

• l
 

，，z
・‘、

戸町、

dφ 
五一ω ( 1.2) 

である。

次に、位相変数の定義をCを含むある領域C'に拡張する(ドig.1(の))。これは、以後での議

論において、アトラクターとしてCを持っているもとの系(1.1)が、何らかの摂動を受けた

際の振舞いを摂動論的に考察するための準備である。十分小さい摂動に対しては、考える

領域C'もそれに応じて小さくてよい。ここではまず次のような定義を最も自然なものとし
て採用することにしよう。その意味についてはすぐ後で触れる。すなわち、非摂動系(1.1) 

において、 C'内の各点mに対してもCと同様(1.2)式が成立するように、 C'内での位相変数。
を定義する。これは、非摂動系(1.1)のC近傍 (C'内)でのダイナミクスに依存してゆを決
めたことになる。つまり、

dφ 
ー=grad:r: <1>(忽). F(忽)=ω 
dt 

(1.3) 

8 
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~ 

によって陰にφが定義され、形式的にはこれを解くことで、φ(:r:).:I:E C'が得られるわけであ
る。ここで n次元空間中で余次元 1の多様体となる等位相面 φ(:1:)= ('011はをアイソクロ

ン(i80frO川と呼ぶ [2]0
以上では多分に現象論的にφを位相変数として導入したが、このような位相による記述

は、摂動系に対する動的縮約に基づくものに他ならない。動的縮約とは、ある力学系の方

程式の解を求める前に、その方程式自体を何らかの手法でより単純化し、系のダイナミク

スを抽出することである。動的縮約として挙げられるいくつかの手法において、次のよう

な構造が共通に見られることが指摘されている[11 ]。 すなわち、対象となる摂動系におけ

る縮約が可能であるための必要条件として

・非摂動系に中立モードが存在すること

.摂動が微小である限り解軌道がt→∞で漸近する slowmanifoldが存在し、それゆ

え系の漸近的振舞いがその多様体上での運動を記述する遅い変数のみで閉じた方程式

系に縮約できること

などが共通して挙げられる。先の位相変数のみによる記述という動的縮約が可能なのは、

非摂動系において連続対称性を破った解、すなわちリミットサイクル解:I!o{t)、が存在して

いる場合である。このときそれに付随する Goldsもon('モードUo笠ω。jdtの振幅を位相と
呼んだのである。非摂動解:T~o(t) においては、位相はいわば任意定数をとり得るパラメータ

である。系が何らかの摂動を受けたとき、その結果生じる解軌道の変位自体は微小に留ま

ることができないが、逆にその永年性を位相のゆっくりした変化 (時空間依存性)として

吸収し、それを用いて、系全体のダイナミクスを位相のダイナミクスに射影して見ること

ができるわけである。

このように見ると、アイソクロンも以下のように理解できるo縮約したダイナミクスにお

ける主役となる遅い変数として位相を導入したことにより、記述のための変数が一つ過剰に

なり、記述に任意'性が生じる。これを一意に決めることがすなわち、非摂動軌道C上以外の

C'内の各点沼に対して位相変数。(:r: )を定義することに対応する。前述のように(1.2)で定義

したアイソクロンも、その決定、法の一つだ、ったわけであるo これは、非摂動系に対して周期

7・毎のスナップショットをとって得られる離散力学系の解軌道忽(t)・:.c(t+ T)・忽(t+ 21').・
による安定多様体に相当しており (Fig.1(b))、摂動展開の最低次のみを考える際にはわか

りやすいであろう。ただし、より高次の摂動展開を行なう為には、線形固有空間で考える

方がはるかに有用である。

C'内で、のφの定義が与えられたことで、系の漸近的な振舞いをゆ(t)の運動により求めるこ
とができるo すなわち、非摂動系 (1.1)ではC上の周期運動であったが、これが

生 =F(:r:)+qj{ιt) (1・.1) 
dt 

と微小な摂動(p(:r:‘t)を受けた時に、系が示す振舞いをφ(t)により求めよう(ここで、rは微
小量を表すものとして摂動項に用いたが、代わりにp~ 1と考えてもよい)。よ式を(1.1) 

に代入して得られる

9 



f2=巴radxo(:r).fF(:r)十(p(:J・f)] 
dt 
=ω 十 (grad沼o(:r.) . p(:r . f) ( 1.5 ) 

が摂動系の}i花式であり、これを摂動展開することにより rの任意の次数0((")でひ(f)に

ついて閉じた式か何られる。最低次O(ι)の近似を得るには、単純に右辺第二項の:r，をxo(φ)

に置き換えればよい。これは、 C'内の各点zで、の値を同 4 アイソクロン上にある C上の点
:ro(の)で、の値でl穴き換えているわけであり、

zr山川叫:r，)lx-Xo(ψ) 州

として、位相ずれγに対する最低次の式を与える ここで右辺nは、 1の関数として見ると
てつの引数いずれにおいても T'周期的である つまり 1・は、 T'周期で変化する力を受けな

がら、ゆっくりと変化するわけである lづ母期内では、 νがほとんど変化しないことより、

nrrn' ldrntify fran.-.!ormafionを行なう これは、 1依存性を持つ上式(1.10)に対して、変数

変換を行なうことでt依存性のない式を与えるものである。その変換の結果得られる式と

は、(1.10)の右辺を一周期T'内で平均したものであることがわかる。すなわち、

d
 
T
 

f
l
h川

)
 
l
 
l
 

• -(
 

を用いて、

Z(φ)色rgradxφ(:1: )I :l' =~l~O( r.?) ( 1.7) 

事-(山、(t')] (1.12) 

となる。このようにして得られた定数係数の一変数一階微分方程式が、直ちに外)Jによ

る強制ヲ|き込みの有無を与える。つまり、(1.12)式が安定平衡点じ =1‘0‘s. t. d 1. '0/ d Iで

O. dl、/(!t '1，:.~4'O < 0を持てば、振動チは。 -... Jf + 1・0で、外力と同じ周期 γ で位相差
1， '0により振動し、すなわち外力に引き込まれるo安定平衡点がない場合には、位相差1.・は

一方向に拡がり続ける。この場合の周期は、外力の影響を受けてJ02r{ム+1'(ν)}ーIdじとな

る。このように、周期外力との振動数の差の大きさムと、 rとして表される外力の強さとの
措抗により、周期外力への引き込みが決められることがわかる。

dl'rω+ (n(φ守t) . (ト6)

戸、¥ ここで感度

を用いて、

H(o.t)ゼZ(o)，p(xo(φ).f) ( 1.8) 

を定義した。

このようにして得た位相。のみによる記述、 位相モデルを用いて、リミットサイクル振動

が示す振舞い、特にヲ|き込み現象を解析出来ることがわかる [7.、。次に3例の摂動l)(X.t)
に対して、具体的表式を書き下してみよう。

1.2.2 相互引き込み;2振動子の結合系

次の例として、 21聞の振動子が結合した系を考えよう。 2つの僅かに異なる力学系が、共

に安定なリミットサイクルを持ち、弱く相瓦作用をしている結合系であるoそれぞれの非

J異動系を(1.1 )式の形で与え

"¥ 

1.2 位相モデルによる振動子結合系

1.2.1 強制引き込み;周期外力を受ける振動子系

最初の例として、周期外力を受ける振動子を考える。すなわち、 (]Jが周期T'(三 271'/ω')
の弱い外)Jとして加えられるとする。ここで摂動が微小であるとは、 1)の強度古今j、さいこと

及びその振動数Jが非摂動系の振動数ωとわずかしか異ならないことを意味する。この微
小iitのオーダーをここではどちらもrとするが、これは何らかの仮定をしているわけではな
い。両者を反別して例えば(1とのとしても、以下に見る摂動の一次の近似では加算的に作

用するわけであるから、特に必要がない限り向1.:(で二つの微小誌を表現しても混乱はない

だろう。よって、 fム・!こfd-Jとする。また振動子の運動を、周期外力の位相との相対的な

ずれによって見るために、位相変数。を変数変換し、

(LL2ょ=川 1)+ (V(:1:J， X2) 
守 = F2(:r.2) + (V(:J:'2， :1:J) 

def J じ:::.:o-o.J)'f (1.9) 

とする。ここで添字1.2は各系を示す。また相互作用としては対称なものを考えた。非岐

動系FI・F2の微小な差異も、同じく rによって表すことにし、どちらもある共通の力学系

Fを用いて、

F， -F ~ (f" i = 1. 2 ( 1. 1 :3 ) 

と書くことにする。つまり非摂動系として仮想的な力学系Fを考え、それとの差異を相互

作用と同じく摂動として取り扱い

守=F(:r) T C{V(丸山f，(民)} 

d11、
→ =ι・[ム+口(ν+ω午、f)1 
dt 

~ F(:J!，)+(]J(川 :1'J ) 
(L j)で (1.2)、(2.1 ) 

)
 
i
 

d
 i
 
-
-，，z
・・・、
、

を用いることにする この位相ずれι・が摂動系における遅い変数である。この時(1.6)式は、

(l.10) 
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とする。以下は前と全く同様の万法により、

坐i=ω+C{Z(引)・V(似内)+ gi(仇)}
df 

が得られる。ただしここで、

V( <Pi' QJ) ぜ V(忽o(φi).:.co(内)) • 

gi(φ)ぜ Z(o). fi(XO(ゆ))

とした。非摂動系F(:J!)の振動数(一般に非摂動系の振動数を以後自然振動数と呼ぶ)ωに
よる振動からのず、れviをそれぞれ

(1.15) 

lef 
可V=仇一ωf ( 1.16) 

".........， 

で定義すると、これに対して

笠2=c{Z(向 +wt).V(れ十wt.~'j 十 wt)+ gi(U'i +wt)} (1.17) 
dt 

となり、ここでも定数系数の方程式への変換を

1
0
 

4
v
t
 ω
 
+
 

ω
 
+
 

U
呼V
 
ー
α

ω

ω

 

+

+

 

ψ
i
v
 

Z

針

作

d

q

，a

rf''''n
u
pgt''hり

1

一m
l
l

一ml

一
一
一
一

寸
μ

ω

J

町
・

五
U

により行なった結果、
rf?J' 

す=c{1'(1i'i -1/'j) +ル;} (1.18) 

が得られ、相互作用は位相差により与えられることがわかる。これをもとの変数仇で、書く

と、叫ぜω+cんi (これらはFi(X)の自然、振動数と考えられる)を用いて

( 令 = ω州1什山川+打川川r♂川仰r町附ル(ω4
令 =ω拘2+Cσ川r円(作φ2一φ引ωlけ) 

---、H となるoここでl、(φ)は。のb周期関数である。これらが相互にヲ|き込むか否かは、振動子

関の位相差ψ宮山 -U'z = </>1 -</>2が従う次の式

与=c{8 + 1仲 1'(一ψ)}: O札 lー ω2 (1.19) 

から与えられる。すなわち、この式の安定平衡点の存在を調べればよい。ここでもやはり、

二つの自然振動数の差ると結合の強さとの措抗により相互引き込みの成立が決定されるo

このように2伺の振動子系に対して得られた結果は、その導出手順から、一般に N桐の

結合系に対しても全く同様に成り立つことは明らかである O すなわち、

dx; 

dt 

PI({ :l:JJ) = 

= F(町)+ C Pi( {忽J)J). i= lj.・・ .N 

乞Vii'(Xi・Xj')+ fi(町)

(1.20) 

i':I=i 

12 

r‘¥ 

( 

に女守して、

舎一i+PVI(φI一引)
を得る (cは表記上省いた)。ここでJによる和は、 t番目の振動子と相互作用をしているも

のについてとる。 I'i) (φ)は。のh周期関数であるo

次章では、十分多数の N伺の振動子結合系(1.21)について考えるが、その前に雑音を含

む系に対する確準的な取り扱いを見ておこう。

1=  ト2.・・・.人「 (1.21) 

1.2.3 外部雑音下の振動子結合系

先には振動子ごとのばらつき、つまり構成要素の不均一性を考えたが、最後の例では均

一な振動子群がそれぞれ独立に受けるランダムな外部雑音を摂動的な効果として考えよう。

ここでもやはり弱い雑音を仮定する。再び2伺の結合系を考えると、

守= F(Xi) + C{fi(X;， t) + V(日 J)} ， (1.22) 

(川)= (1. 2). (2.1) 

ここで第二項が外部雑音、第三項が振動子間の対称な相互作用を示す。二つの振動子に加

わる雑音は統計的性質が同じであるものとし、また一般性を失わずに雑音の平均値を 0と

おくことにする ;(fi) = 0。ここでoは雑音に対する手指十平均を表すものとする。このと
き、位相モデルでは先と同様に

(1</>; 
J=ω+ c{Z(φ;)・V(弘.φj)+ gi (札t)}
dt 

(1.23 ) 

ただし V(仇.<TJ) 笠 V(:1;o(仇)、:1!O(のJ) ， 

gi(φ" t) 笠 Z(ゆ). !i(忽o(ゆ)，t) 

となり、 2変数の連立 LangE'vin方程式が得られることになる。これに対する単純な時間平

均操作は行なえないが、 gi(仇 f)が特に Gaussian白色雑音 ;

(gi(仇 t)) = 0 

(gi(札t)gA<I>J，t')) = 2D(仇)8ijo(t-t') 

の場合には以下のような取り扱いができる。すなわち、上式(1.2:3)を確率分布関数P(仇.の，t) 
に対するドokk円・Planck方程式に書き換え、

(2一一ε2包i)t - ~i=1θ申，

Li = {ω+ c[Z(仇).V (仇向)+~鴇斗]}P 一味[D(仇 )P]
( 1. 2~ ) 

あるいは更にこれをれ主f仇-wt. i = 1. 2で書くと、

Q(ψl・ψ2，t)色fP( 11'1十ωt，'I/'2+ωt. t) 
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に対する

{ヂ-41後
J [Z( 1.'.十 ._:f).V(仏+d411+d)-jZ1213rtilQ一計[/)(九十".;1)Ql 

(1.2.5) 

を得る このよ うに変数変換後の Qでは時間変化がゆっくりしたものとなり、 Z.Vや D

の周期/の問では始んど変化しないとこから、先と同様の手続き、すわわち T時間内での

平均によって得られる変数変換;

l、(川 一九 ..r十fr問 t'j+ wt) . V(Vi + vJf. t'.1 + -.vt) 
H7dU(UV+ωi) I..r /) '~ 

，戸、、
により簡略化した点式をとることができ、最終的に

・ιフ
ヱ=附 (ト26)

となる 具体的にl!}き下すと (ここで、は右辺全体にかかっていかを省略して)、

ρ οθδ 1 .. ( U2 U2 ¥ 77竺一万七;|lい-~ '2)Q]一万三[1'(~'2 - ~ ' t) Q] 守 υ (Ù~γ 万:77)Q

またこれを再び、t'に対する Lang(マll1方程式で表すと、

;-.... 

生よ = 1、(ψiー ψ))+ 9，(t) 
df 

ここで、Jιg仇i (例吋J笠斗十礼~，11九υd叫l
を得るo雑斤下におかれたこの場場喧合には、前の例のように完全な引き込みは起こり得ない

ことがわかるが、結合している振動子数N→∞の極限では、有限温度での相転移現象同

様、引き込み転移が起こることが示されている。

(] .27) 

1
 

4
 

司
B
E
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Chapter 2 

平均場結合集団

2.1 平均場相互作用

人1聞の不均一な振動子が雑音のない環境下におかれ、特に全てが互いに二体相互作用し
ている場合、

dφ， 
ー一一一ー = ~: -← 
dt . 

乞 l'ij(O)-O;)・ i= 1. 2.ー.S (2.1 ) 
)-1.)'/. 

を考えよう。すなわち各リミ ットサイクル振動子はほぼ同等であって、それぞれの自然振

動数山・が僅かずつ異なって分布しており、 互いに他の入'ー l偶の振動子と弱く相互作用を

している。動的縮約による摂動の最低次で得られたこの式は、各振動子に対する .¥'剤lの微

分方程式 (1.2)をそのまま連立し位相差により結合した形をとっている。二振動子の相克

引き込みは、互いの振動数が等しくなる振舞いとして与えられたが、同様の現象が a般に

人桐の振動子系に対しても期待できる。すなわち、 N振動子のうちいくつかの振動数が互

いに揃う相互引き込みである。その場令には、どの程度の割合の振動子が互いに引き込む

か、引き込んだ集団は複数形成し得るかなど多様性が出てくるo そこで本章ではまずk式
の解として得られる相互引き込み(同期)状態を見ることにする。ここで (2.1)式は、任

意の定数。に対して、会合iに一様に仇→φ.+仇という変数変換を行なっても不変であるこ
とに注意しよう。

二体相互作用l'jJとして次のような単純な形を考える ;

lh)-3110)z jjー1.2 ヘ (2.2) 

すなわちいずれの振動子。.も、他の全ての ，¥'-1 偶の振動子と等しい強度 lピ及ぴ、同じ関数

型1'(0)で結合している。よって振動子が存在する実空間で、の距離といったものは考慮され

ず、各振動子を区別するのはその自然振動数叫だけである。ここで係数に入'-1が含まれる

のは、相互作用の効果が人'に依存しY→∞ で発散するといった非現実性を排除するため

である。(2.2)式による相互作用を平均場相互作用と呼ぶが、これは次に見るように、いわ

ゆる平均場近似式そのものが厳密であるような結合形になっているからである。実空間で
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の次元性を無視した一極限であるが、モデル化において必ずしも不適当な近似とは限らな

い。これについては、第口部で振動子集団の機能とも関連して触れることにする。

非摂動系のT117:は、自然振動数Ji(t=l，23・….N)の分布のみにより与えられる。つま
りゲ伺の数密度分布

， N 

g(ω)官会56(ωJー ω) (2.3) 

により決められるo ここで単純化のためg(ω)には対称分布を仮定しよう。すなわちある振

動数ω。に関して対称 ;

g(ω0+ω) = g(ω。ーω)

であるとする。対称の中心となる振動数ω。は一般性を失わずにω0=0とおけるが、これは

次のように、位相変数供を新たな変数1/~; に変換すれば明らかである。すなわち一般にω。 #0

の場合でも、

r'. 

dt'f 
ザv=φi-ωot (2..1 ) 

による位相も;の振動数分布は、ω=0に関して対称、な分布である。よって以後は位相1Jvを
用い、叫ー仰を新たに叫と置くことにより、(2.])式は

会=叶 乏I'i_;(7tj -7h)、 i= 1. 2 ヘf

.1= J ，J'F' 

を、 ω=0に関して対称な自然振動数分布g(ω)のもとで考えることになる。また十分大き

な集団八，~ lでの統計的性質を考えるため、 g(ω)はN→∞において滑らかな関数に収
束する性質の良いものとする。

平均場結合 (2.2)に限定すると、相互作用は結合定数]{と結合の関数型l、(ν)を与えるこ

とで決められる。ここで1'(ψ)はぜ、の2π周期関数で、あることに注意しよう。このうち最も単

純なものとして、基本モード sin(~') のみから成る場合を考えることにする。 ros(ψ) を含む

場合に関する解析も既に与えられており、また Kの符合により引き込みへの効果が変わる

ことも示されるが、ここでは互いに同位相で引き込む効果を与える相互作用である
/ー¥

jピ>0. t'(ψ) = sjn ψ 

，
引
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。
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(2.5) 

ここで、 ωiはω=0に関して対称な分布g(ω)に従うものとする。
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2.2 巨視的定常解

(2.5 )式で与えられる系の巨視的状態を求めよう [8]。巨視的状態とは、偶々の振動子の

振舞いではなく系全体の統計量によって特徴付けられる状態であって、ここでは特に振動

子問の相互引き込みに注目する。

相互引き込みの有無や程度を定量化するために、次のような複素変数Z(f)を定義する。

Z(t)也元町)(n;-J(f)) 
z(t) cJ!1IZ(f)1 ‘ θ(t)乞farg Z(f) 

(2.6) 

(2.7) 

これは時刻fにN1問の振動子がとる位相の値れ(t)をそれぞれ複素平面上での単位ベクト jレ
の向きで表した時のベクトルの平均値であり、 N伺の位相の偏り方を示している。例えば、

γε[0，2π)に一様分布している場合にはZ=z三 0、全ての振動子がある位相νJこ揃っ
ている場合 ;'i/i ) 'Ii'i =れには Z=C>Xp(1れ)すなわち Z=1.0=れとなるo このように
Z(t)は各振動子の振動の位相の揃い方を表すことで、引き込みによって出現する秩序を定

霊化する秩序変数である。有限振幅z#0の出現は、オーダー O(:V)伺の振動子の位相の
一致を示す。

また、時刻 tに位相ψをとる振動子の数密度により、次のような位相分布関数を定義し
よう ;

η(~\ t) (J!1 ，~， t， 8(ψ'i( t)ーギ)
すると上記の秩序変数Z(t)は、これを用いて

(2.8) 

町 =j;¥〔ψ内町削dψ
と書くことができる。つまりZ(t)はn(t'.t)の基本モードの振幅である。

ここで平均場結合型をとった直接の帰結として、相互作用系を形式的に一体化すること

が出来る。すなわち方程式 (2.5)第二項の相互作用項は、 Z(t)を用いて

(2.9) 

金三 =ωi- f{ Z(t) sin(ψi-θ(t)) (2.10) 
dt 

となる。他の振動子との相互作用の効果が、あたかも秩序変数Z(f)のみを介して与えられ

るとみなせるわけであり、その意味で他の全振動子の状態を知ることなくZ(t)のみから解

ける、一体化された表式であると言える。一体化方程式がこのように単純な形で得られる

のは、特に sin(ψ)型の結合をとったことによるが、一体化できること自体は平均場結合に

一般的な性質である。このようにして N個の常微分方程式の連立系で、あった (2.5)式は、一

体化方程式 (2.10)と秩序変数の定義式 (2.6)を連立して(仇(t)};=山一川とZ(t)を求めるこ
とに置き換えられる(あるいは同等だが、 (2.10).(2.8).(2.9)から、 {ψt(t)};とn(φ、t)、Z(f)
を求める)。その場合、 (2.10)式からあるZのもとで、の各ψj(t;Z)を求め、これをZの定義

式 (2.6)へ代入することにより両者を同時に (sdf-consistentに)得ることになる。
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そのような附If・consist<，nt.な解を厳密に求めることが出来るのは、時間に依存しない定

常解に限定される。ここでいう定常状態とは、 Z(f)や n(ψ.f)などの巨視変数が時間的に

変化しない状態を指し、各振動子の運動という微視的な状態は定常とは限らない。また巨

視袈数の定常解も、厳密には九'→∞極限で得られるものである。以下この章の残りの部

分で、定常解を求める手順を示す。それをもとに次の第3章でダイナミクスの解析を行な

うからである。

ところで、定常状態にはどのようなものが予想されるだろうか。だたし N→∞で考え、

そのとき位相分布関数

r':'+oψ/2 

n 1，¥ー，，(レ t)亡。同JhL(恥)一lL-71(tJノル<，<，(11/
は滑らかであるとする。章の初めで触れたように、この系は位相の一様並進山→ 仇+1pc 
といういわば回転に対する不変性を持っている。そこで考えられる最も単純な(すなわち

最も対称性の高い)状態は、一様な位相分布;

η(官、.t) = const = (2π)叶

であろう。そのときZ三 Oより各振動子は叫で自由回転を行なうため、 一様分布が定常解と

して存在することは明らかである。この一様分布解は 1，'の値によらず常に存在する。回転

不変性より次に予想される状態、は、非一様分布がある一定の角速度nで回転する進行波解;

n(仇t)=川ψ-Dt) =1 const 

である。この場合、 一般にはOでないZも明らかに同じ振動数日で複素平面上を回転する ;

z = Z <，xp(zSh) . Z = consも
このような巨視変数の振動は、振動子の相互引き込みによる集団振動を示していると考え

られる。それでは以下で実際にその様子を明らかにしていこう。

まず(2.10)式を積分し、 Zをパラメータとして {ψi(t;Z)}iを求める。上記のような引き

込み解を求めるために、特にZヂ0の解を考える。またg(ω)がu.)=ωo(今一般性を失わず
に州=0)に関する対称、分布の場合、それに対応して対称な初期位相分布をとればn=ω。
となる。よって以下では記述の簡便化のため位相θを落し、振幅7.=1 0のみを記すことに
する。ここでN1同の振動子はその自然振動数的の値に応じて、二つの定性的に異なる集団
に分離されることがわかる。すなわち、 Iwdl¥'ZI三lのために (2.10)式が安定平衡点を持
つものと、|叫/1，'ZI > ]でそれを持たず周期解となるもののこつである。前者は相互に引
き込んで集団振動を形成しているもの(それゆえ以後同期集団と呼ぶ)であり、後者は相

互引き込みには加わらずに振動しているもの(同じく非同期集団とする)であることが導

かれる。巨視変数 Z.nはいずれも各振動子からの寄与の加算重であるため、 二つの集団か

らの寄与の和として求めることができる。すなわち、

n(t) = 7川t)+川 (t)
Z(t) でみ(t)+乙I{t)
= fo2~州
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ここで 'l.dは、それぞれ同期集団(S)・I)('hron iz<，o groll p)、及び非同期集団(1)門ynchron iz<，c! 
grollp)を示す添字である。二つの集団それぞれについて(2.10)式を積分しその振舞いを見

てみよう。

同期集団 ，V.伺 (九fs=aVfJ7rg(ω)dω)の振動子より構成され、それぞれ唯一の安定固
定点t九。 ;

ho(Z)=Ri11-l(ごi，.J
1{乙

を持つ (添字0は平衡状態を示す)。つまり平衡状態では、

仏O(ψ)= 8N..(ψs一ψsO) 1 ψMG《笠〔託、1，10;れ、，20・・・・.t'、{¥"，N，O)
というデルタ測度となる。これより、

n川~川川川s(純d山o“山】バ巾(か(1b;Z) 

一にdwg州 sin-1 (長)ーψ)
= g(K Z sin寸)J{Z cos ψ 

Zso= fho(υ)叫(吋)dψ

= 2 fol d:τf{ Z g( f{ Z:r) Jl="フ

(2.12) 

(2.1:3) 

(2.1 1) 

となる。ここで右辺の Zはs<，lf-consistent解かれるべき未知パラメータであることに注意

しよう。

非同期集団 残り Nd= N一八's1岡の振動子は一定方向への回転を行なうが、同期集団の存
在のために自由回転から歪んだ運動となるo 角速度が叫(t)=ωi-/¥'Z百in"，¥(t)であるこ

とから、歪んだ回転の振動数山は

φ一一三乙r-=Jw;-I/(ZI2 (2.15) ‘- dr  dψ -v 
町 一

刈 叫(ψ)

である。ここで、これらの回転は互いに独立で^'"次元トーラス上でのエルゴード運動をし

ていると仮定すると、そのとき得られる不変測度は

内o(恥)= rrρiO(約)
i:Nd 

=及川ふ)1
π ゾω?一I/(ZI2 

i刈2π|凶ー [，'れin'!!-'i 
(2.16) 
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となる これより、

n川川川川川I“仰川州(1川仰'ベ小(1ド川t川;

('" ω ¥/.メメωiωJωJ2一 1/，、イげ'7-χF~ 
_:_ I dv，;g(ω)~ 
)1'、JJ-111'XRi11r|2 

ぷ10 = laヘdO(t'; .%')内川(h!
(2.18 ) 

以上2集問の結果を合わせて、Jどについてのsdf-('onsislC'nt.)j程式が得られる ;

fヘ χ 色.r S( Z) 

Zs(Z) + Zd(Z) 

2 11 d.rI{ Zg(仏 )Jlー1'2
(1 i c)Z -3Z3 + 0(7-5) 

(2.19) fヘ

(2.20) 

lイ-{¥二:2
ただし ( =一一一一. "'~ =一一一. .i一一一πlイ19"(0)

h二 F πg(O) 16 

最後の等号は、 Z~1 の場合(すなわち引き込みにより現れた秩序が小さい場合)に行

なった Xについての展開であるo また、常に存在する/， =0を最初に除外して求めたが、
式 (2.:20)はこれをも含んだ形で得られた。一般にZの位相θも含めて、

(2.21 ) 

Z -(1 + c)Z -p'IZI2 Z + O(IZI") 

と表すことが出来る。これより Z= const.の解.%'0は、

・非同期解

(2.22) 

rヘ
Zo三 O. for V 1¥' (2.2:3) 

.同期解

一州 (2.21 ) 

for f /，'三 1¥二 (3) 0すなわちg"(O)く Oのとき)
1 /ピ 三l心 (.3 < O.すなわちg"(O)> 0のとき)

と得られ、 /，・-/，'において同期解が分岐により生じることがわかる。ここではZo= O. Zo =J 
Oに応じて、それぞれ非同期解及び同期解と呼んだが、実際に実現が予想、されるのは、 i:J>0 

すなわちg(ω)がiぶーりにおいて凸の場合に結合強度 1¥'を"'，.以ヒにしたときに出現する同

20 

期解である。つまりこれが集団の相互引き込みに対応した解であって、 1，二以下での唯一の

定常解である非同期解と臨界点 lイー 0において安定性が交替し、超臨界分岐によって生

じる安定解のであることが予想される 逆に g(叫が~-O で凹の場合に lピ以下で得られ

た解は、亜臨界分岐による不安定解で、実際には実現しないものと考えられる 事実従来

の研究では計算機シミュレーションによりそのことが確認されてきたo しかし理論的には

示されておらず、これらの解を与えた<;('If-('onsist('nt方程式による方法では、それを実現す

るダイナミクスが考慮されていない為、その安定ttやf→∞における系の漸近的振舞いと
いった動的'Fliftはわからない。つまり上の導出で見たように、 Zのダイナミクスを考慮せ
ず、まずZを固定されたパラメータとして川(I‘;Z)を求めた為、そこで得られる no(ν;Z) 

の安定性は、 Zの安定性とは異なるものである。実際には nO(ν;Z)とともに変化するZを

考慮して、ダイナミクスを論じる必要がある。

そこで次章において、系の特に巨視的状態のダイナミクスの角ヰ析を行う。その結果、 k
の予怨や従来のシミュレーション結果と一致した線形安定性が導かれ、その実現は自明で

ない機構に依っていることがわかる。
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Chapter 3 

秩序変数の動的性質(主論文1、2)

3.1 臨界点近傍での系の振舞い

T‘、

前t.'tの万程式(2.22)は、 <;('lf-ronsIst<>ntに存在可能な秩序変数の定常解を与えるものであ

り、そこからのずれが生じた時に起こる振舞い、すなわち解の安定性については何も与え

なかった まず本節ではこれを動的に拡張することを考えるo 特に、引き込み転移が起こ

る臨界点 j、-/¥の近傍に限定して解析を行なう。その場合には臨界減速によりZ(t)が遅
い変数となり、{問別の振動子ν(f)の運動がそれに断熱的に追随するすることによって、系

金体のダイナミクスが遅い変数Z(t)のみによる記述に縮約できるからである。更に、定常

解からのずれは小さいものとし、定常状態近傍での振舞いに注目する すなわち、

条件1 (~I (/¥. ~ /，0 ( ) 

条件11X ~ I 

というこつの微小むのもとで考えることになるo(以外にもうーつ微小.@:7.が存在するこ

とが、この系に特徴的な振舞いが与えるo そのため、前章のノi法の単純な拡張で示唆され

る秩序変数のダイナミクスは通常の線形特性とは異なり、次節で改めて線形緩和領域の有

無という観点からI命じることになる。

遅い変数Z(I)への縮約とは、近似の最低次では早い変数t九(t)の時間f依存性を全てZ(t)

依存牲に帰必する、すなわち断熱近似である。今の場合それは例えば

n(仏t)~ ll.so(じ;Z(t))十lldO(ν;Z(t)) (:3.1) 

となるが、これは定常解を与えるs('lf.ィonsIst('nt方程式(2.22)に他ならない。それゆえZ(t)

の時間発展を得るには、パこおけるt'i( t)が同時刻fでのZ(t)のみに依存する形をとるこの
断熱近似からのずれを取り込む必要がある。

前章と同様、同期集問と非同期集団とに分けて考えよう。だたしZ(t)が変化している場

合には、|句集問への分離境界を与えるω=土/¥07.(t)も当然ながら時間によって変化するoそ
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の際問題となり得るのは境界1.....:'-/¥・7.(f)付近の振動子であり、実際これらの中にはZ(f)
よりも遅い時間スケールを持つものもあるが、それらの数が少ないことよりZへの寄与は

無視できることが示せる。

特にここでは、同期集団の振舞いを見てみよう 断熱近似ではZにより決まる唯 aの安

定問定点、レ沿(Z)をとるに過ぎず、ここではそれからの微小ずれh、，(f)を考えることになる;

if'i(t) = ~I.，o( z(t)) + 51.'，(/) 

これを川(1)の方程式(2.10)に入れ、ずれ品、(1)について線形化すると、

(:3.2) 

品川(t) J' ./ . ( ， 1， ¥ (11川 / 一一一一=-/¥' 7. ros 'lt¥o・6廿i( t )一一一=ーゾ1/α12-wf . ch，.(t)ーコ7dt T'U "¥  J df V )
 
、，‘J、
‘
J
，，a
，、

ここで線形項の係数は、同期集団に対する |ω.1~ /¥' Xに注意すると高々0(1¥0.%')の微小泣で
ある(条件 11)。これより同期集団の振動チの時間スケールは0((1イZ)一1):a> Iであり、こ
れもまたゆっくりした運動であることに注意しよう。上式を積分し、 t:a> Iで考えること

により初期値による項を落すと、

rt J"dl. ';o( Z (1')) ( rt J，，，r，， .r/l""'2 211/2) {n・.(t)=-/ dt'''~IIJ\:-:，\' "('Xp{-/ dt"II A'Z(t")I'~ -ω:I'.~. (:3..1) J-∞ df' . . 'l J l' l' . ¥ 11 • J J 

部分積分の後、(:3.2)式に代入すると、

れ (t)= 10"<-df'I"iO(Z(t -t'))P(t 九九) (:3..) ) 

と書けるo ここでP(t. t';ω)は、時刻1での1.'.(1)に及ほされる、それより f時間前のZ(t-f')

の影響を表すいわば時間平均の重み関数(積分核)であり、

P( t. t'; v.)ωJ 一手かかp何x川叩pイ十(一よιんレtドJ〆，〆メdt"川巾t"ぺ"[
ここで

L.... dt' P(f川=I ; (:3.7) 

と得られる。これは各振動子固有の時間スケールである自然振動数叫に依存している。こ

の J>(t.t';ω)をt'> 0において無視できないことが、非断熱効果である。P(t')の時間ス
ケール(その i依存性も考え、これをT，とする)は、以上の導出からもわかるようにν1(t) 
の時間スケール0((f¥' Z)-I)に他ならず、やはり大きいものである。しかし、これは非断熱

効果が大きく摂動的に取り扱えないことを意味する訳ではない。 Zの臨界減速は、もう-

つの微小量rによるものであり、更に大きな時間スケールとなる条件下で考えることができ

るからである。このようにZ(tlが/)(1')より更に遅い場合、次のようなこつの簡単化を更
に行なうことができる。第一に、(:3.6)式の />を l'三ο(T，)において考えると、 t'時間にわ
たって積分されるZ(戸)は、その聞の変化を無視し最終時刻z(t)での値で近似できるo こ
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のとき

ρ(f 川 2 ーかXP{-[I/¥'Z(tW _-.:?]1!2t'} 
= [11¥'Z(tW -...)2f/2 ('xP{ -[IA'.%'(/)f一寸1!2t'}
1;( P(t'; Z(t).ω，) (:3.8 ) 

-、

となり、 1依存性は .%'(1)のみによることになる。第二は、(:3.5)式に対する近似で、あるo こ

こでも Pによる積分に有効なのはf三O(T，)の範囲であることを利用する。その聞のZの

変化を無視すると断熱近似になってしまうが、変化是が微小で、あることより、 Z(t-t') ~ 
Z(t) + hZ(I -1')に対して

t川川，バo(Z針(いf一t'門小，ワ)

と線形近似を行なつoすると(:3..5)式の右辺は

r.h.s. ~ .10' dt'(~' iO (Zド)) i ~t;o Iz=z(l) . bZ(f -t'))叩 fい)
一 U山川川'心イO(Z引針m州(υ例川fけ吋))一;告7|也Z=Z(tいt)イl"d州 Z(f一fη叩削川)μy川jρ門J刊(川ゐ
~川(Z(t)ゴ"Cdt'oZ(t _ t')P(1. t';....;，)) 
= ~\o(lo'<.' df'Z(t -t')叩 t';....;，)) 

と変形できる。 fl(!.t';叫)に関する第一の近似と合わせると、 (:3.5)式は、

川州)~ ν川川叫'ω川0パ(fo~拍dがdt'Z(いトfト一t'η叩巾')γγ)μ)fJρげ』刊(

となる。ここで、 P(/';.%'(/).....;)による f平均をず--、

7荊(t何肝可可r円1了r唯1 der笠吋ぎ
で定J義妥する(添字 Jはω叫a依存性を示す)と、これは最終的に

じ(t) 竺じO(京可)
=前打in-'ーと」

川頭可|

(:3.10) 

(:3.11) 

(:3.12) 

と表すことができる。すなわち各振動子は非断熱的な効果として、問有の時間にわたる平

均長苛可をあたかも各時刻fでの秩序変数として感じ、それに追随しているように振舞う

と見ることができる。

2.1 

-、

rヘ

重み関数 P(f';Z(t)・仏人)は叫依存↑'tを持つため、巨視変数への縮約はできない。しかしこ
こで、特に .%'(t)の時間平均に対しては、 P(f';.%'(/)....;，)に代わる適当な関数11s (t'; Z (t ) )を
用いて、

Z(t)勺へ内(t一 f'川川')引)1 (:3.1 :3) 

ととることにより、

η小ー.t) ~ 11.，0(1'; Z(t)) 

という表式を得ることができる。実際このような関数日δ(t';Z(t))は

lls(け (け)=jjlrluJ寸713(f;Z(f)川 )y)

- h(l)μ(1 -♂)叫{-J{.%'(t)V1-y2t'} (:3.15) 

)
 
1
 
4
 1
 

• 、4
・
J

•• 
，，t

、

でうえられる本。 Pと同様

10"" 11.~(f'; Z)dt' = 1 (:3.16) 

を満たすこの関数は、次節で見る線形応答関数として理解できることがわかる。式(:3.1 :3) 

で積分形によって定義されている玄(/)に対して、微分形により書き直すこともできる。式

(:3.1:3)の右辺を部分積分し、

一一一 (X J.，dZ(t -t') 
Z(t) = Z(f) T L dt'''-\~/l' θs(t'; Z(t)) 

Jo dt 

ここで1[.，の積分であるθs， 

(:3.1 i) 

08(f;Z)4M f ils(f;Z)rr(318)  

θs(O;Z) = 1 (:3.19) 

は、次節での線形緩和関数と考えられるo 式(:3.8)、(:3.15)ぅ(3.18)より、 P(t').1 I .~(f') ゆえに
またθ.，(/')でのf依存性は J¥'/j t'というスケーリング表式で入っていることから、その時間

スケールは 0((J¥' Z)ー1)であって

10"" 0.，(1'; Z)dl' -0((1¥' Z)ー 1) 

となる 。 これらより 、 式(:3.17) の積分内でθ.~(t')より時間スケールの長いZ(t')に対して
.¥larkO¥'近似を行なうことで、

一i7¥ r71" dZ(t) 
Z(I) -Z(f)一つ7・。((Iげ (1) 

という表式で求めることができるo 式(:3.11)より、

Z河(1)~ s(玄)

(:3.20) 

(:J.~ 1 ) 

寸，Jj求八参!照
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となるが、上式(:LW)を用いると、

117"， dZ(t) /¥111'，/¥-1，¥ 
Z，(f) ::::べZ(tトつ70((AX)一1)) 

~川(Z(1)-23P仰げ))一昨日>(7(1) 
と微分形で符られる

Z(f)の時間発反)j枝式を得るためには、更に非同期集団からの寄与、 Zcl(t)を求める必

要があるが、ここで次の点に気が付く。 Z(t)の時間スケールに、 0((1イ7.)ー1)という大きな

係数が存在することであるoZ(t)は遅い変数であるという条件ドで議論を進めてきたが、

それは臨界点近傍 ;(~I に依るものである。得られた表式では、更に /\'7. ~ 1に依る も
のが見られる。この起源、は、 P. 1[ .，• θsの時間スケール 0((/¥' 7.)ー1)に他ならない。ここで例

えば式 (:3.10); 

玄(ir= la~仰(t -t') J> ( t'; /. ( t ) . w， ) 

で定義される、|期数 P(/';7.(t)・叫)による f平均を、また次のように見ることもできる。上

式においては、布辺のZ(t')の時間変化が、 Pを介して左辺の時刻パこおける玄存了を決め、

それによりZ(!)時間発展開!を与えている。このように lヘよって同機に凡.0符は、いわば
場Z(1')の変化に対する応答を与える関数であり、これらの時間スケールこそが、 Z(t)の

時間スケールを決めているわけである。ところがその時間スケールが、 ο((1¥・7.)ー1)として
場Z(t')自身の値に依存するならば、その応答は線形ではないことを意味する。そこで系の

応答特性すなわち線形応答の存否を次節で、求めることにしよう。

3.2 定常解への緩和特性

3.2.1 線形緩和関数

線形緩和領域のイ1・無を調べるため、本節では先ず、平均場結合集問という枠を一旦離れ

よう。つまり sC'1f-COllsistC'1l t.な内部場として共通のZ(t)を感じる集問ではなく、外部から

与えられる場 //(/)中に、相互結合のない :¥'1問の振動子

生主izω:-H sin o: i = 1.2.・¥、，dt . . 
(:3.22) 

が置かれているとしよう。外場 Hのもとでの Zの平衡値を7.-S(l/)と苫くことにし、こ

の平衡値への緩和を、 H+ h(t). h << 1と摂動を加えることにより求める。線形緩和を定式
化する為、規格化された線形応答関数1I(t)及び線形緩和関数θ(t)を以下のように定義して
おく・

，s
t

、
'n 
，v
t
 

f
'
 

a
7
6
 

，，，，‘ 't
 

叩

tfl
'
一

一一H
 
R
 

Z
 

(:3.23 ) 
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fヘ

n(t)ゼー土-;-;-¥1 (t )・ (:l.2.1) 
......'(fI) 

。(/).(，.f 1'" df'll(内 (:125)

(ただしここで定義された関数は、前節の1[ ， ( 1 ).θ.(/)とは一応区別する)。

h( t)が、その時間平均を与える関数日(t)より卜分ゆっくりと変化するとき、 日(t')の時間
スケール内では h(t)に対する ¥.Ial'ko¥'近似を行ない、すなわち h(f-f)217(f)-fqi

という Taylor展開による線形近似により

I'.h.s川(:3.2:3) =-叩/)10" dt' h(t -t') 1[(〆)
{x. ，，，f "，， "dh(t)1 

:::: 8'( // )人 df't h (t) -t' . "'~l~' ， ] 11 (1.') 
("" dh(t) rτl  

= S'(I/)th(t) - ，..~/~.， Jo dt0(t')] 

(u" dh(t) -11 =- S"( H )~ 1】(1)- ...~~. J 1-1] . (:3.26) 

ここでγlは、緩和関数0(t)の積分

I4fd'O(内 (327) 

として定義したo1の物理的意味は次のように理解できる。前節のように、平均場結合に

よる sC'lfィonsist<，川な内部場を考えたとする。すなわち H(t)= /¥' 7.(t)。このとき定常解
/. -/.0への緩和を、それからのずれ

q(t)恒 χ(1)ー斤(1¥'/'0) (:3.18) 

により求めてみよう。この系では式 (2.20)により与えられる S(K 2'0}の具体的表式↑か

ら、臨界点近傍(~l では

'""".¥ I (1+()17(f) (Zo云 0)
グ(H)h(t)= ~ ;， ...' ，" ，'" ;"，" ft-万I (1 -2()ワ(1) (Zo=Jic/dl) 

となり、これを式(:3.26)に入れると、

(:3.29 ) 

(Zo三 0)

(Zo一VfC7Ji) )
 

A
U
 

、dB
，
、dBJ，
，
E

置、

と得られる。これは、ずれヮ(t)が減衰係数1')(1・rにより指数関数的に緩和することを示し
ている(ただし、 Zo 三 O と ZO-~ に対する守は異なるものであることに注意)。こ
のように h→0極限で有限値としてγ1= fonstが得られれば、それは線形緩和の存在を

fここで5の定義は、式 (2.1U)とは定数lイたけ民なることに佐立

27 



/ーI

意味し、その場合上式(:3.:30)は(=0における両定常解の安定性の交替を示すことになる。
しかしながら、前節で得られた同期集団に対する0.s(1¥'幻)(前章で与えたθsの定義とは異

なるため、 一応ここでのθとは区別したが、実際には同期集団に対する緩和関数に他なら

なν)というスケーリング表式では、 γlα 古 (2'→ 0)で発散する。それにも関わらず
線形緩和が存在するという、 一見矛盾する機構が以下で明らかになる。

先の式(:3.2:3)は、特に h(t)として次のもの ;

h(l) = h・8(-t). 0 < h <<: 1 

ただし、 卜H胎恥h伽{む仔i{'v門門、、'v川F
l 0 (いt< 0) 

を選ぶと、以下のように非常に簡単な表式となる ;

f S( H) + h f~∞ dt' i'V1 (t') (t > 0) 
2(t) = ~ l S(H) + h fo= dt'M(t') (t < 0) (3.31 ) 

f S(H)+hS'(H)θ(t) (t>O) 
{(332)  -l S(H + 11.) (t < 0) 

これを解くことにより、 θ(t)の具体的な表式が得られる。次にこれを H= 0とH# 0の
場合に分けて求める。

3.2.2 H = 0 ;非同期解への緩和

引き込みが起こっていない定常解 (2.23)への緩和に相当するこの場合には、完全に解析

的な取り扱いが可能である。それは、摂動h> 0により同期している t< 0において、振
動子をその自然振動数によって同期集団と非同期集団の二つに分けることができるからで

ある。更に8(0)= 0、8'(0)~ J，'-Iより、

/ヘ

θ(t) = h-I K Z (3.:3:3) 

となるため、 Z同様θ(t)も二つの集団からの寄与に分けることができる。それぞれを求め
てみよう。

周期集団 これは、 IWil< hにより fくOにおいて同期している振動子から構成される。そ
の解は、 φ(t)= wt十日in(官)であることより

Zs(t) = I _ d，ωg(ω) ('xp( ut( t)) 
JIω|三h

~ 2g(川
よってまた

θ$(t) ~川(0)10
1 

d:1" C州川sin-I:1') 

28 

.r-、

fヘ

となる。それゆえ明らかに Vt<∞に対して、

ドハ一
v
h
1

~
一
~

4
t
 。

mh刊
(:3.:3-1 ) 

となることがわかる。ここで緩和関数θおは、前節のそれと同様θ.~(th)というスケール表式
を示している。注意せねばならないのは、これは同期集団のみの寄与であり、積分γI_

fo'XJ dt'θ(t' )は、あくまでθ(t)=θs(t) +θ(t )dの和の後に行なわねばならず、 jよdt'0s(t')
の発散では線形緩和の存在を否定できない。更にまた、 h→ O極限での積分を求めている

ことより、 lilllt_吋 lim，円。の順序で極限をとらねばならない。これは 1<<: h-Iで起こる緩和
過程を考えていることに相当する。

非同期集団 自然振動数 |ωd>hの振動子より構成されるこの集団は、 h#Oの存在下で
も集団振動にヲ|き込まれることなく独立に回転している。そのためt=Oにおける状態は、

外場hのもとでの平衡位相分布によって与えられることを考慮すると

= ，，]_ f d，ωg(w)vfw2てEjbd中‘内Pゆ
βr .Jlwl>h .....:J ¥.. I • .. JO ' T Iω-h.sin(<tー叫)I 

-斗7刈〔ωγ-ぷコZmωt
より、 Vt<∞に対してh→ Oの極限で、

χd(t) 

;!!JLθ，，(t) = -I¥' fOO d.ωg(ω)主丘
‘oω  

一一げdt'C( t') 
と、自然振動数の分布関数g(ω)のF'o川 I{'r変換G(t); 

G(t)包ffo∞州

(3.3.5 ) 

(3.36) 

を用いて表されるo更にこれは

川内)=イdωg(ω)t%とヂ
ー -jkfbgM

(:3.:37) 
/心

となり、先の式(:3.31)とあわせて、自明の公式

tlLUUO(f)=O 
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g(ω) =っトxp(-ι)
V Z7fσ L，U-

• CallSS分布 ;1

2ば p(与内
lイ入2
万γxp2:2 Erfc(万Z)

(( < 0) 
(( > 0) 

hHv
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u
 

<

>
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、×
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 ~一

、
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4
4
 

/(" = .ftσより、

.一様分布 ;

が満たされていることが確かめられる。

以上より、線形緩和関数に対する次の表式が得られる;

lqθ(t) = 1¥'(/¥;1 -jl dt'C(t')) 
このん、 dtlim，，_o 0(t) <∞により、線形な緩和領域の存在が示されたことになるo ここで

fo~子P匂\Vrd/fり!!tji己叩2呉:戸0作 10''0子可\r叩i戸件θ仇S刷 fo~子叩ぺdt叩f
において、右辺の第一項、第二項とも発散する量であることは注目すべきことである。θs{t)
の時間スケールは遅いものであり、他方仇(t)はすばやく (0(1)で)緩和することで系全体

が平衡状態に達することに寄与しているからである。これは本系特有の興味ある点である。

また上式を用いると、いくつかの典型的な分布g(ω)に対する線形応答関数や減衰係数の

具体的表式が得られ、それにより平均場結合系でのZo三 Oの定常解への指数緩和型を書き

下すことができる。上の表式(:3.38)を、式(3.23)で与えられる規格化されていない線形応
答関数川(t)について書き換えると

(:3.38) 

( Iω|三α)

( Iω1>α) 

j( sin αt 

2αt  
2a 

αcotー
1¥ 

一2
0

〆
t
IJ

、lk一
一、、.，，，，ω
 

，，l

、
nud 

M(t) 

n 

グ(O)lI(t)

1¥ピ仁戸，-叶一→千I

一J(-一→ι13 ( 仰 ff1 一jl dt州附州t'尚何削'G(ιG(いfη州，う令))川)) ) 

九千(t)

入

(c < 0) 
(( > 0) 

/，'(、=，1(1/πより、

入れcot(玲)= a cot(% 1 ~ J = { ~ ~ 

(:3.:39) G'(t) 

これを h(t)= K /5(t)とともに式(:3.23)に代入すると

Z{t) = !( fo""州 (3.40) 

ドハ一

2
K
一2

g(ω) = 5(0) 
-デルタ分布 ;

(3.，11) 

特に ~(t) α バp(.>d)とおくと

]=吋∞dtG(川(-At) 
となる。これらから以下のように求めることができる。 一一M(t) 

r、{ヘh

(ι< 0) 

(ι> 0) 

この場合、明らかに Kc= 0 
以上では非同期解Zo= 0について、いずれも

;安定

;不安定

入

ル)=j正手
• LOJ'C'nt.z分布;

n
u
n
υ
 

<

>

 

ra--

，J、・・z
，、
一一、λ

トp(-at) 
[{ 

言一 α

一一)
 

，?
Z
 

I
g-

、
，，f
 
‘LV J 

となり、非同期解Zo= 0の線形安定性が実際にι=0において交替することが示されたわ
けである。

入

!¥'c = 2α より、

3] 

i誤差関数;仙台(J:)さiff cxp(-12)df 
(c < 0) 
(c > 0) 

1<0 
入=一一一一一 =-c=αι=c 

2 1> 0 
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3.2.3 H # 0 ;同期解への緩和

同期解(2.21)への緩和に相当するこの場合の振舞いはより複雑である先と異なり、 1>0

で外場hがなくなった後にも、集団振動を行ないパ(H)ず0を形成する同期集団が存在す
る .このようにミつの集団がある点を除けば、先と同様。をそれぞれからの寄与に分けて

考えることができる

fヘ

同期→非同期集団 自然振動数 H< 1'"""1 ~ H十 hを持つ振動チは、時刻1ーOにおいて引
き込みからはずれ、独立回転を始める。これの初期条件φ(0)のもとで、の解。(f> 0)を解く
ことは容易であるが、その必要はない。というのは、この集問からの寄与は

。s~cI (t)= 0(h3/2) 

となり無悦できるからである。この評価は、 O(hl)が振動下の数、吏に O(h1/2)はそれら

による Xへの寄与から得られる。

周期→同期集団 先に述べたこの集団はω三Hの振動子から成り、 hが取り除かれる時刻
fー0での初期点。(0)-m-t(tz)から、新たな安定平衡点。(1一円c)-sin-I(ω/H)へと
移動することになる。これを近似的に解くことにより、 θ(りへの寄与は

出。一山i仁川州古代p(一一f) (:3.12) 

となり、 11i= 0の場合には指数関数的に減衰することがわかる

非同期→非同期集団 早い僚動数 |ω1>H +hを持つ振動子は向転を続けるが、 H手0の
場合には一様Inl転ではない。それゆえこの集団の解析的な取り扱いは困難である。この中
で、特に早い振動flω1~ 11に対しては、H=0の場合に非同期集団について得られたの
と同様に次式が符られる ;

liゆ tL-d(t)= JイI d，ωg(ω)とご
n-u J~<H ω 

={一川叩)(1<<11-1) 
o (t ~ II I) 

しかしながら、 11十hとほぼ同じオーダーの振動数ωの振動 j乙の影響は当然無視できず、上
記のlim，，_o0，1_./(/)に振動成分をもたらすと考えられる。よってこれを計算機シミュレー

ションにより求めた ト‘ig.2にθ，，_，，(t)を0$_$(1)とともに示す (θ匁_，，(1)は殆んど0とな
り横軸と重なるため図中には表示していなし、)。

図では、振動する(-).1-1(/)が見られ、それゆえ HーOの場合と比較して、三集団による

寄与の釣り合いは不完全である。しかしこの場合にも緩和関数θが発散することなく得ら

れ、線形緩和領域の存従が確かめられる。ここでHi= 0に対しても同じθを用いたが、こ
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れは先に求めた H= 0での緩和関数とは、当然、異なるものであり、具体的な解析的表式は得
られていない。

以上で見た線形緩和は、 O<h~1 の外場がステッフ入力的に加わった場合に、系が既に

達成していた平衡状態から新たな干衡状態へと緩和する過程としてその存在が確認された

線形緩和関数を求めるために、ここでは平均場結合系を離れて議論を進めたが、これを手均

場結合による振動子集団に対応させて考えると、臨界点近傍において、平衡状態に十分近

付いた系がゆっくりと平衡に達する過程を記述している。すなわち臨界減速により系の秩

序変数Z(/)は遅い変数となり、ミクロな自由度である個々の振動子の運動は大部分がこれ

に断熱的に追随することによりその白山度を消去することができるo いわばslo¥¥'!l1ollifold 

に漸近するまでの過渡的時間 O(1)の後の、針。W Illonifoldごく近傍でのZ(t)のο(( )での

ゆっくりしたダイナミクスを考えることで、区視変数Z(t)のみで閉じたダイナミクスの記
述が可能になるのである。

このように 、 非同期解 ・ 同期解のいずれに対しても h~] における線形緩和領域の存在

が確認され、式(:3.:30)が示す安定性は、

.非同期解
(( < 0) 

Zo三 O
不安定 (( > 0) 

-同期解

(不安定 (( < 0) for -J < 0 Zo -11171 
安定 (( > 0) for j > 0 

となる。

)
 

、，、
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3.3 結合系での緩和過程;クエンチ系に見る緩和

前節で得られた緩和過程を結合系で見ることができる例として、ここでは結合強度 1，'を

ステップ的に変化させてみよう。特に、(<0により非同期解が安定な相(以下ではこれを
無手知事相と呼ぶ)での平衡状態にある系に対して、時刻t= 0 ，ご(>0へと変化させる場合
を考える。いわば系を、同期解が安定な秩序相にクエンチした場合に起こる動的過程を見

るわけであるが、先の外場中での線形緩和と同様の考察ができる。

3.3.1 秩序変数の緩和

初期には無秩序相での平衡状態にある系に対して、 "'>A二を加えるoそのとき新たな平
衡として出現する集団振動状態へと緩和する過程は、次のような三つの段階に大きく分け

て見ることができる。それにあって、ここでもやはり振動子を同期集団と非同期集団の一

つに分離しておく。前者は自然振動数が小さいために新たに達成される同期平衡状態にお

いて集団振動にヲ|き込まれる(よってすなわち、それらを形成する)振動子群であり、後

者はそれ以外の振動子から成っているo

:3:3 
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第一段階 :非同期解の不安定性(非同期集団) t = 0で(>0の結合強度を与えられた系に

おいて、位相分布が-∞く f< 0で、の平衡状態であった一様分布からわずかにずれ、微小
振幅の秩序変数X(f= 0) ~ 1 が生じたとする 。 このわずかなずれ X(f) の f~l における
時間変化を考えてみる。遅い時間スケールを持つ同期集団は、 t~ Iでは.z(t)への寄与を

もたらすことはできない。他方非同期集団には早い振動子も存在する。その結果、前節の

式(:3.10)と同様の考察から、

Z(t) = /¥' 10
1

州

~川町10'dt' G( t') (:3.-15) 

となることがわかる。これは、系にあたかも外場 /¥'R(O)が加えられたと考えても理解でき

る 。 五~dt'(，'(f')が通常の時間スケールで 1171に漸近することから、 fの正負による.20三 O
の安定性の交替は、この非同期集団によっているということが出来る。

第二段階:ずれの成長 (同期集団) 上記の不安定性により増幅したずれは、次に同期集団

の寄与を導く。第一段階で非同期集団の中の早い振動子により線形不安定性を示したZは、

成長するに従い非同期集団中のより遅い振動子にも次々と影響を与える。つまり、より強

まった外場によってより多数の振動子がZ手0の形成に寄与し(これが不安定性に他なら
ない)、そしてこの過程が遅い振動子から成る同期集団にも進行する。このように早い振動

子の存在の為に、遅い振動子による秩序形成が早められることになるo

同時にこの第二段階で、非同期集団のZへの寄与ZcIが減少に向かうことになる。つまり
第一段階での非同期集団によるZの成長は、非摂動系の一様分布から得られたものであっ

た。 Zが大きくなるにつれ、 一様分布からのずれは無視できないものとなる。場Zが存在
する場合の平衡分布は、 Zの方向に対して垂直に歪んだ形をしており(式 (2.17)参照)、同

期集団をも含んだZの成長はこの歪みを増すことになる。これは前節の '非同期→非同期

集団 'の緩和過程に見られるのと同様の機構により安定に続くことになるo 非同期集団の

位相分布の歪みの方向の変化は、 Zdが減少することを意味する。それゆえこの第二段階

において、 zを形成する主役は非同期集団から同期集団へと移行することになるo

第三段階 :平衡への接近 (同期集団) 第一 ・二段階は合わせてι>0における.20三 Oの

不安定性を表している。 Z= 0から離れた後は、同期集団の各振動子はそれぞれ唯一の安
定平衡点に単調に近付くことで、Z=1 0を形成していく。 他方非同期集団はZヂ0により
一般には振動しながらZd→ 0となる。このようにしてsclf-consistC'nt方程式Z= S(Z)の

唯一の安定定常解である、同期解Z=.20 =♂ 771に漸近することになる。

これらを示す計算機シミュレーション結果を、Fig.:3にあげる。

:3.1 

0. 

3.3.2 位相分布関数の緩和

上記では、巨視変数として秩序変数Zの緩和過程を考えたが、そこでも見たように系の

より微視的な状態を示す位相分布関数についても同様である。非同期集団の一様分布に一

旦微小ずれが生じると、これが0(1)の時間スケールで安定に成長し、微小量として無視で

きなくなると今度はそれとは垂直な方向への歪みが生じる。他方向期集団は、。((I¥Z)-I)

でのゆっくりした応答しかできないが、非同期集団が最初に作り上げた場Zに駆動されて、

安定かっ単調に各振動子が新たに持つ固定点で形成される平衡状態へと向かう。それゆえ

全系の位相分布関数の平衡状態は、最初は非同期集団により、そしてその後は同期集団に

より形成されるものである。すなわち系全体の緩和の時間スケールは非同期集団が決める

ことになる O ただしこの緩和は釣合いによる見かけ上のものであり、より微視的なレベル

では、同期集団のもつ長い時間スケールによって平衡状態が達成されるわけである。

分布関数の緩和過程を、関数形を書き下すことで明確に見るには、ここでもまた外場下

の系を考えればよい。すなわち一定外場H> 0を時刻t= 0において切った時、既に見た
ように、初期の査んだ位相分布から一様分布への緩和を得ることができる。この場合にも

やはり二つの集団が釣合つことにより、 f~ 0(1)において最終平衡状態である一様分布が

達成されることが、次の式より示される ;

] {OC.，. ..1 . ¥ (ω+ H cos<tsinwt)必すて百吉
川 (<t.f)ど-=I dwg(ω) J H '---.:"--/ (ω+ H cos <tsinωt)2 -(H sin <tcosωf)2 

九(<t，t)~ ~ ~(O)哨お (I<Þ I 三~+州
lO (14)1 > ~ + Ht) 

ただし、ゆ=y+Hf只Iny 

(:3..16 ) 

ドig.lにこの数値計算結果を示す。

このように系の巨視的ダイナミクスは非同期集団が支配していることが、秩序変数Z(f)

のみでなく、位相分布n(cp.t)についても見られたo 同期集団における遅いダイナミクスの

存在にもかかわらず、前者によりまず系全体としての平衡状態を達成する。すなわち先に

前者が後者による遅い応答を打ち消すように働き、その後にそれぞれが遅いダイナミクス

により平衡に達することがわかる。

3.4 まとめと議論

SC'lf-consistcnt.方程式の解として得られた秩序変数Zの定常解の安定性を解析した。それ

にあたっては、臨界点近傍であることと、定常解近傍であることのこつの条件下で考えた。

非同期解Zo三 Oに対しては解析的表式により、 jイ<Kcでは線形安定、 j{> j¥'，では線形

3.5 



不安定であることがぷせ、同期解Zo# 0出現の分岐点として得られていた l¥'= /¥'，.におい
て、実際にその安定性が変化することがわかった 線形領域でのZ(t)の発展方程式

dZ 
dt --1 (LJ 

における定数守

ヮーI ぜfr州 t')
= L~、 州 (や付ム昨r1ぐごl一J' ~附/

を数例の分布|関珂数g以(ω叫)に対して具体的に求めたo 同期解Zoずりに対しても数値的に線形
緩和のイ手伝が認められ、それにより /¥'= /イcにおける両定常解の線形安定性の交替が通常
の分岐構造から予怨されるとおり示された。また簡単な適用例として、結合定数を /¥'< /{ど
から/¥''> /¥'に急激に変えた(クエンチした)ときに系が示す緩和も記述することができ

た。これらにより、次のような非自明の機構が明らかになった。 Zず0に寄与する振動子

である同期集聞とそうでない非同期集団の二つに各振動子(すなわち微視的な各自由度)

を分けた時、各集団は線形緩和領域を持たず時間スケールがO((/¥. X)ー，)の遅い変数である

が、両者が釣合うことによって系金体としての巨視状態の時間スケールは O(1)となり線

形応答を示す この機構は、秩序変数のZo三 O及び、Zoヂ0への緩和過程に共通に見られ、

また位相分布関数に対しても同様であったo

ここで行なった解析のN，i'1を理解する為に、同様のダイナミクスを扱った研究である
S t rogi'lt 7.らの万法 [181と比較・検討する形で論じよう。

，ー¥

Fokker-Planck方程式を用いた方法 (参考文献 [18])

Strognt 7.らは、同じ平均場結合系(2，5)に対して定常解の安定'阿:角平析を試み、非同期状態

に闘して I.'okk('t'1>lal1ikノ7程式をそのまわりで線形化することで、安定性を求めた。まずそ
の万法及び結果を簡単に紹介した上で、本論での結論との相述やその理由を論じる。

自然振!fVJ数ωごとの位相分布 ;ρ(ぃL.v). J~πρ( IJ" t .ω) (hi'一lを考える。これが従う
ドokkN-Plnl1ik )J程式は、特に雑音のない場合を考えると連続方程式

βρθ  
-Lz一一(ρ) (:3.17) dt dl‘ 

に過ぎなし、。ここで速度 ν(!.'，t. "，-，)は

1'(ψ.t.w) =- .. ;，.:~ I¥Zsin(θーい)

X ('xp( 1θ ) = fo2rνr[に:ン〉内叫叫xp(附仰耐川3判中小か(かい付川Jパ町川Eνけ，)仲 t 山ω叫引/)旬)g州凶

このときJ非ド和同j期定常解を

州v.t.uJ)包会 '11.'. t. iJ.) (:3.48 ) 
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fへ

と定義する。これはZo(f)== 0をうえる位相分布の一つであることは明らかであり、このρ。
の線形安定性が解析された。

ρ(1.川)=士山l(ιfω)

としたとき、ず、れ17(γ.t. UJ)の線形成長をひ(<).(~ 1のオーダーで求める。このとき式(:3.I i) 
は

ドー ω+ο(() 

万=(.%'， +ο(♂) 

い p凶凶附州(1附州7ゆ刷θ例)= fo'2~針1にル:〉〉や内叫州x叫叩p川3可(1吋吋りザψ刊州/，リゆ司qヤ)1
であることより、 。1]υ11 ， 1¥' 

一 一-...u一一+~.%' ， iOS(θ-~，) (:3.50) 
δt Ol.' ' 2π 

という1](ν. t.ω)に対する式を与える。そこで7](1.'. t.ω)をドOUI'I(，I'モードに展開すると、

fJV(t¥1.ω)=0に注意して

1](1.'. t.ω)包fc( t.ω) C'Xp( 1 ~~) + C"(f: UJ) C'Xp(一代、)ム171.(孔'.t....u) (:3..51 ) 

と曾けるo ここで、が(t'.t.ω)は基本モード以外を含む項である。これを先の式に代入して

川(仰θ一→l.')= 討川叶涜ベ[([よ:γγfパ叩ω泌寸'"(1い(/.wω川叫ω川吻)gぱ仲(レ川ω
一 π ([ιL:ンrω)g以肋刷g(仲州(μ川ω刈)刈何川叫p川凶州伽川〉判小小恥(1い付川?代斤川山Lレけ巾司1朴)+iげc. (:3，52) 

を得る。ここでC，C，は前項の複素共役を示す。このように式(3，50)で相互作用を表す第一二項

には、基本モード ('(t、ω)，c* (t .ω)のみが寄与することがわかる。式(:3.5])、(3.52)を(3，50)

に代入することにより 、('(t....u) . (''' ( f、ω)及びポ(1/，'，f，ω)についての発展方程式が得られるこ
とになる。

まず('.('..については、

。('(t，ω) 11'fて
づ ア=-luJ('(1ω)+τム('(1，v)g(ν)dv (:3.5:3 ) 

これの離散スペクトル入を

c( t. "，-，)ぜb(ω)代 p(入t) (:t51) 

としたとき、これは

U
 

，JH
H
 

州
市V

L
 

、f
lム
'ハ
d
f
d

(:3 .55) 
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-、

の解として得られる 分布g(ω)としてω=0に関して夫、湖、であり、 ω三0で広義単調減少
するものを与えると、これは

ト 1¥'1"正予g(けdl (:3.56 ) 

となり、スベクトル1は結合強度/¥'や振動数分布g(ω)の関数として与えられる。この解入

は、高々・つであって

入>0 (:3.5i) 

を満たさねばならないことが示されるが、これは系に線形安定には成り得ないことを意味

しているのに他ならない。またここで入→ 0+をとると、

lim l'.h.s. = /¥' (JO lim (τとて~Ig(I/)dν 
-0+ Jo ¥吋 0+¥λ&十 ν&ノー

- k j;dl州柿
一 1¥%g(O) 

入は jイについて単調増加であることから

i〈〉 1 笠一
πg(O) 

に対して入 >0であることがわかる。これに加えて連続スペクトル

{-1""; :ωεS叩po川g)} 

が存在する。それゆえ Strogot7.らは、!¥'> /¥'cでは線形不安定、/¥'く 1¥'，では中立安定であ
ると結論付けている。

同様に'7ム(1/'. t.ω)については、

017ム(v，f.ω)θ11よ(11'， f、ω)
Uf - ωθl.!' 

より、

11.L(t '. t....，;) = 11.L(レーω仁ω)

という進行波解の存在がわかる。注意すべきことは、これは近似によるのもではなく任意

のlイに対して系に本来存在する解である。すなわち、

fo2~ C'xp(ll. ')p('l.'. tω)ト O 恥 (:3.58) 

を満たすとき、異なる振動数ωを持つ振動子が互いに独立に自由回転を続けることを意味

し、これが上記の進行波解に対応する

p(v.t、ω)=ρ(む・一ω仁ω)

:38 

o、

f、

となるに過ぎない。これらは (:3.5i))式が満たされている限り ρ(t'.t.~.)にずれを与えても復

元力がないためいずれも中立安定であるが、 Strogotzらはこれを先に/¥'く人'に見られた

中立安定解と区別して自明な中立安定解としている 以上を本論での結果と関連付けて考

察してみる。

・本論で、は巨視変数である秩序変数Z(t)の安定性を考えた。彼らもそれを主張してい

るが、実際には自然振動数ωごとの位相分布関数p(l.'.t.ω)に対する線形解析を行なっ

ている。これは本論で行なった同期集団と非同期集団の分離よりはるかに細分化さ

れた、微視的な量である。これらの各自由度においては線形緩和領域を持たないこ

と、それにも関わらず秩序変数Z(l)は線形緩和を示すことを本論では示した。他万

彼らはp(l/'.t.-.v)に対する線形解析の結果をそのまま、ω積分によって得られる秩序変

数Z(t)の安定性としている。この積分の後にはじめて線形緩和が成立するというの

が、本論の結果である。彼らがZ(t)に対して入 <0を得られなかったのは、これに起
因すると考えられる。

・秩序変数Z(t)と位相分布関数ρ(t'，t.ω)との関係は、

Z卸刈(υ川1リ)恒勺IY :〉〉p内x川
で与えられる。これに、線形化したド'okkN-Planck方程式である(:3.5:3)式を積分して
得られる

c(t.....;) = c(O 山 p(一ωM州1け)ト一斗2訂刊11fiρt二〉rdlTに心r山凶凶伽山7"";μ叫山ω斗.イ(トいT←山ベ一斗イfけ川小刷榊)けル州仲}νM川Fベ巾(ドωT.wωJ叶ゆ川')g以協g“ル(い山
を代入することにより、

Z(t) ぜJf2Y ; ぱ叫p凶凶附伽州(やい付川1れル川吋tレけゆ、Jヤ)1げ仲1バ沖(かヤIν'.t ω叶仰州M以g(州 ω
一fiy(I，ω)g(ω)心的、
=吋;ルf川内p(7-.v1 )g(ω) 

十42臼11ρかtν〉d市TLff計~~rVd仇t、よにい"(T;WヤhωT;叩=川ω')g以肋W刷g“ルM州(レν川ωJ叶')川lι:ン〉rdι州lιん山ω‘
5ω州9引一 吋:ルM川fペ(川何川l山 )g“仲州(いωJ川)+ザdωTG(印刷ヤ付附7寸)戸Zいト一 T寸) (:3川川川) 

という秩序変数Z引(fけ)についての式を求めることが出来るo この最後の表式を本論の

式(:3.10)と比較すると、上式で第 4項を恭し、第三項においてt-;5Tlとすると (:3.10) 
式と完全に一致する。このニつの近似はそれぞれ、初期振幅♂(0.ω)の影響として減

衰せずに残る揺らぎを無視し、また卜分時間が経ったのちには減衰する初期記憶を

無視することに対応する。すなわちこの衣式によって、本論で行なった近似がいかな

る仮定のもとで成り立つのかを明確にすることが出来るわけであるo例えば第一項が
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無視できるのは、どのように初期振幅 ('+(O.~•. :)をとった場合に対応するのかといった

解析は行なっていないが、臨界点近傍では殆んど全ての初期振幅('.(0. ..，:)から統計的

には[ii]じ結果のも得られることが期待できるo すなわち、臨界ifiお宝している秩序変数Z

Jこ対して、第・項は O(1)の時間スケールでの早い揺らぎとして働くとみなせる。こ

の揺らぎとは、無限系 、→∞においても存在する、初期分布によるものであるこ

とに注意しよう 臨界点近傍ではまた、第二項において 1':}> 1とし、初期状態の記憶

を保持している時間 Irv O( 1 )での過渡的な振舞いと、それ以降Zが定常解Zoに十分

近付・いた後の、いわばslo¥¥'mおnifold近傍でのゆっくりしたダイナミクスを区別して

取り扱うことができる。このようにして

臨界点近傍 (~O

・定常解近傍 Z(/)~ Zo 

の二つの条件のもとで、本論で求めたZ(t)に対する表式(:3.10)を得たわけである0

. /，'ヂ 0においても存在する、人イ聞の振動子が互いに相互作用なく向由回転する解は、

5 恒引町{υ川pバ仲仲(かtν‘fωJ斗): fo21'針~ア

に合まれる ここで、各凶ω.......，ぺlにこついてp(..山ω斗'う)の関数形を決めるとそれらは相空間内でで、の

¥'次元ト一ラスであり、 Fokk('r-Planrk方的式に対する自明な不変多様体となってい

るD このようにSを構成する不可算無限偶の人'次元トーラスは、さらに不可算無限伺
の解軌道によって欄密に埋められている。そこでの各解軌道は、全振動子が自然振動数

ωにより独立にド!巾阿転しているもので、全て中立安定で互いに乗り移る。このような

人'次元トーラス上での摂動、および、Sのなかでρ(..w)を連続的に変えるような、つま

りS内での筏動に対しては、系は中立安定で、あってこれを彼らは自明な中立安定解と

呼んだ。他)j、A切cモード的、.t，ω)に対する連続スペクトル {-Iw:ωESlIpport g} 
がポすrj1¥1:安定'I"!j.:は非自明なものとして区別された。つまりこれがSを離れた探動に
対する安定'1)11..を示すと考えられた。それに対して、本論ではZ-0の安定性を求め

たoZ -0は相空間において5を含むはるかに広い領域である。Z-0への緩和とは、

それゆえSへの緩和とも区別されるものである。実際本論で示されたのは、 Z= 0へ

の緩和が達成された後にゆっくりと達成されるS上の安定定常解への緩和であるo 臨

界点近傍では、。(I )の時間スケールでの過渡的時間の後に遅い変数Z(t)のダイナミ

クスを見ることができ、まずO(c)でZ= 0へと緩和し、次に O((". iq-I)でS上の
安定定常解へと緩和する。彼らが示した線形解析によるた中立安定'性、すなわち線形

安定性の不伝は、このSの安定性に関してであって、これがひ((/イiq-')と秩序変数

X自身に依存した時間スケールを持ち線形緩和を示さないという本論での結果をま

さに/Jミしている

‘、

. ......1.点分により線形緩和が回復される状況をより直観的にE助手してみる。例えば次のよ

うな自明な例において、 ρ(1.'.t.ω)に生じた歪みが、 ω積分した関数(ここでは便宜

10 

~ 

( 

上P(レ.t)ぜ f土、ρ({'.f.v.:)y(ω)d.ωと定義しておくが、これが本論での位相分布関数
n(ψ， t)に他ならない)において[司復されることを見ることができるo

非結合系 "'=Oを考えてみよう内この場合、全ての位相分布ρ(v.t.......)は自明に中立
安定であるが、 P(1.九f)に関しては何がよまえるだろうか。各ωにおいて、 ーネ菜分布;

ρ。(I.'.f、ω)三 3L.柄、.t.wに対して、わずかに歪みを与えたとする。そのとき歪みを
ρ( 1.'. t.ω)でみると角速度ωで回転するだけで復元力は全くない。しかしながらP(I.'./)

では、異なるω で回転する歪みは急速にその初期の形を失い、殆んど全ての場合に

(すなわち殆んど全ての歪みの形に対して)時間発展とともに1>(1'.f)→?の(I人 1)=3!?

となることが予想される。あるいはまた、時刻fー Oにρ(γ.O.ω)=ゐ(1.').'rj，ωをfjえ

た場合を考えると、 Z(I)= fよ工C'Xp(IV')g(ω)r/.ω-G(/)に他ならず、例えば IJO!'C'11 t 7， 
分布g(ω)=士フおすの場合には指数関数的減衰 Z(t)=内 p(ーαけとなるo もちろん
ρは中立安定であって各ωでみると歪みは形を変えずに回転しているに過ぎないにも

関わらずである。ここで注意しなければならないのは、殆んど全ての歪みに対して

九(ν.t)が回復されるだろうということに関する具体的な解析は行なっておらず、こ
れはρ(I.'.t.ω)の空間で1>0(1.・.f)を写える領域の占める測度から評価されねばならな

い。これが先に式(:3..59)の第一項が無視できるような初期振幅(''''(0.ω)の測度の2阿国
として触れたことであり、ある再帰時間で再び無視できない1>(1.'，1)の歪みを形成す

ることも含めて測度論的に評価されるべきことであろう。

このように /，'= 0では自明なρ(1.'.1.w)の中立安定性が/，'く j心の領域で成立するこ

とを Strogatzらは示したのであるが、これを直ちに1>(レ.t)あるいはZ(f)の中立安
定性とはできないわけである。

・本論で導いた式(:3.11 ) 

1 = lA 1 Lf~ 吋、〉ωg〆伽州(μ川ω叫)('os…ωwt付川川や内州仰x叫叩p川〉
において、入 >0の場合には

fo~い山p(-M)= 

より、

1 = /，' fo~ ω三二州
となり彼らの結果、式 (:3.56)を得る すなわち式(:3.56)において既に入 >0の条件

のもとで考えていることに対応しており、この式の解として入 <0を得ることが出来

なかったわけである。式(:3.51)での定義のようにωに依らない線形成長=字として入を

求めた結果入 >0しか得られなかったことは、本論で lイ<1¥二で得られた入く Oが、

ω積分の後にはじめて有限の備として求められたことと合わせて理解できる。

l
 
l
 

d
 



-緩和定数lをtj-える式(:3.56)から、g(ω)として具体的に一様分布、 LorC'l1tz分布、 Causs
分布.デルタ分布を与えた場合の表式を求めることができ、全て本論で導いたものと

ー-放する ただし式(:3.56)は u'> u二でのみ成立するが、他万本論の結果はrの正負
. によらず成立する。仮定よりこの表式は(~l に限って成立するが、 rが微小量で、あ

ることは、緩和定数人の具体的な表式を得るためにのみ必要であり、線形緩和の存在

は/¥'の偵には依らない。

これと関述して主論文 2 では、 (:3.27) で定義された7を(実際には更に ~Iarko\" 近似

を行なった点式を用いて)各分布について導出したが、 Zo= 0に対する(:3.:30)式 ;

dn 
一一 =i( 17 
dt 

から、

入=i( (:3.60) 
ア、、

が成り立たねばならない。実際、

(:'1 LorC'11 t 7.分布 :

g(ω)=1τ土τ
7rv.)~ i aゐ

。(t) ~ C'xp( -af) 
2(1 

ヴ「
うα2

入
rlt>f α( ， /" 2 
γ=一一一-(L( + 0((") 
1 + ( 

となり、前の式

入=αE

司ヘ、 と一致 ;

ぃ (;a 11何日分布 :

g(ω) = Iι叫 (-4)
\/L.τtσ ~O ・

θ(t) 一台j川
ー

《，，

入宮下=Iiσ7七=J;σ(+0((2)

. ~2 

(¥  

( 

となりら、前の式で、のrについて展開唱から得られる

入一任σ(+0((2)

と一致 ;

一様分布 :
1

一bo

r
E
EJ

、Il
、

-
W
 

'''目、、
0
3
 

(1"'1三α)
( 1ω1 < (1) 

I I (0 . SII1凶;t
θ(t) =- 八(/¥'c-I- ~ Joルτ一)

=-tRi川
S(((t) 

~3737(f→∞) 

の漸近形11に注意して叫

角

F'
(:3.6 J ) 

-〉Q2

入 d，f7zeπ
τ =" ((-一一 =α~(ï O(() 21 T ( --2 

となり、前の式

入-MM(it)=αj仁川((2) 

と一致 ;

となり、いずれも O(c)において式(:3.60)を満たすことがわかる。

・最後に、本論では触れることができなかった重要な課題として、揺らぎに関する研究

もいくつか報告されている[12.1 :3. 1 1)。系に内在する揺らぎを考える場合、その起

源はどのように考えられるだろうか。人'く∞の系に対する有限サイズ効果か、ある

いは N→∞においても残る初期位相分布による違いか。 これは先に述べた初期位

相分布の測度論的評価とも関連して与える必要がある。

も f~"" E州 α.l')d.r=主
明 ~:rfr( .r)=手-，l'千品一言十jFL
1LfW分11:弦間数 ; 砧分余弘!対数;

si(.l' )ぜ-fii;:d ri(，l' )さ:f 1~ 竿dt

日付録日参!照
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Part 11 

現象の記述・機能的側面

l
 
1
 

Chapter 4 

ノミーストのモデル

本章では振動現象のうち特に周期的に起こるパーストを、そのモデル化の立場から取り

/¥ rJfる。ここでパーストとは、おおよそ次のような直観的描像で捉えておこう。定常にお
いては何らかの値が低い状態にあった系が、ある時そこを離れ高レベル状態、いわば興奮

状態に移り、再びある時間の後に低レベル状態に戻るといった振舞いであるo 系が通常の

低レベル状態及び輿奮状態に滞在する時間に比べ、両状態問を移行する時間は十分に短い

このような現象は、例えば生物の神経系などによく見られ、従来からいくつかの数学的定

式化がなされてきた。

第l節では、特に生体系において報告されている周期的パースト現象とそのモデルの例

を紹介する。そこには代表的な二つの機構が見られる。そのうちタイプ!の典型例として、

.続く第2節で複素変数により記述されるモデルを導入する。これは一極限として位相モデ

ルの形をとり、また別の自明な極限ではスヒン型のon/o汗素子となる。第3節では、タイ
プ11の一極限としてある興奮素子モデルを扱う。これは位相変数で記述される神経細胞の

モデルで、そのパルス的相互作用による'fZ均場結合系は相互引き込み現象を示すことが知

られている。振動子集団の引き込みに期待される機能的側面から、モデルの示す振舞いを

見る。

o 
4.1 周期的バースト

周期的に起こるバーストは、特に生体現象にしばしば見られる。本節ではそれらをモデ

ル化の立場から紹介するが、民i川州 [20'による指摘のごとく、その発生の機構には代点的

な二つのタイプを見ることができる。

4.1.1 バースト現象とそのモデル

まず、今まで提案されてきた周期的パーストのモデルを見てみよう。活性イヒの低い状態

を静止状態、高い状態をパースト状態と呼ぶことにするが、ここで活性化とは例えば細胞

のインパルス発火頻度などである。以下で紹介するモデル方程式の理解を助けるため、最

.1.5 



初に Hodgkin-HIIxl('¥ Jj程式f21]を見ておく。

Hodg供ki凶nト-Huχ刈IE'匂y方程式 ヤリイカ巨大神経軸索でで、の膜2電立5‘流3iの解析にl基左づいて導出され、
神幸E封f云必j主のモデル力
の{微敬分/力β'i程I式℃系;

dl 一

dh 
一ー

dt 

dl 

d¥ . 
('"十9¥，，(¥'-¥¥，，)↓町、(¥f-¥i、)~9，(\i- \ '，)， (1.1) 
I df 
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，，.目、、

r 
となる。ここでパま単位面積当たりの膜電流、 Cmは単位面積当たりの膜容なで、変数1・(f)
が膜t三位であり、(1. I )式で、は全膜電流を右辺の各項、すなわち朕fii位依存↑"1:¥'"チャネル
を通る ¥a+屯流 1，¥"、膜電位依存性Iくチャネルを通る lく+電流 1，、およびその他のチャネル
を通るリーク電流 1，の和として表している。他の三変数m(t).h(t)， n(f)はそれぞれ、 Xぉ
チャネルの活1"1:.化i材子がチャネルを開いた状態にある確ネ、同じく不活↑~1:1ヒ因子がチャネ

ルを聞いた状態にある確中、およびKチャネルの活性化因子がチャネルを聞いた状態、にあ
る確lがを衣す また添字∞は膜電位 十における定常値を示し、にはそれぞ、れの時定数であ

るo 一般にはT"Iは他より・桁ほど小さく、すなわち m(t)はh(tトn(t)より早い変数となっ

ている。 1・の関数としての川、(¥')，hx(¥・)，n ，'" ( V)， Tm (γ)‘TIt ( ¥ f )， T" ( ¥・)は、膜電位固定法

により得ることができる。ここでιは、各イオンのコンダクタンスを去すが、これに対し
モデルでは

9入。=9:¥，，， ・m3h、 91、=?h、.n'. ('1.5 ) 

Fヘ

ととる。ここで、"!h".9，、は、それぞれ全:¥'aチャネルが聞いている時の ¥a+コンダクタンス、
全1":チャネルが開いている時の 1¥+コンダクタンスを表す定数である。また ，:、“， ¥ '，¥ . ¥ '[，は、

各~rllt，庇がりの時の膜?な位を表す定数である。以上を \ • (t)に対する初期値問題として解くこ
とで、細胞膜iiL位が得られることになる。

( 

Chay and Keizerのモデル (晴乳類勝蔵のj細胞) 哨乳類腕l誌に散在するランゲルハン

ス烏(1.0 "!1( 1'11(/11..... • 1.....1(/ nd...)は内分泌細胞から成るが、そのうちiOVr余りを占めインシュリ
ン (1/1.<'111"けを分泌する f細胞が代表的である。これはグルコース投号に対してパースト

的電位応答をぷし、単独のラ烏でのインシュリンの分泌lii:は、この屯気的活動度と相関を

持つことが見られる このf細胞のモデルとして、(・h"，yand 1付i7.('1'が五変数からなる微分

方程式系を捉a案し、実験結果の様々な定性的 ・定量的側面を良く再現してみせた 12210更

に H.int 7('1がこのモデルに対し定性的解析を行ない、一つの遅い変数とともにヒステレシ

スを持った早いサブシステムの存在を明らかにした。彼は同等な娠舞いをするより簡単化

16 

した(・h訂ー!日17('("モデルとしてi変欽のモデル;

('..， d~' 
州 df -

dn 

-g 
，，F 

司
E
B
E
B
E
E
-
-

，d
、11
'
Jノ
-
0
 

0
ヲ

ι
c
一+

〆
F
f
t
t
、、

一gaT
 

L
M
L
 

f

(
一
九

，I

x
- ('1. i) 

-¥う.) (.1.6 ) 

df 

dC 
一二 = f[ofc.，，(¥i) -1.-("仇
山

( I.d) 

をも提案し、それに対する詳細な解析を行なった。ここで(1.6ト(I.i)の二式は、 Iloclgkin-

IIl1xlc、y方程式をこの場合に応じでほぼ次のように変形 ・縮約したものとなっている :

ト膜電流は IN何より主として 1('"による((.1.6)式右辺第一項)、

2. n( 1)に比べてm(f)，I1(f)は早い変数として断熱的に振舞う、

:t通常の膜電位依存性の以外の 1¥チャネルを通る 1，+電流が存在し、細胞内のフリー
('"，2+濃度により活性化される((1.6)式名辺第三項)。

そこで細胞内のフリ-(.'"，'2'"濃度を新たな変数('0(1)として導入し、それが従う第三式(1.8) 

では、膜電流fc・11としての流入と指数的減少(小胞体やミトコンドリアへの吸収や膜外への
流出など)を考える。ここで係数 fは、細胞内の全(.'"，'2+対するフリーなものの割合を示す
が、これは微小量であって、そのためC(I(1)は遅い変数となる。他方前二式は ¥(/) -1I(f) 

による早いサブシステムを記述する。そこでまず('aをパラメタとした時の ，'(1)-11(1)系
の振舞いを考えると、

1. ('a -jJ~大きい場合 : v '" ¥.1，、の唯一の定常解を持つ。
(このとき Ca2牛に誘導された Kチャネルは開いている。)

2. ('(/が小さい場合 :¥ i、<，・くじ“の唯ーの定常解を持つ。
(このとき (.'aトに誘導された lくチャネルは閉じている。)

:3. ('(1がある適当な中間領域にある場合 :三つの定常解が存在する。パラメタ値によっ

ては、うち上と下の二つ定常解が安定となる。また別のパラメタ値では、上の解は不

安定でそのまわりに安定なリミッ トサイクル解が存在することがわかるが、ここでは

特にその場合に注目する。その時〈、。値を上げると、それとともにリミットサイクル

軌道の半径も大きくなり、あるところで軌道は不安定な定常解とぶつかり消滅する。

すなわちそれ以上の ('(1値では、 lの場合に相当する定常解を唯一の安定解として持

つことになる。

これらの 1・-n系の分岐の様子を示すものとして、 ('(1-¥・図をドig.5("')に示す。上記 lの

場合に見られる低い ，.値での定常解が細胞の静止状態に対応し、 :3の場合に現れるリミッ

トサイクル解が細胞のパースト発火状態に対応している。

ここで ('(1の遅い変化を考えるo ('(1値が向く静止状態にあるときには、ドig.5(a)より

d('ajdtくOであるため ('aはゆっくり減少する。そしてこの定常解が不安定化する ('a他

に達すると、その時の唯一の安定解であるリミットサイクル解へとび移り、系はパースト

状態をとる。その際rlCαjdf三 Oを越え、代わってd('(Ijdt>Oとなるため、パースト状態

，17 



では('(/はゆっくり地加し、リミットサイクル解がなくなる('(/偵(悶中 ('{1HU)に達した

時再び、抑止状態へと落ちる(Fig.;j( b)}。このように、早いサブシステム ¥-nにより遅い

変数 ('(fは駆動され、翻って('{1のゆっくりした周期的変化によって、早いサブシステム

¥ ~ -JIは静止状態とパースト状態を交互にとび移るヒステレシスルーフを描くことになるo

Plantのモデル(アメフラシのペースメーカ細胞) アメブラシの腹部神経節 I{・1.5神経細

胞は、神粁細胞のパルス発火を調べるために好適な実験対象として広く研究されてきたo

ある穂の築物の投Ij-により興奮状態におけるパルス発火を抑制することができるが、その

場合にも膜iU位の巾1/'Il'() /'(が観察され、それゆえこの巾/1'/1'(/ /'(がパルス発火をひき起こ
す機構として働いているように見える。 Plant は 、 このパーストと .~I011' ll'() /'(に対して、次

のようなh.変数のモデルを提案した [23]" 

d¥! 
(""，ーdi ~ 一万人'1H1ミ(¥・)h(¥/- \ ~\(J) -9('0'1'(¥! -¥('(1) 

ヤ I+ g/\~ -CO (ω)] 0 ， 
-l9/¥ If' + g/\~-CO ¥0.5 + C守o (l r-lh)-51(lJ-11) ( 1.9) 

r1h 11，、(¥')-h 

r1t 
(，1.10 ) 

T" (¥ ') 

n叫 (¥')-11

dt 
← (，1.11 ) 

T" (¥ ') 

，1'.，，( V)一.1'

dt 一
(.1.12 ) 

TJ • 

dC'" = p[ 1¥'，.1・(\~ ;・" -¥・)-CoJ
dl 

(.1. 1:3) 

戸、1

ここでもい.9ト(1.10).(1.11)の三式は Hodgkin-H lIxl('y型の表式であるが、ここでは m(t)

を断熱的に倣ったこと以外に次のような変更が加えられている :

1. s英屯流に新たな二項が加えられている。一つは先のCh e'ly-I¥ ('i7.C'rモデルと同様の細胞
内('rtH により i，r;'~I:化される K+電流(( 1.9)式右辺第四項)、

2. 新たなもう aつは、ゆっくりと活性化するコンダクタンスによるイオン流 (~aT と

Ca2tの混合と与えられる)であり、その遅い変数を .1'(1)として導入した((1.9)式第

二項)コ

九は lに依らない定数とするが、他の時定数に比べて十分大きく(実験値では二桁程度)、ま

た先のf同級ここでもρは十分小さい定数であるため、この系には二つの遅い変数.r(f).仁川t)
が存在することになる

H.intl.C'lはこれに対しでも先の同様の解析を行ない、以下のような構造を示した。この場

合には先と異なり、早いシステムはヒステレシスを持たず、よって遅い変数一つだけでは

周期的に現れるパースト状態を生み出すことはできない。この総子を図6の分岐図Ca-¥' 

に見ることができる 静止状態に対応する安定定常解が不安定定常解と州ddl('-nod('分岐

を起こす点において、同時に、安定なリミットサイクJ晴平も消滅する(図中 ('OHC)。すな

‘ただしここでは)'j1の変則を加えた代int7('1[20]の点式に従った

18 

fへ

わち ('OH('点が静止状態とパースト状態の境界となっているわけである。この状況を、

つの遅い変数 (γIー.1'面で見たのがドig.i(a)である。ここで、は両状態の境界が二次元相図

上の曲線 HCとして示されているo二変数からなる遅いダイナミクスがC'a-.l'面上で描く

閉じた軌道の例がドig.i(h)に示されている 軌道"のように曲線Hぐを横切る周期軌道の

場合には静止状態とバースト状態が交互に現れることになるo すなわちこの系では、早い

サブシステムからのフィードパックなしに、遅い変数による振動的振舞いが現れることに

なる。ここで遅いダイナミクスのハラメタを適当に選ぶことにより、軌道aのようにパー

スト状態にはならない振動も見い出し得る。これが最初に述べた ..../0l/' U'() /'(の起源である

と考えられる。

4.1.2 Rintzelによる 2タイプの定式化

I{ i nt7，('1 [20]はバーストモデルの定't-t的玉野砕からその機構の分類を考え、上記ニつを代表
的な例として解析した。大部分のパーストモデルには、早いサブシステムと遅いサブシス

テムが存在する。ここで早い変数をx、遅い変数をYとすると、これは一般に

dX 
一一 = F(X.Y) 
df 
dY 

)
 
i
 

d

・
-• 1
 
4
 
，，E

・、

= di(X. Y) 
dl 

(・1.15)

と微/J';'¥ラメタパこより特徴付けられる。(1. 1 1)式の早い系は、パラメタ値によって興奮竹
となりインパルス発火を示し、あるいはリミットサイクル振動による連続発火を示し得る

ようなものである。この系(1.11)に対し遅い変数Yがパラメタとして働き、(1. J，lj)式で与

えられる振動的振舞いによって系(1. 1 1)が静止状態とパースト状態を移る機構を与える。

(1.15)式におけるY依存性は、早いサブシステムからのフィードバックを示している。

ここで、 1>1.'1 n t.のモデルに見られた機構をタイプ !のパーストモデル、Chay-l¥('i7，(，1'のそ

れをタイプ 11のパーストモデルと呼ぶことにしよう。数理モデルとしてそれぞれを以下の

ようにまとめることができる。

タイプ1:Yが二自由度以上あるため、遅い系(1.1.5)での自励振動が可能である。早い

系(1. 1 1)は、パラメタ値によって崎止状態あるいはパースト状態をとるoYの振動

が.、1011'lI'nl'fとして早い系の周期的パースト状態の起源となり、よってまたその振動

はバーストの発生によらず見ることができ、比較的滑らかなものであるo

タイプII:}はー自由度だが、、早い系(1.11)が滞止状態とパースト状態を叔安定状態とし

て持つ。早い系から遅い系へのフィードパックにより、具体的にはこ状態でのd}jdt 

の符合の交替による γの振動的振舞いにより、早い系はヒステレシスルーフを描くこ

とになり、周期的にバースト状態をとるo よってその振動は減衰振動的である。

ドig.8にそれぞれのパーストの様子を示す。
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4.1.3 2タイプの範例

上記2タイプに対する範例(あるいはt.oymodC'l) として、ここで以下のような簡単な

数理モデルを考える。これに基づき第2節および第3節で解析を行なう。

以下では、パーストを起こす系を神経細胞と呼ぶことにする。神経細胞に見られるパー

スト的発火がしばしば注目され、そのモデルとして議論されることが多いからである。神経

細胞の振動的応答として見られるものには連続的なパルス発火もあるが、むしろ平均発火

ネ(適当な短時間平均で見た発火頻度)の周期的変化を指すことも多い。そこで早い変数と

して神経細胞の平均発火キS(けをとることにし、更にそのダイナミクスを与える(1.1.J)式
には、 Y(t)のみによって決まる関値関数Fを与えることにしよう。すなわちここで細胞
は早いダイナミクスとして

S(t) = F(Y(t) -h)， h = const (/1.16) 

ヘ に従うものとする。

『、

タイプIのバーストモデル これは続く第2節で述べるため詳細はそちらに譲るが、次の

ようなモデルを考える。遅い変数は二つとし、よって複素変数Z(t)色fr(f)+ly(1)、.1'.Y E H. 

を用いる。それに対する自励振動として、 Gは角速度QによるZ(t)の単純な回転を与える。

タイプIIのパーストモデル 遅い変数はーっとし、実変数.r(t) E H.をとるoすなわち

8(t) = F(.1'(t) -h) 

ここでF(.r-h)は、 rの適当な区間においてこ価となりヒステレシスを持つ関数であるo

これを非常に単純化し

とする。更に

となるよう、

により

1] (:1'>11) 
F (.l' -h) = < O. I (0三r三h)

l 0 (.1' < 0) 

d.1'(t)J<O (5'=1) 

dt l> 0 (8 = 0) 

d.1'(t) コ7=α-.r(t) -p . 8(t) 

h <α<p 

(，1.17) 

(ト18)

を満たす定数孔pを用いて、月(f)からのフィードパックにより振動する遅い変数 r(f)のダ

イナミクスを与える。図9に概念図を示す。
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更に均一な川問の細胞から成る結合系を考える場合には、相互作用の効果は早い変数

8(t)を介して遅いダイナミクスに与えられるとする。すなわち

= F(.ri(t) -h) ぷ(t)
dハ(t)
dt 
=α-.1'，(t) -J>' S'j(t) +乞J.jS)t)

J 

ここでんはj番目の細胞から z番目の細胞への結合強度を表す。

4.2 複素変数モデル(タイプIの例)(主論文3) 

4.2.1 複素変数によるバーストモデル

(，1.19) 

( 1.20) 

本節ではタイプ lの基本構造を持った典型例として、新たに複素変数モデルを提案す

る。そこでは周期的バーストの起源として細胞に内在する振動性を、振動する遅い変数

Z(t)を導入することによって表現する。実際に現れる神経細胞の活性レベルは、平均発火

ホ5'(t)巴[0.I )で表す。ここでいわば細胞の仮想的ポテンシャルZ(t)を複素変数

γ(t)色rIZ(t)1ヲ φ(t)ぜe'lrgZ(t)

で記述する。これが本モデルの特徴であり、後で実変数のみを用いる従来の神経団路モデ

ルと対比させて触れることにする。更に、多数の神経細胞が互いに発火入力を与えること

で相互作用をする神経団路網を考えるが、各細胞が他から受けた入力はそのZ(けのダイナ
ミクスに変化を与えるものと考えるo結合が存在するj番目の細胞から i番目の細胞への入

力は、jの発火状態ら(t)と jから zへの(シナプス)結合強度C;jによって決められる。こ

こで定数Cりもまた複素数値をとるものとする ;

Cj(t)色fIC ij(t) Iぅ向j(t)色Iarg Cu(f) ・

fヘ 以上より J番目の細胞の発火状態は離散時間 fにおけるダイナミクスとして

ふ(t) = F(況Zi(t)-11.) 

Zi(川 1) = Z;(t)C'Xp(1n) +乞CjjSj(t)
J 

に従うものとする。ここで、

Z;(t)乞frpxp(2仇(t))

(1.21) 

(-1.22) 

は、ある固定された振幅 7、*= const.での値を示す。またF(:r)は、実数ヒl'E H.で定義され
た単調増加関数 ;F(.r)ε( 0) 1 )ゥ F(.r =一∞)= O. F(;1' =∞) = Iで、特に1'::::0で
F/~I となり急激に 0 から l へ変化するようなものとする。これは細胞発火に対応して、
F=Oが無発火状態、 F=1が最大頻度発火状態、を表している。それゆえ hは、発火を決
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める股1互依の脱分極に対する閥値を示している。ポテンシャルZ(t)の振動判:は、(1.22)式
第一項にある これより非結合系のZ(f)は一定の振動数日で振動するものとなっている。

従来用いられてきた神経細胞モデルの最も基本的な形は、 t番目の細胞の平均発火ネぷ(t)
に対する IId山理のシナフス結合と、発火に対する関値を考慮した

ペ(t-+-1) = F(乞.)'Jベ(/)-h) ('1.:2:3 ) 
J 

で表される ここで実数.)'Jは、 j番目の細胞から i番目の細胞へのシナプス結合を示す。補

助的な変数として他の細胞からの入力行(t)を用いて上式を3きかえると、

Si(t) = F(.1'，(I)-I1) 
1';(1 + 1) =玄J，λ(1)

J 

これと対比すると、上記で実数ハ(t)に代わってZj(t)を導入した複素変数モデル(1.21).( 1.22) 
の特徴は明らかであろう。

( 1.22)式によるZ，(f)の時開発展は、また次のように表現できる。すなわち単位時間更新
Z.(I)→ Z(I十 1)は、以下の3つの操作に分けてみることができる ;

• Z (1)→ Z'(I) ;まず最初のステップとしてZ(t)は、 r・門p(lo.(1))という非摂動系

(他の細胞との結合がない場合)が持つ振幅 fでの周期i1iJLillc上の点へと素早く緩和
する。ここでは Cが安定な周期軌道であると仮定しており、これへの緩和において

Z，(t)の位相は保たれる。

• Z;(f)→ Z;(t)代 p(IH);次に軌道C上での振動として、複素手面上での口回転を行な
う。これがZ，(t)の時間更新として最も本質的な過程である。

• Z;( 1) 内p(IH) → Z~(I)内p(1H)+εj Ctう，'J(t)但 Zj(t+I) ;最後に、他からの入力
を受けた紡-*軌道Cから外れ、それが時刻1+1おけるZ，の他となる。

以上の抜点、ド面における概念図をドig.l0に示す。

ここで絞ぷ変数による振動性のをモデル化として、複素 Cil17:hllrgLe1nde11l方程式;

dZ，(t) 
一一一=(1 -1f2)Zj(t) -(1十ザ)lZ(fW Z，(t) 
dt 

を用いることも考えられる。これは、 Z.(f)，....，門p(l(n-g)f)での向転を与える系であり、
これを離散化した結合系は、

Z.(1 + 1) -Z.(t) = (1 +心)Z，(t)一(1+ψ)IZ.(fWZ，(/) +εcりん(1)
J 

となる。本d命では特に神経団路モデルとしての表式のため、(1.21 ).( 1.22)の系をとったが、
上の複点 CinλhIll'p:， -Le1 n d a 11型のモデルにおいても同様の振舞いが期待される。
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4.2.2 二つの極限

上記モデルのあるこつの極限を見ることで、既存のモデルとの関係が理解できる 一つ

はスヒン型のon/o汗素子(1.2:3)となる白明な極限であり、もう一つは前記の位相モデルか

得られる弱結合極限である。

1. 1" ~ 1 

これは非摂動系の振幅 1・‘が非常に小さい場合、換言すると入力が非常に大きく非摂動系

の振動悦を押えるような場合乞JC，J，ら(1)>> 1である。この時f → 0として

ベ(t+ 1) -F(況乞C，).，，'At)-h) 
J 

ここで.)i.1一流Cij= C;j cosの')あるいは.1'i(t)一流Zi(f)と置くと、(1. 2:3)式となることは
明らかである。この時また、

(山 for1のJ|<2
Jリ<0 for In'JI > ~ 

となることより、複素結合定数C'Jにおいて、 Inυ|く jは興奮性のシナプス結合、 10'JI> ~ 
は抑制'ド1:のシナプス結合と見ることができる。

2.乞.1C'J，S)f) << 1 

これは弱結合極限である。

まず非結合系は

ぷ(t) -F( 7'~ rosφ，(t)-h) 

φj(t + 1) ー仇(t)+ n 

となり白励振動するZ，(t)により九(1)が変化するに過ぎない。連続時間では、 do./dt n 
の位相モデルである。上式はまた

5';(1 )竺 F(r‘rosnl -h) 

このようなrosHIでのポテンシャルの滑らかな振動は、膜電位に現れる前述の λ101/' 1/'(/川と

して見ることができる。ここでF(，l')として HC'¥'isidC'関数0(.1')をとると、 Ihl< I'~の場合
には、 .~'， (f)= 0の静止状態と民(t)= 1のパースト状態が振動数Qで周期的に交替するこ
とになる。

次に弱い結合を考えた場合、入力乞JC Jろ(/)~ 1を摂動と考えることにより、ここでも
位相モデルで記述できることが期待できる その場合各細胞のバースト周期が結合により

同期する集団的秩序が予想される。そこでパーストの同期を特徴付ける量として、ここで

も複素秩序変数 ;

Z(f)ぜ江ZA(t)
λ'( f )‘主流Z(t). Y(t) 'J;!ふZ(t)
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を定義する 更に2(1)自体の回転を表す量として、そのトルクに相当する

R(I)γλ'(t)}'(t) -y(t)ベ'(t) 

ただし、 上(t)，ぎ.r(t) -.1' (t. + 1) 

を定義しておこう ここで苛苛は、長時間平均を表すものとする

~~い結合強度c'J<< 1に対する摂動の最低次の近似では、

1'，(1-1-1) :- 1'..+乞 C'，JC'os(川 -9，(fト n)パI(f) 
1 

~ CiJ 
科(1+1) = 科(t)+n+L てアin (()i.i一 φj(t)-H) 九(t)

( 1.21) 

( 1.25) 

このうち振幅1'，(1)は、時間更新の各時刻において非摂動軌道Cに緩和することに注意する

と、 1' ， (I)~I''' とし位相に対する式( 1.2.5)のみを考えれば良い(ただしこのように(1.2.1)式
第一項を無視する近似は、後で見るように r*~ hのためにパースト発火可能な臨界値近傍
のときには行なうことができない)。そこで(1.2.5)式でめ(f)~ :F(I'勺、O~ 0，( f)ー h)とし、

更に位相変数を変換LIコ(1)ぜ 9，(t)-ntを用いると

F 、('.... - • ••• _1_ ... .... .¥ 
I¥{t + 1) =川トヲ:ブぉin(九 -Dt - ~\ (t) ) .:F( 1'-C州川 1"J(t))-り

........ 

、，、~ -司、<1..1
'-'- ~'()'J ーの J n.このとき t.(t)は遅い変数であることより、微分形で表すと

dl.'，(t) ~ ('iJ l'  rU  /1¥¥ "...(..* __.11'， ， ../，¥¥ 1.¥ つ7竺玄7打

第i部での下}llftとIriJ.f;及、右辺を周期以/nにわたって時間平均し

E 715i=LJ-f27dhin(ψ'.1 - V'i十九.i+入):F(1'* <'OS )" - h) 
ー-l'ょcπJO
一乞l心Jsin(l"j -'Ij.'j +ムJ)

ここで、 ん 《必巳 子手ι三宅iτ(:C dω仙山入れ)"co∞ωO 
.!.πr JO 

= ;MIldr計プ(1'-，1'-h)

dl，'，(t) 

dl 

となるoあるいはこれを再び、仏(t)で書き直すと

d中j(t ) 
-----;if = ~ l i ゲ JS1I1lQj-…JJ 

これは、既に見た位相モデルによる.¥'振動子結合系に他ならない。
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( 1.27) 

( 1.28) 

/'¥ 

rヘ

特に全ての神経細胞が等しい強度で結合した平均場結合系の場合;

C J 三 .~.r A(， (l -1I'J) のJー の fol' i.j = 1.2..... ¥ 
を考えてみよう。興奮性結合であるの1< 1をとることにする。活性化関数:F(.1')として
H('¥'isid('関数を用いると、

/¥'.， ，~ !i_ = [ :←バプーゥ~d.1'
'J - .¥' - I 0 

(lhl < r*) 

(Ihl 2: r") 

(1111 < r*) 
(Ih 1三1'*)

一(計十予
より、

向 (t) "， Iイマ『
一一:..:.!.=0+ 一 三~sin(φj一φi+の-n) dt --， :¥'ムd

となるo ここで各細胞の振動数nに僅かにばらつきをもたせ、分布g(H)として日ーのに関
して対材、なものを考えると、上式は近似的に

do川，、 K~.つ7=lt+?ゲ1nl9j-O.} 

となり、前記の式 (2..5)となる。それゆえこの場合には、例えば LOI'C'ntz分布 g(口)一
会炉赤字77τに対して、臨界点近傍に対する既知の表式

ペ円;W(1Q1 (1¥三2α}

( /¥'く 2α}

よってまた、

一
o
n
 

r
t
t〈
l
lk
一一π
 

(1¥'と2α)

(1¥' < 20) 

を得ることができる。

最後に、他の細胞からの入力以外に系外部からの入力がある場合を考察しよう。ここで

も弱い相互結合系で考え、外部入力も同程度に弱いものを仮定する。(1.22)式において、

相互作用項に加算的に外部入力Iを与え、

Z，(t .....1) -Z:U)代 p(ln)+乞 C.)ん(t)i 1 
J 

簡単のため、外部入力は正の実数lとし、更に全細胞で等しく時間的にも一定とすると、先

と同じく摂動の最低次の近似で

1'，(1+1) =戸+乞C'，)cos( oJ -<:> (tトロ)ら(1)+ / cos(Q，(f)十n)
J 

""，，("，/ ， ，，¥ ，."¥¥ "，..， I 
φ;(/+1) = 引(t)+ n + ) ~プ sin(刊J - o，(t) -0) .8)1) -r" sin(杭(1)+附加)
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となる。ここで特に、先に解析した相互作用項と比べ外部入力項が主要な摂動となる状況を

考えよう。相互作用項には、発火状態により時間的に変化する品(t)そのものが含まれてい

るため、発火条件の臨界近傍1'*~ hであり殆んどの時間で発火していなし、(氏(/)=0)場合

には、外部入力項に比べて無視されることになるo この場合また、先のように振幅に対する

近似 r川eベ(υ1+1η) 三2ヱ r"ゐも行なうことができなしい、、。 よつて Aι%(υ例fけ)~ご F(
F(や]'*cos丹のο内.1パ;(t)+1一 h川1け)に注意すると、位相に対する式(1. 29)はじ‘(/)を用いた形で

~ (¥; . . - _1 _ . _ . ¥ 
!，'， (t + 1) =州) + 之J77tLsiI1(八iJ-nt -1.";(t)) . F( 1'* ros(nt + li'J(t))十 1-h) 

一土sin(1，'i(山 2.(t+1))
ここで周期2πjnにわたる時間平均を行なうと、最後の外部入力項は消え、結局先と同様の

表式

rh/>; (t) 
df 
ーアCjjιfTd入州内-'I;'i+δij+入)F(r* ros入+1 -h) -;1 汀 JO

= 2二l{jj只in(わ一川+九)

ここで、んゼムf7rd入ω F(1・cosA + 1 -11) 
!.7r1'+ JO 
f、 rl 今

一 ぎを /d:←ー=ヰF(r勺 +1 -h) 
7rr-J-l V 1ー :r"

( 1.30) 

が導かれる。すなわち f> 0は、/ぐりの定義式(1.30)で関値んを下げる効果としてのみ働く
ことがわかる。それゆえ f=Oの非摂動系がfishの場合には、外部入力 J> 0の存在に
よりパーストの集団同期が起こることが、特に平均場結合系に対して示されたわけである。

4.3 Integrate-and-Fire型モデル(タイプ11の例)

次にタイプ 11の例を考える。fnkgrat.C'-and-ド1!"C'モデルとして知られ既にいくつかの解

析がされているもので、ここでも位相モデルとして集団同期が示されている。特に平均場

結合系の場合に得られている性質を紹介し、その機能的有効性を考察する。

4.3.1 Integrate-and-Fireモデルとパルス型結合

本節では、タイプ日の基本構造を持った典型例として、 1ntegm.tr-(1) d-/<'i1γモデルと呼ば

れるものを取り上げる。これはタイプ 11の範例としてあげた式(・卜17)における、 p→∞の

極限として得ることができる。このときパーストの持続時間はhjp→ 0となり、式(:1.20)は

d.rj (t) 

dt 
ー α-Tj +玄Jijh(f-ti)， (0 < .1'i < h) 

J 

ただし、 .1'j(t J) (ぎ 0

56 

(mod h) 

(¥  

('， 

となるo ここで、 Jリ官pjh . Jりと新たに置き直した。
上式の系の性質を理解するために、まず非結合系を考えてみる。

d.l、i( t) 
一一一 =(f - .1'， (mod 17) 
dt 

という最も単純な一変数の定数係数一階微分方程式は、 C'xp(-t)によって唯一の安定固定
点 r=。に緩和するに過ぎないが、ここでは.rmod hにより系の本質的性質が決められる。

1. (f > hの場合には、.1'(1)は.r=σに向かつて単調に増加し、緩和の途中で.1'= hに達
すると強制的に 0に戻されるo すなわち rは、指数的なノコギリ波状の振動を示す。

2. (f く hの場合には、安定固定点 1‘=。を持つ。しかしそこから何らかの外力により

強制的にある幅以上のずれを与えられた時には (すなわち h-(f以上ずらされた時に

は)、復元することができず r= h→ 0という過程を経た後、再び固定点r=。へ

戻る。

ここでl'mod hを.')1上の変数と考え、以下では.1'(t)に代わって前にリミットサイクルに対
して用いた位相変数。(t)を、また位相周期として hにイ℃わっておを用いることにしよう。
すると

dゆ(t)
づ7=α-</> (mod 27r)・ φε[0.27r) (1.31) 

に対して、向>おの場合には系は振動子、。 <2πの場合には興奮素子として振舞うことに

なる。

次に(1.31 )式の結合系を考える。ここでN伺の (振動あるいは興奮)素子の相互作用は、

前章で仮定した滑らかなものと異なり

rl<Ti(t) 
dt 

ー α一仇+乞 Jij8(t-tj) (Illod 2π) 
J 

ただし、内(tj)笠O、 i.j = 1. 2，'・¥人'

( ，卜:32)

( 1.:3:3) 

と互いにパルス型の相互作用を行なっている。すなわち、時刻ちにおいてj番目の素子が

φi(tj) = 0をとると、同時刻にそれと結合している他の全ての素子iに対してパルス入力
.}iJ8( t -tJ)を与える O ここでパルス入力は、め(ち)= 0を満たす全ての時刻ちで与えられ、
(-1.:3:3 )式では

φj(ず))乞f0、 k.= 、-1)0，1. 2. 
という各回のパルス入力を示す添字 kが省略されている(んを陽に記すと相互作用項は

ε川 Jijh(t-t.~k)) となる) 。
このようなパルス型の結合形態は、特にインパルス応答による相互作用がしばしば見ら

れる生体系においては重要である。初期の研究としては、 PC'skin[2.1]によって提案された

日周リズムのペースメーカ細胞の同期モデルがあり、彼はこれを in trgrafr-nll rI-ji tr振動子

と呼んだ系 ;
.. .・
ーと=5'0一千円、 o ::; .rj三1，i. = 1.2.・・・、人'
dt 
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で記述した 人側は令て同 4 のダイナミクスに従い、い.:31)式での。三訟の場合に相当す

る川ミヲというf磁力条件で考える。ここでi番目の振動向ま、.1'(f)ーlにおいて発火(Ji，.r)
し0に反される これらが次のようなパルス結合により相互作用する;ある振動子が発火

するとそれは他の令ての振動チの.パ直をある一定量(>0ずつ増加させ、またf以内で発火
点.r...:. 1 に淫するものに対しては.~. = 1と置き発火させる。すなわち

1'，'(1)=1 =今ら(t~) = min( L .rJ(t) + f) Vjヂi ( 1.:35) 

( 1.:3:3)式でうえた相Tf.作用と比較すると、 J，)を振動子に依らずtと置いた、すなわち平均場

的な結令であるc1!に発火点.1'= 1との llllnをとる点も異なるが、これは((あるいはん)
が卜分微小な弱結合の極限においては、相互作用においてその差が現れる場合が殆んどな

くなり|両者は同等になると考えられるo また以下では、同時発火したもの相互にはパルス

入力をうえないものとする。 p何 kinはパラメータのある条件下で 人'-2の場合に対して、

この系が好iんど令ての初期状態に対して相互同期を起こすことを心したo

近年入lirolloら[25]がこれを拡張し、より一般的条件のもとでの同期の存在を証明した。

彼らは(いl卜.:31け)式を
こで補助的Lにこふ、 -刷期内で-定速度で増加する位相Lパ，(f什)巴i仰0.1け!をi導淳入し 1

dγ1  

dt T 

f:tJ-e[0.1:→.1'ε[O.li. f(O)一O..f( 1) = 1 

とすると1、fが滑らかで単調増加する凸関数である (i.C'. f' > o. f"く0)場合には、
( 1.:35)式でうえられるパルス型相互作用を行なう入1問の振動子集卜Hは、任意の人'につい
て、殆んど全ての初期状態に対して全振動子が同期することを示した。直観的にはこの同

期は次のように理解できる(ト'ig.l1参照)0 (1.:35)式の相互作月jは興柳1=.(> 0であって、
ある振動子の発火は他の振動子の.1'をよってまた位相γを増加させる。ここで二つの振動

子川(tトω(1)に注日し、これらが位相差61，'(f)= ~'! l (t)-ψ2( / ) く 1/2 により ψl の位相が先
行していたとしよう。まず川が発火し、その時山(>J /2)が1'2→1"2.+(となることにより

位布1&は縮小され、次に1，'2が発火した時じ1(<1/2)は7'J→ハ+(となり位相差は逆に拡大
する。ところがfの門性より、後行しているためは ξ(1/2. 1 )で受けるパルスよる位相の
増加53の万が、先行しているγ1が(0.1/2)でかせぐ増加宝よりも大きく、よって位相差は
縮小されていく o(，.1'がrよりも小さくなったとき二つは同時に発火し、同一のダイナミク

スに従うことより、 ー旦揃った.1'は以後同期することになるo¥Iirolloらの結果は、これが

任意の人イ問の、F均場結合系に対して有限時間内で起こることを示しているのである。

t M1JUJ '1・にMして、 Tψ=1 にtì:.~。
1 ( ..J. :31)式{こ対しては、

f(ψ)=主(J-l'Xp( -i7'lt)) . 
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このように、全ての振動子が同じ自然振動数を持っている系では、正の結合定数による

興奮't'l:の平均場パルス結合によって、殆んど全ての場合に完全同期 (全振動チが同期して
いる)状態をとることが示されている

4.3.2 平均場パルス結合による雑音下の集団同期

均質な結合系に対する興奮性の平均場結合で、は、常に完全同期が得られたが、ここで興

ffi'I~I:の相互作用に措抗する効果として、各系の不均一官1:や外部からの雑音が加わると系の
振舞いはどのように変わるだろうか。第 l市で位相モデルに対して各種の摂動を考えた場合

の結JJ長からは、不均ーが1:と雑音は同様の効果を持つと考えられ、また次節でこの系によって

神経細胞をモデル化するに当たっては雑音の存在を考慮するため、ここでは均一な系に外

部雑音が加えられた場合を考えよう [26]0また振動条件。と討に限らず、興奮条件。くお
でも考える。特に神経細胞のモデル化には興哲素千がより適当であると思われる。

以下では結合として(1.:32)式の形をとる。手均場結合では

JJ=4(l-6J)2Vij 

となるが、この0(1;'¥')依存性のためト分大きな集団人'>>1では各結合定数んはト分小

さくなり、先の P<，skinや¥Iirolloらの形(1.11)と等価になる。

外部雑音は各振動子9，，こ独立に'1.(1)が加えられるものとし、ここでは次の (;alIssia n [~J 
色雑音としよう ;

(リ(1))= 0 
(17，(f}17) (1')) = 2/)(，，/)(1 -1') 

よって考える結合系のモデル方程式は

的 (t) ! • /¥' " 

一一 = (1 - <:>， +τL b(1 -fJ) + 17j(l) ; (mod 2rr) (1.:36) dt .. . .¥' ~ 
J予告，

φJ (t J)一O. i. j = 1. 2.・・.，N . ( 1.:3i) 

以下、前と同様の解析ができる。(1.:36)式の相互作用項で仮に i自身の発火も含めると、

予均場結合系では

を用いて

.1(0./) M÷吉川I-fj) 
一三川町(/))OJ(I)

d<i>，(f) 
一一一-(/ -0， + /イ・.}(0. f) + 17， (t) . 
dt 
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とさくことができ、つまり相互作用の効果を共通の内部場/ピ ../(0./)で見ることで一体化

される J自身の発火入力の効果はモデルでは不応期の導入等で避けることができるo更に

一般の位相川こ対して

J川(作O州川?バt

によつて、時刻IJ1での位相流密度分布 .)(φ./)を定義しておこう。雑音が加えられている

(卜:39) 式を、時間依存't'I: を持つ場 lイ • '}(O./)の下での Lfing('¥"inJi程式として解き、 s('lf-
<'0川 ist('tltにいi(l)}と .J(U.t)を求めることにする。そこで仇(1)に対する確率分布関数

P(φ，. f)に対する Fokk('l"・PI(lnrk}j程式に書きかえるとH

(1.10) 

?
 

、，ノ?
 

n
U
 
，J
 

，，a
 +
 

φ
 

川
一
川
ト

=
一
一
数

江
川
市
斗
欄

r
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lJ
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、J，hJ 
H
H
 

L
小
川
，，a.
，
 

叫公
EER--

」吋シ」式。o
q，'
d
 『、

n( o. t)色f活針。;(トの) (.1.，11) 

を定義すると、各ο(1)の統計的独立性によりこの η(0.f)もまたP(0./)と同じ七の Fokk('r-

Planck }j程式に従うことになる;

。l1(O./) θf， 1021ベφ.f) 
一一一一=一一I{α -0 - J{ . .) (0. t)} n (φ. t)卜 lJ--rτ一。1 00 l ¥ "' T - - - ¥ _ . • I 1 .. ¥ ' . . I J ・

ここで位相流分布関数J(仇f)と位相分布関数n(o.1)の聞には、いわば連続方程式 ;

(.1.12) 

。n(φ.t) θ.)(φ.t) 

Dt O<;l 

が成り立っている(よチ数人'の保存)ことに注意すると、両式い..12).(・1.1:3)より、.)(O. t) 

とn(仏 f)の関係が

(.1.1:3) 

川一{a-φ+ /イ J川 n(o.t)一味n(の 1) 
と得られることになる。これより特に。=0での値として

αη(0./)ー/)i~~ n (φ. t)lo=o 
.) ( O. f) = ，'， ' fI~ r. " ¥ .. . - (.1. 1.5) 

1 -/¥' . n (0. t) 

となり、これを 1I((，;.f)に対するドokk('r-Pla nckの表式(1.12)に代入することで、最終的に

n{<;>， f)について閉じた

)
 
I
 

d
-
-，
 
.
 
• -a

 

''t・、

On(φ. t) υrf ο. n(O. t)一刀去n{o.t)l<:>d1 1 0211(φ. f) 
一一一= |{n-O?lイ・ い(O.f)I+/)一三五一(1.16)
ut uo ll" ，.. -- 1 -K・η(O.t) J ¥. 'J U 

が得られるa この解n(O.t)により系の巨視的状態を見ることができる。

~ ~千G'J.(t)はIliJ の式(I.:W)に従うことより、 P，=P 
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定常状態 上式(1.16)の解として、まず定常分布n(φグ)三 no(Q)の存在を調べる。/)云 O
においては、。>訟で、先にみた完全同期が出現し

n(9:/) = b(<t-C>(f)). 

。(/)ー(1一円p(-f')) げ 1ll10d 

であるが、雑音 υ~O の存在により完全同期を起こし得ない場合にはどうだろうか。定?;1・
分布 11(0. t) = no{ 0)のもとでは、位相流分布 .}(o.t)云 .)0は札fに依らない定数となるた

め、この .}oをs('lf-consist('ntに解くことにしよう。このとき(1. 1 1 )式は

( ... i ... .. 0 
.)0 = ~ (1ーや+/イ..}o ~ 11()(の)-/) '~i 710(9) ('1.17) l" ...，. . . .，.. 'J J .. ¥1 ¥ ...，. I ..... uφ 

となり、 ηo(φ)についての一階微分ノ7程式をうえるo この解川(φ;.)0)を一般形で書き下す
とかなり繁雑になるが、特に弱雑音の極限/)→ 0を考えると、その場合(1. 17)式は

.)0 = ((1 - <f> + /¥'.}o) 110(0; .)0) (-1. It-.) 

となるo 110{ 0)がoE [0. 2r. )上で定義された関数であることに注意すると (ここではダイ
ナミクスの不連続性より川(9= 0) ~ηo(φ=2π+) )、

官。 T /¥'.}o >討の場合

110(0; .)0) 一 C(.}O )・一一」
。+/イJO一 φ

110+ K.)~2 r. 1 。+/¥'.)0 -2π 
(11.50 ) 

)
 
}
 
t
・
1
 

• • 1
 

4
 ，，.‘、

('(.)0) 

これは各素子が独立に1'(の)= (1 - <f> + /¥'.}oで自由回転している状態を示す。よってま
た(1. 18)式より

.)0 -C(.)o) ( 11.乃 1) 

肯(/+ 1イ.)0::; :2πの場合
110(0;.)0) = b(φ-(1 - /¥'.)0) 

これは各素子が安定固定点φ- (1 + /¥'.}oにある状態を示すo よってまた(1. 18)式より

.)0 = 0 (.1.51) 

のように式い.51).(1.52)を、 .)0がc;('lf-consist('n tに満たすべき式として得る その解 .)0を

ドig.12に幾何学的に示す。これより系のとり得る状態は、。の値によって三つの場合に分

かれることがわかる。

(i). (1が十分小さいときは、 .)0= 0により発火が全く起こらず、全素子が同定点。=。に
ある状態、が唯一の定常状態である
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(ii). (1 >討のときには、 .}oi= 0が唯一の定常状態とある

(iii). (/の値が上記二つの間では.ん三 O及び二つの .}oi= 0の解が存在し、そのうち両端の
二つが双安定状態となることが予想される

ただしドig.1'2では/¥'く2πとしたo

漸近形でみた同期発火状態 そこで特に (1> 2π(すなわち非結合系は振動性)で Joi= 0 
が唯一の定常状態となる場合を考える。雑音のある系における発火の集団同期に興味があ

るからである。

n(の.1 )に対する(1.16)式を一般に解くのは困難であるため、ここでも結合及び雑音が弱

くともに摂動的に扱える場合に限定し、前と同様の方法で解析する。九1i 1'0110らと同じく補

助的な位相官、(t)(ただしここでは町、 ε[0、以)より先とはb倍だ、け異なる)を定義する;

rh/， d..f 2π 
一…-
dl T 

(，1.53 ) 

すなわちここで

12r :νε[0、2π)→ゆ ε[0.2π).んγ(0)= O. .f21f(2π+) = 2π 

は

(21'( 1けれ(1ー叫(一川))、 T= In己主
で与えられる。[nl.('gra(・トan(卜firゃダイナミクスによってノコギリ波状に動くφ(/)にイ℃わっ

てこの滑らかに変化するγ(t)により記述し、摂動が与えられた場合にゆっくり変化する

か(1)-wt 'J;I ¥レのダイナミクスを摂動の最低次で求めるわけである。対応する確本密度関
数φ(1:'，.t)及び、位相分布関数た(t¥.t)に対して得られるF'okk('r・Planck方程式は

。rr 1..-... _. . ，，1_1 θ2合
友 = 一斉ltω+ヲ平川一ψ'j(t) )川+fl O'l/，2 
ヘ止}r ( r2π 、1 ・2ゐ… 一条liω+I d1)/l、(ザ、 -1f'j(t))九(ザ)~ u I + Il云t E (15i) 

uγL ¥. JO ) J Ul:' ~ 

1'( 1/') ぜ土門p(と)
α 仏J

l' 恒以内p(与)ーI} (-1.55) 

となり、再び、力学変数γi(t)に対する LingC'¥'i n('方程式として

与=ω+坪lい-り)+ふ(t)
が得られることになる。ここで変換された雑音c(t)は、

(乙(t)) = 0 

(乙(t)乙(t')) = 21lんjo(t-t') 
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の Celllssian白色雑音である。位相分布関数i1(1人t)に対する (卜51)式の解として、先の
(1..19)式ηo(φ;.}o)はliO{ν.t)三去となるが、さらに非定常解として進行波解か(ν.f) =カ(!.'-
rlf)を得ることができる。これはぬ0(4'.t)が不安定化した結果トlopf分岐により生じること

が示され、雑音強度l'を制御パラメタとして減少させたとき((1.55)式よりこれはもとの系

での雑音強度/)に比例することに注意)、そのの臨界値

ん==!:二手τ(C'Xp(竺)一 1) (・1.57)
ょcπaI +ì.;.)~ 、凶) ， 

以下で現れる。分岐点直後では伝搬速度が

【1 ~叫;+ ~I、。+ ~ I ' J ( 1.58) 

ここで lい)=乞竹内p(1":') 
1=一¥

と得られるが、これはγ(t)の平均振動数

ヰ)，とω+況l、。

とは一致しないことがわかる。このように得られたカ(Ii!-fH)は、J辰動数日により同期した
発火状態を示している。

4.3.3 同期集団による機能単位

K→O. f)→Oの極限で示された同期発火の存在は、より一般的なパラメタ領域におい

て数値的に確認されている(参考論文5[29])。ここではそれに期待される機能について考

えてみたい。特に生体系では様々な振動的応答が見られるが、以下ではそのうち近年の実

験で得られた視覚系における細胞発火の同期を取り上げるo まず生理学実験により報告さ

れている現象を紹介し、上記のパルス結合系による神経細胞集団のモデル化を示す。これ

を通して、与えられた刺激に対する動的な応答として一般に振動向期現象が担い得る機能

的側面を見ることにする。

大脳皮質視覚領における振動向期 刺激応答における振動電位を報告した実験は多数あり、

例えばウサギの嘆球[:31]などが知られているが、ここでは大脳皮質視覚領で見られる振動
的応答 [:32、:3:3.:31. 3.5]を取り上げる。ルkhornらは晴乳類を用いた生理学実験によって、

視覚皮1)[17・18野において、外部刺激に対する特徴的な振動を見い出した。外部刺激とし

てある方向を持った光の棒が一定速度で受容野を横切った時、多電極応答に 10rv 60Hzの

周波数帯付近での振動が現れる。これはまず、単一の機能単位(大脳皮質におけるカラム

(coh，mn)、一つの受容野にほ闘す応)内の神働問胞群の発火の同期を示すもので、カラムの
持つ方向選択性が外部刺激と一致した場合に顕著に現れ、同時に LFP(loraljirld pot('l)tial) 

にも振動が見られる。更に、網膜上の異なる受容野にわたる空間的に広がった外部刺激(1 

本の長い棒や複数の短い棒など)に対しては、それに対応した離れたカラム(すなわち異
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なるハイパーカラム (" yp{'f'ro/1l1/1 n)に属する)聞にも同期した振動が見られる場合がある。

同期する場介に凡られる振動は、刺激には依らずほぽ一定の上記の振動数であり、位相的

にも引き込んでいる 同期の宥無や程度は各カラムの持つ方向選択科やカラム聞の空間的

距紘に依{{し、また悦党刺激として与えられたパターンの大域的特徴 (例えば、 1本の長

い棒か2本に分かれたー短い棒か、といった単一の受容野からは得られない情報)に依って

も変わる そのため神経細胞集団の発火の同期が、各受容野にうえられた刺激に伺別に応

答するたけでなく、大域的な特徴の抽出・表現や関連する入力刺激を正いに結び付けるの

機構として働いていることが考えられた。

興奮素子によるモデル化 ヒ記の実験結果に対するモデルがいくつか提案された [:36.:37] 

が、ここでは特・に前述の位相モデルによる興奮素子を用いた例 [2~) 1 を紹介する 。 他のモデ

ルと比較した特徴として

官各素子が神李首!日胞に対応しており、それゆえ微視レベルのダイナミクスに立脚して細

胞集[羽としてのカラム、更にハイパーカラムという構造および機能的階層を構築で

きること (集川振動による内部場を予め仮定した匝視レベルの記述から始めるモデ

ル[:36.:37も多い)

官索rは外部入力を受けることで初めて振動性を示す、興奮素子であること

などが挙げられる

各神経細胞は、 (1.:31 )式の in t ('gra t ('-a ncl-れr('型の位相モデルにより記述し、それらの聞

にパルス的相在作用を考える。すなわち各細胞は、位相値。竺 21l"-において発火し、同時

に結合している他の細胞に撃力的な入力を与え、。=0に戻る。ここで位相変数。は、細胞

膜26位の脱分械をパラメトライズする量とみなし、それがある偵に達するとインパルスを
生じるものと考えるo 正の結合によってパルスを受けた側の細胞では位相。が増加するこ

とより、輿脅↑:'1:のシナプスに対応している。ここでとった形では発火の影響が瞬時に他の

細胞に伝わるため、伝述速度は無限大でシナプス遅延も考慮されていないが、それらの時

間遅延や発火後の不応期を取り込んだモデルの拡張は容易にできる。これらの細胞により

カラムを構成するが、カラム内部は均質としそれ以上微細な構造は考えない。よって一つ

のカラムを憐成する Y側の細胞は、互いに他の全ての細胞と等しい強度で結合するものと

し、すなわち'f均Jj)j結合をとる。実際の神経細胞は当然、三次元空間に分布しているが、そ
の神経軸索はかなり長く可.いに密に結合しているo また鉛直万向に見られる層構造は、こ

こでは直接関係ないものとして考慮しない。更に各細胞ごとに独立に加えられる雑音を仮

定する 雑・許の起源や竹質として様々なものが考えられるが、ここでは特に細胞ごとのラ

ンダムな雑音のみを考慮した。以上よりまずーカラムのモデルは、 (1.:36).( 1.:37)式;

dφi(l ) 
(1一いさ乞むti(f一t川J)+川川叫Iげ小川1れバ'ベ(υ例fη)• (い1110川110

)ヲ止
dl 

(11.59) 

。)(1))= 0、 i.j=1.2.・・・.入' ( 1.60) 
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(1]，(1)) = 0 
(1}.{f}1}J(l')) - '2/)b /)(1 -n 

となる円ここで、".> 0により輿奮't'Lの結合のみを考える。系に与え得るパラメータは、
細胞の自然振動数に相当する(/、パルス結合の強度 1，、雑音強度 f)の三つである
この系に対して外部から与えられる視覚刺激は、目安当する神経細胞の膜電位を脱分傾さ

せるように作用する。これは(ト59)式において、定数。の値を変化させることに相当する

ここで川ま各細胞が持っている唯一のパラメータであり、 α = 討を境に興奮'~I:から振動作

となりその振動数が決められることに注怠しよう。単独の細胞は全て同一の構造をもつも

のと#え、外部刺激がない時の。の他は均'にとる。

まずーっの受容野を考える唱 。そこにある)J向線分の光が外部刺激として加えられた結

果、 4 つのハイパーカラムを構成する科カラムの神経細胞は、それぞれのカラムが持つ)J

向選択性に応じて。の値が変化する。すなわち選択的方向に一致した刺激を受けたカラム

では最も大きく。が増加し、 一致の程度が減少するに従ってαの増加量も少なくなるしつ

まり、ある特定方向の入力を受けている聞は、同一カラム内の細胞では同一の、そしてカ

ラムごとに異なる α(/)の値をとることになるo こういった数伺のカラムが一組となり J ハ

イパーカラムとして各受容野ごとに備わっており、複数のハイパーカラムによりを間的に

広がりのある視覚刺激を受けることになるoすなわちハイパーカラム内の各カラムは[uJ等

であって、外部刺激を受けた時点で各々の方向選択性に応じて異なる。値をとることで役

割を分担しており、それにより入力刺激を反映する。

カラム間の結合もやはり細胞聞の全結合により与えるo相互に結合するこカラムに属す

る細胞は、決められた強度/，.，で、互いの全細胞と均一にパルス結合をする。カラム間の結

合の概念図をドig.l:3に示す。図では選択的万向を線分でラベル付けされた円が一つのカラ

ムを表しているが、ここでは隣接カラム聞のみに結合を考え、長距離の相互作用は与えて

いない。ただし隣接カラムとは、同一ハイパーカラム内で方向選択性が最も近いもの及び

隣接ハイパーカラムにおいて同一万向選択ド1:.を持つものの二通りの場合を指す。

以ヒのように、(1.:59).(，1.60)式によりカラム、更にその結合によりハイパーカラムをモ

デル化することで、先の実験と同様の刺激)，ち符が得られることがわかる。例えば視党刺激

として折れ線を与えた場合、微小な折れ角の場合には刺激受けた全カラムが同期すること

でー本の線分とみなし、折れ角が大きくなるに従って同期集団は二つに分離し二本の線分

と捉える様子が見られる ([29~ 参照)。 その詳細には触れないが、このモデルでは娠動的応

答によって各カラムへの入力刺激を表現するとともに、カラム間の振動向期が入力バター

ンの大域的特徴を担っており、実験結果と同様の振舞いが得られる。

Dynamic Feature Linkingについての一考察 (参考論文6) 上のモデルては、空間的

に広がったパターンにおいて要素となる抜数の線分、より 4 般的には素情報あるいは特徴

(fcat 11 rr)をあるまとまりごとにーつの対象として識別するにあたり、振動の同期というこ

とが利用された。そこで振動現象が果たし得る役割について考察したい。

明ここで与・える細胞の受符野(1YCq.巾'" ftdd) と は、いわゆるr'i~I~的主義として、視野|にスポッ ト光1:') 
えたII.~'、その紺|胞のインパルス泌特に25??をあたえれj Jる悦~11' 1.のí'fmU~ とする a

日5



-、

特に frnlllr(linkl/lgと呼ばれる機構を考えてみよう。以下ではおおよそ次のような意味

で則し、る。処理系への入力情報が、空間的・時間的あるいは例えばスペクトル空間におい

て広がりを持ったバターンで、あったとする。初期処理過程においてパターンから素情報/特

徴(両.fl'をここではほぼlul・4見して使用する)を抽出した後、次の段階として更に高次の
対象d識を行なうためには、同時に得られた多数の特徴を何らかの方法で統合する必要が
ある 特に潜在的には無限に多綾なパターンの入)Jがあり得る生物の処理系においては、

予め保持している有限倒のテンプレートとの照合によって対象の認識行なうわけにはいか

ない。抽出された多数の特徴が相互に何らかの関係竹のあるまとまりを成すこと (まとま

りごとに・つの対象として認識するために特徴を結び付けること)、またそのメカニズムを

/(0111/'( IIJlh門と呼ぶことにする より高次処理過程からのフィードバックはここでは考え

ないものとする。

例えば、複数の互いに独立な会話が聞こえてくるrjlにあって、特定の話し相手の音声を

聞き分けて会話を続ける状況 (('o('kiail-p(/tty効果)や、一見無秩序に見えるドットパター

ンの中にまとまった図柄を見い出すといったことを考えれば良い。あるいは視覚情報の統

合過程 4般を考えてもいい 網膜上の各細胞に入力された情報が、大脳皮質において各受

容野上の線分として知覚され、次にそれが統合されて長さのある連続した線分とみなされ、

更に他の線分と共により大きな対象を形成することになる。このように、来情報はあるま

とまりごとに、同一対象に胤するものとして結び付けられる。

判然、ながら、‘それが机であり背景にある黒板を遮っている 'といった認識にはより高次

からの情報が必要である。先ほどの ('ocktail-p(/1't Y効果にせよ、実際には会話の内容や話し

相手に関する高次機能からのフィードパックなしに論じることはできない。しかし初期か

らお次へと処理過程を進めるためには、まず初期過程における !((/IIII'(IJllkingが必要であ

り、更にまた高次からのフィードパック信号を統合して処理する機構としても不可欠であ

ることが指摘できるo そこでは、伺別の特徴に分けられた入力情報を構造的または機能的

関係によって動的に結び付けることが必要である。

共通の構造や機能に属する特徴群が相互に統合されることによってこそ、記憶されて

いる概念を照合することが出来るとして、多様で、複雑な入力情報の処理におけるこのメ

カニズムの重要性に早くから注目していた石庁究は、 1-1.，J. l{C'itboC'ck [:38. :3~ 1 や \'on c!C'r 

¥1<llshlll・g[10. 11. 121らに代表される。そのいくつかを、提案された神経団路モデルを中

心に凡てみよう。

i'、11.，1. I{('itho('ckは多電極実験で有名な生理学者であるが(l{C'itho付 k屯板の開発者で

ある)、視覚情報処理の初期過程から高次の統合過程、更には他の感覚情報や記憶と

の連想的統合における jcalll1'(linkillgの重要性を強調しており、その基本は神経細胞

集団の発火の時間的相関であるとしている。相|掲のある信号に意味を求める考え方

は、神経団路モデル研究初期の ¥kClIlloch・j>i t. t誌にまで遡るが、これをより生理学的

見地に立って発展させており、先に紹介したルkhornらの実験に結びイ、fいた。

(・h・¥on d<'r ¥Ialsbllrgも、時間的に変動する発火パ夕一ンにおいて神経細胞問の相関

に意味を持たせ、動的なf斤rαM州t111庁γli灼iηn叫泌山山1.'わ“.ソヅIII吋yザgを行なうような lη川〉均yne¥mi汁cLir山¥1'川'('什巾hi吋it付('、r付tl川l口rc
を提案しているつそれが従来の神経団路モデルに対して果たす役割を次のように論じ
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ている 柔軟で、知的と呼び得るシステムには、少なくとも四つの構成要紫が不可欠で

ある;すなわち、短期記憶および長期記憶のデータ構造 (現在の多くの神経団路モデ

ルではそれぞ、れ神経細胞のj古性化パターンとシナプス結合強度に対応)、およびそれ

ぞれを組織するメカニズムである。しかしながら、短期記憶を定常状態における神経

細胞の活tl:.化パターンという静的なパターンでコーデイングしている神絞[n]路モデル
では、階層的なデータ構造を持つような記憶を点現するのは困難である 例えば神経

細胞の階層的なグループ化を表現するには、それを記述する多くのデータが新たに必

要となる。またモデルの応用例として、ヒトの顔を認識する視覚情報処理システムを

構築している。Gi'lhor関数による¥¥・(¥¥'C'IC't展開で抽出された特徴に対して、動的に

lillJ.'l/1gを行なっており、入力データを表現するl同像領域と多数のバターンを記憶して

いる対象領域のそれぞれにおいて特徴聞の相関に基づくリンクを作り、 二つの領域間

でのグラフ照合を行なうものである。

聴覚系に対しでも¥C'1II'e¥ I (' o('k t e¥ i 1-P a rt)・Proc('印刷、なるシステムを作っているo名前

の示すとおり、雑音中にあって一つの音声に選択的に注意を向ける機構のモデルであ

り、基本的には神経細胞発火の同期を用いている。現実の聴覚系をヒントにして、ス

ペクトルの各周波数成分に対応した神経細胞によって特徴を抽出し、同時に発火した

神経細胞群は同ーの入力刺激を受けているとみなす。各神経細胞は入力により振動的

発火をするため、複数の音源は振動の位相によりラベル付けをされることになる。こ

のグループ化を <;(gm(I1I(/liol1とも呼んでいる。

同じく振動子を用いたモデルにより複数の図と地の ，<;('gm('I1I(/liOI1を行なっている。興

奮ttーギ附IJttの神i旬間胞対による振動子でネットワークを構成し、その10]期を利用し
た例である。

以ヒに見られるように、振動的性質を持つ素子がしばしば/((/1111'(li川・1119の機構に本質

的な役割を果たしている。動的に変化する入力情報の統令、あるいは同時に複数の 8(gmrn-

1(/1 ionを行なう機構を考えるとき、情報を表現する素子の動的な性質に若Uすることが必
要になる。娠動は、最も単純な時間的秩序である。その位相が持つ連続nfU皮により、同
時に級数のコーデイングを行なうことも可能となるわけであるo
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おわりに

本論では、非平衡開放系に現れる単純な時間的バターンであるリミットサイクル振動に

注目し、それによる集問秩序としての引き込み現象をダイナミクスを中心に見てきたo 前

半の第 l部では、振動現象を縮約して記述するための位相モデルを紹介し、それによる解

析例として、ド均場結合集団での引き込みを示す巨視的状態とその安定↑tについて考察した。
その結果予想外の機構も明らかになった。ここでは一つの数理モデルに絞り、それに対し

てどのような解析がどこまで可能かを考察したが、これはある特別な例に対する数理的興

味にとどまらず、 ー般に通用し得るものだと考えられる。解析可能な範例に対する徹底的

な数理的解析は、抜雑で多機な非線形現象であるからこそ一層必要となる研究であろう。

後半の第 日部では、現象との対応や期待される機能的価値という観点から捉えた。散逸構

造は非てjZ衡開放系の代表的な例である生体系に広く見られ、娠動現象も例外ではない。 こ

こでは特に生体現象に現れるバース トのメカニズムを考察し、そのモデルとして複素変数

モデルや位相記述による In t ('grM ('-e¥ nd-ド1r('モデルを用いた。最近特に振動の引き込みを

用いたて学的な応用もいくつか提案されており、生体にみられる現象の解析が、工学的応

用のヒントとなることも期待できるであろう。従来は時間的自由度を持った素子が積極的

に用いられることはなかったため、振動素子を用いたシステムに対する研究は今後の発展

が望まれる
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付録 A

式(3.15)の導出

同期集団による秩序変数への寄与Z(t).，; 

Z(t円 f附
であり、これは同期集団の各振動子に対する(:3.12)式;

より

九 (f)一夜庁十日in-I- ，二--:;i
lイIZ(ffl

n~( I.'. f)dl.' - 9い')dω

に注意すると、

Z(仏=んlpg川 ){7[0(t)'"+ sin-' 

となる。ここで、変数変換によりωから新たに y;yゼω/1¥iZ(t)"'1を用い、これに応じて
積分範聞を

人n，f2111rlyl、|玄(t)'''1 
で近似する(ヲ|き込みの境界ω=土/ピIZ(t)1をωて土I{IZ (f )"'1で近似)と、

机竺 1
1

1
dvAiZ(t)"lg(/¥IZ(t)'I) X ('XP[7(幻n-1V + 0(f)Y)] 

= 1fl l d匂削削例yνμ州Iム川1叶|阿玄珂I石而7可
yつ"I('XIいh川州p似川叫州x刈叩p凶〉判(1否町[存所貯内川7η汀庁m刊;了)")川"り、刈"

)g 

~2J1rluAZ[772Ig(11|罰則1)戸子

(阿1'1(，xp(10(f() :::前山

69 



f".， 

と変形でき、右辺の最後の式は平均操作京庁でのu依存性がなければム(互市)となる。そ
こで、これを微小振幅ZV)げにより展開すると

町公明.f明日)1-y2 +山).10'ω)1-y21~萄)1'1'明日キ

であるが、この第一項が

叩)10
1 

d両 日=(1 + (両

とtt;.けるためには、振動子に依らない時間平均を

互m笠 iiIdIZRjfて子
7r JO 

と定義すればよい。このとき、第二項以降の高次項で玄布引を玄(t)で置き換えることによ

るずれは第一項のそれより更に高次の補正となる。このょっにして求めた上記の表式が本

文中の(:3.15)式に他ならない。

('  
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付金柔 B

式 (3.61)の導出

一様分布の場合には、
l¥' sin 01 

~ .¥I(t) = 2~ T 
となり ¥I (f)が0(t-1)でしか減衰しないため、式(:3.26)のように h(f) に対する ~ l a J' kO\'近
似による展開 ;

dh(t) 
11(1 -t') ~ h(t) -l'・一-

df 

を行なうことができず、よってこれに基づく主論文2でのγの定義式 ;

、-1~ 1o"'C J/(t)tdl 
を用いることはできない。実際これは長JoX sin tdtとなり収束しない。同様のことを、積
分γl 一会fよsi(αt)dtを実行する際にも注意する必要がある。すなわち、

-j;wMC什;ωキ
に対して、 1積分とω積分の}II員序交換をしてしまうと

f刊号dt千=弘¥i11ぬ=∞
となり求めることができない。ここでは

一一ω
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-U11dぐ市キキ主j;iddj;1出土子
一t抗己UωCr1M~1
一記(1-cos(α¥1)) -.¥Isi(a.¥I)} 
~ti(1l→∞) 

第 L取~長l:flttギいi→叫
一ーかい川
jイ SI川α:¥1)

~ーロ一一一一 (;¥/→∞) 
2((2 a'¥[ 

より、 γ1-かを得る。
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図の説明

Fig.l (a)リミットサイクル軌道C上で、定義された位相。 nとCを含む微小領域C'.(b) C' 

内で式(1 .2)により定義された位相によるアイソクロン。(:r)-const. 

Fig.2 11ず0への緩和に対する線形緩和関数θ(t)• 図には.、- .~ . d - d及び全系に対

する hS'(/I}θ(1)を示す (θ日 ，，(/)は殆んど0となり横軸と重なるため表示していない)0 

H -τO.O!). h -0.001.ここでは¥'-1000、g(ω)は仰で1.0の LOI'('IHZ分布とした v

Fig.3 ( -0.01へクエンチした場合の秩序変数万(1)の緩和。同期集団(s)及び、非同期集団

(d)による :/(1)を示す。ここでは，¥'= 1000、g(ω)は。-0..5の LOI'('I1tz分布とした。

Fig.4式(:3.16)の数値積分により求めた分布関数。 H-0.05、g(ω)は。-1.0の LOI'('IU7
分布とした 11，，(φ.t).n，，(o./)及びその和n(Q. t)をt-O.卜5.10に対して示す Tf = :jでほ
ぼ、 f= 10では完全に一様分布n(φ)= 1/お竺 0.1591519となる。

Fig.5 (a)(・h<'l)"-h~('iz(' 1' モデルにおける早い変数十一 11 系のパラメータ Ca に対する分岐を

示す ('aー γ図。添字ssは定常解、 osパまリミットサイクル解を表す。図中では ('OHHに

おける Ilopf分岐により生じるリミットサイクル解の最大値 (m<'lx)、最小値 (rnin)及び時

間平均イlt{( 111('<'1 n )を示す。リミットサイクル解はその周期が('0とともに増加し、サドル解

とぶつかる('仰仁において無限大となり消滅する。 (b)('(/が遅い変数として変化した場合

の解軌道に見られる、静止状態(定常解¥'ssに相当)とパースト状態(リミットサイクル

解¥'oscに相当、図中では網掛けにより示されている)のヒステレシスループ。 ([201より引用)

Fig.6 I'I<'1ntモデ、ルにおける早い変数系のパラメータ ('0に対する分岐を示す('(1-¥官l。この
リミットサイクル解¥'oscでは、 ('OHHにおける Hopf分岐は亜臨界で、あり、 ('(lH('におけるホ

モクリニックコネクションは定常解¥'ssのsadd1('-nod(、分岐と縮退している。([20Jよりヲ|用)

Fig.7(a)ドlantモデルにおける早い変数系の分岐面をパラメータ ('a..1'に対して示す。ドig.6

は破線の.1'fi直における分岐図とみなせる。 (b)('o..rが遅い変数として変化した場合の解
軌道。バラメータにより定性的に異なる振舞いが見られ、 h.cが周期的バースト、 aが .，，1011・

ll'(/仰に対応すると考えられるo ([20]より引用)

Fig.8 2タイプの周期的パーストの波形の違いを定性的に示す。([20]よりヲ|川)

Fig.9タイプ "のバーストの例であるモデル(1.17)イl.J 8)におけるヒステレシスループ。

Fig.] 0タイプ Iのパーストの例であるモデル(1.21 )'('1.22)における複素変数Z(f)の時開

発展の概念図。
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Fig.ll タイプ 11 のバーストの例であるいいgratトand-F i rc モデルで、興奮t~!:パルス型相互

作用を行なう二振動子聞の位相同期過程。

Fig.12 (-1.16)式の定常解を(，1.5l)，(<1..52)式の解としてグラフより求めたもの O α値の異
なる 1，11，111を示す。白点は不安定解。

O
H
(す

(""ー¥

Fig.13 (1.59)，(.1.60)式で与えられるカラムを複数結合したハイパーカラム。各円がカラム

を表し、その選択的方向が線分の方向で示されている。ここでは選択的方向の異なる 8つ

のカラムからーハイパーカラムが構成され、 一つの受容野に対応する(簡単のため、視野

の空間を一次元とした)。隣接する円間を結ぶ線がカラム間相互作用の存在を表す。
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