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講義ノート

非平衡輸送現象1

-輪送現象における計数統計を学ぶための基礎-

東京大学大学院理学系研究科 費藤圭司 2

(2009年6月15日受理〉

熱力学的力によって駆動される流れの分亮関数誌、最近非平讃統計力学やメゾスコピック系の

電気伝導の分野などで注目を浴びている。この講義では、計数統計の鞭念やキュムラント生成況

関数を導出する計算手法、またその周辺の話題をかいつまんで、説明を行っていく。それぞれの技

術における完壁な証明を与えて納得する方法ではなく、いくつかの例を挙げながら一接的な証明

にたどりつけるような方法をとり説明を行っていく。中心になる話題は古典系及び量子系におけ

るメゾスコピック系の電気伝導である。
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1 古典系における計数統計

1.1 計数統計とは

計数統計(countingstatistics)とは、「対象となる物理量の数を有眼持田ァで数え上げてその統

計をみるJことを意味し、光学などにおいて皇室んに考えられてきたものである。これから話して

いくことは、その概念老電気伝導や熱伝導現象など「熱力学的な力Jによって駆動される物理系

に応思していくことである。特にここでは、電気伝導の計数統計の理解を目指している。図 1の

ように 2つのりードの聞に電位差を与えて、左のリードから志のリードに電子が流れる状況を考

えようc 実験においては、時間の関数として電流が観測されるo (図では電子がまれに飛んでくる

場合を考え、とびとびの値として電子をカウントしている。〉このような状況で、十分長い時間ァ

において左のリードから右のリードヘ飛んでくる霞子の信数qの分布P(Q)を考えることが、電

気f云導での計数統計の主な課題である。

カウント

左電子溜め
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図 1:電気伝導のモデル 国 2::罷澱結果の椀

分布P(♀)は、 Qの任意のキュムラントに関する靖報を持つ。 1次のキュムラントである平均カ

レント Iと2次のキュムラントである電涜ノイズSを謂べることの意義は、古くから認識されて

いた出。 1とSはQを用いると

1=笠i-

7 

s=翌三三-

7 
(1) 

のように表わされるc ただし、(一.)は、ァ秒間の観測を何回も行ったときのアンサンプル平均で

あり、十・・)cはキュムラントを表しているs左のリードから右のリードに電子が流れる現象を考え

るむもし極抵温で、透過確率が非常に小さい時、電子が飛んでいく鱈数の分布は、いわゆるポア

ソン分布となる。ご存じのようにポアソン分布は、すべてのキュムラントが等しくなる確率分布

であるc その結果、ノイズと平均電流は次元分だけが異なり、その詑は素電荷となる G カレント I

とノイズS誌、素電荷eを用いて次のような美しい関係で結ぼれることになる。

S 
豆一 ε (2) 

すえ主わち、「ノイズをカレントで割ると素電荷がわかるjわけである。ノイズはカレント老測定し

たい人にとっては邪魔なものでしかないと考えられがちであるが、 (2)を見ればノイズ泣有益な博

報を内包していることが分かるc3
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「非平衝輪送現象-韓送現象における計数統計を学ぶための基礎-J

P (0) 

(Q2)c = (Q2)一 (Q)2

G 
(Q)c = (Q) 

図 3:得られる確率分脊の関
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図 4:Schotkyの公式における系の概念図

このような理由から平均電流やノイズを研究することは、これまで、電気イ云導の分野で、の主流の

一つで、あったむ薙率分布P(Q)を知ることは、 Qのすべてのキュムラントを知ることと等価であ

り、この意味で謹率分布そ知ることは、平均電流IやノイズSだけでなく、統計の「完全Jな情報

を得るということにつながっている D 特に電気主導の分野では、計数統計におけるこのへんの事情

を強調して、 P(Q)や高次キュムラントを求めることを「完全計数続計(Fullcounting statistics) J 

と呼んだりする [2}0

さて P(Q)を決めるための大雑把な枠組みを説明していくむまず、 P(Q)のフーリエ変換を Z(χ}

と書こう。

P(♀〉 ょにdXZ(χ)e-iχQ (3) 

フー1)エ逆変換をすれば、当索引がが得られ、さらに伐で微分老すれば

δnZ(χ) I 
δ( iχ)n Iχ=0 ハVVハvvp
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が成立するので、 Z(χ)誌 Qの高次の値老生成する生成汎関数になっている o Qの任意のキュムラ

ントは

δnlnZ(χ) I 
(Q勺c二 i

δ(iX)n Iχ=0 
3これをランダウワーは "Thenoise is the signal"と表現したc

(5) 
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驚藤圭司

で定義される G ここでχは単なるフーリエ変換の変数でしかないわけであるが、 χ微分がQの任

意のキュムラント老生成するので、単なる変数以上の重要性老持つ。そこでχを重要な福助場とし

て昇格させ、特に計数場 (countingfiled) と言うことにする。また、 Z~ま帯性関数(characteristic 

function)、ミlogZ泣キュムラント生成況関数(cumulantgenerating function)と呼ぶ。 (3)を以下

のように書こう。

P間=去にザlZ(X)-ixQ=去にνω (6) 

ただし h(χ)= ~ lnZ(χ) -iXq (q = Qjァ)である。観測時間 γが十分長ければ、多くの場合鞍点

法を使うことができ、 (6)を評留することができる。関数 h(χ)を最大Lこする χをγと書く。

三刷I =0 
)χ IX=X 

(7) 
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のような議近的な表現を得ることができる。計数統計では、このような十分大きな観測詩間ァで

の、瀬近的な分布関数の振る舞いを調べることが多いむ

[捕足iこういう状況は、平衡統計力学でもすでに朝日染み諜いことである。蛇足に近いが、理解
を深めるために少しだけ横道にそれで、以下のようまイジングモデルの磁色の問題を考えてみよ

うc イジ、ングPモデ、ルにおいて系のハミルトニアンは

H=-2._二σtσj (9) 

で与えられる。ここで町は士1の僅をとる。温度 β-1のもとで全磁化乞4引がM である確率を

求めてみる。特性関数を

Z(χ) = 
Z'r(eβHdχLjσ"i) 

Tr(εβH) 
(10) 

で定義すれば、

て「 δワ (χ)I 
(()  ~(Ji)勺二一一一!
~δ(iX)n Iχ=0 

(11) 

により全磁イとの情報が得られる。この iXは外部磁場としての物理的な意味を持っている。全議化

がM である確率密度は、

P(lvI) 

去にいP{N(去lnZ(x)-ixm) } (12) 
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「非平衝輪送現象一輪送環象における計数統言?を学ぶための基礎-J

で与えられる o S(χ) =長lnZな)-iX芽 =F(が-zxm とおく (m=芽は lサイトあたちの磁
化)。サイト数 N が十分大きいときは鞍点法により S(χ)を最大Lこする χニピで積分の植を量き

換えることができて、

P(M) rv eNS(ピ) (N→(0) (13) 

と評語できるc このときF(X*)三金lnZなっ詰 1サイトあたりの自邑エネルギーを温度で割った
もの、 S(χ*)誌、全磁fとを固定した時の 1サイトあたりのエントロピーに相当することになる。

このように平衡統計力学で誌システムサイズが大きいことが、重要となり鞍点評価により、指

数の言が熱力学を支配することになるのである。これは熟力学でいうところの、示量性と深く関

係する性質である。一方で計数続計の場合は観諜4時間ァが大きいことが重要に詰る。以上かろ平

欝系の開題と非平衡の計数統計の間には以下のような対応があることが分かる。

magnetic case 

x( conjugateな磁場)

Nurnber of spin N 

rnagnetization M 

counting case 

χ(counting五eld)

rneasurernent time T 

transmi七tedcharge Q 

1.2 Coulomb Blockade額域における電子輪送

1.2.1 量子ドットにおける確率過程

この節では、古典薩率過程として量子ドッ

トを介した電子輸送を論じる。ちなみに 2章

で辻、河じ系を Schwinger-Keldyshの形式を

使って量子力学的に取り扱う。量子ドットと

いうの辻、エネルギー準位が離散的になって

いるとみなせる小さな系のことである。ドッ
左1)ード線 量子ドット 右リード線

トの壁は高いポテンシャル障壁になっていて、

そこに粒子浴(リード)が接触しているとする。左のリードと右のリードの間には、外から電圧

がかけられていて、電子は平均して左から右に流れる状況になっているとするc つまり、左のリー

ドの化学ポテンシャル μLと右の化学ポテンシャル μRには μL>μRの関係がある。化学ポテン

シャルの差を素電荷で割ったもの (μL-μが/εが電位差になる。ときどき電子がトンネルしてドッ

トに移動し、さらに右の粒子浴にトンネyしするという系で電子輪送をモデル化する。

種単のため、ドットの中のエネルギー準位は一つしかないと仮定する。さらに古典領域での話

』こするために CoulombBlockadeと呼ばれる領域のみ考えよう口 CoulombBlockadeというのは、

ドットのコンデンサーとしての電気容量が十分小さく、さちに電位差Vも十分小さいために、ドッ

トの中に素電詩ε=1.6 X 10-19Cぐらいしか電気量をためられないため、ドットの中に 2倍以上

電子が入ることができないような状況を表すのに使われる言葉である。 [3]このような領域では、

Q
U
 
4
 

つd



斎藤圭司

おおよそ各時刻で、ドットに電子がいるかい主いかが確定しており、古典的な輸送現象とみなせ

るG4

さて輿味があるのは、ドットの電子状態を表す確率過程である。確率過程を導出する方法は、

フェルミの黄金揮を使った解析や縮約密度行列の方法など複数あるが、ここでは標準的なフェル

ミの黄金律を使った手法を用いよう。まず、ドットが一つのリードに接触している状況を考える。

系全棒のハミルトニアンはスピン自由度を無視すると、以下のようになる。

H HL+HT十Hd

HL 玄匂α;αk
1完

HT 2:: i'ka!d十 i'kd↑αk
3空

Hd εodtd 

HLはリードのハミルトニアンで、 εたがそのエネルギーで、ある O α;とαkはそれぞれ左のリードに

あるエネルギー匂を持つ電子の生成、泊減演算子である口 HTはリードとドットの閉のトンネル

を記述するハミルトニアンで%は系とリード関のトンネルの大きさを表す項である。 Hd辻ドッ

トのハミルトニアンであり、 dtとdはドットの電子の生成措滅演算子である。各フェルミオン演

算子は反交換関係を濯たすむリード隷を 2個つけた場合、 2章で説明するようにこの設定はハミル

トニアンが 2次形式であるため、純量子力学的な時間発展を議論でき、最密;こ輪送を議論するこ

とが可龍であることにも注意しておく。ここでは確率退程として輸送を記述したいので、粒子の

透過薙率が小さい領域のみを考え、あえて確率的に輪送を扱う G

時刻tにおいてドット内に電子が I個いる確率老 P1(t)、電子が 0錨いる確率を為的と書く D

このとき謹率過程は以下の方程式で一較に記述されるc

dlも(t)
一一一 Lo←oPo(t)十LO+-1P1(t) dt 
dP1 (t) 
一一一 L1←o弓(t)十L1+-1P1(t). dt 

(14) 

(15) 

確率の謀春、すなわちすべてのtに対し角的+Pl(吟=1が成立するために誌Lo←0=-L1←oお
よび、L1←1= -Lo←1が成り立たねばならないc 次にLo←1およびL1←oの具体的な式を求めてみ
よう。

Lo←1および、L1←oを評価するためにフェルミの黄金律を使ってみるむリード禄培、平笥状襲で

あり逆温度β、化学ポテンシャル μを持つとしようs つまりリード績の状態ρLeadは粒子数演算子

NLを使えば

ρLead exp[-s(HL一 μNL)]!Z (16) 

と書ける。この状況で、単位時間にリード線からドットに電子が一借入る確率L1←o辻、ドットの

エネルギーεoと再じエネルギーをもっ電子がリード線Lこいて、ハミルトニアンに従って時開発展
4このような状況でもコトンネルと呼ばれる量子効果が存在し、しばし試重要になることが島る。
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「非平禽輸送現象一輪送現象における言数続計を学ぶための基礎-J

して遷移する謹率である。それはフェルミの黄金律そもちいて、

L1+-0 ('...j 守LI!kl2f(匂)o(Ek -ε0) (17) 

と計算できる。ここで関数fは化学ポテンシャル μを持つフェルミ分布関数であるむまた同議Lこ

Lぃ ~ 主Llikl2(1一州)仇-EO) (18) 

と計算されることも分かる。

r と工作k12O(匂ーと0) (19) 

とおけば、 1倍のリード線に接したドットの確率過程は以下で記述されることになる。

~lも(吟 = -r[f(匂)九(t)-(1 -f(EO))P1(t)] 
δt 

fZP1(t)=-Fl-f(EO)九約十 (1-f( EO) )P1 (t)] 
δt 

(20) 

(21) 

こうして一つのリードの場合が分かった。リードが二つの場合は瞬時に導出できるc 左のリード

と右のリードが相互作用のない電子系で、それぞれ化学ポテンシャルμレ μRを持つとしよう Q そ

れちの化学ポテンシャルを持つフェルミ分布関数を fL、fRと書くとダイナミックスは以下のよう

にまとめられるc

まIP(t
ι 二

一乙IP(t))

(九(t))
P1(t) 

(22) 

(23) 

IP(t)) 

r1←0 

(24) 

(25) 

(26) rO←1 

1.2.2 種率過程での期待憧の表現

いまベクトん(<p01を以下のように定義するむ

( <PO I = (1， 1) (27) 

この(内I;を捷えば、確率過程の期待f査をある程度コンパクトに書くことが可能になる。島る行列

Aがあって、確率変数をベクトル要素に持つベクトル IP(t))に作用して、確率要素に応じて物理

10 0¥ 
量老決めているとしよう。例えば、ドット内の電子の数を求める AはA=1: ~ Iとなる。この

¥ 0 11 

とき、 Aで計算される物理量の平均値は

(<poIAIP(t) ) (28) 
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斎藤圭司

で与えられる D

ところで、 (24)で定義した ζは非ヱil.tミートなので右固有ベクトルと左富有ベクトルは一致し

まし'0左右それぞれの固有方程式は

(ぬ|乙 =λk(向 i

1:1九) =入klψた)

(29) 

(30) 

と書かれる。今上に定義した (cpolは、実は ζの左匡有ベクトルになっており、固有僅は Gを持つ。

すなわち、

(戸。|乙= 0 (31) 

となっているのである D 証明を以下に与えるむ

証明

あらゆる初期条件 IP(O))に対して、確率の保存から

(cpoIP(t)) = (ψoIP(O)) (32) 

が当然成り立つ。これは、

(cpole-LtIP(O)) = (cpoIP(O)) 

と書け、あらゆる IP(O))で成立するので、

(33) 

(少。le-L:t= (ω| (34) 

が言える。さらに両辺を時間額分して t二 Gとすると

〈ψ01乙=0

なので (31)は乙のゼロ毘吾状態である。〔証明終〉

(35) 

1.2.3 平均力レント、カレント棺胃、計数統計

次に確率過程での平均カレントやカレント相関を計算してみよう。いまから考えるカレントは、

左のリードとドットとの閣で電子がどう飛び移るかを考えることから導出される。各リードとドッ

トの閉の遷移確率を明確にしておくために£の中身の属性老次のように明記しておこう。

ーごL-eR ¥ 
eL十ごR J 

ごL= r (1-fL(匂))う

日

封

印

J

う

十

一

ω

L
H
V
一f
i
、

U

L

 
一

r
j

/Isi--、
E

一一ι
 

(36) 

νL 

νR r fR(EO)う eR二 r(1 -fR(ε0)) . (37) 
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導自の過程を納得するために、時間を離散化してみること;こする。初期時刻からァ秒後までを N

分割し、最後にNを謀限大にする。従ってt番目の時間はti=ir/Nとなる。いま Siを時刻tiで

のドットの中の電子数を表すとする (Si=O，l)。このとき、分布関数

P(SN，SN-1，'" うSi+1ISi) (38) 

を定義してその時間変化からカレントを考えてみよう。この確率は、時刻れでの状態を国定した

持のその後の状態を決める条件付き確率である。確率過程を与えるダイナミクス誌マルコフ的で

あるので、

P(SN， SN-I，'・.，Sj，Sj-1，'・.，SlISo) = P(SN ぅ SN-1~ .・.，Sj ISj-1)P(時-1，.・.，SlISo) (39) 

のように分解できることに注意しておく。

さて、計数統計では 7秒間にリードからドットに移った電子の個数Qの統計を考える。 Q九の

平均値誌時刻tiでのカレントを I(ti)とすれぜ

N N N 

(Qn) = (ムァ)ηI:I:... I:U(九)I(ti2)...I(tin_JI(tin))' (40) 

九二1i2=1 九=1

となる。ムァ =r/Nである。

従ってQの相関を調べるには、カレントの梧関をまず考える必要があるむ最初に時刻ちでの平

均カレントを考えてみよう G 時期たでドットの状態に応じて左のリード線との電子のやりとりを

考え、ドットに入る時は +1、出るときは 1としてカレントをミクロスコピックに考える凸する

とカレントは以下のように書けることが分かるむ

(I(ti))二 z [ VLP(OヲSi-2ぅ・・・ヲ Sl1So)-c，LP(l， Si-2宅...，SlISo) ]P(So). (41) 
S包-2ヲ8i-3，'"ラ81，80

P(So)は初期待刻に状態Soをとる確率であるむカレント相関も同じのりで考えることができる。

時刻むと時刻ちでのカレントの相関を求めてみよう。 ti>ちとする。 むおよび、ちでのすべての可

能なプロセスを書き下してやると、以下のように書けることが分かるつ

〈ザI(仇tιωi)汗I(伶tち柿j
8i_2γ..….一.8ちJ+刊18烏j-2γ.口….一-8品1ラ，8品0 

[九P(同一2品 -3ぅぅSj+111)X叫 υJ-21SiふヲSl1So)
÷ ν'LP(OヲSi-2，Si-3， . .. 1 Sj+110) X (-eL)p(lぅSj-2'Si-3ぅ・・・ぅ Sl1So)
十 (-cL)P(l，Si-2， Si-31 . . .ぅ Sj+111)XνLP(0，Sj-2ぅSi-3γ..，SlISo) 

+ (←一ιωげ)P(υL叫う，Si-2あう Si-3あヲ うS均j什÷刊11同恥)x ( ωげ P(υ叫う，S為'j-2'Si←は山一」ふ3あラ うυ，Sヲ引仇1

(42) 

N体相関も向様Lにこできるが、表式は護雑になる O これらの練習問題から、カレント相関および Q

の高次平均などを系統的に計算する方法が、発見法的に克つかる c 以下のように時間発展演算子

円
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乙そ変形してみようc

I VL + VR -l;，Le-zXーとR¥L(χ) I -JJ i~ -H ~~~ ， r ~1L 1 (43) 
¥ -vLe'tχ-VR ごL十三R } 

ここで χは、後述してくようにカレントの相関を系統的に導出するための道具で前述の計数場に

あたる D 言十数場χを0にすればもとの時間発展演算子が得られる (L(χ=0) =乙)。いま

主=斜L=。=(:jL) (44) 

を定義しておく c カレントやカレント栢毘はみを使うと次のように表現できることに詮意してお

こつむ

(I(ち)) = 2二 [ジLP(Oラ8i-2，" .う81180)-cLP(lヲ8i-2ぅ・・・う81180)]P(8o) 
8i-2，8i-3，... ，81，80 

二九九(ti-1)-l;，LP1 (む-1)= ('Pol ( 0 
¥ VL 

(ψOIJLε-L(0)ti-1!P(tO)) 

(I(げ(叫 = L L 
8i-2…8j+l 8j-2…81，80 

[ηP(O， 8i-2， 5iふ，8j+111)xジ'LP(叫 -2，8i-3うう81180)
十 九 P(0，8i-2ヲ8i-3ぅ・・・ぅ8j十110)X (-cL)P(l， 8j-2ぅ8i-3ゥ・・・ぅ81180)

(45) 

十 (ーとL)P(l，8i-2， 8i-3，・・・ヲS3十111)X VLP(Oぅ5j-2ラ8i-3，・・・ヲ81180)

十 〈ーとL)P(l，5i-2， 5i-3， . .. ，5j+11的X(-げ (1，5j_2ぅ5i-3， ち511S，市(品)

= (ψolJLε-L(O)(ti-l-tj) JLe-L(O)ち-lIP(to)) (ti > tj). (46) 

ここで1.2.2で定義した('Polを使った。このようにカレント桔関を求めるには、測りたい時間に
みを揮入し最後に件。|を捷って平均の諜作をすればよいことになる。さらに進むために、持性関

数を以下のように定義しておこう。

Z(χ) = Jim(ψole-L(x)ム7e-L(χ)ムァ...e-L(χ)ム7IP(to))
H ー→=

= ('Polε L(χ)ナIP(言。))・ (47) 

この特性関数を震うと、 Qに関する一次のモーメントをきれいに書くことができる。 (Q)詰カレ

ントを積分して与えられるので以下のように計算できる。

(勾♀) = 17ナa州叫叫(戸何伸I尺咋(t
17ρア〉〉da的川山t科巾M州(ω陥制伊拘叫01主JLe-ザe-L一→L以〈伺幼仰町咋O的印町吋)戸ηヤtlP伊P何
1
7 

dt的叫(ω仇Wψ山O

δZ I 
(48) 

δ(iX) Iχ=0 
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ここで、 (rpoIL(O)= 0から (rpole-L(O)tニ (rp討を用いたc さらに 2階微分が (Q討を与えるのは、

もはや容易であろう。以下のように確かめられるc

。2ZI 
δ( iχ)2Ix=0 
17ア吋th~〉1)}d夜t州 e-L凶円一4引仰L封叩附(担O

十17ア dt1ち11:ぬ叫(ωWψ
17吋Ta《叫1¥1σ州I
(Q2ち) (μ49的) 

η次杷関は一般に

δnz I 
Q: '~-\TI 1 = (σ) 
δ(iX)n Iχ=0 

のように導出される。このよう主性賢から χが1.1第で説明した計数場の役割を持っていること

が分かるのであるむ最後に1.1蔀で述べた方法に諾って、大きな TでのQの分布関数の撮る舞い

を謂べよう。右田有方程式

(50) 

L(χ)1ψ'j(χ)) =入j(χ)1ψ'j(χ)) (51) 

の固有値λj(χ)と国高ベクトルを捷って、 IP(to))= Lj=1，2匂|内(χ))のように初期状態が展開さ

れたとしよう。こうすると、特性関数 Zは

z(x) = (ψ01 2.:.:: e -'¥j (X)7α泊 (Re(λ1) < Re(入2)) (52) 

と固有値 λjと展開語数で書けることが分かる 00 よってキュムラント生成況関数は特性関数のlog

をとってァで、害ぜったものとして定義されるので、以下のような見積もちができる G

F(χ) = lim .!. ln Z (χ) '" -λ1(χ) 
アー→OOT

(53) 

これから、残る問題は最低国有植を求めることとなるのであるc 国有値方程式IL(χ)->'11 = 0を

解くと

入::I:=r土r山花お(1-e-iX) 芯石(1-eiχ) 

だ=ι-!1 い 万二 1-f: (α=L，R) 
(54) 

(55) 

が得ちれるcλーの方が実部が小さいので、最終的に得られるキュムラント生成訳関数は以下のよ

うになる。

F(χ) = -r + r J 1 -ft f日 -e-ix)一芯日1ーが)
これが古典系の確率過程で、得られるキュムラント生成汎関数で島る。

(56) 

に
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2 量子系における計数統計

2.1 Schwinger-五eldyshFormalism 

2.1.1 “Contour ordered"の考え方

ここから誌、量子系の話をしていく c 量子系での道具として Schwinger-Keldysh法を使ってい

く(4ぅ5J。まず、記号の約束をする。系のハミルトニアンは、非摂動項Hoと摂動項Vに分かれて

いるとする。また、 Hoは時間に陽;こ故存しまい場合だけを考えていこう。すなわち、全系のハミ

ルトニアンは

H =Ho+ V (57) 

で与えられる。一般の演算子 A~こ対し、対応するハイゼンベルグ演算子を A的、相互作用撞像で

の演算子をA(t)と書く。また時間の変数で γなどのようにギリシャ文字で書いたときは Keldysh

contour上のパラメータを意味し、 s，t， uのように英字で書いたときは実時聞をあらわすものとす

るむ Keldyshcontourは、実軸上の時語積分蕗にJI展序をつけて経路を少し変えたもので、ある D 図5

を見れば容易に理解できると豆、う。図5において、ナ1，"・"，79はKeldyshcontour上の実パラメー

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 
f陶 Idysh∞ntour

' • • . ' 
〉 ，， 

τ号 τ8 τ7 τ6 

図 5:Keldysh contour 

タで、 71く乃<・・・く 79を講たしている。時間}I展序積と同様に、ァを左から大きい}I債に並べる演

葬子をえと書く。

任意の演葬子Aの時刻tでの期待値を求めること老考えよう。初期の密度行列は Hoと交換する

としよう宇多くの問題でこのような初期条件をとる場合があるので、ここからの話は常に初期条

件に関してこの条件が満たされているものとする。このとき演算子Aの時刻tでの期待値を求め

る公式は以下で与えられるむ

(A(t)) (eAH(t-to) Ae一去H(t-tO))

ニ (子J4必ず(u)A(t) Te -k J:o duV糾) (58) 

いま、 A(t)は相互作用表示を意味し A(t)= ekHotAe去Hotで定義される。また??Tはそれぞれ
時間i匡序護譲算子、反時間顕序積潰算子である。

証明時間に依存する Schrodinger方程式試

味州=H'It(t) (59) 
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で与えられ、その一般解はψ(均二ε一吉H(t-to)ψ(to)であるむ一方で、 (57)により、 (59)は

立ψび)= (Ho十V)ψ(t) (60) 
δt 

であるので、 ψ'(t)= eAHotψ(t)と書けば、

品 aψ勺)= 17(t)ψ'(t) 。t (61) 

となるc これを解くと

ψ(t) = ε一言Hot子exp( -~ rt du17(u)) eAHotoψ(to) 
¥ n J to ----， ¥ --I ) 

- e一去H(t-to)ψ(to) (62) 

を持るc よって一般の演算子Aに対しう

ιH(t-to) Aけ H(t-to)=ε抑。(TJιduV(吋)A(t) (Te→品du附 )ε拘 o 持3)

が成立するので(A約)二Tr(A(t)po)においてpoとして [po，Ho]二0なるものをもってくれ

ば、 (58)が成立していることが分かる o (証明繋わり)

さて、 (58)式に現れる T積の項は Taylor展開により、

主寸叫ぬIddU2 ddunTihuz)川 印川川π斗n)] (何6弘叫4) 

一 主(;〉古叫〈お向吋11:ルかトd白向S勾2..1:かトds仏dS匂JηJTR[向古h印(伊s1)17斤山向17(向(い凶S
と表せるので、 (58)式は以下のように書ける。

Te -A ft
t
o 
duV('吋

子JLlduhu) 

T乙九位叫xp(k 1:かd白匂h印川川匂叫サ)う)A却相(t例ιt吟)
主主去白(ト一十;会
γ)戸)N+糾山+M示品占d ルかトu句11:ルトトd伽向匂匂2 〈ルd伽u町叫毛wNLル向吋8向1(ルかトdお向8勾2rかかd白S

子[lす7(いSlο)す(いS匂2)ト...17(SM )]A(t)子[17(匂I)17(句)・ ，，17(UN)]

主主岳吉{←一す;

子[伊17(伊何S釘1ο)17(伊S2)". 17(担Smηρn)]月]A(t吟)子[庁V(作匂1ο)V(作u匂2)ト...V(作包ηト一m)月] (告66的) 

ただし、 1¥1+ N 三仏]1.;[= mと書き換えた。この (66)の檀が、 Keldyshcontour Cを吊いて

~
A
 

r川~γ 乃~V
 π
 

~
V
 

《

ZU九
，d
 

r'''tIC 

乃，G
 

F
I
-
-
c
 

q
 

J
U
 

ftt'''C 

1
一am

--一み
h
H

∞工時
(67) 

で表されることを克ていく。 Vの1次のオーダーで誌、積分変数ア1が、積分路の上半面にあるか

下半面にあるかで場合わけして、

月

i
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~ -ー
ノ~ -

• τ1 ー¥ + 

図 6:積分路の上半面と下半面への分割

(十1d71TcV(司州

τ1 
• -t フ ー-

=(-2)jtduAO)す(u)+ (ーと)(-1) rt dsV(s)A(t) (68) 
凡 Jto 五 Jto

ただし、第二項百の(-1)は向きが負を表す。すなわち、 F=-jLからきている。 vの2次の
オーダーでは、 γ1ぅ乃が Keldyshcon七our上にどのように分布しているかで場合わけすれば

よ(-~)2 l dtl l dt2えIV(tI)V(t2) I A(t) 
.::，: Ib JC  Jc L ~ 

よ(-b2〈44Mt)子(V(U1)V(U2)) 
十 j会ト(←一t;γ)戸山2汽牛い(トH同一-1)幻)1:かd伽向包町'lかd出向叩山S釘山lV山V(川匂
÷ j会ト(←一;七γ)戸2げ 1ルd4 d 均S2T(V(い何(Sl)V

で一致する O 同様に η次でもパラメータ 71，'" ，0，η がKeldyshcontour上にどのように分布する

かを考慮すれば示せるむこのように、量子系における演算子の時開発展培、 Keldyshcontour上の

穫分で記述することができるむ

一般に、電気伝導の問題だけでなく、非平衡輸送現象全般において、物理量AヲBのハイゼンベ

ルグ表示A(吟ぅB(t)に対し、以下のような量が重要になることが多い。それは cour読む orderedグ

リーン関数とよばれ、

GAB(日〉=-j(ZA(π)B同) (70) 

のように定義される。例によって司、72の分布によって場合わけを行うと、

'tl τ2 

ム. 
' i 

(++) 

れ<ちのとき
Z 

G12与した) = 干瓦(B(t2)A(tl)) {中 Boson，(+): Fermion (71) 

む>ちのとき
1 

G~主 (tl ぅ t2) 一瓦(A(tl)B(ら)) Boso九 Fermion (72) 

t句

τ • T • 

(ー-) τ1 τ2 

たくらのとき
1 

GA:ぷtlうち) = -~(A(tl)B(t2)) Boson， Fermion (73) 

れ>らのとき
主

GA:長(tl，t2) = 干五(B(t2)A(tl)) (-):Bosonぅ(+):Fermion (74) 
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ー+
1
ム
aL

t， 
7 

• (+-) τ2 

Gti3(tl1 t2) = づくB(t2)A(七日三 G~B(むうち) (-):Bosonラ(十):Fermion (75) 

(-+) 

多

MFE---

も

+
i
よ
し

τ1 

G志川〕二-iiA同B州三 GAB(山) BosonぅFermion (76) 

この G~B(むうち)を Keldysh の lesser グリーン関数、 GAB(むうち)を greater グリーン関数と呼ぶ。

このG<とG>を用いると、 G++とG一ーはそれぞれ以下のように書くことができる。

G~吉(むうち) = 8(ち-tl)G~B(h ， t2)十8(tl-t2)GAB(tI， t2) 

G孟 (tl，t2) = 8(tl ーら)G~B(むうち)+ 8(t2 -tl)GAB(九t2)

(77) 

(78) 

また、遅延グリーン関数と先進グリーン関数も G<とG>で表すことができる口

Z 
(79) GAB(むうち) 三 一五θ(tlーら)([A(tl)ぅB(t2)]土)

GI五(むうち)-G三B(tl，t2) (80) 

-G忌(tl，t2) + GAB(むうち) (81) 

'/.， 

(82) GAB(tll t2) ニ-た8(ち-tl)([A(tl)， B(t2)]:i:) 

- G~~(むうち) -GAB(むうち) (83) 

ー -GA:ゑ(むうち)十 G~B(むうち) (84) 

ここで[…ぅ…!土は、十はボゾンに対して交換関係をとり、一法フェルミオンに対して反交換関係

をとることを意味する。さらに、 Keldyshグリーン関数を

G~B(むうち) = G~主(むうち) +G孟(むうち)

G~B(tl， t2) + GAB(むうち)

(85) 

(86) 

と定義する。この表式はボゾンでもフェルミオンでも同じ表現であるs さらに、 Ga、GT、Gkと

G+十、 G一一、 G+一、 G一+の簡は次の IKeldysh回転j と呼ばれる変換によってつなぐことがで

きる。
¥
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(87) 

。=QGQt (88) 

十÷や土表示で夕、リーン関数そ考えるより、遅延グリーンや先進グリーン関数で議論した方が物

理的なイメージがとらえられやすい場合があり、その時には便利な変換であるc

Q
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2.1.2 Langreth rule 

物理量AラBラCぅDに対して、次のグリーン関数を考える。

GAB(日 )=-i(14π)B(乃)) (89) 

GCD(山)二一;(M71)D(乃))

これらのグリーン関数?こ対し、次のcontourorderd積分を考えよう G

1(r1ヲア2)= I drGAB(r1，ア)GcD(rラア2) (91) 
JC 

図6(358ページ)のように積分路をう士嵩して書けば、 lesser成分は

内ヲ必t2)=ι叫主品(与仇札肘(t1，t)九削1，川川?パ，t)吟加料)河G句主山)ιd糾t必叫叫ιG司f1五I詰己M
であるが、式(80)と(84)をもちいれば、

内う必ιtち叫ザ2討2)=片=ι叫 d山工l，t附
を得る司 g寧rea成.teむr成分に対しても胃じような式が成ワ立つのでで、、まとめて書くと

、、e
，J
Q
U
 

Q
d
 

/
t
L
¥
 

Iく>山=1こdtGAB(h，t)Gおt2) キ j二批G~'i(t 1 ，t)Gも山込 闘

を得るむこれは Langrethruleと呼ばれ [6]、いささか抽象的な経路表示の積分のlesser及びgreater

成分を実碍語表示で表わすときに、非常に重要になる変換である。

2.1.3 松原グリーン関数との類似点

Schwinger-Keldyshグリーン関数は、ダイアグラム計算をするために便利な手法で島る。ダイ

アグラム計葬は、平第系の多体問題の畏動計算での重要なグリーン関数の一つである松原グリー

ン関数のそれと同じ講造をもっ。むしろ司じ講造をもつように、開発されたと言ってもよい。霞

単のため自由ボゾンを考えてそれを体感してみよう。ハミルトニアンを

Ho=五ωbtb

としようむ松原グリーン頭数は、逆温度βの小さい}I畏に右から並べる演算子むを用いて、

g品作1J2)=-;(Tsb判例υ

(95) 

(96) 

で定義される。ただし(・・・)= Tr(... e-βH)で、 b(匂1)=ε-uHo/五beuHo/為はハイゼ、ンベルグ演算子

であるむこの場合、 4点関数に対してたとえば

{一七2仰叫t(U2片付3向 4)) =ト判明包l)bt(U4))( -1/叫 b(U3)bt(U2))
十 (-1/叫(r;β色刷凶作品(-l/fi)(Tsb(叫が(叫)

= 9話料1ぅ同)g{tt(匂3，U2)十gお(U 1， U2) gftt (匂3，U4) (97) 

八
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「非平衝輪送現象一輪送現象における計数統計を学ぶための基礎一」

のように、ウィックの定理を使って 2点字目関で展開できるむ contourorderedグリーン関数でも同

様にこの分解がそのままそっくり使える。 4点関数老イ吏って実繋に見てみよう。 Contourordered 

の2点関数泣以前定義した

Gbbt (t1ラル-i四(む)内2)) (制

である。壬点関数はウィックの定理を覆って実擦に次のように展開できることを各自計算そして実

惑して廷しいG

(←一;七γか)戸穴2汽(仰Tcb附b剖附刷(作伯tむ叫1)印 )削b(恥(布仇tちψ3
五

十 (←一i台ド)(丸m削明b民抑恥(t仇tむ叫1
Gb砧bが↑(t1 うt九ω4心)Gb胎bbtが↑(t仇t匂3，t2) + Gb胎bが↑バ(t色九1~うtち2)Gbbがt(t匂3うパ，t4匂4心) (待99叫) 

2点関数の中身の時間JI員序などはすべて Tc~こ押し込めてあるのでこの関係が成立するのである。

一般の η点関数の場合も同様であるc 一厳に、 contourorderdの相関関数に対して松原グリーン

関数でのダイアグラム震関のテクニックがそのまま使える。 Schwinger-Keldysh法の一番の強み

は、このダイアグラムテクニックが使えることにある。したがって相互作用があり系が可積分で

ないときにも、系統的な畏動展開が可能にまる G 系のハミルトニアンが 2次形式で可讃分である

とき誌、 Scwinger-Keldysh法を黒いる必要はなく、「どんな方法jでも、カレントの計算は可龍で

ある。 Sc双rInger-Keldysh法が威力を発揮するのは、ダイアグラムが活躍する相互作用のある場面

であることは、ここで強調されるべきことでるる G

2.1.4 練習 1:量子ドットを介する電流

以上で Schwinger-Keldyアshの大事な部分の一部を紹介した。実際に例題を使ってこれらの技摘

がどのように捷えるのかを見ていこう D まず最初に電子だめとドットが接している系を考え、平

均毒流の公式を導出してみる G 系のハミルトニアンは

H = I:= ELka lkαLk+玄εRkakkaRk + Eodt d + I:= ('Ya ，ka~kd 十 'Y~，kdtααk) (100) 
α=L.R 

で与えられるむ第一項目誌左のリード線、第二項目は右のリード線、第三項目はドットのハミル

トニアンで、これらは非摂動項でありこの章のはじめに出してきた Hoにあたる。第四項目は電子

?留めとドットの相互詐男項であり章はじめの記号で言う Vの項にあたるc 左電子だめとドットの

関の電涜演算子誌

JL三 tplkαμ dpl山 H]
;エ('i'L，kalkd-ヴL，kdtαω (101) 

円。
つd
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であり、同様にドットと右電子だめの間の電読演算子は

jR=iF(7RKω f'R，kdtaRk) (102) 

である。 (75)式で定義される lesserグリーン関数をもちいれば、平均電流は、

(怯丘凶(t伶附t吟)) = 写(;トト花U た(叫4山ωkμ州(作t

=岳写fLベdJ) (103) 

と表わされることがわかる。さて初期状態の密度行列は

ρ(to) = e一β(HLー μd¥h)0eβ(HR一μRNR)0ρs (104) 

のように系とリード線が分割されている状態をとろうc 熱i容が初期3こ平苦言分布であり熱浴が熱

諮として機能しさえすれば、注目する系の初期状態は定常状態に影響老与えず伺をとってもよ

い、とする哲学を使っている G ただし NL= 乞K4kαLkは左のリード棋の粒子数演葬子であり o

Ps = e-β(Hs-TsNs)はドットの密震行列である。求めたい (103)式の中のlesserグリーン関数を求

めるために、まずcontourorderedグリーン関数を考えよう。まず以下のよう者表現が得られるこ

とに注意しよう。

G仙 (71A)=-j(丸[d(71)alk( 72)]) 

一一;(乙[SCd(Tl)ら(乃]))

ー (-imb-ir+1-Ljdご1. .. / Cn+l V(6) . . . V(cn+l)d(ァ1)alk(T2))
お五 (n+ 1)! Jc ~.".l Jc 

(ーと)/ d6fLk(TcaLk(6)ιμT2)) >=( -~ )n+lー土寸(n+ 1) 
j お五円t-1)! 

×か2'..1 Cn+l (Tc V(6) . .， V(cn+dd(6)d(Tl)) 
7iみkJ荷桁{十
寸ZみkI dごGd，dポt(什ア1，ご)治gn"nt (ぽご乙ヲ7乃2) (1ω05司) 
jc aLK，gLK 

ここで SCはすべての摂動の寄与をまとめて書いたものであるむまた、途中の計算です(も)の具体

的な表式を代入し、ウィックの定理を用いた。小文字のグリーン関数は非摂動ハミルトニアンによ

る時開発展で得ちれるグリーン関数で、大文字のグリーン関数註摂動項そ含んだ全系のハミルト

ニアンで時間発展するグリーン関数で島る。つまり、

Gd.dt(T1ヲ。

、、，
J
'
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F
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f非平衡輸送現象一輪送読象における言十数統計を学ぶための基礎ー」

であるc さらに既に説明した Langrethruleを用いれば、

G7↑=マLkI ds IG~dt(t ， S)gくす(s， t) + G; rlt ( t， s ) g~ _ _ ~ t ( s， t) I (108) 
a，αLk _.. J-∞ L ""，..".. . -aLk，a主k u，uzGLK，αLk . J 

と詰ることを痩うと、遅廷グリーン関数や先進グリーン関数など計算しやすい式で表現すること

ができるようになる。これ老 (103)に代入すれば、

(ゐ)二 2ReI ds(G~〆同工IrLk 12 g:_ _ ~ t (υ)十Gidt(t，s)乞IrLkI2g:，
n
.
a
.t.(υ)) 

.1-∞ kaLKALK  J KαLk，Uik 

島に叫A 将 υ)+ G~dt (t， s)巧川 (109) 

ここで 2は自己エネルギーであり、自己エネルギーの先進部分詰

EL(s， t) = L bLkl2iB(t -s)ei沿い-t)
k 

iB(t -s)壬r= de(2πデ !'1'LkI28(ε-eLk))eSLk(Sーの
L7r 1_∞ γ 

必(t-去にM 州 ξLk(Sーの

l L = iB(t -s)8(t -s)元一 (110) 
L7r 

のよう記計算されるc ここで簡単のためにワイドバンド極恕rL(e)= rLを持つ系を仮定した。も

うひとつの Eくは同様の計算により、

恥 t) irL去に山内-iw(s-t) (111) 

と与えられる。ここでんは左(α =L)および右(α=却のリード線の化学ポテンシャルを持つ

フェルミ分布関数であるo (109)はたたみこみの形をしているので、フーリエ表示で書いたほうが

きれいになるので、フーワエ表示に移っておこう。

(J，α) ~Re r∞ dω(G~.dt (ω)E;(ω) 十 G~dt(ω)EL (ω))， 
?τ J-= 

Eα 
zす

irαfα(ω)α =LヲR

(112) 

E~(ω) 

E;(ω) 

(113) 

(114) 

ここで保存知 (JL)十 (JR)二 Gを使うと、さらに式が笥単化される。

rR(JL) -rL(JR) = (rR 十rL)(JL)

=iトbにむωG;lυdポdポ?川RE巧E糾一U五州 υ 

遅延ググ、リ一ン関数泣具体的Lにこ計算すると G~rlt(μω) 一 1 なので、次の電流公式をf需尋るO
ddt 一 ω-EO+五(与÷里子)

r= ， rLrR 
(JL) = n~ I dω~T r~ ，JfL制 - fR(叫] (116) 

J-∞ (ω-Eo)2 + (す+す

つUFO
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これが量子ドットそ介する自由電子系の電流公式である。 T(ω)三 丘町+ら と書けば、
(W-EO)2+(ーすー}

T(ω) は透~率の意味を持ち、ランダウワータイプの電流公式になっていることが見て取れる。

さてここまでの計算で、どこまでが厳密でどこからが仮定なのかを見極めておくことは、非常

に大切なことである。初期状態が、それぞれの部分系で平密である以上、時刻tでの電読の表現

(109)は正しい式である司それからは、定常状態の性質を使っている。つまり (109)は持表lJtのも

のだが、非常に大きなtでは、定常になって一定になっているということ。また、定常状態では任

意のグリーン関数は、時間に関して並進対称性があっ、元来。1うち)の関数であるものがむ らの

関数のように振る舞うであろうこと。この性震からフーリエ表示が簡単になるのであるむ今の導

出では、定常状態が存在することや、その一意性、また定常状態への緩和などはまったく計算で

きていないことにも注意すべきである。今ゃったこと辻、定常状態が達成されたとしたら、その

電流はこの値を持つということである。

2.1.5 練習2:量子ランジェパンダイナミックスにおける熱の散逸

ここで考えるテーマは、最近原田と佐々が行った古典系で、のランジ、ェバン方程式における揺動

散逸定理の破れとその捕正に関する研究と密接に関揺する向。原田と佐々誌以下のような状況に

おける、揺動散逸定理の破れの考察を行った。まず横性項が無視できる程度に、散逸の強いラン

ジ、ェパン系を考え、その粒子に任意の時間依存性をもっ外力をかける。この古典系のダイナミッ

クスは以下のように表わされる。

γ土(t)= F(x(t)ぅt)+η(t) +εfp(t)ぅ (η(t片付))= 2，kBT8(t -u) (117) 

F(x(t)，のはいま説明した系を非平衡にするための駆動力である。その結果系誌、平衡からほど遠

い定常訣態におちこむD そのような状況ではもや平捷近傍の物理は成り立た主いむ揺動散逸定理

とは、 F=Oの平衝状態において粒子に弱い摂動を加えたときの土の応答と、土の平萄での相関関

数が結びつくというものであるo Efp(t)はこの、 IXを日戸いたときの土の応苔」をみるための小さ

な摂動である。相関関数や応答関数は以下のように定義される。

c(t) = ([x(t) -vs][土(0)-vs])ss (118) 

料品工モj二叫吋州 附

ここで(…)ssは定常状態平均を表す。すると、 F=Oの平衡系では、語動散逸定理

c(ω) = 2kBTX(ω) (120) 

が成り立つo C(ω}やχ{ω)はC(t)および χめのフーリエ変換であるa 原田と佐々が見つけた関

孫とは、非平衡で有限になる熱浴に選げる熱涜を考えると、熱流は謡動散逸定理の護れの度合い

に詑例する、というものである。 F弄Gの状況で、熱流をIとすると以下が成立する。

1=併十にま[c(ω)一 2k山糾] (121) 
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この関孫は、いまのところ環境がランジェパンダイナミックスで表わされ、かつランジ、ェパンノ

イズが空間的に等方である理想的な場合にのみ成り立つと考えられているが、そのような撮られ

た領域においてであっても、非平衡と平携を明快につなぐ法則があること誌驚きである。

さてこれの量子パージョンを出すこと培、 Schwinger-Keldysh法を使うと比較的容易になるので

諌習問題としてこれを考えてみよう [8]0そのためにまず応答関数とは何か、量子ランジェパン方

程式は詞かなどのいくつかの準備をする。

1.応答関数

量子系で考える系のハミルトニアンは、全系のハミルトニアン H に摂動Efp(t)がかかった

ものとする。

H(t) = H -EBん(t)

系の密度行列は、摂動に対する応答Sρ(t)をもちいて

(122) 

ρ=ρst十3ρ(t) (123) 

と書く。 ρs毛は定常状態での密度行列である。 ρの時間発展はフォンノイマン方程式で与えら

れる。

泊三p(t)
θt 

IH(のうρ(t)]

[Hぅρ(t)]-E[Bぅρ(叫ん(t) (124) 

よって応答布。)辻 εの1次の範囲で

8匂ρ引ト=i [fy刷 「主許和ド伶ド日t丸叫t
となる O 一般のハイゼ、ンべルググ、表示の物理量A(的t時)の応答泣、これを使うと

d¥A(t)) Tr(Adρ(t)) 

εに仲。-叫([A(t)，B伊)1)stfp(叫
にdu{-GAB(t， U)}Eん同
に向山 (126) 

で与えられる。 -GAB(tぅ叫 =χ(tヲ叫が応答関数である。つまり応答関数は遅延グリーン関

数そのものなのである。この関数形の特徴が、 Schwinger-Keldyshグリーン関数との接点を

暗示するのである。

2.量子ランジェパン方程式

一個のブラウン粒子が熱浴に結合している系を考えるc 一個の粒子と言ってもこれは本当は

抽象的主ものであり、実際は超電導回路に生じるフラックスなど全く粒子ではない物理系で

戸
同
U
F
O
 
qο 
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量子ランジ、ェパンダイナミックスが実現されていることが多いので一言注意しておく。ここ

で誌、深く説明しないが量子ランジ、エパン方程式にマッフできる系はたくさんあると信じら

れている。以下のように全系のハミルトニアンが表わされるとしよう問。

H(t) =互 +V(x， t) + ) ]ー十」E(21-3お2]定「

γ2mz' 2 ，. m[吋 (127) 

ここで、2:d長十守山一品)2]は熱洛からの寄与を表すバルトニアンで、下っき添
え字のついた量は熱洛の自由度に対応し、そうでない量は注目するブラウン粒子の自由震に

属する。熱浴の運動を車り込んで考えた系の自由度に対するハイゼ、ンベルグ表示の時間発展

方程式は、厳密に以下で年えちれることが知られている [9]0

ポ δ f∞
mdt2x 二一瓦V(x，t) -10 d的 (u)x(t-u) + TJ(t) (128) 

ここでγは量子摩擦を表し ηは量子ランジ、エパンノイズであり、 ηの2点関数の初期状襲平

均は以下を濡たす。

f∞ゴ(ω)
i(t) = 二 j む~ \~ / cos(wt) (129) 

7r Joω  

(η(t)η(u)) = E f dLduo-u}どこ.1(1ω1)(1+ f(ω)) (130) 
πJ-∞ 1ω1 

.1(ω)は熱浴の性質を訣める大事な関数であり、スペクトル密震と呼ばれるむ以下のように

定義される。

ゴ訂ル制(μωω叫)こz γ プ一プ三笠ム5主2
4?7向Iμ叫4勾W例Zμω叫t 

また、 f(叫はポーズ分布関数で、

f(ω) = esJ-1 
であるロ(準備終わり)

(131) 

(132) 

さて、以上で準請ができたので、非平衡定常状態における熱浴に流れ出ていく熱読のまと式を導出

しよう。詮百するブラウン粒子のハミルトニアンを

日 2

EsZ2五十V(x，t) (133) 

と書くと、そのハイゼ、ンベルグ方程式は

jZHs(t)= 土[E1÷V(zj)
ヲ
H]at--""-/ inl2m 

LA1XZ:' -Lっ入?
1 

入lXZ二一)~円 2一(Xp十pX) (134) 
iMプ "L.m[ωim

と者るQ これをエネルギーに関する連続の式と見立てると、右辺が熱流でまろるとみなすことがで

き、熱浴Lこ流れ出ていく熱涜の演算子は

'" 
， P. A; 1 

'I - 一斗λ吋
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と導出できる。全系の密度行列は初期状態で注目する系と熱浴が分かれているものとしようむ

ρ(tini) - ρs Q9 PR 

一位pi-d十三午ふ)]
r ~2 \2 〆~2 ~ 

ρR 改 expl-乃~(三一÷ユこら)1
L -z-L/fnl mlωl J 

(136) 

(137) 

(138) 

長時間のカレント平均は熟読演算子の定義を使って許算すれば、

三 1加 :f~t(ZO))=い lim1f~何時)
γ→∞ T J-7/2 7→∞ '1 J-7/2 

(139) 

と書かれるむここでんは

10 以l:::;dt宇品主件。)p(t)十p(t)x(t))
711三;C2dt平三会長x2(t)) (140) 

と定義されるむ (I1(吟)は、

ゃ p(t)¥ in ~δ ， 
(五(t)) = -)  ~入I(XI(t)一一)=一一 γ入f7GEzjむうち)lh=t2=tケ m l 2γ Otl -'L，OLl (141) 

となり、こうして Keldyshグリーン関数が霊場するのである。グリーン関数は以下のように定義

される。

GLI(tu ら) =-;〈桝均(t2)+ XI(t2)X(tl)) 

こんに白川 (142) 

但し、小文字のグリーン関数は系と熱j谷との閣の相互作用部分を抜いたときの時開発展で記述さ

れる、非摂動グリーン関数であるむ非摂動グリーン関数は以下のように定義され、また具体的な

計算も容易である Q

ι〈ムt2)=-i(ゐ(s)ゐ(小品(t2)乏[(札
去10)=etHRtzte-去HRt (HR = H(入二 0))

(143) 

(144) 

さらに以下のように自己エネルギーを定義すると、見た目がすっきりする。

~k(t' ， t) 三 L入試，Xl(t'， t) 

E勺"t) 乞入fg~l ，Xl (t' ， t) 

(145) 

(146) 

ウ
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ら~i 一τ 12 す/2
k
F

一
4

事炉t

具体的な計算をしていくと以下のようなー殻表式を書くことができるむ

品 fT/2 fT/2 

1 = ん十 iimjlと1.1.. dtdt'{G~ ，x(t ， t') 'Ek(t' ， t)+Gfx(t ， t') 'Eα (t' ， t)}ぅ
中TrJ-ァ12J -T/2 

Eピk(ゲtず印川Fヘ"t刈t吟) = 一主 j∞&ι伽J)イイ(いω)-:.L___1二 /口川¥側州(いω(作t'一削
八 JOO 
δf∞ 

zα(t'， t) = -~B(t -t') :， I di仰い)cos(w(t' -t)). 
π 8t' Jo 

ただしイヤ)は、 ，(t)のフーリエ変換の実部である;
7ω = J夜，(t)eiwt

(147) 

(148) 

(149) 

(150) 

あるいは、 (129)式より、
ゴ(ω)，'(ω)=一一
Iwl 

(151) 

とも書~t る c 次に熱流の一般式のフーリエ表示を考えるためにグリーン関数のフーリエ表示を次

のように定義しておこう。

1 (T/2 fT/2 

GA.B(ω) = lim二 I I dtdt'GA，B(t， t乍iwte-iwt' (α二 kラα，r) (152) 
ア→∞ 7J-TI2 J-T/2 

この定義は、きわめて自然な定義である。もしハミルトニアンに時間があちわに入っていないと

きは定常状態に時間並進の対称性がある。その時は GA，B(t，t') = GA.B(t -t')であるので、普通

のフーワエ変換となる o (148)から (152)により、 (147)は、以下のようになる G

f∞ ω-2i， r •. in (T/2 L 恥叫州守刊(ω)いt糊叫組凶h(仰β角五ル叫ω吋/ρ2)( ;~)河{)比主込主;';J-ιTノd夜t'向rqGq2Lラ山')COs(附ω吋w(t'ゲf一吟川)冷} 
j均弘2 lfにrに:::::::::;::;:;::;:;2Fda制耐tぱ協叫dt

(T/2 . .2 守 f
十 lim三::I dtdt'=B(t-t')G1，x(t，t') I d的 '(ω)cos(叫
→∞ L.7 J -T  /2 1r -，- . J 0 

十ら (153) 

1 = 

よって、

円
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に注意すると、
f∞涜ー で.x(ω)

1 = ~ I イ(ω){τGL(ω)+いよ/;i./今、}
" JO 4< 

(155) 

が得られる。ここで、

Gμ(tlラち)

2GM) 

計伯尚(t2)十凶沖洲附附附(収仇ωtら紛2ρ)
C吋(ω叫)+2πmり;8(ω)

(156) 

(157) 

である。なお、 c(叫=評判む)批(t2)十批位)必(tI))、必=土 -Vsでることを使うと

f∞ χ(ω)ル
1=二/今(ω){27rv;8(ω) + c(ω〉一 +~~h( 々-'t" . I引} (158) 
" JO 

が得ちれる。これが量子ランジ、ェパンダイナミックスにおける、熱涜の一般式である。ここで、

五→むうイ(ω)=γ とすることで、原田と佐々が樽た式が再現される。

さて、この節の最初に上のようなきれいな式は、ノイズが空詩的に等方なときのみに得られる

と注意したc それでは空間的に非等方なとき誌どうなるのであろうか?これを考えるための、一

番爵単な例として熱浴とブラウン粒子の結合の仕方が非線形な場合に一殻北してみようc 非線形

項を含む結合の関数を一般にz(x)とまとめて書いてしまうと、ハミルトニアンは

や pfmイル(x)¥2 
H(t)二一十V(吋 )+γト-+一一(x一一一一)Z] (159) 

4742ml21  m14 

であらわされる。このときのランジェパン方程式は

d2 8 __. ， r∞ 
一τx τV(バ)-I dwy ( u )土(t一也)z'(x(t-u))ど(時))+ z'(x抑制 (160)αfr- 8x' ¥ --7 -I } 0 

となり確かにノイズは場所に依存する 9 ここでどは関数zのおによる微分である。熱流譲算子は

'I 号入lXl等三号ふむ(め当iit (161) 

と書ける。同様の計算をすると、結果はz→z(x)と置き換えればよいことがわかる。したがって

熱流そ与える一般式は

f∞ t五 k/ ¥，  1iW[Giz(ω)] 
1 = = I守(ω){O~O Gι(ω)+ 
ん姐h(β五ω/2)

(162) 

と寺えられる。ここで右辺に出てくる 2点関数辻、 Ixを叩いたときの土の応答」とはならずらい)

を叩いたときの三(吋の応答jという形となってしまう。つまり、 IX在日戸いたときの土のJiG答Jの

揺動散逸定理の破れは熱の散逸にはならないのである。

2.2 経路額分による計数続計

さて、ここまでScwinger-Keldysh法の説明に時間を害む1たので、これから計数銃計の話に戻る。

計数統計の計算には経路積分を用いるのが有用なので大雑把にその護習をしておこうむ特に電気

伝導そ念頭に入れているのでフェルミオンにおける経路積分を考える司

Q
d
 

ハ
h
u
q
J
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2.2.1 準信:グラスマン代数における経路積分

c，Cはグラスマン数とするむこれら誌以下の関保を満たす。

一CC
 

O

O

一

一
一
一
一
一
一

2

2

C

 

C

一C

一C

r
S
E
E
S
J
-

、12
2
t
t
、

(163) 

一殻的な性質だけを列挙しておく。

1. dt
ヲ
dをそれぞれフェルミオンの生成、治滅演算子とすれ誌、

Ic) = e-cdt 10)ニ (1-cdt)jO) 

= 10) -c11) (164) 

が成立する G よって、

dlc) = djO) -dcdtjO) = cddtlO) 

= (c -c2dt) 10) = c(1 -cdt) 10) 

= clc) (165) 

が得られる。

2.エんミート共役は、以下のように定義される g

(cl = (01 -(llc (166) 

3. (166)式により、

(clc) = ((01 -(11ε)(10) -cI1)) = 1十ξc

eCC (167) 

が得られる。

4.完全性条件

1= JI山匂cdc (168) 

5.トレースの定義

官。=J(叫が-Ccdcdc (169) 

6.ガウス積分

/ω1 . . . dCNdcN e"Lk，f_ CkAk，fCf_ = detA (170) 

ハリ
門

i
円

J



日ド平禽輸送現象-輸送現象における計数統計を学ぶための基礎-J

練習として自由フェルミオン H=εodtd、ρini eβHjτre一βHに対して Z二 Tr[ekHTe-主HTρini]

を考えてみよう。この値は自明に 1であるが、これを経路積分で書くとどう見えるかを考えてみ

る。 zは (168)および (169)により、

Z = lim TrrekHT e-去HTPini1 
N→ ∞』戸

= Jim Tr[(eKH長τ)N-l(ε一戸示τ)N-lρini)
lV-oo 

= Jim I D[c， C](C2NI(eKH示τ)N-l(ε一戸示-l)N-lρind-c2N)e-C2NC2N 
lV --+00 I 

= Jim I D[cぅEj(E2NletHStiC2N-1)e一ξ日 -IC2N-1×(E2N-lidHStIC2N2)e-ε2N-2匂N-2
1vー→00 I 

X ... X (cN+2IeKHdt!cN+l)e-cN+lCN+1 X (CN+lI1IcN)ε-CNCN 

X (εN!e一言HdtlcN_l)e-CN-lCN-lX (εN-lle一言Hdt!cN_2)e一ξN-2CN-2

×・・・ X(ゐ|ε一言Hdtlcl)e-ClCIX (c11ρω1-c2N)e一ε2NC2N (171) 

但し、克己 =btとしている G ここで、 (171)の各要素は、 (167)により、

1 2 3 
トー←→

トー十一聞き
2N ~i草子1

-1民

一」
事T-t

図 7:式 (171)の経路

(cle kHdt!c) ε去δtH(c，c)(εIc) = eKdtH(c，c)十ξc (172) 

なので、 (171)は、

Z = J D[c， c] exp{計tH(恥 ω-1)十 C2NC2N-1-C2N問一1
+;柑(C2N-1，ω-2)+ C2N-IC2N-2 -C2N-2C2N-2 
十十jsmk円十1)+ CN+九 1-CN十州+1十ξN+山 -CNCN
id即応CN-l)十ξNCN-1-ElVClv-i問 (CN-1ラCN-2)十ξN山一2-CN-ICN-l 

一 ーかH(C2，Cl) +ε2Cl -C山 - e-sEoCIC2N -C2NC2N} (173) 

ゥ，
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になる。行列で書けばもっとコンパクトに書ける。

-1 I -eβEO 

1 -17 -1 

1-η 

Cl 

C2 

Z = (Cl， C2，..・ぅε2N)

、ag
'

ル
g

，

」
+
t
i
 

i
 一一
1

CN 

CN+l 

-1 

1十η-1
C2N-l 

C2N 

(174) 

ここで、 η三宣言立と置いた。あるいは、

Z = J D[c， c]eksc 同

のように、作君 Scを定義して書くこともできるむ Scは

2N 

ι=むち{向勺J-1-H(EjJj-1)}十町(日{凶 作76)

で定義される。担し、

j白 jく N
dt，;二〈

~ I -8t N + 1 < j < 2N 

である。連続極限をとれば、次のように 2はKeldyshcontour上の積分に変わることに注意しよう。

(177) 

Sc = fc dildT2C(il)g-1(il， T2)C(T2) 
ただし g-lは (174)式に表れる行列である o Scを実時間表示すると、

&二五叩門会内)-ll(C(+)削+)伊))} 

-1':i刷 ε(-)サ

(178) 

(179) 

となる。

2.2.2 Full counting sta主istics

再び量子ドットを介する電子翰送の問題を考える。概念図を図8に与えた。初期状襲は、

ρini <Xε一β(HLー μLNL)0ρs 0e-β(HRμRNR) (180) 

と系とリード隷で分かれているとするD 以下の手}I員によりカレントを瀬定するプロトコんを考え

よう。
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函 8:

1.左と右のリード諌を観測。その結果リード内の電子の個数 nLふ nR.iが分かり、全系の波動

関数は以下のものに収縮するc

!<pi) = !ψL，i) 0!<PS，i) 0 IcpR，i) (181) 

2. T秒間の問自由な時開発展をさせる(系の緩和時間よち十分長い)

3.再び、左と右のリード隷を観測むそして同じくリード線の粒子数を見るGηL山口R，jが観測さ

れ、系の波動関数は収諾するc

!の)= 1ψL，j) 01ψS，j) o 1 (f?R，j) (182) 

このプEトコルを持田も操り返し行い、左のリード線での電子の留数の増減を数え統計を

取るc

さて一回のプロセスをまず考えてみようむこの一回のプロセスだけから、ナ秒間に (nL，i- nL，j) 

個の電子が左のリードから出て行ったことがわかるむさて、過程1の段階で収束した波動関数が

lcpi)で 2回目収束した波動関数が lcpj)であり、かつ T秒間に左のリード親からかろ出て行った電

子の数が Qである、条件付き確率老考えよう o T秒間の量子力学的時題発展演算子在民とする

と、この条件付き確率弓←i(Q)は

円←i(Q)二 8(Q-(nL，i -nL，j))!((f?jIUT!CPuI
2 (183) 

のように表わされることが分かる。確率分布P(Q)は、遷移確率のあらゆる初期条件と終条件に

対する重みつき和で与えられ、

P(Q) = 工作将)(以内iI叫
]，Z 

一去にか-iQχ宇一戸川i!e*HT!(f?j)((f?j!ε一円叫山

っd
門

t
q
J
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となる。特性関数Z(がは、 P(Q)のフーリエ変換

P(Q) =ょにか-iQxZ(X) (185) 

であるので、

Z(χ) = 乞(<piI♂内kH7e-~NLχ l <pj) (伊jle一戸内一戸T♂ばI<pi) (<pi I Pini I <Pi) 仕掛)

と詰る。これはさらに簡単化すると以下のように書くことが可能である。

Z(χ) = Tr{ekHーな)7e一戸+(χ)7Pini} 

万士(χ) = e干さχNLHe土きχ氾.

(187) 

(188) 

2.2.3 Levitov-Lesov訟の生成汎関数

これまでで計算の仕方とフォーミュレーションができたので最後に椙互作用のない系での結果

を紹介して終わりにしよう G 全系のハミルトニアンが以下で与えられる場合を考えよう G

H=乞εLkαL4LK÷乞切αLKαRk十LL(Jαιkd + h.c.)十εodtd (1制
k k α=L、R k 

いまこの中で非摂動ハミルトニアンは

Ho = Lf.LkらαLk十LεRkαLMRK十εodtd (190) 

とみ設す。 (187)式における H土は、

Hι土(ωχ心)=H.品O十E玄二[γW平科吋附4なωχxl叫2
k 

(191) 

と計数場の部分誌、摂動項のf立梧の部分として取り入れられるのである。特性関数を

zω = J D[a， 0" d， d]e kι (192) 

と書けば、 Scは

Sc la dTd(T)吋 -ε仲)
十Lかかd台ア芸?aαk川五2i一→ξ九怯叫叫α必判kρ印)μααぷ山州k(咋刷(什判ア吋)+十吋(仔ドソ外トの初期欄こよる項〉
一Lかdア写 [ILke匂M附川{什約匂T吋九)匂弘)o'Lk(μ以k以(判巾ε♂戸戸4匂例仲ψ吋仲(令γ呪巾加州k
一Lかd弓 [凶γ官Rk向向瓦匂問R批凶前凶k以吋刷山川(什的州γ吋併判)d州d(ア)+ 仰 R敗凶前凶川k以咋刷州(守仲叫7汁叶)] ( 附
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のように書ける。ここで ψはKeldysh経路上で、の計数場で(+)ブランチで詰χ/2で(ー)ブランチ

では -χ/2をとる。分配関数のうち、リード隷の部分の積分をすることは容易であり、残りの部

分を Se笠と書くことにするむ

すると、

Se宜

Z収)= J D[時 *8eff

I d7削 (44-εO)d(7)
JC VJ  

-I d71ア2d(71)ei(ip( Tl)-ip(T2)) ~h (71， 72) 
JC 

(194) 

-I d71 72d( 71):ER(ア1グ2)d(72) (195) 
JC 

を得るo EはKeldyshconto主上で定義される自己エネルギーで、あり、実時間表現すれば、通常の

自己エネルギーになる。実諜の計算は容易なので省略する。ァが大きい極嬰でフーワエ表示に直し

た表現にすると見た目がよくなり以下のような生成汎関数が得られるc

;h町=七j叫
でで、主怠5るG ただしここで、 f土はフェルミ関数

l 

eβ(ω一μa)+ 1 f: 
f;; 1-f:ヲ α=LぅR

であり、透過係数T(ω)

(196) 

(197) 

(198) 

FLrR 
T(ω) = / '''~ ll~/ ~T T'~ '" (199) 
(ω-ε。)2十(す+守)2

を用いたc これは LevitovとLesovikが異なる方法で最初に得た生成沢関数である [11]0

ここで、

F(χ)三 11nZ〈χ) (200) 

とすると、熱力学的力Aニ ，s(J-LL一μ引に対して

F(χ) = F(-χ十iA) (201) 

となるがこれは揺らぎの定理を反映した対称性でありこれから、オンサーガー関係式やそれを越

えた関係式が次々と出てくる。このへんの話題は剖えば論文[10}を参考にしていただきたいD

謝辞

京都大学の早川尚男教授には、本講義の故頼とともに講義に関連する内容に関して議論をしてい

ただいた D この場を持って心から感諾したい。また講義をtex化するという大変な作業を黒岩健

氏、斉藤国靖氏、中島千博氏にしていただいた。また同時に多くの費問をいただき、こちらも大

変参考になったので、ここで心から感謝したいと思う。またここに紹介した一部は、物性研の内海

裕洋氏との共同研究を通じて学んだことであることを付記するとともに、この場を語りて感謝し

たいと豆、う。

-375-



藩藤圭司

参考文献

[1] W. Schottky.ぅ Ann.Phys. (Leipzig) 57 (1918)ヲ541.

[2] Qωηtum Noise in Mesoscopic Physicsラ Vol.97 of NATO 8ciencε8eries 11: Mathemat-

ics， P勾sicsand Chemistry edited by Yu. V. Nazarov (Kluwer Academic Pl剖 ishers，Dor-

drechtjBostonjLondon， 2003). 

[3] D.V. Averin and K.K Likharev， Mesoscopic Phenomena in Solidsぅeditedby B.L. A1tshulerう

P.A. Lee， and R.A. ¥Vebb、Elsevier，Amsterda訟 (1991)

[4] J. Schwi時 er，J. IVIath. Phys. 2う407(1961) 

[5] L.V.KeldyshラSov.Phys.JETP20， 1018 (1965). 

[6] D.C. Langreth， in Lineαr and N onlinear Electron Transpo付 in80lids Vol. 17 Nato Advanced 

8tudy 1:ωtituteラ 8eriesB: PhyscsタEdited句 J.T. Devreeseαnd V.E. Van Doren (Plenum， 

New Yorkう1976)

[7] T. Harada and S. Sasa， Phys. Rev. Lett. 95 130602 (2005ト

[8] K. Saito， Europhys Lett.ぅ8350006 (2008). 

[9] U. WeissぅQ閥的LmDissipati切均stems，VoL 108er. Mod. Condensed Matter Physcs (World 

ScientificぅSi時 apore，珂ewJersey.ラ Lo凶 on，Hong Kongヲ1999)

[10] K. Saito and A. DharぅPhys.Rev. Lett.ラ99180601 (2007)， K. Saito a凶 Y.UtsUI瓜 Phys.

Rev. B.う78115429 (2008). 

[11] L. S. Levitovand G. B. LesovikうJETPLett. 58ラ230(1993); L. S. Levitov， H.-百人 Lee，and

G. B. LesovikラJ.l¥1ath. Phys.ラ37う4845(1996ト

-376-


