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ランダムスピン系の統計力学を基盤として，最適化問題・制約充足弱題への最近のアプローチ

を議論する.特Lこ，

.ランダム系の統計力学の基本ツールであるレプリ力法とキャピティ法を翌得する

・もっとも簡単な制約充足問題の例であるランダムfとされた K・XORSAT筒題について，そ

の統計的性質を詳しくみる.パラメータを変化させたときの相転移の様子を理解する

ことを目標とする.
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1 はじめに

はじめに，最適化器題の例を挙げながら統計力学からのアプローチとその持色について概観する.

巡毘セールスマン開題 典型的な最適化問題である，巡回セールスマン問題 (travelingsalesman 

problemヲ TSP)から話を始める. TSPは，

「ある都市を出発したセールスマンの移動距離が最小値を取るように，与えられた全

ての都市を一度ずつ必ず訪問して出発点に戻るための経路を求めよ」

という問題である.図 1~こ例としてアメリカ合衆冨 48 都市に対する TSP の解を示す.

TSPは，たくさんの自由震(都市数)と競合する制約条件(与えられたすべての都市を一変ずつ必

ず訪宿する〉のもとでのエネルギー(経諮長〉の最小化問題としてとらえられる.すべての巡密路

の数は都市数をN として (N-1)!/2領あり，Nが大きくなるにつれて爆発的に大きくなる.計算

理論的には TSPはNP完全というクラスに属しており 効率のよい探索アルゴリズムの開発が主

要な研究課題となってきた.
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密 1:アメリカ合衆馬の 48都市に対する TSPの解.

計算科学の最適化問題と統計力学 ランダム系の統計力学と計算科学の最適化問題とは素朴なレ

ベルで対応関係がつけられる.最小コストを実現する配位の探索は最小エネルギー状態の探索で、

あるので， TSPは絶対零度の統計力学と対応がつく.また，広く制約充足問題も，変数の配位に

対して制約を破った条件の数をエネルギーとすることで 有援温度の統計力学と対応づけること

ができ，その絶対零度極限として制約充足問題は定式化できる.

統計力学から最適化問題へのアフ。ローチとしては， 1986年にフーとアンダーソン(Fuand An-

derson)によるグ、ラフ分割問題への先駆的な研究があり [1]，引き続き， 1986年のメザードとパワ

ジ(Mるzardand Parisi)による TSPの解析がある [2].彼ら法平均場スどングラス理論のテクニツ

ク(レプリカ理論)を使って，正方形内のランダムな点に対する TSPを考え，点の数を無限?こする

熱力学極限をとり平均経路長の「温度依存性」を求めた.その結果は数鐘実験と数%の精度で合

致した.
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「最適化問題の統計力学的研究」

しかし，その後ほぼ 10年くらいこの分野の統計力学からの進歩は表面上法無いようにみえる.

その原因として，研究分野の違い・立場の違いが挙げちれる.統計力学的なアプローチでは，あ

るランダム変数(挺えばランダムな都市配置)で、記述された問題に対する典型的な最小エネルギー

(最適解)，解の語数ヲ温室依存性に興味がおる.一方で、計算科学の最適化問題では，平均的な振る

舞いではなく，ある与えられた特定の問題(例えばアメリカ 48都市開題)老具体的に解くこと，そ

のために必要な計算量や具体的なアルゴリズムとその構成方法が主な関心事項である.計算科学

からは，典型的な性質がわかっても，特定の摺題を「解くことj には役立たないという不満があ

り，逆に統計力学の分野からは個別議よりも普遍性を追求するあまり，題担の問題の性質には興

味がもてないというモチベーションの問題があった.そのため統計力学から最遥化問題への知毘

は多く生まれなかった，例外的に彰響を与えたのはシミュレーテッド・アニーリングという統計

力学から生まれたシミュレーション手法である [3]. それはしかし具体的にある問題に対する答え

を出すのに脊用なアルゴリズムであるという点で他の分野で広く普及したのであった.

相転移的な振る舞い 状況が変わったのが 1990年代中頃である.あるランダムな制約充足問題(本

講義で取り扱う SAT問題)に関して，

パラメータ α=(制約条件の数1'1)/(変数の数N)

として αを変北させたとき，解の性資;こ急激な変化が見られることが発表された [4].その後，様々

な制約充足問題に対して，河様な相転移に見える“現象"が報告された.

具体的には， JVが十分大きいところで充足解が誌とんど存在する SAT桔と解がほとんど存在し

ない UNSAT栢が存在し， αを大きくしていったときにある αcでSAT摺から UNSAT相へ移

り変わる相転移的な振る舞いがみられることがわかった.また，ある探索アルゴリズムの解への

郵達時摺がちょうど αcあたりで非常に遅くなる，護界緩和 (criticalslowing down)を患わせ

る現象が見出された.このように，何か物'性論での「栢転移と臨界現象j に獄ていないだろうか

と統計力学からのアプローチが議り上がりを見せた.本講義ではこのような背景のもとで SAT問

題についての統計力学的研究について解説する.その前に.TSP以外の最適化信題，制約充足題

題の面白い例をいくつか紹介しておこう.

椀 1:彩色問題 地密上の彩色問題法， I全ての地図に対してう隣接する領域が異なる色になるよう

に塗るには何色必要か?Jという問題である(密 2). この問題は頂点を思，エッジ老国境としたグ

ラフ表現が可能で&sる.有名な 4色定理として，在意の平面グラフは 4色で塗り分け可能である

ことが， 1976年にケネス・アッペルとヴォルフガング・ハーケンによってコンピュータを利用し

て証明されている.

彩色問題はスケジ、ュール濁題と対応がある.例えば博士論文の審査員割り当て問題として， N

人の D3の大学院生に適切に審査員を割り当てて，公聴会の日程を設定したいとしよう.各教員は

複数の審査を担当し，同じ時間帯に複数の審査は担当できない，審査時期は決まっていて，公聴

会のスロット数は冨定する，という制約条件があるとする.このとき，N入の学生を頂点で表し，
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図 3:グラフ上の4色問題の例.

密 2:関東地方の都道府集に対する 4色問題.

i弓じ教員によって担当される学生の慢にエッジを引き，同じ色は同じスロットの別教室に対応す

るとすれば，これは彩色問題ζマッどングすることができる.隣り合う頂点(同じ教員によって担

当される学生)は常に違うスロット(違う色)に振り分けられるのである.

さて，彩色沼題老ランダムグラフ(各頂点同士をランダムに結んだグラフ.次章で詳しく説明す

る)上で考えてみる.頂点に色を塗るとき，隣り合った頂点は同じ色で塗らないように色塗りでき

るのか，また，最低侭色必要か，という詞題は次のようにランダムグラフ上のポッツ模型にマッ

ピングできる.

各頂点 i に色町三{し・ • ，q}を割り当てる.これはポツツ変数とみなせる.格子構造としてラ

ンダムグラス杷互作用として反強磁性相互存用(向じ色がとなりにくると罰金)をとるように，

エネルギー関数を

Eニ高IJ約条件を破った数ニ工作，j)t5.σゎσj

とすると，これ誌反強磁性ポッツ模型と向型であることがわかる.

変数の数(頂点の数)N~こ対してう制約条件の数をエッジ数M とすると . Alが大きいiまど q告で

塗れない場合が増えてくる.そこでパラメータ α=Al/Nを冨定して大自由度極限N →∞をと

ると，図4のような彩色可能な領域 (Color桔)と彩色不可能な領域 (UnColor相〉の相転移が起こ

ることがランダムグラフ上で、は分かっている.

焼 2:パーテックス・カバー問題 バーテックス・カバー (vertexcover)問題はグラフ理論の基本

的な問題で，頂点 V. エッジ Eのグラフ G(V，E)に対して，

全てのエッジε= (i，j)に対して，少なくとも iE V'かjE V'であるような頂点のサ

ブセット V'c Vを探索せよ

という問題である.サブセットの大きさ x= IV'I/I引をパラメータとして，

-140ー
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図 5:(左)パーテックス・カバーされたグラフの例. (右)カバーできる確率 Pcv(討の概形.

-与えられたzでバーテックス・カバーできるか?(決定問題)

-与えられた zでカバーされないエッジ、数そ最小にせよ(最適化問題).

という間いがたてられる.図 5~こ示すように，グラフの特牲を与えた上で頂点数老無援にした極限

では，X を変えたときにカバーで、きない領域からカバーできる領域への転移が起きることが分かつ

ている.

バーテックス・カバー問題は「ガードマン問題」と対応させることができる [5].ガードマン問

題は， I頂点をガードマンを置く位震ラエッジを通路とする.ガードマンは近接した通路(エッジ)

のみ見張れるとすると，N人のガードマンで美術館のすべての遥路老見守れるか?Jという爵題

であり，これはパーテックス・カバー問題そのものである.

また，バーテックス・カバー問題は務子ガス模型へのマッピングができる.変数民 ξ{Oラ1}うが=

L-・・ぅ lV)として，的 =1のときガードマンが頂点iに居ないとすることで，ある通路の再現tの頂

点にガードマンがどちらもいない(パーテックス・カバーできていなしっときだけエネルギー σi，CJ"j

が上がるとすればよい.
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例 3:ビロリ圃メザード模裂 ピロワーメザード模型 [6]は，ガラス転移の統計力学的な格子模型で，

ランダムグラフ G(V，E)上記格子力、ス変数老町 =1を粒子が占有，。なち非占有というようにお

し制約条件として，粒子がいる頂点の近接頂点には K個より多くの粒子がいてはいけないとし

たとき，どこまで粒子が詰まるかという問題を考える.彼らは化学ポテンシャル μの関数として

密度に異常が生じることを示した.ここで.K=Oとしたものが先のパーテックス・カバー開題

に相当し，この模型ほそのー殻fとになっている.

ーーーーーームゐー

図 6:ピロリーメザード模型の条件を満たす粒子の配置期 (K= 2). 

2 ランダム系の棺転移理論:レプリ力法とキャビティ法

本章ではランダム系の統計力学の基本ツールで、あるレプリカ法とキャビ、ティ(cavity)法について

の解説を行う.まず準穏として，もっとも禽単な棺転移の模型であるイジング模型の栢転移の話

からはじめる.次にそれをランダムグラフ上に載せ，レフリカ法とキャピティ法を用いて解析を

行う.現在世界的には後者のキャゼティ法が主流である.その-!ZClとして 後述するレプリカ極

援の数学的な正当化が難しいことが挙げられるが，キャどティ法もある近叡を用いており，その

正当性もはっきりとはしない. 2つの方法のメリット・デメリットについても簡単に触れる.

2.1 イジン夕、模型の担転移

ミクロな状態として N1留のイジング変数町三 {1ぅ-l}(i= 1，2γ ・.).IV)，ハミルトニアン

冗({σi})= -Li，j (]'iσjを考える.ここで誌，すべてのサイト再士が相互作用する，無限大次元の

理論(平均場模型)に話を猿定する.表現としては，伏見・テンパリ模型と呼ばれている模型う

制ル (1) 

q
L
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に相当する.ここで，エネルギー関数の示量性を保註するために Nで割っている.分配嬰数Zは

定数項を無視して，

z γ=Eexp[£(ゃr]
E56(吋ゃ)JM (2) 

とかける.ここで，クロネッカーのデルタ 6を用いて，ダミー変数mを導入した.この手法は後

でレプリカ法でも用いる.mは現時点では侭かは分からない量だが，意味としては磁化に桔当す

る秩序変数を導入したことに相当する.下線部分で状態和を計算した結果は.mの確率分布引m)

とみなすことができる.具体的には，ある状態{σJで+1のスピンの数をN十. -1のスピンの数

をNーと書くと，

{~~叫十尺
N mニ lV+-N_ 

の関係があるから N+= lV(l十 m)/2.これとスターリングの公式を用いると，n(m)は

η(m) 二 ~á(m 詩的)=(二)
iV! I ~~1 十 'm ， l+m ， ~l-m ， 1-m 上、

c::::: expトN-E-ln-E--Nーす:":"::'lnーす:":"::'1(4)

(3) 

となり，分配関数は

ゃ rJ¥T (βrn，2 (1十 m)L (1 + m) (1-m) L (1 -m) ¥ 1 
Z = L exp I N ~ ，-.~ - - ¥ - ~.. -J ln ¥ -~.. -/一一τln¥ -2" -/ ) I ( 5 ) 

と計算できる.ここで m の取り得る鐘は

m=括的 =(-L-1÷jutJ1) 、-Ej
/

ρ
O
 

〆
'szも、、

と離散的だが，ムm=2戸Vより N→∞で和を積分?こ置き換えて鞍点近取をとる.

f十1

Z c::::: I dm exp[-sNf(m)] c::::: exp[-βNf(mつ]，

βm2 
， (1十 m)L (1十 m) ， (l-m)1_  (l-m) 

βf(m) : = 一 一 一 十 一 一一一 ln一一一十一一一一 ln一一一 (7)
2 22  

m*を決める鞍点方程式から，

1 1 (1十 mつ 1L (1-m*) o = βf'(m勺 βm*十一 ln 一一
2 2 2 2 

1， l+m本

βm* = ..:::.ln一一一ーキ m本 =tanhβm*
2 1-m* 

(8) 
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と状態方程式が得られる.自発磁化((L:i同)/N)を秩序変数とすると，それを計算すると m*に

一致することがわかる.解はよく知られたように， β<1のときに解は m*=0だけ， β>1のと

き誌 3つの解が得られ，転移温度は βc=lとなる.また.，8"'1+ε とおいて状態方程式を展開す

ると，

ば=(1十ε)m*十七1+ E)3m*3坊がニゾ灯一町民何士主 (9) 

から平均場の謡界指数β=1/2が得られる.

言十算過程をまとめると， (1)解きたい模型模壁の分盟関数を書き下し，スゼンの多体効果を一体

化するために (2)ダミー変数をいれて (3)和の計算で先に状態和をとる，となる.これから取り

扱うランダム系の解析のエッセンスのほぼすべては実はこの平均場模型の計算に含まれている.

2.2 レプワカ法によるランダムグラフ上のイジング模型の解析

2.2.1 設定

まずランダムグラフを定義する.ランダムグラフG= (V，E)は， 頂点V= {1γ ・.，N}とエッ

ジEからなり，各頂点間老ヱッジが確率cρvでランダムに結合するようなグラフである.ここで

cを平均結合数という.このようなグラフの上でのイジング模型を考える.鱗譲行列 Jijを

で定義し，その確率分痛を

ん=J 1 (i，j) E E 

I 0 (i，j) rt E 

P( { Jij }) = II [ ( 1一言)桝j)+か(Jij- 1)] 

で与える.ハミルトニアン法

聞いわ=-2.:= Jijaiaj 

Zく3

(10) 

(11) 

(12) 

と書ける.ミクロな状態はスどンのセットヤJで指定され，相互作南 Jijは熱的にゆらがないラ

ンダムなクエンチ変数である.

レプワカ法による解析に入る前に，ランダムグラフについて数学的に知られていることを述べ

ておく.コンポーネント老エッジ、でつながっている頂点の集合とし，特にシステムサイズに比例

する大きなコンポーネントをジャイアントコンポーネント(O(lv)のクラスター，物理の用語では

パーコレートクラスター)と呼ぶ.平均結合数cがc>lのときにはジャイアント・コンポーネン

トが存在し. c < 1では存在しないことがわかっている.これからわかることは，有恕の 0(1)の

コンポーネントでは相転移できないから，少なくとも c< 1のときには強磁註椙がないことがわ

かる.c> 1のときはさらにエントロピーの効果があって，安定に相が存在できるかが決まる.以

下の解析ではこの事実をまったく知らないものとして計算を進めていくが，レプリカ法での解析

結果が絶対零度で今述べた数学的事実と整合的であることを後で確かめる.

-144-
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2.2.2 レプリカ法

分配関数試 Jニ {Jij}に依存して

ル Ee州 Mzpp[雪Jijσ (13) 

である.グラフごとに分配関数を計算するのは難しいので，ここで IN→∞の熱力学極限で0(1)

の物理量は Jに依存しない」という自己平均性の張定をおく.例えば，議化密度m=(会2::iai) 

やエネルギー密度はP(J)のなかのパラメータに泣依存するが，グラフの詳綿には依存しない.そ

こで，グラフ平均をとった自由エネルギー密度‘

一山
1
一Nm

一
I
N
 

一一
I

，d 
々
は
戸 (14) 

を評価する.ここでごは P(J)での平均を意味する.Z(司法隣接行列を与えたときの分配関数

であり，そこからできる一自由震あたりの白出エネルギーは Jに依存しないので，平均した量に

一致するということである.この間題でとるべき操作としては (1)スピンに関する熱平均(状態和

の計算)， (2)隣接行列に関する平均，そして (3)熱力学極援の願になっている.レプリカ法ではこ

の}!罷序を入れ替え，まず (2)を計算し， (1)と(3)を f混ぜて」行う.

レプリ力トリック まずはじめに，zn = exp[nlnZ]よりわかる恒等式

一一
η

一Z一
n (15) 

を馬いて，右辺，すなわち Z五を計算する.Z五は nが整数のときだけ計算できるが，レプリカ

「トリック」として，それを実数の nにまで f接続」し，n→ 0の極限をとるという操作を行う.

n二 1，2ぅ主・・・での億は分かっているが，n = 0.5や η ニ1.5のときにどうなっているかはわから

ない.一般に，正の整数のf甚だけから接続した関数の唯一牲は証明はできない.これでは情報が

足りないので，n→ G極援をとるために泣さらに仮定が必要である.具体的には後で述べるレプ

リカ対称性の仮定，あるい辻その破れ方の仮定をおく.

まず，nを正の整数として，

zn(J) ニ Z(J)Z(J)...Z(J) 

n1l1母

乞e-s1-l(u1
)L e-州 σ2)Ze-mbra)

一 u，.J-;.u" exp [-，争ベ
ふ nexp [やさのj] (16) 

-
h
d
 

A
吐
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と岳分自身のレプリカを η枚用意する.スぜン変数の上添字はレプリカの指標を表す.

ここで，先iまどの (2)の手頼，すなわち P(J)での平均をとる.

zn(J) = I rr dJijP(J)Zη(J) 
~ i<J 

~ rr{(l一元)1 + (長)♂L:~=l o-iザ}
σ1ヲσ2r，σ凡 i<j

~ rr叫 1-長+長esBi.o-
j+ 0 (走)1

σ人σ2，…ラσni<j L 、 /.J 

♂ 芸ιむJe奴斗X
レプリカスピン d局i戸=(σ4;トうσ4f乙ヲγ...ぅσi)を導入した.

(17) 

ここで，

これで，Vプリカを導入することでスピンの自由震は増えたが，P(J)によって平均をとること

で，n枚の独立なレプリカ系をレプリカ相互作用のある均一な nxNスピン系として書き直すこ

とができた.

秩序変数の導入 レプリカ法 [7，12， 13， 14] ;を用いたランダムスピン系の理論詰エドワーズとアン

ダーソン (Edwards-Anderson)により導入され，平均場模型の詳しい解析はすぐ後にシェリントン

とカークパトリック (Sherrington-Kirkpatrik)によりなされた.ここでは，モナソン(lVlonasson)[8] 

によるやや一較的な処方室に従って解析を行う.まず，先ほどの吠見・テンパリ模型の m に相当

する量で，サイト tに隠するレプリカスピン記設の裂合

. N 

C(弓.-走 ~ðs，o-i (18) 

を導入する.C(めは. 3 = (81ラ
S2f-J7Z)を引数として指定したとき，これと t番目のレプリカ

スピンを比較して.3と一致しているレプリカスピンの割合を表す関数である.すべてのレプリカ

スピン配位について和をとると.diはどれかの Eと一致することから，

~C(め =1 (19) 

s 

という規格化条件が成り立っているので，全体で自由度 (2n- 1)の「秩浮変数」を導入したこと

になる.r秩序変数」と呼ぶイメージをつかむために，例として n=lのときを考える.秩!亨変数

の成分は 1つで，

C(十月 定 ~ð山 =4f (20) 

C(-l) 会~O-1，O-i =長 (21) 

である.規格化条件C(十1)十 C(-l)=lは明らかに満たしている.η 二 1，すなわちレプリカが 1

枚のときは， C(土1)はN倍のスピンのうち何割が土1になっているか，すなわち伏見・テンパリ

F
O
 

A
A
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模型でみた m と再じものだとわかる.n> 1についての C(めは，このレプリカ方向の拡張だと

言える.

レプリ力分記関数 Z(J)nはC(めをダミー変数として，

万戸= 乞I:ITO ( C(吋I:os，ai ) 
σヱヲσ2，…，σ粍 {C} S ~ ノ

I cN cN ~ _， _"  Q~~ _~ I 
問 XP|-7+τI:C(sl)C(s2)es8i品|

となる. ここで，一般の関数f(弔ぅ号)に対して，

I:f(凡弓)= N2 2二C(石)C(品)f(凡弓)

(22) 

(23) 

~，] 81，82 

が成り立つことを用いた.有効相互作用の項誌，

I: esai .aj = N2 2二C(石)C(品)es竺三 (24) 
Z，] 81，82 

となり，下線部分のみが模型に依存する.

元のスピン変数に依存している部分は (22)式で下線部分だけなので，和の順番を入れ替え，ス

ピン変数に対する和を書き下すと，

1 _f= _n IJ o ~ C体長平Os，ai) = →エ→ IJo ~ C外主PM)=Es(;;附， Z / σ1，σ2γ ・ヲσN 8 '  Z / 

~ exp [-N写山…nN] 同

となる.これは，2nの状態を取りうる N 個のレプリカグzを，それぞれのレプリカスゼン状室長 5

にNC(S)ずつ分配する場合の数に相当する.名前付きの 5個の部屋に NC(めずつボール在入れ

る場合の数試，N!を同じ蔀屋の中での数えすぎNC(S)!で害!Jったものに等しい.最後の式で，模

型の詳細によらない秩序変数C(めのみからくるエントロピー項がででできている開.

C(めの和を積分で量き換えてまとめると，O(N)に比例しない定数項を省略して，

王百石= / n dC(めexp[-N ( ~一三 γc同)C持)eβ8ï 弓+デ C(め lnC(め 11I ~~ -¥ / ~ I ¥ 2 2ムJ ム-'-¥ -/ ----¥ -J I I 

=: J fJ-dC(恥

とかける.積分領域は {C(S)IVξ0三C(S)::; 1， L→C(め =1}である.鞍点法を用いて，ラグラン

ジ、ユの未定乗数を λと置くと，

。ニーと I sfn(C同)+入 iγC(S)-1 ) I (27) 
òC(め I r- Jn\-\~ /I' "\L::-'-\~/ -J[ 

ウ

i4A 
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が得られる. (汎関数)微分のんールを

8C(品)
一一一一=8(五ラ82)
8C(石)

(28) 

として，鞍点方程式は，

o = -c2二C(s]_)eβ81.s十 lnC(め十 1+λ

81 

キ C(め=叫[-1-.¥+ c ~ C(sl)d's， l 
となる.今までの計算によって，ランダムグラフ上のイジングモデルのレプリカ分配関数を計算

するために秩序変数C(めを導入して，その決定方程式を求めたところまできた.決定方程式法自

由度 2n-1の連立方程式であり， C(めを具体的に求めるには，さらに仮定が必要となる.

(29) 

対称性決定方程式を解くために 次の 2種類の対称性老導入する.

1.スピン反転対称性:あるレフリカに対してスピン反転ヲ

(σ乙-・・ラ σ~) =今 (-σ?ラー・ヲ -a~) (30) 

を行っても系の性質は変わらない.

2.レプリカ対称性:すべてのレプリカ誌荷等だとする.レプリカの番号老，

(1，2γ ・・ラη)=令 (π(1)，π(2)，".ス(η)) (31) 

とシャツフルケは置換を表す)したときに系の性質は変わらない.

対称解(常磁性解〉 まず，完全対称解を考える. 8' = (81γ ・.，-8
k
γ ・.，sn)のように任意の k番

目のレプリカのスピンを反転した時に C(めは変わらないとする.このとき規格化条件より，

C(号 =主開

である.自由エネルギーは，

βfη -i-iz(JJM÷工去吋

一~-~(平)n -nln2 (33) 

これが営磁性解である.

Q
O
 

A
A
 



7最適化問題の統計力学的研究」

スピン反転対称性の破れ 低溢領域で誌常磁性解以外に鞍点として強い解が出てくるかが関題と

なる.そこで，レプリカ対称性は破れていないが，スピン反転対称性が破れている場合の解を求

める.この場合C(めは乞αSα だけの関数である.携えば 5の中に +1が3倍あるとすれば，それ

がレプリカベクトルのどこに入っていてもいいという状況である.この復定より，

度がηLこまで落ちる.ここで， C(めを

I~ ¥ r psh乞白 sa

C(S) = C I ) ~sαi ニ I dhP(h) 1>"-lケ J } ~，-- ，'-/ (2 coshsh)n 

ア -1の自由

(34) 

と変形し，スピンに hという有効磁場がかかっていて，それを hの分奇で穣分した形でかけてい

るとするーこれによって C(弓を求める詩題を P(めを求める摺題に変換するのである.C(めに関

する規格化条件より，

r p，6h}二臼sa r 
1ニ写C(弓=写jdhP(~吋 β附 =J dhP(h) (35) 

となり，元々の規格化条件は，P(h) tこ関する規格化条件となる.P(めは有効磁場hの分布関数

としての意味を持つことがわかる.

平均磁化 m は，例えば 1番目のしブリカの頻度分布 C(司での平均をとって，レプリカ極援を

とったものに対露するー

m 
F 目。h ち~ s 

:!き弓的め=:弘写 SlJ d印 刷(2C山h)n

J dhP向叫βh) (36) 

すなわち，有鶏議場でスピンの期待値老計算して，hの分布で平均した量が系の磁イヒに相当する.

そこで P(h)を計費して，強磁'注解の有無を調べることができる.

P(h)を以下の手旗で計算していく.まず C(S)で書いた鞍点方程式を P(h)で書く.復宣的に

μ-β玄αSα と書くと，

fεhμr  r )'.:， e弘(山~1
dhP(h) 10 _ -1 n7  ¥..， exp 1-1 -λ+ c I dhP(h)=:'8;0 .1 nl¥.n I (2coshβh戸 1- ，.， -) -， -- ¥' -/ (2 coshβh)n I 

となる.右辺の積分の中の分子の指数項は，

(37) 

2::es2:a(山間 II 2coshβ(sα+ h) 
αニ 1

ー [2coshβ(h + 1)]2:白弓込[2coshβ(h-l)J2:a与立

と土J.lJsr_ • ~/. _，，::::二{I，/s
[2coshs(h十 1)] '2'~ [2 coshβ(h -1)]-2-" (38) 

と計算できる.ここで，sα=土1の個数は乞α与三と書けることを用いた.これで sα 依存性は

あらわにはなくなった.右辺をあらためて書くと，

1 ; ，，_ [ 、2coshs(h+ 1止ヂ(2∞shs(h-1)]と戸l
exp 1-1-λ+c j d hP(h)!  I - ..， -} -，--¥'-/ (2coshβh)ηi  (39) 
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となる.ここで n~こ関する和がなくなり この段階でレプリカ題提 n→ 0をとることができる.

n→ 9をとった後で目標である P(的を計算する.ここで未定乗数入は規格化条件より求まる

が， cニ 1+λ とすればよいことを先取りでとりいれておく.

J dhP(h)ehμ exp I-c+c (州 h)r∞山+1W"lI -， -J ~<V_ ，'-/ L coshβ(h-1)J I 

r _ { ，n T>I L ¥ ____ (μcoshβ(h+ 1)¥1 
= e-cexp Ic I dhP(h)exp ( ':-oln ~~~~_~:>1~ ， ~~ ) I L -J ~._- ¥'-， ---.，-¥ 2βcoshκh一 1)) J 

一 e-Cさ討if山 2 品拘附州lP訓P門mm削(件仇hん刈1ο)町 町

[件旦桔E
∞叫叫泊ω叫β珂(い…) l h]μ  

2β き竺=1
COSth1β(hm一 1)

両辺を見比べることで，

削
_ e-c さ討ij 《ωd品向h匂2 品拘州lP剤州削P汽P(h1伊仇刷h1刈1)町P(h2問h2) 尺

(主 1 山川)
-IMCoshβ(hm - 1) 

(41) 

が得られる.この長復方程式は数値的にとくことができ.P(めが決まり，磁化，自由エネルギー

が計算できる.

椙~ 常磁性解m=OはP(h)=δ(めとなっているはずで、あり，C(め=1/2nに担当する.そこ

で，月(h)を8(めからずらしたときの線形安定性解析をすることで桔境界を決める.入力として

匂=fdh九(h)h> 0を入れたときのアウトプット E1= f dhP1(h)hは，

ξ1 = jdhheC24fM2 Mhdm  mzz)6(hーさhqjjr:n
品 cl { 十 1ωhβ(hm十 1)主e-

C

Z!/山 h2.•• dhlPO(問(同九(hl)LlBln

iι C
l

1¥ (_1LT> IL¥ 1 L_ Cosh的+1) = 1)夕刊:， lI I dh九(h)... -oln 
i士~- l!") J ~， v-v \， v/2Iß---coshß(h-1) 

一 cJμ品州阿叫O(仰耐州(伶所附hポ的2り)州h

α O 七匂an池hβ +0叫(εd命3白)=ξ匂o(いcta鉛nhβ玲)十 ... (42) 

となり，常磁性拐の条件 el<匂より，

1> c蜘 hβ キ 4zt仙一1(~ ) μ3) 
1c ¥ c J 

となり c<lの時は常磁性相であるという先述した結果が再現された.さらに cが大きいときは，

Tc cx: cとなり，平均場の結果{ワイス解)と需じになる(図 7).
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図 7:ランダムグラフ上のイジング摸型の紹

密.Cが十分大きなところではえは c~こ比携

し平均場模型の結果と整合している.一方

で，c = 1では栢境界の傾きは無限大になっ

ていて，温度の効果というよりは幾何学的な

性質(パーコレーション)で決まっているこ

とが伺える.

「最適化問題の統計力学的研究J

908711Q a 
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。
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c 

函 8:ジャイアントコンポーネントの大きさ

γの平均結合数依存性.データ点試有恕頂点

数 Nでの数値実験結果で，曲線は式 48の

解.挿入図には有恕サイズスケーリングの結

果.スケーリングの指数は c= 1での最大

コンポーネントがN2/3に比例することから

導かれる.

T=Oでのふるまい Tニ Oでは正確に解くことができる.まず， β→ ∞ で

l~___ 1し 2coshβ(h十 1)

β→忌 2β2coshβ(h-1) 

1ο < h) 
h (-l<h<l) 

K(h) := 

と計算できる.これから P(めは

(44) 

叩)ニ含-c~;J叫ん dhzP(h1)P(h2) 川 (h-企叫 (45) 

と書ける.P(的はスピンへの有効場の分布を表しており，Tニ Gで，かつ，フラストレーション

のないこの濁題では，隣譲スゼンは揺らぐことはなく，有効場法整数の値しかとらないことが賠

持される.さらに，スピン反転対称性は破れていてた三 0の部分だけを感じており，

'n 
pλ
りγ

 
∞工一一T

A
 

P
 

(46) 
1=0 

と書けているとする.この式を (45)式に代入すると，roの項は

ァ0=む十;=fC{1-TG) (47) 

旬以外の成分をγ:=ZZ1Tlニ 1-roとして，その満たすべき方程式は

町

ε
 

一一7
 

1
3ム (48) 
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図 9:屠所的;こ木講造とf反定したランダムグラフ.iをルートとした.閉まれた領域が(五ぅj)のエッ

ジを除いた場合の部分木.

となる. ，は結対零度では m=lを作るので，このヴを用いてジャイアントコンポーネントの大

きさは，Nとなる.c < 1で解はγニ Oしかなく， c> 1でγ>0の解をもっ.これは前述したジ、ヤ

イアント・コンポーネントに関する数学的な結果と整合的である.

2.3 キャビティ法によるランダムグラフ上のイジング模型の解析

次に，同じ問題をキャピ、ティ法で解き，レフリカ法と向じ表式が得られることを示す.キャピ

ティ法はベーテーバイエルス近似と本糞的に同じ解析手法だが，近年ランダム系への応用問を機

会にリバイパルしている.

引き続きランダムグラフ上のイジング模型を考える.ここでランダムグラフのある重要な性震

に注目する.それは，ランダム夕、ラフは局所的には木構造になっているという性質である.数学

的にはほとんどすべてのルーフ長がInNくらいであることが示されている.そこで，N~l に対

してグラフが本当に木だと仮定して解析を進めていく.

今ある頂点i老木のルートとして，的だけを除いたルートの条件付き分記関数Zi(σi)を

Zi(ai) = 工戸時ヲヲ吋)

{σj;)7正i}

(49) 

と書く.次に， iとjの罷のエッジを徐いた下の木{図 9)の分配関数を Zj!i(σ'j)と置くと，弱者は

Z仇)=工仰いσi2二σ'j1 II Zj!i(σj) 
{σj;JεNi} L jεNi J jεJVi 

(50) 

の関係にある.ここで引は iの隣接サイトである.一較に再帰式を書くことができて，

Z与j訓作川!iバi(灼(伊何矧σ匂引jρ)= 2ε二 Jfσj ε乙k町 ¥i σ k II z，九k科均iほj(伊σρ 
{ヤσ円叫kぶ;k綻εj叫Vjら〉λ¥i吟} k綻εN叫j¥i4 

(51) 

ここでキャピティ場 (cavityfield)hj1iを，

Zjli(σ，j) = εβhjli(7j (52) 
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図 10:キャビティ場 hj1iの概念国.

によって定義する.すなわち，条件付きの分配関数をキャビティ場の 1パラメータで表してみる.

ZjjJ +1) = eshjl勺 Zjji(-l)= e一βhji包より，

1 1L  ZJli(+l) 
μjli = 

2s 
ul 

Zjli( -1) 

となる.キャピティという名前の由来は 4の部分を「穴」にすることから来ている.

さて，条件付き分配関数による再帰方翠式は，hjliで書き直せて，

L 1 1L一 fL{σ内以，ムた叫¥吟z斗}戸I:
kσ内k口kZみk均Ij(伊σ句叫kρ)1

一一 一 ….  

勺 i戸% 2βfιι lL{σ内k，k点た叫¥i}斗}戸〆εf一β江εkσ内k口kZk判幼1](伊σ句叫k)

1人1一 π 乞σkedσkZklj(σk) 

-2fd¥ぷσke-β匂以内)

1 L π が Zklj(社 )+e一位以-1)

M154J-βZklj(社)+ e+sZklj 

l，""， L Coshβ(何十 1)

2βケ---coshβ(hk1j -1) 

(53) 

(54) 

となる.hjliは頂点iを「穴」としたときのキャビティ場であったが，それは下部の木のキャビティ

場によって再帰的に表すことができる.ルート tだけは特別なので，hiをZi(σi)= eshiσ4で定義

する.んをルートの有効場(effective五eld)と呼ぶ¥んもキャピティ場 hj!iと陪じ形式でかけて，

1 L Zi( +1) 1 '""' L coshs(hj1i十 1)
んニー-:::-ln~一一一ニーーちム

• 2s ~~~ Zi( -1) 2s ~~ ~~- coshβ(hj1i -1) 
jεlVi '-'J! 

(55) 

である.これからキャピティ場を集めてくれぱ，ルート tの属辺分布が求まることがわかる.馬辺

分布P(σi)はボルツマンウェイトの和，

一_ osh意向

P(句)= ) ~ P(σ1，σぁ・・・ぅ σN)=~ 
44 1 2 4 Z t h )  

{σj，Jヲt:i}

(56) 

でかける.これが有効場と呼ばれる所以で，議化は mi=Li的 P(σi)= t組 hβんのようになる.
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キャビティ法の計算はベーテ近訟の計算と似ているが，違うのはラランダム系であること反換し

て各エッジのキャピティ場は違うことである.

ランダムグラフの性質の取り込み 今までの計算の手続きをまとめると，まず (1)ランダムグラ

フを任意の]頁点iをルートだと患って指定し，あとは木と仮定した.ついで (2)Zjliかち Ziを再

需方程式でかき，(3)hjli→ hi→ miと計算していくというプログラムであった.しかしながら，

実擦には木でなくランダムグラフであるため，その違いを考えなければいけない.

さて，ランダムグラフの性質を取り込むために.Jijの平均をとる.平均をとると，何かキャピ

ティ場の分布関数ができるだろうと期待できる.キャピティ場の分布を

IIcav(h) =走:L[8(h -hj1i) + 8(h一九)J
(i，j)εE 

(57) 

と書く.また有効場の分布も

印)工会56(h-ht) (58) 

と書ける.そしてこの分者関数に対する反護方程式を求める.エッジ、にのっているキャピティ場

を求めるには，頂点につながっている他のエッジのキャピティ場を集めてくればよかった.その

エッジの数はポアソン分布に従うので，

豆捌叫〈杭例h的) = £乞ε4 /μd品削h
d=O ν 

(z.. 1 ~LCoshß(hk1í + 1) ¥ 
什 h一一、 ln ___ll~>J"'lb ~~ I (59) 
¥.V 2β間z coshβ(旬-り

となり，レプリカ法の P(h)と同じ方程式が得られた.この後の計算手法は省絡するが，エネル

ギーや自由エネルギーを計算することができる.携えばエネルギーは.

E=  L{σhσ}σρjP(σれ σj)‘
一 -

L{町内}P(σi，O"j) ヲ

(60) 

P(σゎσj)cx esai'σj十3σjhj1i+βσihijjのように計算できる.

レプリカ法とキャピティ法の違い 以上でレプリカ法，キャピティ法によるランダムグラフ上の

イジ、ング模型の解析を行ったが，結互作用にループの効果が顕著でないランダムグラフ上の問題

では碍者は同じ結果を導くことがいくつかの摺題では知られている.しかし，そうでない，例え

試有援次元培子上の統計力学そ考えるときにはそれぞれに何かしらの近似理論を用いる必要があ

り，その段階で再者は一致する保証はないと考えられる.レプリカ法の問題点として，

・レプリカ極限の正当化ができない.
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-もう一つ深刻な問題として，レプリカ対称性の破り方がよくわからない.レプリカ対称解，

すなわち C(乞αsQ:)という解を構成したが，それをどう破ればよいかよくわからない.仮説

として，sを.2:αEAsa，:2二αεBS
αの関数として.1段階で破ろうというモナソンによる試み

があるが，保証の限りではない. 2段i轄で破るにはさらに非自明で，結}書的に破ればよい気

もするが，そのための原理は確立していない.

ことが挙げられる.一方でレプリカ法には全結合型ではない模型でもレプリカ対称なものならば

計算できるというメリットがある.キャビティ法にも特有の問題がある.

・計算の手法自体誌ベーテ近似であり.ループがあるとその効果がわからない.

・方程式が本質的に反復的であるため，解が複数ある碍はどうすればよいかがわかちない.解

が 2~国や 3偶ならば自由エネルギーを計算して最低値を選べばよいが，指数関数;まど解があっ

たときはどうするのかが自明ではない.現在は r1段踏RSB(ReplicaSymmetric Breaking) 

キャビ、ティ法Jが広く使われている，名前がF紛らわしいがレプリカ法とは加の概念で，護数

の解に対して統計力学を構成し，温度をパラメータとして導入し自由エネルギーを最小化す

るという手法である.しかし，本当の答えを与えている保証はない.

が挙げられる.

最後に注意すべき点とて，ランダムグラフのイジング模型では 2つの手法で同じ表式が得られ

たが，一般には常に一致する保証はなく，イジング模型以外の摸型での両者の詳細な比較はまだ

十分に行われていない.

3 ランダムな K-XORSAT問題の解析

本講義の後半では，前章で学んだランダム系の統計力学の手法を用いて，制約充足問題，最遷

化問題の具体関として K-XORSAT問題を解析する.

題題設定 N{I題のブール変数210=l，2f-~N.引を {Oラ1})を用意する(真を 1ぅ偽をo~こ割り当
てる). 和演算十を排他的論理和 (XOR)に対応させる.すなわち， 0十0=0ぅ1+1=0ラO十1=

1ぅ1+0=1である(表 1).XORは2つ変数が撮っているか撮っていないかで、鐘が変わるため，ス

ピン系との対応が容易につく利点がある.XORの代わりに OR演算を導入したのが通常の SAT

問題である.

税約条件として方程式，例えば

Xl +X2十 X3= 1 (61) 

をとり，これを満たす解を考える.状態の組み合わせは 23ニ 8通りあり，そのうち解は
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表 1:排他的論理和 (XOR)の真保表.

cε y x-jヤ y

A

v

n
り

1
1
1
i

A
U
t
i
-
i

ハυ

ハυ
1

i

A

υ

τ

i

の4つである.

N個のブール変数を用いて M 留の方程式が制約条件として与えられているとき，解空語がらす

べての方寝式を溝たす解を求めよという問題を XORSAT問題という.もうひとつ例として，

Xl + X2 + X3 = 1 

X2 + X4 = 0 (62) 

の3つの方程式を考える.ただし Xi，i = 1，2ぅ3ラ4.この SAT解は (1ぅGぅ9ラ0)ぅ(0ラ1ラ0，1)である.解

がある問題を以後略して iSATであるj という.一方で

Xl +xニ 1

X2 + X3 = 1 (63) 

には解がない.このような問題を iUNSATである」という.特に，すべての方程式がK短の変

数からなる問題をK圃 XORSAT問題という.この問題はガウスの消去法を用いると O(N)の手続

きで解を求めることができる.言十賞理論の観点からは菌難でない問題群(クラス P)に属するが，

以下に見るように Nが十分大きな極援で相転移が存をする.

問題のランダム化 次に，問題のランダム化老行う.ランダムな制約条件を次のように作る.

1. N~霞の変数からランダムに K1習を選び，方程式そ作る.

X九十 Xi2十・・・十 L町長 =v (64) 

右辺は確率は確率 1/2で0か 1老割り当てる.すなわち Pい)= 1/28(v) + 1/28(v -1). 

2.これを M 回繰り返す.

あるいは別の作り方として，すべての H=NCK倍の方程式を確率pで問題に加え，1-pで加え

ないとする.右辺誌同じようなルールでつくる.平均でpH掘の方程式ができ，この場合方程式の

数がゆらぐ.今回は前者の方法を採用する.

求めたい量詰，N個の変数で.1¥;1=αN怨の方程式を溝たす解が存在する確率PSAT(N、α)であ

る.一般に九AT(Nラ α) 註 α の減少環数であり，その形は K~こ強く依存する(格子模型の次元老思

い浮かべるとよい).以後 K=lぅ2ぅ3について計算を行う.

三
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3.1 K = 1の場合

K=  1の場合， XORSAT演算誌方程式に含まれないが，以下のように，XlぅX2，'" ，XNのN個

の変数で M 個の方程式をランダムに作る.

Xil = 0 

宅

2
4一一円

J
H

.
4
b
 z

 
(65) 

XiM 二 1

右辺は確率1/2で0か1を振り当てる.これらを満たすSAT解が存在する確率，PSAT(N，α=M/N) 

を計算したい.

いま，niをXiが方程式に含まれている数とする.すべての叫が 0か1のとき， SAT解は常に

存在する.なぜなら問 =0の変数の値は任意にとれ，ni = 1の変数は方程式の右辺と同じ檀に決

めればすべての方程式老満たせるからである.一方，ni三2のとき誌，すべての右辺が同じとき，

すなわち (1/2)ni-lの確率で SAT解が存在する.N個の変数をランダムに M 謡選ぶとき，問は

平均 l¥II/Nのポアソン分布う

削=守ど (~)π 、
も
雪

F'F

nhり円。
/
'
S
量、、

に従うから， α=M/Nを用いて，

α) = I~-N_J + 玉 叩rGr-1

= [パ(2A-1)]N

= [2e長 -e叶N=[2J-e一α]N (67) 

と計算できる(図 11).Nが無限大のときは，無根小の αでPSATはゼロになる.

PSATの大信差続計違った見方として，PSATを

PSAT(Nぅα)~ e-Nω
1 (0:)+0(1) (68) 

と書いたときの的(α)を調べる.α>0のとき Nが有認ならばPSATは有理だが確率はとても小

さい.このようなきわめてレアな事象を特徴づける枠組みが大偏差統計である.凶(α)をレート爵

ウ

t
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EEqdz=2la0s0 一一g時 一

N=紛号一一品一
0.85NNN==z1S649O08 6 B 

NN=z3s6o0g0--44--m -

3 
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0.4 
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0.01 
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函 11:(左〉巧AT(Nラα〉の α依存性. (右)レート関数泊料)• 
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α (69) 

と計算できる(国 11).少しでもレート関数が0よりも大きくなると. lV→ ∞ で UNSATになる.

すなわち，レート関数がある αcで0から正に移り変わるような場合， SAT棺から UNSATへの棺

転移が起きていることがわかる.Kニ 1の場合は任意のむ >0でレート嬰数は常に正であり，転

移は起きない.

基底状態のヱントロピ一 次に， r霞たさない方程式の数が最小のセット{ぉ}を基ま状態と定義し，

この数を評語してみる. SAT拐では，充足解の偶数である.

n?をXi= 0があらわれる数， ηjiをXi= 1があらわれる数とする.もしイ =njなら XiはGと

1のどちらの髄をとってもう充足しない方程式の数は変わらない.この意味で Xiをfreeな変数と呼

ぶ.一方でη?=I=吋ならば， η?とnjの大きな方にぬの値を国定した方が充足しない方程式の数

誌少なし¥このときぬ誌 frozen変数と呼ばれる.よって，基底状態の縮退度nは， free変数の数

Nfを用いて， η = 2Nf となる.

ある変数がfreeである確率pは，平均(号)のポアソン分事の 2乗の和でまうらわされ2，

ρ=ζ (e-~/2 (~r) 

一一α工品 (~)2n

2niは平均 α=Jt1/Nのポアソン分布に従っているが，制約条詳の右辺は確率 1/2で 1と0となるため， n~ と
吋はそれぞれ α/2のポアソン分布に従う.イェη?となる条件誌ポアソン分布の二乗となる.
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f最適化問題の統計力学的研究j

と計算できる.Io(x)は0次の移正ベッセル関数である.

Niの平均数は可ニ ρNなので，主主底状態のエントロピ-8.すなわち基定状態の悟数の対数は

s=会lnn=守ln2=ρln2 (71) 

となる.α=0では ln2の全ての状態が解であるが， α>0では自の指数関数的;こ減少する.

3.2 K = 2の場合

-RHS=O 0 
-一一目RHS=l 。

。
3 

ι品
川、り

図 12:2-XORSAT問題のグラフ表示.

次iこK=2の場合を解析する.2-XORSATはグラフ表現が可能である.変数の数を N‘方程式

の数が M のとき，このセットは頂点 1'1ラエッジM 個のグラフでかくことができる.例えば，…j=O 

LEj十 Xkニ 1 (72) 

という問題は密 12のグラフで表現できる.

αを大きくすると，このグラフの構造が質的に変わることが知られている.いまエッジの種類

(右辺が Gか 1かで 2種類ある)は考えないことにしてう頂点どうしがつながっているかどうかだけ

に注目する.それぞ、れの頂点に接続するエッジの数をジとすると これは平均c=2αのポアソン

分布に従う.

一円一
d

α
 

q
，“
 

ε
 

一一y
 

p
 

(73) 

このグラフに対して，次のことが数学的に分かっている.

• c < 1のとき，ほとんどのグラフは有限で木構造をもっ.最大クラスターサイズ Vmax

lnN 

• c = 1のとき，九laX rv O(N2j3). 
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• c> 1のとき，唯一のジ、ャイアントコンポーネントが存在し，そのグラフのサイズ泣 Va=

f̂(c)N.ここで7は1-̂f= εーのの解.

c>lのとき， γはランダムグラフ上のイジング模型のT=Oででてきた磁化に撰する決定方程式

と閉じ表式でかけていることに詮日しよう.イジング模型の解析では，f̂ = 1 -roが有限の有効

場がでてくる確率で、あった.その部分はT=Oですべて同じ符号になりグラフの大きさを出すか

ら， γの決定方程式は数学の結果と一致するのである.

K=2のSAT圃 UNSAT転移 上記のグラフの性質から， c = l(o:c = 1/2)がジャイアント・コ

ンポーネントがでてくる転移(パーコレーション転移)に対応し， α<αcのときは系にはパーコ

レートクラスターは存在せず，PSAT > O(SAT相)であると予想できる.この領域で烏AT(α)を具

体的に計算する.

もしグラフf/i木になっているとすると ルートから績を決めていくことで必ず SAT解が作れる.

しかし，もしグラフにループ7J")含まれているとつじつまが合わない場合がでできて.PSATは1よ

り小さくなる(図 13). よって PSATを計算するためには，ループ構造をもっグラフを数えあげる

ことが必要である.

いま，全体のグラフ Gの中のサブグラフσ(E，V)の平均数N(EラV)は，N1留の頂点から V1国

選んでエッジを E本おき，そのまわりにヱッジを置かない場合の数であるから，

N町)= (~) (ザ(1一言)恥
(74) 

となる (Nは十分に大きいとしてスターリングの公式を用いた).この式から，次のことがわかる.

• V-E=lのときは木構造しかないが，それがO(N)個存在する.

• V-E=Oのとき，これはルーフ構造に対応するが，それは 0(1)倍存在し，N→∞でも

有限である.

.V-E三-1のとき， 2つ以上のループがあるが，N→∞で存在しなくなる.

先ほど述べたように，木の場合SAT解は常に構成できる.ループ構造の場合.ある頂点からんー

フ。に治ってきめていくと，戻ってきたときに確率 1/2で矛震が生じるので，確率 1/2でSAT解が

ある(図 13).

以上より，PSAT(lv，α)は全体のグラフ Gのなかにあるループ構造をもったグラフの数C(C)を

用いて，

PSNr(N，a) = ( G) C幼 (75) 

-160-
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「最適化問題の統計力学的研究J

1 

図 13:(左)木構造の場合，顕番に決めていくことでSAT解は必ず構成できる. (右〉ループ講造の

場合，図の黒丸から時計回りに決めていくと，黒丸に戻ってくるのエッジ、の種類によって確率 1/2
で矛盾が生じる.

で与えられる.長さ Lのルーフ。の平均数は，

肝 (2α¥LN(N -1)... OV -L + 1) N→∞ (2α)L A 

lVL= I ">Y J 一一一一一→一一一一一ニ:1¥. 
¥ N J 2L 2L 

である.分母の 2Lはルーフの始点と向きの選び方に対応する.ここで，エッジの割合は小さいの

で、ループは密に存在することなく局所的に存在することを仮定をする.このとき，それぞれのルー

プは独立事象とみなせて，長さ Lのんープが存在する確率誌ポアソン分布，

AC 

P(c) = e-ALす
に従う.よって求めたい PSAT(α)は，

(76) 

(77) 
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lim PSAT(α) = 
lV-→てた

eα/2(1 -2α)1/4 (78) 

となる (Lo= 2泣ループを形成する最小の数).これかち， αc= 1/2でSAT棺から UNSAT棺に

移り変わる SAT-UNSAT転移がおきることが分かる(図 14).

最後に，K=2の場合はスピン系，あるいは格子ガス系へのマッピングが可能であることを紹

介しておく，ブール変数を用いてスゼン変数 σi= 2xi-1をつくると，充足しない時にエネルギー

があがるようなエネルギー関数として E= 2:(ωεEJij叫 σjとできる.ここで Jijは方程式の右辺

に合わせて土Jの値老とるとする.これにより，T→ 0でエネルギーが -JMのときに SAT解が

存在したことになる.

po 
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爵 14:Nが十分大きいときの号泣の漸近形 (K= 2). 

3.3 K = 3の場合

3ふ 1 問題設定

K=2の場合はジ、ャイアント・コンポーネント(パーコレーション)に由来する SAT-むNSAT転

移が起きたが，K=3の場合ほまた違った起源をもっ SAT-UNSAT転移が起きる.結論を先にか

くと，PSATはN →∞のとき， αく αc~ 0.92でPSAT→ 1ラαc<α でPSAT→ 0となる(図 15).

PSAT 

1 

αc ~ 0.92α 

国 15:K = 3のPSAT.

K=3のときは.Xi十 Xj十 九 =0という制約条件を含む問題はグラフで表現すると，図 16の

ような 2種類の頂点をもっ 2部グラフと呼ばれるグラフで表せる.K=2のときはループができ

たことが詩題だったが，K=3のときは留のようにループからはみ出した部分(頂点jなど)で調

整できるため，ループ構造が本質的な役割老もつわけではない.K=2の場合と異なり，間のグ

ラフの幾荷学的性質が重要になることが予想できる.

つ-
P
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図 16:3-XORSATに対応する 2部グラフ.

モーメント不等式による評値 まずろんτの大ざ、つばな評価をするために，モーメント不等式を導

入する.η をランダムな正の整数，凡をnの議率分布， ηのq次モーメントを (nq)= L~二。 ηqPn ，

Pr(nと1):= I:~二1 Pn = 1-Poとしたとき，一般に

(η)2 
一一三五伊三 1)三(η)〈η2)

が或り立つ.いま，nをSAT解の語数とすると.PSAT = Pr(nどり.なので，

(79) 

<1N 
Zも広三和)く一二~ = exp[(N -Al) ln2] = exp[N(l-α) ln2J. 

2・・・ 2
、-.，-;
11'11箆

(80) 

ここで，一つの方程式に対して 1変数分自由度が減る場合で上側から不等式をおさえた.レート

関数でみると，w(α)三(α-1) ln 2.これからもし αcがあったとすると，それは 1以下で島ること

がわかる.この結論は Kによらない.実際 K=2のとき αc= 1/2でこの条件を満たしている.

解析の指針 ある 3-XORSATの方程式のセットをみると，変数の中には， r大事な変数j と fそう

でない変数Jがあることがわかる.例えば方程式のセットのなかに，めが一度しかあらわれないと

する.いま， 1¥11国の方程式のセットをF(いりう Xlがでてくる方程式を除いたものをF1({x ¥ xI}) 

と書く.すると明らかに FがSATであることと F1がSATであることは同値である.この意味で

一度しか現れない変数は「大事ではない」といえる.大事でない変数の数は，平均的に

3M(1 -ljN)31vf-l ~ 31¥1e-3α (81) 

偶だけある.大事でない変数が現れる方程式を取り除くと，新たに 1{!躍しかあらわれない変数が

でてくる.それをさらに取り絵く，と繰り返していくと，どの変数も 2つ以上現れる方程式のセッ

トF2が得られる.こうして，Fに対する 3-XORSAT問題を F2~こ対する 3-XORSAT 湾題に置き

換えられた.

以下で. (1)らにはどれくらい方寝式があるか，また (2)解の個数はどれだけあるかをレプリカ

法によって解析していく.

q
J
 円。
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3.3.2 レプリカ法による解析

結果 先にこれからの計算の結果を書いておく.

結果A

-ln(l-b) 
c:::: 0.8184 d = H1tll 3b2 

となる αdがあって， α<句のときら→ O(N→∞).

(82) 

結果Bα>αdなら O(N)倍残り，F2の解の橿数が eNS(α〉ある.ここで，

S(α) = (b -3αb2十 2αb3)ln 2 (83) 

であり，bは l-b=ε-3ab
2
の解である.

らが SATということは，S(α)三0を意味する.数値的に解くと αcc::::0.9179となり，この鎮は

数信実験によって求めた SAT-UNSAT転移点とよく一致している.

F2が分かったとすると，ここから Fを求めることができる.先ほどの Fからむを作った手顕

の逆を行い， 1つずつ方程式を戻す.そのときに加わる変数の数m によって縮重度が決まっていて，

(l)m = 1のとき，つまり 1つだけ変数を加えるときにはその方程式を満たすように加える変数を

決めるので.Fに戻す解は唯一にきまる.(2)m = 2のときは 3つの変数のうち 1つだけ鐘が決まっ

ているので 22-1= 2個，(3)m = 3のときは 3つの変数が他で法使われていないので， 23-1 = 41留

になる.この手顕で、戻った数を eNSin(α)と書くと， Sin(α)ニ (1-α)ln 2 -S(α)となる(結果C).

3ふ 3 解の{堕数に対するレプリ力理論

解の個数ねをエントロビー表現(n= eN8)したとき， エントロビーの確率分布がe-Nω(8)と書

けるとすると，

例 = J仙山

rv e均X却p[凹N呼，x(偽S均q一 ω叫(8め釧))川)万iニ :eN拘州N均阿f勺頃愉制gポ仰制(臼∞q引) (84) 

となり，w(S)のルジ、ヤンドル変換g(q)で表せるので，典型的なエントロピーは，

ダ=三ベ=0 闘

で与えられる. ここで平均十・うはランダムな方程式に対する平均である.これはまた以下のよう

に考えることができる.解の偶数法問題Fに欽存する確率変数であるが， 1自由度あたりのエン

トロゼーに対して自己平均性の仮定をすると，評揺すべきは，S* = lirn土(lnn)である.これ
N→∞ N 

をレプリカ法を用いて，g(q = 0) = 0であることに注意すると，

1 _ d ダ=Jirn : T liIIl _:_ (n q) = Jim liIIl _:_ 9 ( q ) . 
N→∞ Nq→O dq'--I N→∞ q→0 

これから F を求めることを呂的に，器題を

(86) 

4i 

n
h
v
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1. g(引を整数qで計算する.これは解の個数の q次モーメントに対応する.

2. これを，非整数の qに拡張する.

3.実数のqについて求まると患って，S*老評倍する.

の}I嬰番で解いていく.

ここでさらに問題の簡単化を行三 方程式の右辺は薙率 1/2でランダムであるが，これをすべ

て0の一様系にする.一様系の解の偶数mは町三 nである.このような霞単化で解の性質は変

わらないことを仮定する(最終的には数値実験との比較でそれを正当化するトまた，一穀の正の

整数q~こ対して，もとのランダムイとされた問題の倍数 η と引の関には，

(ηq十1)ここ exp(N(l-α) ln 2)(ηわ (87) 

の関係がある.

一様系のnのq次モーメント q次モーメント詰，

r lvJ lq 

n~ = IL:II el(X) I 
L X 1=1 J 

ここで εz(X)は変数の配位Xがl番目の方程式を充足 (SAT)するとき;こ 1を返し，そうでない

(UNSAT)とき 0を返す関数である.Xのなかには XlぅX2γ ・.，xNの具{本的な配位が入る.q ~ま正

の整数である.上式を次のように書き直す.

(88) 

三二 rr rr el(Xa). (89) 

ここでXa(α=1，'" q)はXのレプリカである.レプリカベクトルを， t;:=(zjF4f・.，Xi)で導

入する.ランダム平均をとると，

(吟)=乞(rr ez(Xa) iニL:I走L: OXi+Xj+Xk I (鉛)
Xl，'" 、Xq ¥a=l I Xh" ，Xq I 1ご日ふk壬N I 

Oxは5のすべての成分がむのとき 1うそうでないとき 0を返す関数である.

レプリカ毘位 次に，レプリカ配位{X1，'" ，Xq}を導入する.そして，レプリカベクトルの頻度

分布ρ(X')を，変数Xiうが =1γ ・.， N) が x~こ等しい頻度として，

N 

p(X') :=会L:o(x，xi) 、‘.
2

・2

，，，
Z

1
i
 

Q
3
 

/
2
1
¥
 

で定義する.これがランダムグラフの解析で導入したモナソンのC(S)関数に対応する.もちろん

I:xρ(の=1である.

戸、U6
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ここで状態和を ρを介して計算する.

走乞仏巧吋
ls，i，j，た三;N

走LLO阿川

=Lρ(めが~)ρ(れめ
ー吟哨

x，X' 

(92) 

つまりう伊j)への {X}の寄与は配位には富譲依存しなくて，p(めを介して和がとれる形になって

いる.計算すると，

(n~) = L I L p(x)p(;')p(x + ;，) I 
Xl…Xq I x.;; I 

乞叫I-N2ン(x)lnp(:f)十 Mln(ρ(x)ρ(;，)ρ(:f+ Xi)) I 
{ρ} L x J 

乞叫[NG({ρ};q，Q)] (93) 
{ρ} 

となり， ρのヱントロゼー項がでてくる.結局，未定乗数を含めた形で

山 ← 一写矛ν戸ρバμ嗣州{♂向仰剛伽山zめ叩恥恥)μ片尚ln

の鞍点評儲をすればよく，

の連立方程式を解けばよい.

0=笠一
石p

(95) 

この鞍点方程式を解くために， ρ(めに条件を課す.ρ(めの具体的な形として， 2つの極限分布?

(1)一様分布ρ(:f)= 1/2qと(2)集中型分布ρ(x)= 8(之めを想定する(;， = oとする). (1)と(2)

の分布を混ぜて解を探索しようというのがアイデアである.すなわち

州=(1-吋+b8xぅ O三b三1 怜

として，bをパラメ一タとして鞍点方程式の解空欝を制限し解を探索する.b = 0なら一様分布，

b=lなら集中分布に相当する.試行解 (96)を式 (94)に代入すると，

(1 1 ¥ f1 Z_ ¥ L (1 -b) (L' 1 -b ¥ L (1_ ， 1 -b ¥ 
G(b;ια) = - ( 1 -:rt 1 (1 -b) ln一一一一(b+一一)ln ( b + ~ c¥rt ~ ) ¥ 2q J ¥ 2q ¥ 2q J ¥.， 2q J 

十αln(九b♂3十 1ト一がnlo 一一一一-一 i 
¥ 2q I 

が求まる.結局，鞍点解をもとめる問題が，b ~こ関する G(b;q ， α) の最大化関題

g(qタ )=35三G(b;q， a) 

-166-

(97) 

(98) 
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G G G 
(a) (c) 

b* = 0 b*=O b>O b=O ゲ >0

図 17:各領域での G(b)の概形.

Lこ帰着された.

結果は 3つの領域に分けられ，持)α<αd(q)のとき，G(b = 0; qぅα)= q(l-α) ln 2で，一様分

布 (b= 0)のところが一番大きな Gを与える. (b)中閣の αd(q)<αく αc(q)のところでは，b= 0 

が一番大きいが，新たな極大鐘が現れる. (c)α>αc(q)のときは b>Oのところが大きくなる(密

17，18). 

α 

(c) 
b* = 0 

¥¥、 (b)

ゲ =0

(a) 

q 

密 18:α 一守領域での棺図.

典型的エントロビー 最後に，典型的エントロピ-8*そ計算する.

8*(α) エ hig(q)二 lilJ! ~~. ( m!:tx G (b;ια)} 
q一→υtιq q一→υαq ¥ 0 / 

mpト(1-b) ln 2 x ln (1 -b)十 (1-b) ln 2-α(1 -b3) ln 2J 

-ln2×mpx[(1-b)(1-in{I-b))-α(1ーが)]. (99) 

bを決める方程式は，

。=In(l -b) + 3αb2斗 1-b = e-3ab2 、、‘

.e・g.，J
A
U
 

Aυ 
4
s
i
 

/
，

a

毛、

となる.この解をゲとすると，

S*(α) = (1-α) ln 2 -(グ -30:b*2十 2αb*3)ln2 

となる.

ウ

tpo 



留 19:q = 0のときのG仰の極値方程式の

解rのα依存性.b* = 0の解は常に存在す

る.一方で， α=αdではグヂ 0の解が一次

転移的;こ出現する. 図 20:エントロピーの評信の α依存性.G
を極大にする解法， αく αcで(1-α)ln 2(実

線)老与える.また， α>匂では準安定解と

して，クラスターの額数エントロピーの寄与

(破線)が存在する.そのときのクラスター

化の概念図を下に示す.
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この結果は次のように解釈できる.まず， α<何では，b* = 0が唯一の解となり，そのときの典

型的なエントロビーは， (1-α) ln 2である.これはモーメント不等式の上限と評語と一致する.つ

まり，方程式Fの右辺の詳縮に彼らずに，ランダム系と一議系が同じ答えであることわかる.これ

はまた方程式の刈り込みを行った乃が最後には gになることを示唆している.また， αd<α<αc

では，短大解は依然として b*= 0であるが，それ以外にrヲf:0の解も存在する.実は.p(めは秩

序変数としての意味をもち，この問題では (0)]に規格化された解のハミング距離に相当すること

がわかる.bラiOの解が存在するところではは ρで、指定されるハミング距離をもっクラスターに分

かれて存在しており，全エントロピーはクラスターの個数部分とそれぞれのクラスター内部のエン

トロピーの和で表現されていると考えられる(国 20). クラスターの謡数からくるエントロピーが

ゼロになる値として， α=αcは定義される.α>αcで詰，b*チ0の解が極大解を与える.ここ

では，一様系の問題には解は存在するが，それはもはやランダムfとされた詫題では解にはなり得

ない.実繋に.PSATのレート関数を評倍すると， α>αcで非負になることが示される.

以上， 3-XORSATのレプリカ法による解析を簡単に解説した.より詳しくは，文献 [10ぅ 11];を

参照されたい.また，キャビティ法や動的性質(ある特定のアルゴリズムを用いたときの探索の

様子〉に関しても詳しい議論がされている.それらの結果も解空間のクラスター講造の理解に相

補的な役割を果たしている(文献として， [13ぅ 14pを参照).
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