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講義ノート

ストレスなしの連続体力学(試論)1 

一運動量の流れを意識して-

パリ第7大学物理学科/ESPCI PCT 関本謙 2

(2010年 9月 30日受理)

初等的な連続体力学を、応力(ストレス)テンソルを極力表に出さず、そのかわり運動量の流

れを用いて書き直す。すでに連続体力学を学んだ人、そうして実際に使っている人にも従来とは

別の視点を提供できればと思う。

まえがき

本稿は学部 3年生への連続体力学(弾性論と流体力学をすこし)の講義ノートをもとに作成し

た。学部3年生に連続体力学は早すぎるというのが通説だろう。たとえば、ランダウの理論物理学

教程のカリキュラムでは媒質中の電磁気などとともに統計力学や量子力学、場の古典論を学んだ

後に予定されている。技術的にも、連続体力学にはテンソルやその変換が出てくるし、とりわけ応

力テンソルの定義が「面素の向こう側が手前側に及ぼす面積当りの力Jどしづ複合的な概念にも

とづいていて、なんだか奥歯に物が挟まったようでとつつきにくい。でもとにかく、そういうカリ

キュラムになっていたので仕方なく、というのを口実に、別の見方で講義をしてみることにした。

その見方というのは、電磁気学について先年旅立たれた今井功氏が著された貴重な本「電磁気

学を考えるJ[1]のアプロ}チがベ)スになっている。今井氏は、 Maxwell方程式を中心に据えた

通常の電磁気学の教科書の体系が、質量、運動量やエネルギーそしてそれらの保存則を中心に展開

される力学、流体力学ひいては量子力学の体系化とあまりに帯離しているので、電磁気学も保存

則をもとに書き直そうと構想しそれを実現された。標語的に Faradayの視点に立戻ろうといわれ

ている。詳細については是非原著をひもとかれることをお奨めしたし泊。まさに「目からウロコ j

の本だ40

1本稿は、編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である。

2E-mail: ken.sekimoto@espci.fr ; Homepage: http:j jwww.pct.espci.frj“sekimoto 
3一つ例を挙げるなら、通常の電磁 (Maxwell)応力テンソルに現れる電場と電東耕度の積なEが、媒質中で「それぞ

れのJ粗視平均の積に因子化できる理由が、縦平均と横断平均(流体力学の知見)を駆使して示される。

4できれば奇特な方が英訳を出版されることも望む。
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「ストレスなしの連続体力学(試論)ー運動量の流れを意識して-J

そこで、応力テンソルというややこしいものの現れる連続体力学も、保存則とりわけ運動量の

それを用いて書き直すとどうなるだろう?と試みたのが本稿である。内容の完成度も守備範囲も

上記の名著には較べるべくもないものであるが、それでもところどころ「へえ、そうなんだJと

ちょっと驚き楽しんでいただければ本望である。もしも運あらば、流体だか国体だかわからない物

(ガラス、ゲル、粉流体など)がしばしば議論にのぼる昨今の物理で何かの理解や記述の役に立っ

かもしれないという楽観的な期待もある。

一言でいうと、応力(ストレス)を使わない連続体力学はなにも無理をするわけではなく、こ

のテンソルを(負号っきの)伝導性運動量流束 (conductivemomentum flux)に置き換えるだけで

ある。しかし、こうするととりあえず 2つの利点がある。第 1に、対流性運動量流束(convective 

momentum flux一通常レイノルズ応力と呼ばれる)と対になって、全運動量流束の一部をなし統

一性が良くなる。たとえば疎な粉体の流れがある地点から淀んで押し合いへし合いするような状

況で、も、これらの運動量の観点で考えると見通しがよし、かもしれない。第2に、応力は力の概念に

頼って定義されるのに対し、運動量流束にはそれがない分、直接的である。下により詳しく述べ

るが、もしも連続体力学と電気回路網の理論の対応を、運動量が電荷に対応する(いずれも保存

量)ように見て行くと、「運動量流束をつかわない連続体力学Jは、「電流概念を用いない回路網

理論」に対応する。これでは分りにくくても無理ないではないだろうか。運動量流束の概念自体

は多くの標準的な連続体力学の教科書に出てくるし、それを元に運動方程式を導くのである。と

ころがその運動量流束が以降の体系化に使われることは筆者の知る限り稀で、むしろすぐに応力

テンソルに追い出されてしまう。勿論それにはそれなりの利点があるのに違いないが一度は運動

量にもとづく見方を貫徹してみては如何だろう。もし同意されれば以下の本文をお読みいただき

たい。本稿では、古典論(非相対論極限、非量子論極限)に話を限る。また磁場との相互作用につ

いても言及しない5。今井氏ご自身が上掲書 [1]を敷桁して力学も含めた、より一般向けの本 [2]も

著された。そこで応力状態にも言及されていると聞く。幸か不幸か筆者はその内容を(未だ)知

らず、重複するところもあると思うが、本家の今井氏の向こうを張ろうというものではなく、筆

者なりに楽しんでみたと思って頂きたい。

この場をお借りして この原稿に至るまで議論やコメントなどでお世話になった方々に謝辞を

のべたい。パリ第7大学の学生には、無謀な講義につきあってもらった。 DrazenZanchi氏(パリ

第7大)には演習を担当してもらった。生物らしいロボットを研究する CRESTの小林亮氏(広

島大)、黒岩章氏(東北大)およびラボの方々には講義をさせてもらってさまざまなコメントを頂

いた。土井正男氏(東京大)とそのラボの方々も同様である。小嶋泉氏(京都大)には武道研究

家の甲野善紀氏のお仕事をご紹介いただいたことで、視野が広がった。本稿で引用した論文につ

いて、共著者や議論の相手になってもらった同僚で、ある宮本嘉久氏(京都大)、 田中良巴氏(はこ

だて未来大)、大信田丈志氏(鳥取大)、 AlainLaverne氏， Claude Gignoux氏にも感謝する。日

本語原稿作成には京大基研の計算機環境のお世話になった。

5相対論的弾性論については、 w.パウリの「相対性理論J(ちくま学芸文庫に収蔵)の g45に言及がある。
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1 離散系のニュートン力学

厳密な公理的体系を作るのは目的でないし、しようとすると混乱してしまうのだが、ニュート

ン力学の基本法則自体も運動量を前面に出して書き換えを試みる。「運動量=質量×速度」としづ

公式を忘れて、無定義語と思って読みはじめていただきたい。

1.1 3つの基本法則

(第I法員IJ)

運動量はベクトル量で、質量のように常に保存される。

(第IIa法則)

相互作用によって系に単位時間あたり Fup (upは単位ベクトル)の運動量が注入されると

き、カ Fupが働くという。(ベクトル量なので-Fupを吸取られるといっても同じである。)

(第IIb法則)

速度ベクトル6で動く質量m は、 p=mvだけの運動量を貯える。

法則 IIaについては漠然と相互作用と書いて暖昧になっているが、静電的、重力的、量子力学的な

効果による遠達相互作用が考えられる6。相互作用による運動量の移送を伝導性の運動量の流れと

よぶ。法員IjIIbのように運動量の担体が動くことによる運動量の移送を対流性の運動量の流れとよ

ぶ。法則 IIbはあくまで磁場の無い場合に限って適用される。磁場存在下では正しい対流運動量-

速度の関係でないだけでなく、電磁場の担う運動量 (Poyntingベクトノレ)などもこみで保存しな

ければならない問。

6とれらの効果を相当する場の運動量流によって記述できれば、すべて局所的に書き換えられる。しかしそれには [1]
の内容とあまりに重複が増えるので、本稿では述べない。なお Vander Walls力のような媒質のゆらぎによる力は距

離の逆て乗に比例せずかっ本来 2体相五作用的ではないので保存流としては書き換えられない(左思う)。
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1.2 直接の帰結

座標系依存性:質量に貯えられる運動量は慣性座標系の変更に応じて値を変える。

対生成:運動量は総和がゼロになるかたちで生成することができる。

孤立系:力学的に孤立した質点は一定の速度を保つ。

力と加速度:孤立した質量に力が加わると、質量の貯える運動量が変化、すなわち加速が生じる。

作用.反作用:第I法則によれば系に注入する運動量は系外のどこかから吸取られる。系外には反

対符号の注入があるといってもよい。これと第IIa法則をあわせるといわゆるニュートンの

第 3法則を意味すると思うので、ここでは法則として別記しなかった。

ベクトル性:移送される運動量はかならずしも、移送の向きを向いていない。反平行のこともあ

れば、斜行、直交していたりもする。これらは連続体に議論をすすめると登場するだろう。

永久循環:運動量の流れが物質の運動を引き起こさないとき、流れは永続できる。これを内部[残

留]応力と呼ぶ。また連続体に議論をすすめると登場するだろう。

1.3 簡単な例

1.重力下の質点の自由落下。遠達力(重力)は一定率 F= -mgzで質点に運動量を注入し、

これが運動量を介して速度を変える:害=F

2.点電荷が別の固定電荷から静電相互作用をうけて周回する場合、前者に運動量が注入されつ

づける。その様子を図 1に示す70

合。+入。+d8

R 
dへ。

(a) 、、，/
h
U
 

i--
図 1:(a)半径Rで周回する電荷。速度の単位ベクトル匂も示す。 (b)角度。と()+ d()の間に電

荷の質量が貯える運動量は POUOから POUO+dOに変る。この差は固定電荷の系から供給される。

7注入するのは固定電荷を支える何かである。
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3.壁に当る粒子のジェット。互いに相互作用しない粒子のジェットが円錐形をした壁に当る状

況(図 2(a))でジェットが壁に加える力を知るには、質点が壁に衝突する際に移送する運動

量/秒を加えればよい。流体のジェットが平らな壁に当る状況(図 Fig.2(b))でも、反跳な

どがなければジェットの束の断面を通って流れる運動量/秒が壁への力になる。

4二

)
 

L
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〆，.‘、

(b)流体のジェット。

(a) 

図 2:(a)相互作用のない粒子のジェット。

4.物体にあたる粒子のジェット。図 3のような状況を考えよう。 (a)では左右のジェットの運ぶ

運動量と、 2重円錐型の物体の形状と質量がわかると、後者の運動がわかる。 (b)では粒子も

円盤も重力を受けるとしよう。図のような初期条件から、円盤はどのように動くだろうか?

円盤でなく非対称なものだとどうだろう。
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図 3:粒子のジェットを受ける物体。 (a)重力なし (b)重力あり

コメント

山では点電荷から電荷に応じた電気力線が伸び、そのそれぞれに(場に依存する)張力を付与

する。いずれ張力を運動量の流れとみる立場では、電荷が運動量の湧き出しか吸込みかのように

思えそうだが、本稿では全運動量を見るという立場で、保存則一本で通すことにする。たとえば、

月
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十分離れて静止した正負電荷から出発し、そこには運動量の流れも搬送も殆んど無視できるとす

る。そこからわずかな静電相互作用が両者に反対向きの運動量の注入をしはじめると同時に、両者

はその質量に応じて加速されて運動量を蓄積する。そうしてそれぞれの電荷かつ質量は全運動量

を産みも消しもしない。別の例として、正負の電荷が (ss1.3の2.のような固定点まわりでなく)

双子星のように重心のまわりを周回する場合も、静電相互作用で授受する運動量は質量の貯える

運動量の変化にそっくり使われる。最後の例として、正負の電荷で引合うイオン対が他の短距離

斥力相互作用(その量子力学的詳細は問わなし、)との措抗で一定距離に静止する場合には、静電

相互作用の流し込む運動量と斥力相互作用の引き出す運動量がちょうど相殺しである種の運動量

循環を形成する。静電相互作用を例にとったが、 2質点の万有引力相互作用でも類似とする。よ

り複雑な状況も上記のようなバランスの組合わせであると考える。

2 力学回路網の書き直し

質点系を主に扱った前章と連続体の扱いの架け橋として、離散的力学要素からなる系を考えて

みる。

2.1 準備:作用素としてのスカラー流

流れや流束、密度などは系の状態ではあるが、切口や採取量など測定条件次第で測定結果は変

る。そこでこれらの量を(測定条件を与えると観測結果を返す)作用素とみなす。これは趣味の

問題なので、読みとばしてもらってもよい。

いきなりテンソノレは戸惑うので、電流や水流のようなスカラー量の流れからはじめる。ある経

路にそう流れにそって Jt(8)= J(8)が(8)を定義する8。ここで sは適当な基準点から経路にそっ

て測った経路ノ《ラメーター。またがは経路に接する単位ベクトル。 J(8)の符号はがの向きを逆

転すれば変る。

定義:

Jt (8) は接線ベクトル i(8) に作用してスカラ~ Jt(8)・i(8)を返す作用素で、結果は ii(8)の向き

への通過量/秒」を表わす。

たとえば図 4において、 i(8)= U(8)なら Jt(8)・U(8)= J(8)を得るが、 i(8')= (-U(8'))なら

Jt(8')・(-U(8'))= -J(8')を得る。この流路の両端に電荷のコンデンサーや水のプールがあると

すると、これらに時間当りに流れ込む電荷や水量は、Jtをこれらに向かう単位ベクトルに作用さ

せると得られる。もし結果が負ならば、コンデンサーやプールは湧き出しである。

補足 1:2次元、 3次元に広がった流束(flux)と区別して、経路に沿って集中する場合に流れ (current)

という語を用いている。

8転置 tを使うのは、反変ベクトルとして共変ベクトル i(s)どスカラー積をつくりたいからだが、面倒なむきは無視
されてよい。
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「ストレスなしの連続体力学(試論)ー運動量の流れを意識して-J

八

一t(s') (a) 

図 4:(a)流れ Jt(8)= J(8)Ut(8).矢印は各点での U(8)を表わす。 (b)この回路からの流れ込みを

測りたい向きのベクトル。 (t(8)を予め上向きに決めたので、下端で、は負号がつく。)

補足 2:後述するように流束Pが作用する対象は任意の向きの面素ベクトル合Aでよいのだが、そ

の性質と整合するように「経路に集中した流束Jを定義できる:

ル)= fc J州 t(8')伸一 R(8'))d8' 、、.，，，
噌

E
i

〆

''a
‘、

ここで R(8')は経路C上のパラメータ 8'にあたる位置ベクトル、 03は3次元のデルタ関数。この

流束Jt(r)をパラメータ sでの任意向きの面素先んに作用させると

1 ]t(r)・合dA=1 J(8') 1 1 03(r-R(〆))(ゲ(8')・合)dA 1 d8' (2) 
JAs JC LJ As J 

となり、[]内の積分が土0(8'-8)を与えるので(当り前だが)結果は面素の傾きによらない土J(8)

を得る90

2.2 力学回路網の法則

スカラー量の流れに馴染んだあとで、ベクトル量の流れを導入する。さしあたり真っ直ぐな流

路を考える(図 5)。太さと質量を無視できる棒が手を押す力を(伝導性の)運動量の流れの立場

で表わしたし、10。スカラー保存量の流れの扱いを拡張し、運動量(=ベクトノレ性の保存量)の流れ

も作用素 Gとみなし、これが接線ベクトル合に作用して、その点を通って移送される運動量/秒

G.nを値として返すようにしたい。

(+ 

F_ 

図 5:棒の両端を手で押す時、手に向かって流れ込む運動量/秒は矢印の向きをもっベクトル F土

である。

9符号土は (ut(s)・仇)> 0， < 0に応じてとる。

10棒を離散力学的にイメージするなら相E作用する要素の網目で、これが[対流性の運動量を貯めこまずにl運動量を
遅れなしに受け渡すといったところか。
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講義ノート

運動量流Gの定義(前半) 図 6参照。

(1.)曲げや振りのトルクのない棒に沿う運動量流は次のかたちをとる:G=Puut ここに 4は

棒の単位接ベクトル。加速しない棒に沿っては Gは均一である。

(2.)出口においては、出る向きの単位接ベクトノレを仇(out)とすると、流れ出る運動量/秒は、 G.仇(out)

とかける。

ゐ(out)

お今F
n
 

ペ
n一月一一州一一戸

「
し

図 6:左:定義 2.の説明。右:外からみたときの運動量流。

定義により、棒が外に働きかける力は P=G・合(out)= P先(out)。逆に、外から力 p(ext)が棒の

端点に加わる状況(図の (b))をわれわれは運動量の流れ込みと考えるのであるが、その場合は棒

内の運動量流を決める条件は G・仇(in)= P合(in)= p(ext)となる。ここで外が働きかける対象は棒

の内なので、合(in)は図のように棒の内を向く。

曲げや振りのトルクを除外したことは障害ではない。網目を組めばそこを流れる運動量の様子

がこれらを特徴づけるはずだ(下記の iWarrenのトラスJ)。質量をもっ棒も質量のない微少な棒

と微少な質量の質点を交互に並べたものを考えればよい(下記の「岡IJ体棒の加速J)。

運動量流 Gの定義(後半〉 図 7参照。

棒が自由な結節点で結ぼれている場合。それぞれの棒の接線ベクトルを u(α)(α= 1，・ぺn)と

し、棒内での運動量流を G(α)= p(α)u(α)u(α) tとすると、質量をもたない結節点での運動量保存

は11

o = LG(α) 合(α)=乞p(α)ぬ(α) (3) 
α=1α=1  

とかける。ここではすべてのがα)を結節点に向くようにさだめる。 12

質量をもっ結節点の場合にはその貯える運動量pも含めて保存するよう修正される:

2→ n 
ap _ γG(α) .仇(α)

dt ムィ
α=1 

(4) 

llcf.電荷左電流についての Kirchhoff'slαω に準ずる。

12Gの定義のが白)の向きまで直す必要はない。すぐ下に述べるように Gはこの操作で不変だから。
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図 7:左:質量のない結節点。 右:質量をもっ結節点。

2.3 直接の帰結

1.交換。→ (-u)に関して Gは不変である。

2. Gはテンソルとして対称であるう G= Gt
. 

3.棒が圧縮されているとき、 p>o，引張られているとき p<oである。

4.棒は伸び縮みしてよい。

5.作用素として Gは棒の単位接線ベクトルにのみ作用する。しかし、その結果はベクトルなの

で、その任意の成分を抽出することは許される。たとえば、勝手な単位ベクトル 6を使って

作用素 et.Gは運動量流の 6方向成分を与える。

電磁気学ないし電気回路網との対比 力学回路は電気回路と十分似ているだろう。ここで一応の

対応づけを試みる130

電磁気学ないし電気回路網理論 ←→ 連続体力学ないし力学回路網理論

電荷 ←→ 運動量

電荷の保存 ←→ 運動量の保存

充放電のレート ←→力

電流密度ないし電流 ←→ 運動量流束ないし運動量流 (5) 

既にイントロで述べたように運動量の流れをまともの扱わないのは、電流を禁句にした回路網理

論のようで、窮屈であろう。

2.4 簡単な例

Hookeのパネ いわゆる線形パネのパネ定数を k，自然長からの伸びをムぜと書こう。パネに沿っ

て運動量流は一様で、

G = (-kムC)uut (6) 

13力の位置づけは [1]にも明記されている (2章 34)。ただ入門書 [2]では力の位置づけがはっきりしなかった左いう

読者の感想を伺った。
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で与えられる。ここで dはパネの方向に沿う単位ベクトル。

剛体棒の加速 太さも伸縮も無視できるが重さのある長さ Lの棒を、その一端から xoの距離の

ところをつかんで、棒に沿って加速する。棒の質量密度を ρ1，加速度を 5とするとき、位置zでの

運動量流を求めよう。(運動量流からいわゆる張力/圧力が Pの値として得られる。)aに関して

前[後]の端を x= O[L]と約束しよう。各線素dxの質量ρldxに(ρldx)aj秒の運動量を分配するた

め、つかんだ点から運動量を注入せねばならない。点x(>xO)では、それより前方のすべての質

量ρl(L-x)に供給する運動量(総計Pl(L-x)aj秒)を流してやらねばならないので、

G.-乙=ρl(L-x)孔
Ilall 

(7) 

が要求される。同様に点 x(< xO)では、それより後方のすべての質量ρlXに総計Plxaj秒を流し

てやらねばならないので、

G.(両)=ρlxa (8) 

が条件になる。作用する単位ベクトルに負号がつくのは、後端に向けて流す量を測るからである。

上のそれぞれを定義G= PUUtと対照して、

p=l 一ρ仰州戸刈11何阿|阿阿5引11，ヲ (仰0三x<xω 
l Pl(L 一x)11阿阿|同阿5引|仏1，う (xo < x 壬L) 

(9) 

定性的には、つかんでいる点の前後で圧力(前方)と張力(後方)が最大になり、両端ではぜロ

となる。(棒に乗って考えることは出来ない。非慣性系だから。)ご覧のように導出過程では力を

使っていない。

Warrenのトラス構造 図 26(a)のようなものを Warrenのトラスと呼ぶらしい。簡単のため、斜

めの辺は士450 の傾きとする。また紙面の 2次元に限り、辺は質量も伸縮も無視できる棒、頂点は

質量を無視できる自由なジョイントとする。点 Pに真下向け(左の壁に平行)に単位の力を加え

るとき、トラス各要素での力学状態を知りたい。また、壁は AとBでどのような力を受けるだろ

うか。

図 8:“Warrenτ'russ"

運動量流の見方では、まず縦成分の運動量zt.Gについて図 9の上半分のように斜辺に沿う流れ

を決めてしまう。水平な辺は縦成分を全く運べないからである。
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図 9:縦 (z)成分の運動量流(上図)と横 (x)成分の運動量流(下図)。

これで斜辺の力学的状態が、縦成分のみならず横成分も決まる。何故なら各辺の Gのパラメー

タは 1つだけだから。右上りの斜辺には圧力が、右下りの斜辺には張力が加わっていることもわ

かる140

次に、この結果も使って次に横成分の流れを解く。その際、各斜辺の(横成分の)流れを一部相

殺するかたちで 2つにわけると、同図の下半分のように、端点 P恨.IJからはじめて、徐々 に増加す

る運動量流の循環が生じていることがわかる。図中の水平な棒に与えられたベクトルの向き(矢

印)と大きさ(数字)から、上辺は張力、下辺は圧力がくわわっていることがわける。結果として

下向き成分の運動量は壁に向かって流れ、それに加えて水平成分の運動量の「渦層jが壁に近づ

くにつれ大きくなっている。最後に壁に加わる力が求まり 15、「てこ」の原理の要領で求めるのと

合致することがわかる。下向の荷重は Bにて支えられる。意外と面白いなと思われた方は、図 10

の配置について同様の手順を試されてはどうだろう 160 通常の連続体力学では荷重によって曲げら

れた棒の垂直断面における勇断力が棒内の曲げモーメントの空間勾配をつくる [3]。本稿の場合ト

ラスの任意断面を通る運動量の解析からもこれらの量が求まる。曲げモーメントと運動量の循環

については最終章で、もう少しのべる。

へ/~^/~/
図 10:“Warrentruss". AとBはトルクのない固定点。

14G = PUUtとおくと、斜辺の方向によって、 G(a)= ，，;2uut (右上り:が=(方，方))および G(臼)= -，，;2'U'Ut (右

下りが=(一方，方))となる。
15たとえば点 Aについては、図からが.G = -7iを読み取り、墜に向かう単位ベクトル(一i)に作用させて 7を得

る。 z成分の流れ込みはないから、 G.(一i)= 7iということである。これが Aに加わる力の大きさと向きである。
16今度は荷重点から順次決めるわけにゆかないが、適当な配分を仮定すると最後に決定条件が見つかる。
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運動量流の永久循環としての内部[残留]応力17 図 2.4(a)のような 2次元の構造を考えよう。水

平は棒と垂直な棒は相互作用していないとする。また 6つの辺の伸縮はいずれも無視できるとす

る。簡単のため斜辺は土300水平から傾いでいるとする。孤立系としての定常条件は4頂点でのい

わゆる力の釣合い、あるいは運動量流の保存条件では完全に決まらない (hyperstaticな拘束)。任

意の一辺を除去すると、唯一可能な状態はすべての運動量流がゼロであるが、ここに 6番目の辺

を戻すときにどのような運動量流を内部に引き起こすか、 1つパラメータが導入される。

例として、垂直な棒の運動量流 G= pzztを p= 1 (単位の圧縮状態)とすると、垂直成分の

流れは(左右対称性もつかって)図 11(b)の上図のように決まり、これで、斜辺の運動量流がわかっ

たので同下図のように水平な棒の運動量流(張力になる)も決まる。それぞれの成分で異なる双

子の循環が生じている。

z.Gt 

A 

E42 

c 

(a) 、、l
J

b
 

，，a
，、、

図 11:(a) Hyperstaticな系 (b)内部[残留l応力に対応する運動量流の例。運動量の成分に分けて

表示している。

建築家 Buckminster-Fullerの tensegrityや、多くの楽器なども、張力と圧力(及び以下に見る

ように第断力)をあえて作ることで目的の機能や動作を実現する。実験のセットアップなども「遊

びj を抑えたいときや、一部に圧力や張力を集中したいときは、全体として運動量の循環を無意

識に設計しているのではないだろうか。

輪ゴムの"hoopstress" 輪ゴムが茶筒のような円筒の回りに巻付いているという状況を運動量

流の見方で解析しよう(図 12)。ゴム中の各微少素片(棒とみなせる)は張力状態p= -T(< 0) 

にあるとしよう。その運動量流はしたがって、

Go=-T604;. 、、B
』，，

A
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17 r残留応力」という呼称がよりしばしば使われるようだが、筆者としては操作的なこの語よりはサプ尺度階層の応

力というニュアンスの「内部応力」を使いたい。
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図 12:(a)角度と接線ベクトルの定義。 Rは円筒の半径。 (b)角度。と 8+ d8の間の輪ゴム素片。

いわゆる張力を Tとする(i.e.P = -T).下端は -TuOで引かれ、上端は TUO+dOで号|かれる。

この素片から流出する総運動量/秒はなにか別の源からの注入運動量/秒、 dH，によって補償され

ている。

GO・(-UO)+ Gθ+dO・UO+dθ=Tuo -TUO+dO = dH. 、、‘，，
r

噌
E
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噌
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E
E
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他方、幾何学により、

A
V
 

J
U
 

Aσ 
A
T
 一一Aσ ，d

 

均
一
。一一Aσ 

A
M
M
 

A
V
 

d
 +

 

A
V
 

A
制

U (12) 

と

d0=22， (υ13 

の関係がある。ここで匂は Oの向きを向く単位動径ベクトル、 dsはこの素片の経路長。

以上3式をまとめると、次式を得る:

dH=T似=長。ds. (υ14 

これがいわゆる円筒が輪ゴムの素片 d白Sを押し拡げる力/経路長である。輪ゴムが円簡を縮めよう

とする力(円筒に注入する運動量/秒)はこれに負符号をつけたもので、 "hoop stress"ともいわ

れる。

ノ}ト:輪ゴムの状況(図 12)と中心力で回る質点の状況(図1)の類似は偶然ではない。前者

は伝導型運動量の回流であるのに対し、後者は対流型(質量の運ぶ)運動量の回流だからだ。い

ずれの場合も運動量保存は動径方向の運動量注入を(外向なり内向なり)必要とする。ちなみに

質点が回る場合の軌道上の(1次元)運動量流は次のように書ける:

G(s) = mv(t) [v(t)]句(s-sm(t)). (15) 

ここで sm(t)は時刻 tでの軌道上での粒子の位置を表わす180 このように、運動量流の立場でみれ

ば以外と近い現象があるのではないだろうか。

18式 (15)を確かめるには、軌道上のある固定点で観測して、粒子の通過が正しい運動量流を与えるかを調べれば良

い。実際、通過時刻を toとして、その前後にわたっての G(s)・u(s)の時間積分は JG(s) . u(s)dt = miJ(to)を与える。

ここで関係式内)8(s-Sm(t)) =紳 (t-to) =川 (t-to) ~使った。
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1次元バネ.ビーズ系の「尺取虫運動」 剛体棒の途中をつかんで前向きに加速すれば、前向き運

動量が後向きに流れる箇所があることを上に見た。ここではさらに「棒」の弾性を考慮してより

ダイナミックな状況を見て見ょう。少し長いので、面倒ならとばして次ヘ。

ーモデル:図 13のように質点と Hookeパネが交互につながった 1次元系を考える。両端は自由

端で、基準状態は静止したパネも自然長の状態とする。 n番目の質点の変位はこの基準状態から

の変位Un(t)で表わす19。質点の対“(nぅη+1)"をつなぐバネの伸びは

:1 :2 n-2 n-1 n 

:Uo ;」U4・1 :U2 

"" 

図 13:質点とパネからなる鎖。基準状態(上図)と変形状態(下図)。

un+l -Unδ旬

以 (n，n+1)=zn+l-h-fo=h+1-un=fO Tt0 2万五・ (16) 

変位は ηについて緩やかに変化するという近似を採用する。伝導性の運動量流 Gcondは(cf.(6)) 

Gcond ~ -k払が
an 

と書ける。次に運動の基本法則を質点に関して書くと、

θ(Gcond ・企)寄=Gcond:(n-l，n) . X + Gcond附 1). (ード- 。η

(17) 

(18) 

となる。これは、伝導性の運動量流が対流'性の運動量流に転換(またその逆)する関係とみるこ

とができる。第IIb法則，品 =m新，も用いて、いわゆる波動方程式 m委主主 kg与を得る。以

下では時間や質量の単位を m=k=1となるようにとる。そこで運動方程式は

θ2U δ2U 

θt2θη2・

一運動の解:よく知られているように一般解は

U(η，t) =ゆ(t-n)十 ψ(t+ n) 

(19) 

(20) 

と書ける。初期条件として、 t<Oまで基準状態にあった系に t=Oにおいて左端の質点にほぼス

テップ関数的な変位あたえる。反射成分がまだない t<<1では U(η=0， t) =ゆO(t)と書ける。こ

こで(ほぼ)階段関数ゆo(t)はt<Oで0、t>ムt(ただしムt<<1)でd(>0)の値をとると定義

する。 t=ムt以降の全時刻で自由境界条件(左端n=O，右端 η =L)を設定する。自由境界を通っ

て運動量は流れないので、

Gcond(ーx)ln=Oニ Gcondxln=L= oう (21) 

19Un  = Xn - nCo・ここでんは自然長。
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したがって、生| 一色 =0となる。これらの条件を満たす解は上に導入した階段関数を
ηIn=O -θη In=L -

使って次のように書ける。

u(n， t) =ゆO(t-n) + [ゆO(t+η-2L) +ゆo(t-n -2L)] + [ゆo(t+ n -4L) +ゆo(t -n -4L)] + . . 

(22) 

ここでゆ0(8)は上で定義した l段の階段関数である。伸長パルスが後向きに通過する毎に一段ず

つ前進する。この様子を L= 10の場合に図 14に示すD
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図 14:横軸を空間、上向き縦軸を時間方向に、各質点の位置を一定時間毎に表わす。どの質点も

決して後退はしないので、対流性運動量流は符号を変えないのは見て明らか。伝導性運動量流は

圧縮パルスと伸長パルスでは符号を変える。(しかしこの事とパルスの伝搬方向とは混同すべきで

はない。)

一運動量流の解析:

[運動量] 全運動量は t>ムtで、ずっと保存する。重心は等速で前進する。運動量を貯えるのは質

点で、パルス領域以外ではほぼゼロ(静止)である。貯蔵運動量のパルスは前進も後退もするこ

とが見て取れる。しかし対流性の運動量流が符号を変えるわけではない。実際、 (i:t. Gconv)は常

に(ゼロないし )+i:の向きを向く口

!運動量流] とりわけ伝導性の運動量流をみてみようO これはバネを介して流れる0 これが符号を

変えことは (i:がt.GιC∞onc心=一2訣2£♂tカか、らわかる。実際、圧縮パルス θujθn<Oのもとでは右向き

で、伸長パルス θujθn>Oのもとでは左向きであるD
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2.5 章末のコメント

質点系や力学回路網についてあまりにくどかったかもしれない。すべて連続体記述から極限的に

導くという考えもあるだろう。けれども、粉粒体やメソスコピックな系、ひいてはアトミックな系

まで直接観察.直接制御の対象となってきた今日、離散的な記述もそれ自体使えるかもしれない。

3 連続体力学の書き直し

既に述べた作用素としての見方を連続体に適用するところからはじめる。

3.1 準備:作用素としてのスカラー及びベクトル密度

質量密度や電荷密度はスカラーの密度である。これらを微少体積に作用して、その中にある質

量や電荷を返す(線形)作用素とみなす。たとえば質量密度ρに体積要素dVを作用させると質量

dmが得られることを、

ρ:dVト→ dm=ρdV (23) 

と書く。静水圧は面要素に作用して、働く力(運動量の注入/秒)を与える。これは p: iidS←→ 

dFp =p仇dSと書いてよいだろう。重力の効果はベクトル性の線形作用素とみてよく、体積要素に

作用するなら、質量密度との積作用素をつくって、 90p: dV f-+ d九=(~ρ)dV， と表せよう。この

他、量子力学の確率密度、気体論のエネルギー密度など、単に見方をすこし変えたというだけで

ある。この調子で流れの密度も作用素とみなそう。

3.2 質量流束

まずスカラー保存量の流束から。

定義(図 15を参照)質量流束Pはベクトル性の線形作用素で、面要素仇dSに作用してその面要

素の向きに通過する質量/秒をP-仇dSとして与える。

本稿では流れと流束の区別をしているが、次元についてこれらの対比をしておく。 Aを質量、電

図 15:面素片合dSを通過する質量流束とその周辺。
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荷、エネルギーのような保存量とするとき、

流れについては20、
[A] 

[current of A] =一一=[rate of pωsing of A] 
[time] 

(24) 

流束については21、

[current of A] [A] [A] [velocity] 
[flux of A] = l~~-~~~-:_~- --J = rL'___~~-/_____l = l'-~_~~l~~=~~~JJ = [density of A] [velocity]. (25) 

[area] [time] [area] [volume] 

3.3 運動量流束

テンソル性である運動量流束も考え方は質量流束と同じである。

定義:運動量流東 Gは面要素合dSに作用するテンソル性の作用素で、この面要素の向きに流れ

る運動量/秒を g.ndSで与える。

もういちど運動量に特化して次元の関係をまとめておく。力の位置づけにも留意されたい。

[momentum current] = 1momentum] momentum curre叫 ==[for白]= [passing rate 0ぱfmomen凶turr叫I
[ド何time]l 

[flux of momentum] 
_ [momentum current] _ [H問問ltum]_[おrce]

_ [町ea] [time] [訂eaf_ [area] 
[momentum] [velocity] _ r 

= [momentum density] [velocity] (27) 

3.4 運動法則

3つの基本法則については既に述べたものにおいて「系Jを微少体積dVとその質量ρdVをも

つものと読み替えればそのままでよい。

3.5 連続体記述での対流性および伝導性の運動量流束

対流性の運動量流東: 運動量の密度はベクトル量でその流束はテンソル量である:

(運動量密度)=ρiJ，

(運動量流束)= (g)conv. = piJif， 

ここに ρは質量密度で、仔は質量平均の(局所重心)速度である。

(28) 

(29) 

20次の事に注意:[current of A]チ[A][velocity]. 
21非圧縮に限って A=[volume]とすると [fluxofA]=[velocity]. 
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伝導性の運動量流東: 対流性でない運動量流束の部分を伝導性の運動量流束と呼ぶ。これとい

わゆる応力(ストレス)テンソルとの関係は

(g)cond. = -σ (30) 

である。

3.6 直接の帰結

既述のように運動量はベクトル量であるためにさまざまな方向に対発生対消滅できる。いくつ

か具体例を挙げる。

静水圧の発生粒子を容器に粗に詰めて放置すると(重力は無視する)、反平行な速度をもっ 2粒

子の衝突でも、正面衝突しない限り衝突前とは違った方向の運動量を対発生する。これを繰

り返していってついに詳細釣合いの定常状態に達すると、運動量流束が等方的になる。これ

を静水圧の状態と考えられよう 22。以下ではこの平衡化を「圧力の等方化効果」と呼ぶこと

にする。

熱ゆらぎ流体や弾性体の内部で自発的に質量、運動量、エネルギーの遍在が起る。局所加熱的な

エネルギー集中で、は膨張による等方圧力の増加をもたらすだろうが、異方的な運動量対の発

生もあり得て、(隣接反対電荷が 2重極を生じるように)隣接反平行な運動量ベクトルが 4

重極(テンソル場)を生じる。弾塑性体の局所変形などで可視化されることがある。メソ尺

度の物体が中にあるとこの自発的運動量の流れが注入されて Brown運動を引き起こす230

記述の尺度変更による生成消滅塩の結晶では原子的尺度の正負の電荷は局所的に相殺されていて、

分極を誘起しない限りマクロには見えない。同様に運動量についしても、原子尺度から様々

な尺度に至って運動量流束の局所的な循環は通常外に見えない。変形や流動をくわえるとそ

のバランスからのずれ分だけがマクロに観測されるとも言えるだろう。残留応力の操作につ

いては後章でふたたびのべる。

3.7 基本構成関係としての Youngの伸長則

運動量の流れの観点では弾性体の変形のうちでYoungの伸長条件 側面を自由にして 1軸に引

張る/圧縮する が最も基本的である。なぜならこの条件においては唯一の方向の運動量が唯一

の方向に流れるから。引張り方向を dとしよう。 この方向の自然長 Loが Lに伸ばされたときの

伸長比を ε=(L-Lo)/Loと書く。 Youngの伸長則はこの際の張力/垂直断面積tが Young率 E

を使って t=Ef.と書けるという。これは運動量流束を使えば次のように表現される。

g = -tuut = -Ef.uut (Young's type elongation). (31) 
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(Setup of Young' s type elongation) 

図 16:Youngの伸長条件c;= -txxtの解釈。左向き運動量(円内の矢印)が右向きに流れる(太い

矢印)あるいはその逆。

図 16において、右側面に測定器を固定し、左側面を誰かが引張ったとすると、後者は左向きの

運動量を注入し、それは右へ流れて、測定器にこの運動量を与える。立場を入れ替えると、右か

ら右向き運動量を左へ流すと言い換えることもできる。変形を主に考えていると、 Youngの伸長

条件はPoisson比νに応じた横変形(後述)を伴っていてややこしく思えるが、運動量を主に考え

るなら、側面からの他の運動量の出入りのない最も基本的な設定になっている240

3.7.1 簡単かつ近似的な例

(a) 

/ミ¥九 ___-----一一一一一重I下、r← 一一一一一一一一一一_-イ----- . 
~t.G Iや 量一怪

.------=::::ι~ 

(b) 

3t.G 

図 17:(a) 11 x方向に伸長された棒中の£成分の運動量の流れ。 (b)" y方向に伸長された板中の

。成分の運動量の流れ。亀裂先端近傍での流れの迂回が「応力集中j に対応する。

運動量流東の集中と拡散 太さが緩やかに不均一な棒を引張ると(図 17(a))、(伝導性)運動量流

束は近似的に

c; ~ -t(x)鈴 t (32) 

22密に詰まった粉体では履歴をもっ。 Force-lineの網目は運動量の通り道を表す。

23Langevin方程式は Browin粒子の立場で運動量注入のバランスを表現している。

24どこまで類推があるかわからないが、量子論の密度行列なら「純粋状態j というところ。
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とかけるだろう。運動量の保存を満たすために、棒の軸に向かう運動量流(断面積にわたる積分)

Ttot は軸に沿って一様でなければならない。このことから、

州立-12吋げ (お)
¥8(x)ノ

ここに 8(x)は軸上の場所zでの断面積である。細いところが切れやすいことは多くの運動量を流

すために構成要素が強く引張られるから、といえる。

図 17(b)では、亀裂先端が亀裂面に垂直な引張りに際して運動量流束の集中をうける事を模式

的に描いている。

図 18は教科書的な例だが、 Youngの伸長条件下で引張り軸と 0の角をなす面素片仇Sへの運

動量注入 c.合d8= -tu(u・合)8がぜロ角の場合に較べて余弦 (u・合)の分だけ薄まることを示

す。流れる運動量はあし、かわらず引張り軸を向いているので、面の方向合の成分に射影すると

更に余弦分小さくなる:が .c.仇8= -tlut.利28.他方、面に沿う射影(すなわち勇断成分)は

合1-G-仇8= -t(が・仇ょ)(が・仇)8となって 181=π/4最大値をとる。(この例では線形近似以外の

近似は使っていない。)

F~ 

図 18:Youngの伸長下にある物体(矩形)とその力学状態の観測

3.7.2 ヤング型伸長への分解:例.単純明断

式が多いわりには内容はないのでお急ぎのむきは (52)の下へ飛ばれよ。

一般の微少変形 一般の微少変形は基準状態の物質点の位置X と変形後のそれ X'との線形関係

であらわされる。 X=oを不動点になるよう全体の並進を除去すると、(回転を含む)変形を表

すテンソル Mをつかって

M:Xト→ X =MX. 

となり、微少さは M~ 1と書かれる。そこで変位場を

u(X)三 X'-X = (M -1). X (34) 

で表すと、 Mは

¥lu = M-1 (35) 
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で与えられる。ここで VはX についてのナプラ演算子。 25

Youngの伸長変形 単純な一軸伸長，XF=JE+εXxxあるいは M= l+Exがとは違って、 Young

の伸長条件は横方向の伸縮を伴う。 Poission比νをつかって z軸に沿う Youngの変形JEf=LF)JE

は次のように書かれる:

L~x) : g r-t g' = g +ε(Xx -vYy -vZz) (36) 

あるし、は、

L~x) = (1 -Ev)l +ε(1 +ν)Mt. (37) 

熱力学的安定性条件からー1三ν三1/2である。上付き添字(x)はYoung伸長の軸方向をあらわす。

変形のテンソルの対称部分のとりだし どの教科書にも書かれているように、変形のテンソル M

の反対称部分は着目する要素の変形に寄与しない。実際、近接2点のベクトルムXの変形による

結果は26

11ムX'I12
= [ムX+ (M -1)ムX]t.[ムX+ (M -1)ムX]
= 11ムX1I2+2ムxt. (M -l)(sym) .ムX+ O(IIM -1112)， (38) 

となって、微少変形の範囲では反対称部分があらわれない。変位 uをつかうと (M-l)(sym)は

(M -1)附 =j(vu+(日 )t}== w(sym) (39) 

と書ける。

対角化された 3軸変形の運動量流束 まずは変形の主軸が x，y，z軸に合致する場合の変形、

M(sym) = 1 + 8x鈴 t+6uod+6zut (40) 

あるいは w(sym)=ゐ£が十九yyt+ 8z zztを考えよう。微少変形の範囲で3軸に関する Youngの

伸長の積

M(sy m) =L Z) LZ )L 2) (4 1)  

で書き直したい27。ここで既に定義したようにしと)三 1+ら[付
t
_ 

v(Yyt + zzt)]， etcである。問

題は逆行列の計算問題
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(42) 

25より E確には転置演算子 tをつかって'Vuでなくて 'Vut、('Vu)tでなくて('Vut)tと書くべきである。デカノレト

座標では['Vu t]o:β三設
26テンソル Aの転置 At は i!t.(A.め三 (N. i!)t.ÿによって定義し、対称部分[反対称部分]はそれぞれ A(sym) 三 ~(A+At)

[A(asym)三士(A-At)]で定義する。
27微少変形の範囲で積の順序は不問。
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に帰着し、結果は

(:: ) 1(1-uuu)(ワ
(1 +ν)(1 -2ν)l l/ 1-ννι  

νν1  -l/ J ¥ Oz 

(?i (1+)52)(S「
一一 +(同)71-b)(Ox十九十Oz) (43) 

わ+(l+vr1-2り(ゐ+ゐ十Oz)

となる。こんなことをして何が得かというと、この εから Youngの伸長則によって(伝導性の)

運動量流束が求まるのである:

9cond = -E( Ex :i;:i;t十 Eyyf/ + Ez zzt). (44) 

直前の結果を代入すると、

El/ 

d =一一一(ゐげ+ゐげ+dzZZt)-11 ， _::: (¥_¥ (OX+Oy+OZ)(げ+げ十三五t)1+ν(1  +ν) (1 -2l/) ¥ vx ν z  

=--Lw(sym)-bIT(W(加 ))1 (45) 
1+ν(1  +ν)(1 -2ν) 

となる。ここで Tr(w(sym))=ゐ+ゐ+Oz = V'. uは体積膨張を表す。更に通常の教科書の形式

に書き直す:

9cond = -d可(2W(Sym)_何叫 -3(lTJ(W(SY刊

=市川町)t-;(マ刈 -K(マ叫
(46) 

これによって勇断弾性率 μおよび体積弾性率 K の別の表現がえられた。

単純男断変形への応用 角度γ(Iγ1<< 1)で特徴づけられる単純努断
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(47) 

に上の結果を適用するには、対称部分の抽出と変形主軸の同定をせねばならない。 図 19を参照。

変形の行列 Mγ は、 xy-面内の回転のテンソル
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(48) 

と対称変形のテンソルVγ の積(微少変形の範囲で順不同)に書ける:

Mγ=vγU引 Vγ 三 1+j(Ntーが) (49) 
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11/2 : 1 i 

図 19:単純勢断， δux/勾 =γ の構成

ここで後者のテンソルの主軸を与えるベクトルは

が=古川)， 。*_方問。)， A 当医 A 

z = z (50) 

である。 (40)ー(43)の結果を Vγ=Lit)Lg)Lピ)と置いて適用すると、

V"， = L (x*) L (y*) 
買お7一苛お7

を得る。したがって、運動量流束は28

(51) 

9 = -E一一工一行*t+ E一二y 仰 *t
2(1 +ν)~ ~ '-2(1+ν) 

=μγ(-£*£*t+fft) 

- -μ')'(xグ+がt). (52) 

単純男断変形状態の見方 図 20を参照。単純勇断というのは操作的に特徴付けられているだけ

(Slmple sh問。

[elastJc materJaJ/ 

[fluid] 

図 20: (回転を除いた)勇断条件における運動量流束Q=一μγ(xy+ Y企).

で、変形の主軸に即して見れば同じ強さの圧縮と伸長が直交している[混合]状態である。もとの

座標軸にもどると様々な見方ができる。運動量流の立場でいうと、上面の板に注ぐ運動量は

g.y=-μγ£ 

28. E 
，...， - 2(1+ν) 

同

h
d

門

i

(53) 



講義ノート

の力で板を左に引き戻そうとし、或は同じ状態の物質を z軸に垂直な左右の平行板で支えれば右

の板は

g.x= -μ"YY (54) 

の力で下方に引かれる。今度は運動量の x-成分にのみ注目すると、それは

企t.g=_μ"y yt (55) 

によって下方に流れ、上の水平板から注入した運動量が下の水平板に伝導することを示す。さらに

(_yt) . 9 =μγxt (56) 

はまた別の見方を示唆する。

粘性流体の勢断流 弾性体から粘性流体への形式的移行は (46)において U f-tり九lと置き換え、

次に μTelト→ η?とすれば得られる。体積変形についても同様に KTelト→ Cと扱えるが、液体の圧

縮は(非臨界状態の遅い流れでは)通常無視する。これは K(¥7.71)や((¥7・ v)を有限に保って

K→∞とすることすなわち

マ・りt=o (57) 

を課すことになる一方で、件の有限値を等方の圧力項として残すことになる。こうして次式を得る。

gcond = 一η[マ叫 (¥7v)t]+pl 

=σ.  

単純菊断流の(伝導性)運動量流束は知られた次式になる:

g=一η今(£Ot+0£t).

(58) 

(59) 

明断性の運動量流東の例:連続弾性体での内部応力 線状の要素を使う力学回路網との記述の違

いは、いわゆる勇断的な変形によって運動量をその方向以外の向きに流せることである。その結

果、図 21(a)のような状況で、運動量の循環がマクロに生じることがある。 rコj の字型の枠のう

ち左右の縦の辺はそれぞれ運動量流

g=ァ(村t+併t) (左の辺)， 9 = -T(Xダ+併t) (右の辺) (60) 

により p 成分の運動量を y-方向に伝導させる。

同図 21の (b)はレセプタータンパク質がリガンド分子を結合する様子を模式的に示す。左図と

同様な状況が生じている。リガンドが深く結合されるにしたがい、それとレセプターの結合はタ

ンパク質を変形させる。これが引き起こすタンパク質内の運動量の流れはリガンドも組込んで循

環回路をつくる。上のリガンド部は左右に引張られ、タンパク質の底辺は圧縮的になっているの

で循環のようすは図 (a)の矢印に類似する。シグ、ナル分子をなるべく可逆に検出したい場合には、

タンパク質変形のエネルギーコストとリガンド結合のエネルギーゲ、インの相殺も図られていると

思う [4]0
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図 21:(a) (上図)パネとそれを押し込める「コ」の字型の枠。(下図)対応する p 成分運動量(x.9)

の循環。 (b)左図に似た状況を実現する "inducedfit門機構。

3.8 積分型の運動量保存則

運動量の流れを意識する形式で運動方程式を書くと、 Euler描像で全運動量流Gを使うか、 La-

grange描像で伝導性運動量9condのみを使うかによって、それぞれ

一一

同一白
M
?町

内

O

l
=ρf -¥1. Q， 

ρf -¥1 . Qcond， (61) 

と書ける。ここで、 Lagrange微分 DjDtは

DQ _ 1!__ Q(i+♂(i， t)f_ヲt+ε)-Q(i， t)θQ  
=一十 (iJ.¥1)Q 

Dt -E→o f_ θt 
(62) 

で与えられ、また全運動量流束9= Qconv十 Qcondのうち、対流性の運動量流束は Qconv=ρ66t， 

伝導性のそれは Qcond= -σ である。これらは標準的な事柄であるが、積分表示の保存則からの

導出をまとめておく。

任意の 1成分の保存量密度Qについて、固定された体積%をめぐるバランスの式は

r r. f _ ，¥.1T T r 8Q (夕刊
τ 1 Q(印 )dV = I一τιdV
μL J陥 J¥も UL

= I sQ(幻 )dV+ / Jb(印)• (ー伐)dS (63) 
J同 JθVo • 

と書ける。ここで SQはsourceterm。たとえば質量密度Q=ρについては、 sourcetermはなく、

/生竺_0_dV = -r oiJt. ndS 
j¥も at jδ陥'

= -1 ¥1.(ρグ)dV. (64) 
J同

他方公成分の運動量密度Q=が・ (ρiJ)を選べば sourcetermが遠達力/質量fを介してあり得てう

/ δ(£tyめLdV = r (xt. (ρ乃)dV+ r (x t . Q) . (ー伐)dS，
J同 or， JVO Jθ同

= / (x t . (ρ1))dV - / ¥1. (xt. 9)dV (65) 
J¥色 Jもも

円

t
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となる o y-，z-成分の運動量密度についても同様の関係をたてて、それらをあわせると、

4l(ρδ)dV = I (p乃dV-r . C} . n dS 
αt J同 Jlも JθV(t)

(66) 

を得る。さらに、積分領域 V(t)を物質[質量]移動に追尾させると、

4j(戸)dV= I (ρ乃dV-I C}cond . ndS 
αr; JV(t) JV(t) JθV(t) 

(67) 

を得る290 Lagrange描像では特に V(t)が流体中の固体粒子(ピーズ)の領域だったりしてもよ

い。(そうしづ意味では積分型のほうが使いで、がある。)

以上でいちおう枠組みの説明は終わる。沢山積み残したところがあるが、それらについては終

章で列挙する。次章では少し複合的な例などを挙げてみる。

4 応用

4.1 円筒状の固体の軸回りの回転

軸対称性のある問題に運動量保存則を適用すると、ある種の関係式が得られる。先ず太さの無

い円状の回転体について述べ、つづいて厚みのある回転円筒について調べる。

4.1.1 軸回りに回転する円状物体

図 22ように輪ゴムのようなものが円対称を保って角速度。で孤立回転している。重力や摩擦

は無視しよう。半径を R，経路長あたりの質量を ρ1とする。遠心力で広がろうとする輪ゴムはど

れだけの張力を受けるだろうか。運動量の流れの観点では次のようにこたえる。任意の固定角度

z 

Q 

図 22:軸回りに定常回転する円状物体。

。での断面を横切る全運動量流(厚みがないので fluxではなく current)えotを考える。これはぜ

ロでなければならない。さもなければ別の固定角度グでは前者との角度差だけ回転されたえotが

29詳細:ft(同)+マ ((piJ)iJt) = P寄+司祭+マ (ρiJt)] = p寄，また最 JV(t/ρδ)dV 二

JV(t) [ft(ρiJ) +マ((ρiJ)iJ
t
)] dV = JV(t)戸評 +ρiJ(マ♂ )]dV = JV(t)ρ寄dV = JV(t) (ρ乃dV- JV(の('¥7

gcond)dV = JV(t) (ρ丹dVーんV(t)gcond . ii dS 

0
0
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あって、その差分を両端以外のどこか外から供給(1力を加えるJ)せねばならない。さてこのぜ

ロであるべき全運動量流は対流性の寄与 Gconv=ρ102R2606;と、伝導性の寄与Gmld=P606;か

らなるので、直ちに P=-ρ102R2 (負号は張力を表す)が求まる。遠心力などを使わずに答が求

まるのはすこし驚きかもしれない300

たとえば、輪ゴムの半径を R = 2.0[cm]，断面積を D = l[mm2]，質量(体積)密度を ρ3= 

l.2[gjcm3]とすると、 IPI= 0.4802 [Pa] = [Njm2]となる。毎秒 10回転(0 = 10 x 2πjsec)だと

IPI ~ 2[kPa]となり、ゴムのヤング率 (200MPa程度)での伸長比は 10-5程度で無視できる。

軸回りに回転する円筒状物体

図 23のように、半径R1とR2の聞を占める物体(“タイヤ，，)が角速度。で定常回転している。

上の例と同様の理由によって任意の固定角度の断面を横切る全運動量流束 Gの積分はぜロでなけ

4.1.2 

R2 RJ 

。
図 23:半径領域R1::; r ::; R2を占める「タイヤ」

ればならなしJ10

..... rR2 
G(O)三 I Y・e(}dr = O. 

JR1 

動径方向の弾性変位叫が微少とし、う仮定の元では、半径Tで面を横切る対流性の運動量流束は 3

次元質量密度を ρ3として

(68) 

(69) Yconv . e(} = P302r2e conv . e(} =ρ3~cr-e(} 

で与えられ、同じ点での伝導性の運動量流束と Urは(等方弾性体の構成方程式の円筒座標での書

き換え)
Ee(} Ur Eve(} 1 d 

+ = ::_ [rur] ∞nd . t(} = -1 +νγ(1 +ν)(1 -2ν) ， r dr 

と書ける。バルクの問題では条件 (68)のみでは%の詳細は分らないが、具体的に局所的な釣合い

方程式(=運動量の保存則)を解いた結果は

(70) 

I __3 ， /<) c，_ ¥ / n2 ， n2L ， 3 -2v Ri R~ I 
Ur =τl-r3 + (3 -2ν)(Ri + R~)r +一一一一|円 I '¥- --/¥--.1'--"，/ '1-2ν|  

30ゴムの伸びが無視できないと、 ρ1もRも張力から無撞着に決めねばなるまいが、それは運動量流れのアプローチ

に固有の問題ではない。

31以上の議論は軸対称性があるかぎり、内部応力が存在していても成り立つ。

(71) 

Q
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のかたちをしており、係数Bは (68)を満足するように決定される。

4.2 静止流体の力学

動き[運動量]のないところにも伝導性の運動量の流れはあるという例を更にみてみよう。

4.2.1 静水圧の空間変化

図 24(a)のような鉛直容器を満たす流体(上端は自由表面)では、 下方にゆくほど静水圧が高

くなっている。運動量流の見方では、流体を高さ毎の層に分け、そのそれぞれに鉛直成分の運動

量が重力源から注ぎ込まれると考える。この成分は自由表面や側壁に流れ込むわけにはし、かない

ので、皆が底面にむけて流れる(図の下向矢印)。このため、下方にゆくほど(伝導性)運動量流

東が混み合い、圧力の等方化効果(既述)と相侯って静水圧の増加をもたらす。

図 24(b)のように流体が水平/垂直でない領域を占めるときは、その領域を (a)のような矩形に

細分して矢印っき曲線のような順に継ぎ足してゆけば圧力差がもとまり、高さだけの関数である

ことも理解される。

(的 (b)

図24:(a)矩形領域(上面は自由表面)を占める流体への運動量の注入とその後の流れ。 (b)圧力

は高さに依存して、壁や介在物の形状によらない。

4.2.2 アルキメデスの浮力

図 25に示す黒い物体には、静水圧に対応する次の伝導性運動量流束が表面から流れ込む。

んG 川 dS=ーんp伐dS (72) 

ここで抗告は流体に接する物体の表面で、そこでの単位法ベクトル伐は(習慣によって)物体か

ら外向きに選んだ。これと物体自体の質量へ向けて重力源が注入する運動量との総和がし、わゆる

物体に働く力となる320

32液体の外側にも大気圧の静水圧があるが、その高さ依存は無視できるとしていまは論じない。
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図 25:Object (black) in a fluid with differentθVF. 

4.3 膜

4.3.1 任意形状の閉じた膜の幾何学

3次元空間内に任意形状の滑らかな閉じた面(膜)が与えられたとして、その各点での主曲率

κ1，K1および外向き単位法ベクトル合が与えられると、表面積分についての次の等式

jclJ1十に込先dS=。 (73) 

が成り立つ。これを物理的な議論を用いて納得しよう。

いま膜が一様な表面張力 γをもっと考えよう。これは静水圧の 2次元版で、局所的な接平面の

正規直交基底を U_l.l，U_l.2とすると、面内で等方な運動量流東は 9= -')'(u上，1411+h，dL2)と

書ける。

もし膜状の微少面要素ムSが平坦ならそこから流れ出る全運動量/秒すなわち周辺積分ゐムs9・udC

はぜロである(Gauss-Greenの定理33の2次元版の簡単な例)。ただし GはムSの境界θムSの各点

で、面に接しかっ境界に垂直な外向き単位ベクトル。もし膜状の微少面要素ムSが曲率をもてば、そ

こから流れ出る全運動量/秒はゼロでなくなり、運動量保存は Laplaceの圧力γ(κ1+κ2)による

膜内部から膜への運動量の注入によって補償される34. 

AJMf=γ仙 (74) 

そこで、膜表面を微少なパッチワーク(曲面素)ムSに分割した各々でこのが成り立つ。そして、

すべてのパッチワークを張り合わせると、境界で、の運動量の流れは境界を共有するパッチワーク

どうしで打ち消しあい、 (74)の左辺をすべてのムSについて足し合せたものはぜロになる。した

がって (73)となる。

33 f ndS = J('¥71)dV = O. 
4 Laplace圧力というのはこの式を認めるための道具にすぎず、閉曲面の内部で圧力が一様かどうかはまったく問題

ではない。

。。
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4.3.2 風船の復元力

Hertzの接触理論 [5]というのがあって、たとえば丸みを帯びた均一な等方弾性体を硬い平板に

押付けた際の微少変形の復元力は、押付けた距離35の3/2-乗に比例することが知られている。接

触する前の弾性体の表面が局所的に楕円面であれば署指数は半次元解析的な議論からも説明でき

る。気体で膨らんだ風船についても同じレベルの解析がで、きるだろう。ここでは運動量の流れの

見方で扱ってみる。(その必然性は無いのだが。)

図 26(a)はHertzの問題と同様の状況設定で、簡単のために風船は半径Rの球状とする。平板

とゴム膜の聞に凝集力 (cohesivefor田)がないとする。距離6だけ押付けると、図 (a)で濃く塗っ

た接触面は(良い近似で)半径、!R2ー (R-8)2 ~ V空豆否をもっ。風船膜を介してどれだけの運

動量/秒が平板に流れるかわかればすなわち復元力がわかったことになる。

接触面の縁ではゴム膜から板への直接の運動量の流れは無いので36、板に流れる対称軸成分の

運動量/秒は風船内部の静水圧が半径Y2j[Jの接触円盤を通って流し込む2πR(ムp)8とみてよし、だ

ろう。これが復元力である。ここでムpは内部圧と大気圧の差である。

そこで復元力と押付けた距離6とは Hertzの場合とは違って比例関係にある。これは簡単な実

験で確かめられる。ちなみに硬い平板のかわりに短冊(図 26(b))や細い円柱(図 26(c))に押付け

ると、更に小さな署乗則が得られるかというと、ととはそう単純ではない。押付けたものの縁は

ゴム膜の形状に特異性を産み、それを介して膜内を伝導するの 2次元的運動量流が流れ込む効果

を無視できない。

(a) 、‘，ノ
L
U
 

f
t
、、

(c) 

図 26:(a)平板に球形のゴム風船を押付ける。同じく、短冊 (b)および細し、円柱 (c)に押付ける。

35 indentation ，interpenetrationなど
36ゴム膜は平板になめらかに接する。

つU0
0
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4.3.3 液適と液橋

液体内部の運動量流と液表面の界面張力による運動量流のどちらも意識しましょう、というの

がこの小節の主旨である。

天井から懸垂する液滴 すでに薄い液膜で覆われた水平な天井(風呂場の天井)から徐々に液滴

が成長してついに滴下するという現象について考えてみよう(図 27)。運動量の鉛直 (z-)成分に

のみ着目する。慣性や対流性の運動量流れは無視できる準静的な状況で、図の波線で示した断面

(薄い液膜よりは下でかつ液滴の殆んどより上)でどのような運動量収支があるだろうか。 特に、

天井が波線より下の部分から受ける力と、この部分に加わる重力との大小関係はどうだろうか。

1つの方法は、波線の断面で鉛直成分の運動量の流れを全部積分するというものである。この

際には、液滴内部の静水(負)圧の寄与と、液滴表面の切口での表面張力の寄与を合計すべきだ。

前者の静水負圧は、波線以下の部分の質量がこの面を引張る効果と思いそうだが、更に懸垂した

表面の曲率による Laplace圧力の効果を減殺せねばならない。後者の表面張力は液面に沿って運

ばれる運動量のうち鉛直成分だけが正味寄与する。

もう一つの方法は、波線の断面以下の部分に流れ込む全運動量/秒を計算するというものであ

る。これは重力定数にこの部分の質量を乗じたものがすべてである。運動量保存則によれば、ちょ

うどこれだけの全運動量/秒が駆け登って、あるいは液滴内部の負圧あるいは表面張力として波

線の断面を横切って上に流れてゆく。圧力分布や表面形状の詳細は知る必要がない。

結果としては、大小関係の答は「等ししリとなるが、保存量は都合のよい所で勘定すればよい、

という例である。

図 27:湿った天井から懸垂する液滴

液橋 粉粒体を液体に浸してそれを乾燥させてゆくと、粒子同士の聞に液体の橋ができて(図 28)

粒子聞の有効的な引力相互作用を及ぼすことがある。粒子間の直接の接触相互作用はさておいて、

この液橋の作る引力をその形状から見積もってみよう。重力の影響は無視する(毛管長より小さ

な尺度で良い近似)。懸垂液滴の例と同様、都合の良い場所で全運動量の流れを求めるというアプ

ローチをとる。液橋が軸対称性をもっとし、その最もくびれた所を通る面で対称軸に平行な成分

の全運動量流を評価しよう。切口を円とみたててその半径を Rminとする。これは円周上での主曲

率半径の一方とみなしてよいだろう。それに直交する方向のもう一つの曲率半径(反対符号)を

観察あるいは見積もって γoとする370 これで内部の Laplace圧力(負圧)ムp=γ(Rmin-1-TO-1)

37粉体の本などで rorv (粒径)/10~かいう見積もりを見るこどがある。
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図 28:2粒子聞の液橋

が決まり、液体内の運動量流は 7rR~in ムp となる。これに切口の円周における表面張力による運動

量流 -2πRmiげを加える。 Laplace負圧の表式を代入して、全運動量の流れ、従って液橋による

凝集力は次式になる:

Fbridge=-7dmMALl) 
1-0 

強い負圧 (Rmin>> ro)の元では、括弧内の 1は無視でき、表面張力の直接の寄与 (αiRmin)に較

べて、凝集力は Rmin/rO倍強くなることがわかる。

4.3.4 内圧を支える円筒状の管

長いゴム風船を膨らませて内圧が外圧よりムp高い状態で放置するとき、ゴム膜の()-方向の張

力はこの圧力差に直径を乗じたものになる。回転する輪ゴムの例(既述)のように、ゼ、ロサム則

を使うと説明しやすい。

図 29:内圧の加わっているパイプ (R1::; r ::; R2) 

図 29をゴム風船の長軸に垂直な断面と見たとき、軸を通る直径(仮に水平[()= 0，π]としよう)

を横切って流れる全運動量流はぜロでなければならない。 さもないと外部から運動量を注入せね

ばならないから。

他方で内部の過剰圧はこの直径に垂直な成分の運動量を軸長さあたり 2Rlムp/秒だ、け流し込む。

そこでゴム膜はこれをちょうど打ち消すだけの運動量(従って張力)を流さねばならないのであ

る。

厚みを無視できないパイプの問題になると、ふたたびゼロサム則だけではすべては決まらない

が、法則自体は以下のように確かめることができる。(面倒なむきは次節に飛ばれよ。)
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以下では外部の静水圧(大気圧)は無視する。管の物質内での運動量流束は対称性を考慮して

次のかたちをとる:

9=σ(r )erer + t(r)eθ匂+R(r )ezez， (75) 

内圧のあるときは σ(r)> 0および t(γ)< 0である。管の端は自由として R(r)= 0とおく。物質内

での全運動量の保存則 0=¥7.9は38

tdr = d[γσl (76) 

を与える。これを境界条件

9Ir=R1・er=σ(R1) =ムp， 91r=R2・er=σ(R2) = 0 (77) 

のもとで解くと tやσが決まる39のだが、仮に解かなくても、これらの条件だけから水平な直径を

横切って流れる全運動量のゼロサム則は導ける:

rR2 rr=R2 
2ey I t(r)dr = I _ d[rσ(γ) ) 

J R1 Jr=R1 
= 2ey[R2σ(R2) -R1σ(RI)] 

- -2eyRlムpぅ (78) 

4.4 定常流の力学

定常流の問題は場の量が時間によらないというという点で静水力学に近い(問題が楕円型など

になる)。しかし後者との違いは著しく、勇断流が伝導性の運動量流東を生じる。また一般には流

体粒子はその流線に沿って加速されうるので、対流性運動量流束を分離して議論できるとは限ら

ない。

4.4.1 重力下の Poiseuille型の流れ

2次元系 :図 30参照。間隔2Lの鉛直な板の間を流れる定常流では、対流性運動量9conv=ρ九2zzt
は鉛直方向に一様なので伝導性運動量と完全に切り離される4O，V-GCO町=o.他方、重力源は至

るところ一様に鉛直方向成分の運動量を注入してくるので、これが下流に累積しないように側壁

にむけて鉛直方向成分の運動量を移送せねばならない(図中下部の横矢印)。これが勇断流れに

よる伝導性運動量流束で、中央から壁に向かうにしたがって混み合ってくる410 したがって均一

Poiseuille流の運動量流束は、流れ場を知る前に決まってしまい、速度場(図中上部の縦矢印)は

後から決まる。具体的には Bを高さによらない係数として、伝導性の運動量流束は

Gcond=Blut+Mti+P01 (79) 

吋 Q=[ι£+6d会+6d]・[σ(r)erer+昨)eeee+ e(悦 ez].そこで 0=ι[告+ヂJ=引ザ-t] 
F とで些工=白と与丘 ιを使った。θe -~17 ~ dlJ - ~r 

39(j(r) =長幸子ムpおよび t(r)=一信幸子ムp 結果は弾性率に依存しない。

40逆に言う正、太さが不均一な管では対流性運動量の流線にそう不均ーも管壁への力を生む。

41重力下の完全流体ではこの逃げ場がないので定常流はつくれない。

Fhu 
o
o
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(時z)orlented ftow veloclty 

ftuxofトz)orlented momenωm 

図 30:鉛直板聞をながれる流体。下向運動量(cx:速度)の分布(上部の縦矢印)と、その運動量

の流れ(下部の横矢印)。

と書け (POは今は定数)、注入と移送のバランス

0= pgーマ.9 (80) 

から42

9cond = -ρgx[2xt + xダ1+ pol. (81) 

を得る。流体が鉛直方向の長さあたりに壁 (x=土L)を下ヘ引く力も粘性率や速度場に無関係に

決まる:

9. x = 9cond・x=ρgL(-2) wall at x = Lう

9. (一x)= 9cond . (一企)=ρgL(-2) wall at x = '-L. 

流れ場はこれらが決まってから構成的関係によって与えられる430

(82) 

(83) 

重力による注入運動量を横にいなすという事情に関して、「鉛直な管内に貼りつけられた弾性

体Jも同様に扱える。(ただし貼付けは内部[残留]応力を生じないように行われたものとする。)

図 31のように弾性体は重力のせいで多少垂れ下がるが、その変形を知るまでもなく伝導性の運動

量流束は

9cond = -ρgx[2xt +幻 t]+ pol (84) 

となり、変位場はこれから求まる440

42££ (B[必t+げ ]+P01)=23き，したがって B=-ρgx
4:1マ・v=oを満たす流れを v= vz(x)z (-L三z三L)とし、構成的関係もつかうと、 (84)は

い=寸[x:x . vz(x川 tr叩 sposed)]+川=一州x)[zxt+ xzt]り 01

となる。これを上の結果と比べて η叫(x) pgxを得る。いわゆる粘着境界条件山(士L)= 0のもとで解いて
vz(x) = -ρg/(2η)(L2 

_ x2
)がもとめる速度場である。

44変位場を u= U(x)zと書き、非圧縮性 V・u=oも仮定できるとすると、マut= U'(x)xztと固定境界条件から最
終的に u=一守(L2

_ x2
)去を得る。
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市

X

Z
4
1
1
i
i
i
L
 

g=O g>O 

図 31:鉛直板間に固定された弾性体。重力なし(左)と重力あり(右)。後者では、注入される運

動量は鉛直板に流れ、板に近づくほど混み合う。

3次元系 :問題を軸対称に拡張しても、運動量の流れの見方はそのまま使える;注入された鉛直

方向成分の運動量は動径方向に放射状に移送されて壁に達する。伝導性の運動量流束を

Gcond=B16Z4+6T62+P01 (85) 

と書き、(対流性流束は湧出しゼロであることを知った上で)0 = pg -¥1. 9を筒内 r(<R)に適

応すると B=-jρ'gr，したがって

Gcond=-VM+科]+川 (86) 

を得る。この結果は円柱座標の微分公式を使うまでもなく、次の運動量バランスを考えればよい:

半径γ以内に注ぎ込む運動量/秒併2pg(鉛直方向の単位長さあたり)は、この半径の円筒側面を

出る総流量2πr9・er= 2πrBezに等しい。これから B=一ρgr/2を得る。例によって流束や弾'性

体アナログ問題の変位はあとで求まる450

応用 1 重力でなく管に沿う圧力勾配によって Poiseuille流が引き起こされる場合の運動量バラン

スはどうなっているだろう。壁への移行は変らないが、下流にむかうにしたがって圧力による運

動量流が吸い取られて弱くなって行く。(以下の「ゲ、ル中の浸透」を参照。)

応用2 やはり軸対称の流れで、今度は重力を無視する。図 32のように、内側の円柱(半径Ro)

を速度Vで引き上げるときの抵抗力(軸方向の単位長さあたり、下向に大きさ Fとする)を知り

たい。外側の円筒(内径R1) は固定する。この例では、内側の円柱が鉛直方向の運動量の供給源

で、これが動径方向に流れ出る。伝導性の運動量流東を

G∞nd =ηゆ(T)(dTe:+6Z4)

と書くと、半径 γの円柱側面を通る総流出量は

1.. e;. 9・er・dS= 2πηrφ(r) 
J raomS=r 

45ニュートン粘性流体の構成方程式 9condρU♂-η(Vff+ vt
司+plにず二三tvz(r)を代入し、得られる式

9cond ニーηv~[êzê; +ι乙i十 polと上の結果を比べて ηι=jρ'grを得る。境界条件 vz(r= R) = 0も考慮して

叫 =_~(R2 _ r2)がでる。弾件.体アナログ問題では変位場 g三uι が u= _~(R2 
_ r2)左求まる。

円
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図 32:同軸状の勢断流

となり、これが総注入量/秒(即ち力)を Fとすると、

ゆ(← 25F(Ro三T:s Rl) 

を得る。最後に Fを速度と結びつけるため、構成的関係仲)=ーザを代入して流体の速度場

叶)=一至急lntを得、叫ん)= vを課して

F=~πηV -
log(RdRo) 

を得る。

以上の例では対称性のおかげで問題が実質的に 1次元に還元された。そのおかげで保存量が流

れや変位を求める前に決まった。運動量の流れの見方に都合のよい例だけを選んできたとの批判

もあるだろう。それでも「力」の直観だけで押しきるよりは見通しが良さそうだという印象を筆

者はもつのだが、どうであろう。

4.4.2 遅い沈降

流体に多数の小さな粒子が懸濁していて、重力によってゆっくり沈降している状況を考えよう

(図 33参照)。懸濁粒子は側壁の影響は受けない (freeslip boundary)と仮定する。また水平方向

の不均ーを生じる対流はないものとする。

図 33:懸濁粒子の遅い沈降。塗り潰しの濃さは粒子濃度(実際は連続的に分布)を表す。左図で

は底面が懸濁液を支え、右図では天井面が支える。円内矢印は運動量の向き、太い矢印は運動量

移送の向きを示す。
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鉛直方向の成分の運動量の流れ方をまず粒子サイズで考える。周囲の流体よりも密に運動量注

入を受ける粒子は流体のみの場合に比べて余分の運動量を下に向かって流す。圧力の等方化効果

(既述)によって、この運動量流れは横方向にも拡散する。

つぎ、に同じ流れを粒子聞の平均間隔よりも粗い空間尺度で見ると、ある高さ zのまわりの厚さ

のに注入された鉛直成分の全運動量/秒は、最終的にそれが流れ出るべき壁(左図では底面、右図

では天井面)に向かって移送される。静水圧の議論と同様に、この流れの混み合い方が圧力分布

を決める。粗視化した質量密度ρ(z)が高さ zの関数として与えられると、各高さでの全運動量注

入が決まり、準定常的な圧力分布p(z)は左図の場合

制 =P乱m 十lZtop

州 gdz'，

また右図の場合

Patm =州十l:ottomp的 gdz'

と与えられる。ここで液の上面を z=抗op、下面を z= Zbottomにとった。

4.4.3 ゲル中の浸透

ゲルはきめの細かいスポンジのようなもので、その弾性のかなりはエントロビー的起源をもっ。

この弾性は伝導性の運動性流束の一端を担う(浸透圧)。浸透圧自体は静的なもので、スポンジを

握って感じる復元力がそれである。流体力学的にはゲ、ルは細管の網目で、流体を流す(溶媒の浸

透)には Poiseuille流のように粘性抵抗を伴う。以下で、はゲ、ル中の浸透流が浸透圧とどうかかわり

あうかを運動量の流れの視点で扱う。その手ならしに質量流束からはじめよう。

質量流束 図 34において、非圧縮の流体が円柱の高さ 0から Lにあり、その中で Zl< z < z2を

ゲル(スポンジ)が占めている。さしあたりゲルの体積分率ゅは一様とする。底面は閉じられて

V 

vel田町
offluid 

V v 

図 34:(左図)溶媒とその中のゲル(陰をつけた部分)(右図)溶媒の(平均)速度。

いるとする。いまゲ、ルが全体として速度Vで下降すると、ゲ、ル中の溶媒の上昇速度%はどれだけ

だろう?質量あるいは非圧縮なので体積保存を適用するにもいろいろな目のっけどころがあるだ

Q
d
 

Q
O
 



講義ノート

ろう。たとえば実験室系で一定の高さの断面を考えると、全体積流束は Oでなければいけなし、か

ら、 (1-ゆ)vsーゆv=oを得る460

運動量流東 上と同じ状況で、但しゲ、ルの下降がその上端面に加えられた力F/断面積によると特

定しよう(図 35の左図を参照)。この力はゲ、ルのみに働いて溶媒はこの面を自由にすりぬけると

する。流体の上端面は大気圧下の自由表面とする。重力の効果は無視し、簡単のためゲ、ルと側壁の

摩擦はないものとする 最後に浸透はゆっくりであるとし、対流性の運動量流束を無視する。(マ

クロなスポンジでは良くない近似かもしれない。)

IIu 

図 35:ゲ、ル上面に加わる力による運動量流束、溶媒圧力、「浸透圧j

加えた力は下向きの運動量をこの面から下方に流す。この保存流は底面z=oで容器に移され

るまで管中を流れる(図中の¢?)。

ゲ、ノレの下端より下の溶媒はこの流れをすべて担うのでそこの静水圧は大気圧より F高くなって

いる。他方ゲルの上端より上の溶媒はそうではない。溶媒の静水圧をゲ、ル内で、も定義するなら47、

それは上端から下端にむかつて単純に増大する(右図のpのグラフ)。

最後にゲ、ルの網目の中を通る伝導性の(鉛直方向の成分の)運動量流束は、ゲ、ルの上端で、は注

入によって Fであるが下端は自由表面で Oである。途中の高さでは上端から下端にむかつて単純

に減少する(右図の I1zzのグラフ)。

後の 2者は合せて最初の全運動量流束に等しくなるべきだから、いっぽうの減少は他方の増大を

正確に補償する。両者の移行のメカニズムの基本は Poiseuille流での壁への運動量流(図 30)で

ある。実際のゲ、ルで、はI1zzに応じたゲ、ルの圧縮がおこる。

4.5 ニュートンのゆりかご

対流性の運動量流束と伝導性のそれが往来する例として特異な相互作用をもっ 1次元粒子系の

古典力学的な衝突について紹介する。粒子は中心開の距離がある一定値(i直径J)以下に接近し

たときのみその「重複J8に応じたゼロでない 2体斥力 P を及ぼしあうとする。ちょうど直径だ

け離れている状態を「ちょうど接触するJと言うことにする。図 36(a)のようにちょうど接触し

て静止する η-1個の粒子に左端の粒子が衝突する状況を考える。

46ゲノレの端面で吸込む/吐出す溶媒を考えてもよいが、その場合は異なる座標系を往来せねばならない。
47直接に測定できるのか知らない。
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図 36:(a)ちょうど接触する n-1個の粒子に左端の粒子が衝突する。 (b)η=4の場合の重心位

置 ω時刻(数値計算結果)。

α>> 1だと実質的にドミノ倒しのような 2体の剛体衝突の連鎖がおこって、最も右端の粒子が

全運動量をもらって飛び出す。いわゆるニユ}トンのゆりかごというおもちゃでよく見る(と思っ

ている)現象である。

実際の鉄の玉の衝突は 334.3.2でのべた Hertzの接触 (α=3/2)が妥当することが確かめられ

ており、ぶつかった左端の粒子のわずかな反跳を含めてどの粒子もわずかに運動量をもらい、長

時間後にはすべて互いに離れてしまう。

奇妙なのは α↓Oの極限、直径以下に近づくやいなや一定の斥力が働く場合の運動量の分配のさ

れかたである [6]。図 36(b)にα=1/10での数値計算の結果を示す。 α>>1の場合とは逆に、標的

粒子のすべてに等しく運動量が分配され、しかも互いにちょうど接触する状態を維持する。 Gallilei

の相対性により、入射粒子と標的粒子の立場をいれかえてもよく、また一般化して、ちょうど接

触する町個の標的粒子に、ちょうど接触する向個の入射粒子をぶつけても、グ、ループ内のちょ

うどの接触状態を維持したままで、 nl単位の質量と n2単位の質量の聞の 2体衝突が起こる。

図 36(b)を例にとって衝突に際して何が起こるかを考えてみる。

一入射粒子 Xlは左端の標的粒子 X2と重複すると斥力によって運動量を後者に与える。

ーこの粒子ぬはそれを貯える間もなく右隣の粒子 X3と重複する。なぜなら加速はちょうど接触

の条件を破るから。

ーこの重複が起こった途端、粒子 X2は運動量の貯蔵(加速)をやめる。なぜなら左の粒子 Xlと右

の粒子勾からの力が相殺するから。

-他方でこの粒子 X3はそれを貯える間もなく右隣の粒子向と重複する。

ー後者向は加速されるやいなや左の粒子勾との接触が切れて運動量の貯蔵をやめる。

-右側に隙間の生じた粒子勾は再び右に加速され、左のぬとの接触が切れる。

一粒子ぬは入射粒子との重複がある限り、上記2段目に戻って同様の動きを繰り返す。

ポイントは極限α↓0ではこれらの一連のプロセスのサイクルが標的粒子同士のあいだ、に無限小

の隙聞と速度差しかもたらさないことで、それによって標的粒子グ、ループのちょうどの接触状態

は事実上維持される。そうして上のサイクルがぐるぐる回る聞に入射粒子は標的粒子勾との重複
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(これは有限)を通して運動量を移送しつづけ、最後に離れて行く。上述のサイクルは対流性の運

動量流と伝導性の運動量流の相互転換が輯験し、まとめて運動量の流れと見るのがわかりやすい

のではないだろうか。

5 おわりに

個人的には複数の角度からものを見るのは気に入っているのでこのような試みをおこなったが、

運動量の流れなどで奇を街わなくても応力で、間に合っている、というむきには特に押し付けたい

とは思わない。 電気回路を電流抜きで議論したい人もいてよいと思う。

ともあれ本稿でいいたかったのは、力と違って運動量はその保存性のおかげで「途中は適当に

流しておいて、見たい所や見やすい時点でだけ観測する」ことができるということだ。今まで、に

どこかで「力が伝わる j という表現をしたり出会ったりされた際になんだか後ろめたい気がして

おられたなら、運動量が流れるという見方の素直さが通じるのではないかと思う。

本稿で論じなかったことや、不十分にしか論じられなかったと思っていることは多い。もしこ

の先に広がりがあるとしたら、ご興味を持たれた方のご貢献に期待する。

1.まず体系としては、今井氏のなされた運動量の見方による電磁気学やその相対論との融合が

できていない。場の運動量を使わず、なおかつ Lorentz力などの効果を運動量の流れで議論

できるのだろうか。運動量の流れの見方がミクロ尺度・量子系にどうつながるかの言及も皆

無である。古典力学が原子の安定性を説明できないのは運動量流束をもちこんだとて変らな

いが、その事情を十分理解していないせし、か冒頭のニュートン力学の書き直しも不透明感が

ぬぐえない。

2.曲げや擦りの運動量流束をつかった取り扱いが不十分である。 [3]などの議論は特定の形状

の棒や面の曲げに特化されているが、モーメントを運動量流の循環とみることで、膜やバルク

の現象にも敷桁できないか。たとえば薄い弾性板をたわめて円筒をつくると、 334.1.2のゼ

ロサム則の議論が使えて任意角度での断面を横切る全運動量はぜロになるのだが、ここで相

殺するのは対流性と伝導性の運動量ではなく、板面の外側の流れ(張力に対応)と内側の流

れ(圧縮力に対応)の 2重層である。これは運動量流束の渦層でもある。モーメントや角運

動量といった参照点を要する量を局所的な要素に分解で、きるのだろうか。ヘピの這行(しや

こう)の力学を解析すると体内で作る曲げモーメントが変る場所で外に力を加えているらし

い480 だとすると、棒への外力が曲げモーメントの勾配を作る、という受動的な弾性論の逆

を実現しているようで興味がある。

3.対流性運動量と伝導性運動量の相互転換という視点での展開が不十分である。金槌で釘を打

つのに、手の力で打つなら槌の質量は要らない。予め槌の重りに運動量を貯えて、それを一

48これは小林亮氏(広島大)らの CRESTチームの方からの聞きかじり。曲解しているかもしれない。
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気に釘に注ぎ込むのが効率よい打ち方だろう。ボクシングでよく効くパンチはインパクトの

瞬間の姿勢が大事らしい。ピアノなどの打鍵も底を打つ瞬間の運動量の通り方を制御してい

るのではないか。武道研究家の甲野善紀氏の介護動作の研究においては、筋力で持ち上げよ

うとして腰を傷めないよう、いったん対流性の運動量に貯えてから放出という方法が一部使

われているように思える。 これら人間尺度の現象に限らず、粉粒体の運動や天体系の運動

など、運動量の流れの見方は思考の助けになるだろうか。

最後に個人的な興味として、運動量の流れの階層性について少し述べたい。エネルギー保存に

関して荒っぽく言うなら、熱力学構造という体系が適用される場合には仕事とエネルギー変化の

欠損分として熱があり、操作できる尺度に応じた熱や熱力学ポテンシャルの階層性が考えられる

[7]0運動量保存に関してはこれに相当するような体系はあるのだろうか。内部[残留]応力は運動

量流束の循環が閉じる尺度より粗く見ると無に等しい。熟した果物は内圧と果皮の張力の措抗を

保っているが、果物を積むときには一切考慮しない。イオン結品の正負イオンの相互作用がおり

なす運動量循環も原子尺度より上では見えない。仕事と熱が転換できる場合があるように、小さ

な尺度の運動量循環が上の階層に顕在化したりその逆ということもあるようだ。それらの事例を

見ると、階層移行には平衡から遠い過程/操作を要するようにみえる [8]。降伏限界を超えて変形

させると反対方向への変形の降伏限界が下るという Bauschinger効果は、運動量循環を 3つの弾

塑性要素のプラストレーションで、実現する簡単なモデ、ルで、説明で、きる [9]。ガラス状態で引き延ば

されたゴムは除荷後にも(構成方程式の表す)様々な緩和モードの聞に内部応力/運動量循環をた

め込み、再加熱の時点で、マクロな運動量流に転換する(メモリー効果)[10]0運動量の尺度移行に

何か第2法則的な限界やその他の ruleof thumbはあるのだろうか。

わかっているようでわからない運動量である。
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