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概要 Hotelling の出店問題に端を発する競合的な施設配置ゲーム (立地ゲーム) は，ライバル
企業同士がより広い市場を獲得するための立地競争モデルなどで広く研究されている．本稿では，グ
ラフ上の施設配置ゲームの一つである情報拡散ゲームを扱い，純粋戦略ナッシュ均衡の存在性につい
て議論する．まず，直径 2のグラフ上の情報拡散ゲームにおいて，純粋戦略ナッシュ均衡が存在しない
例を示し，グラフの直径によって純粋戦略ナッシュ均衡の存在性の特徴付けが難しいことを示唆する．
さらに，プレイヤ数が 3以外のときにはパスグラフ上での情報拡散ゲームには純粋戦略ナッシュ

均衡が存在することを示す．そして，情報拡散ゲームと類似している離散ボロノイゲームの純粋戦略
ナッシュ均衡との比較検討を行う．

1 はじめに

競合的な施設配置ゲーム (立地ゲーム) は，Hotelling の出店問題 [7] に始まり，ライバル企業同
士がより広い市場を獲得するための立地競争モデルなどで広く研究されている．グラフ上でのモデ

ルも古くからあり [3,6,8], 近年では社会ネットワークでのロコミの拡散過程などを表すモデルと

して、様々な視点からの研究がある (例えば，[1, 4, 5] など). 特に，web マーケティングでのロコ
ミでは，より影響力の強いユーザに情報を送り，そこからネットワークに効率的に情報を拡散させ

ることが重要となる．

グラフ上での施設配置ゲームの一つに，Alon ら [2] による情報拡散ゲームがある．このゲーム
では，最初に各プレイヤはグラフ上の 1つのノードを選択し，そのノードに情報を送る．そして，

情報を送られたノードは次の時点で，まだ情報を持っていない隣接するノ $-$ ドに情報を送る．ただ

し，同時に複数の情報を送信されたノードは，情報が衝突してどの情報も受け取らず，その後の情

報拡散の障壁となる．こうして，時点毎に情報を受け取ったノードが情報を持っていない隣接ノー

ドに情報を送ることを繰り返す．このとき，各プレイヤは，なるべく多くのノードに情報を拡散さ

せるように最初のノ $-$ ドを選択する．類似した施設配置ゲームに離散ボロノイゲームがある [5]. た

だし，離散ボロノイゲームでは，同時に複数の情報を受け取ったノードはすべての情報を受け取

り，このノードは情報源のプレイヤで等分するとしている．

本研究では，情報拡散ゲームに対する純粋戦略ナッシュ均衡の存在性について議論する．ナッ

シュ均衡とは，どのプレイヤも戦略を変えることで自分の利得を増加させることができない安定し

た状態をいう．ここでは，各プレイヤは確定的に戦略を決定する純粋戦略のみを考えて，純粋戦略

をとるときのナッシュ均衡の存在性を示す．情報拡散ゲームに対する純粋戦略ナッシュ均衡の存在

性については Alon ら [2] が述べている．また，離散ボロノイゲームに対しても D\"urr -Thang[5] は

存在性について議論しており，非常に単純なグラフでも 2人のプレイヤで純粋戦略ナッシュ均衡が

存在しないケースがあることを示している．
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本稿では，次節で情報拡散ゲームを定義し，3節で直径 2のグラフでも純粋戦略ナッシュ均衡が
存在しないケースがあることを示す．4節ではパスグラフ上の純粋戦略ナッシュ均衡の存在性につ
いて述べる．

2 情報拡散ゲーム

$G=(V, E)$ を無向グラフとし，任意のノ $-$ ト
$\grave\grave$

$v\in V$ に対して，$N_{v}$ を $v$ の隣接ノードの集合に

$v$ を加えた集合，すなわち，$N_{v}=\{u\in V|(u, v)\in E\}\cup\{v\}$ とする．また，ノ $-$ ト
$\grave\grave$

$u,$ $v$ 間の距

離 (最小枝数) を $d(u, v)$ で表す．

プレイヤの集合を $N=\{1,2, \ldots, n\}$ とする $G$ 上の情報拡散ゲームでは，各プレイヤ $i(\in N)$ は

個々の色 $c_{i}$ を持っている．ただし，この色 $c_{i}$ は『白』 と『灰色』以外であり，同じ色を複数のプ
レイヤが共有することはないとする $($つまり，$i\neq j$ ならば $ci\neq Cj)$ . 情報拡散ゲームの初期状態
では，どのノード $v(\in V)$ も白に塗られており，以下の過程を通して，白いノードにいずれかのプ
レイヤの色か灰色が塗られていく．

時刻 $0$ [初期状態] すべてのノード $v(\in V)$ を白で塗る．

時刻 1 [初期配置] 各プレイヤ $i(\in N)$ は一つのノード $v$ を選択し，$v$ を色 $c_{i}$ で塗る．ただし，複
数のプレイヤが同じノード $v$ を選択したときは，そのノード $v$ は灰色に塗られる．

時刻 $t(t\geq 2)$ [拡散過程] 各白いノード $v(\in N)$ に対し，

1. $v$ に隣接するノ $-$ ド $N_{v}$ の中に，$c_{i}$ で塗られたノードがあり，かつ，$i$ 以外の任意のプ

レイヤ $j$ の色 $Cj$ で塗られたノードがないとき，$v$ を $c_{i}$ で塗る．

2. $v$ に隣接するノード $N_{v}$ の中に，$c_{i}$ で塗られたノ $-$ ドと $c_{j}(i\neq j)$ で塗られたノードが

存在するとき，$v$ を灰色で塗る．

3. $v$ に隣接するノード $N_{v}$ の中には白か灰色で塗られたノードしか存在しない場合，$v$ は

白のまま．

この拡散過程を繰り返し，どの白いノードも色が塗られることがなくなったら (拡散過程の 1,2が
起きないければ), ゲームが終了する．このゲームの各プレイヤの戦略は時刻 1の初期配置でどの

ノードを選択するかであり，戦略集合は $V$ である．戦略プロファイル $x(\in V^{N})$ に対し，各プレイ
ヤ $i$ の利得関数 $U_{i}(x)$ は，ゲームが終了したときに $c_{i}$ で塗られているノードの個数で与えられる．

一方，離散ボロノイゲームでも各プレイヤは最初にノードを一っ選択し，時刻を追う毎に隣接す

るノードを獲得する．ただし，複数のプレイヤが同時に一つのノードに到達したときには，到達し

たプレイヤでそのノードを等分する．よって，離散ボロノイゲームでも，各プレイヤの戦略集合
は $V$ である．そして，戦略プロファイル $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})(\in V^{N})$ と頂点 $v(\in V)$ に対して，

$C_{v}(x)=$ arg min$\{d(x_{i}, v)|i\in N\}$ とする．つまり，$C_{v}(x)$ は各プレイヤが最初に選んだノ $-$ ド

$x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots,$ $x_{n}$ のうち，$v$ に最も近いノードを選んだプレイヤの集合を表す．このとき，離散ボロノ
イゲームでの利得関数 $\tilde{U}_{i}(x)$ は $\sum_{v\in V}\{\frac{1}{|C_{v}(X)|}|i\in C_{v}(x)\}$ で与えられる．情報拡散ゲームと離
散ボロノイゲームではどちらも，各プレイヤ $i$ はどの他フ

$\circ$

レイヤ $j$ に対しても，$d(v, x_{i})<d(v, xj)$
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となるノード $v$ を獲得する．しかし，$d(v, x_{i})=d(v, x_{j})$ となる $j$ が存在する場合に，ノード $v$ の

配分の仕方が異なる．

与えられた戦略プロファイル $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})$ とノード $X^{l}\in V$ に対して，$(X’$ , x-のはプレイ
ヤ $i$ の戦略を $x_{i}$ から $X’$ に置き換えた戦略プロファイル $(x_{1}, \ldots, x_{i-1}, x’, x_{i+1}, \ldots, x_{n})$ を表す．

戦略プロファイル $x$ が，どんな $i\in N$ と $X’\in V$ に対しても $U_{i}(x’, x_{-i})\leq U_{i}(X)$ を満たすとき，

$X$ は純粋戦略ナッシュ均衡であるという．

以下，一般性を失うことなく，$n<|V|$ と仮定する．

3 直径 2のグラフ上のゲームにおける純粋戦略ナッシュ均衡

Alon ら [2] は，情報拡散ゲームの純粋戦略ナッシュ均衡の存在性とグラフの直径の関係につい
て議論している．ここで，グラフの直径とは，2 ノード間の距離の最大値，つまり，$\max\{d(u, v)|$

$(u, v)\in V\cross V\}$ で与えられる．Alon ら [2] は，直径が 3以上になると，プレイヤが 2人の場合で
も純粋戦略ナッシュ均衡が存在しないことがあると示している．

本節では，たとえ直径が 2のグラフ上の情報拡散ゲームであっても純粋戦略ナッシュ均衡が存在

しない例が存在することを示す．これは，グラフの直径によって純粋戦略ナッシュ均衡の存在性を

特徴付けることが困難であることを示唆する．図 1に示すグラフは直径が 2である．このグラフ

上の 2人のプレイヤの情報拡散ゲームを考える．このときの利得行列を表 1に示す この利得行

図 1 プレイヤが 2人でも純粋戦略ナッシュ均衡が存在しない直径 2のグラフ

列から，以下のことが分かる．

. 任意の $x_{1}\in V$ と任意の $x_{2}\in\{v_{4}, v_{5}, v_{6}, v_{7}, v_{8}, v_{9}\}$ に対して，ある $v\in\{v_{1}, v_{2}, v_{3}\}$ で

$U_{2}(x_{1}, x_{2})<U_{2}(x_{1}, v)$ を満たす $v$ が必ず存在する．
$\bullet$ 三っ巴の関係 $U_{2}(v_{1}, v_{2})<U_{2}(v_{1}, v_{3}),$ $U_{2}(v_{2}, v_{3})<U_{2}(v_{2}, v_{1}),$ $U_{2}(v_{3}, v_{1})<U_{2}(v_{3}, v_{2})$ が

成り立っ．

以上から，このゲームには純粋戦略ナッシュ均衡が存在しないことが分かる．

この例では，直径が 2であるにも関わらず，時刻 3まで拡散過程が継続することが要点となる．
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表 1 図 1のグラフ上の 2 プレイヤの情報拡散ゲームにおける利得行列．$(i,j)$ 成分は
$(U_{1}(v_{i}, v_{j}), U_{2}(v_{i}, v_{j}))$ を表す．

例えば，戦略プロファイル $(v_{1}, v_{9})$ では，$(N_{v_{9}}\backslash \{v_{9}\})\subset N_{v_{1}}$ であるために，時刻 2で $c_{2}$ に塗ら

れるノードは存在しない．一方，$v_{2}$ と $v_{5}$ は時刻 2で $c_{1}$ に塗られ，その後，時刻 3では，ノ $-$ ド

$v_{6}$ と $v_{7}$ が $c_{1}$ に塗られる．しかし，[2] では，直径 2のグラフでは，時刻 2までで拡散過程が終了
するとして，利得関数の関係式

$U_{i}(x)=|N_{x_{i}}|-| \bigcup_{j\neq i}(N_{x_{i}}\cap N_{x_{j}})|+\chi_{A_{i}}(x)$
, (1)

を用いて純粋戦略ナッシュ均衡の存在性を示していた．ただし，$\chi_{A_{i}}(x)$ は $A_{i}=\{x|\exists i\in$

$N\backslash \{i\},$ $x_{j}\in N_{x_{i}}\}$ の特性関数，すなわち，$Xj\in N_{x_{i}}$ を満たす $j(j\neq i)$ が存在するときに 1, そ
うでないときに $0$ をとる．実際，$U_{1}(v_{1}, v_{9})=5$ であるが，(1) の右辺は $|N_{v_{1}}|-|(N_{v_{1}}\cap N_{v_{9}})|+$

$\chi_{A_{1}}(v_{1}, v_{9})=6-3-0=3$ となる．等式 (1) が成り立っための条件についての議論は [9] にある．

4 パスグラフ上のゲームにおける純粋戦略ナツシュ均衡

本節では，$G=(V, E)$ はパスグラフであり，パス上でノ $-$ ドが順に番号付けされているとする．

すなわち，$V=\{v_{1}, \ldots, v_{|V|}\}$ と $E=\{(v_{i}, v_{i+1})|1\leq i<|V|\}$ で与えられているとする．戦略
プロファイル $x(\in V^{N})l$こ対して，プレイヤ $i$ が選択したノード $x_{i}$ の番号を $l_{i}(x)$ で表す．すなわ
ち，$x_{i}=V_{p}$ であるとき，$\ell_{i}(x)=p$ とする．戦略プロファイル $x$ が，任意のプレイヤ $i,$ $j$ に対し

て $i<i$ ならば叙 $x$ ) $\leq\ell_{j}(x)$ を満たすとき，この戦略プロファイル $x$ を “増加系” と呼ぶ．一般
性を失うことなく，増加系の純粋戦略ナッシュ均衡のみ考えることができる．

パスグラフにおいては，情報拡散ゲームが終了したときに白いノードは存在しない．さらに，

灰色に塗られたノードは離散ボロノイゲームでは，複数のプレイヤに割り当てられる．よっ

て，パスグラフ上での均衡は両ゲームで類似していると思われる．しかし，両ゲームで純粋戦

略ナッシュ均衡が異なる例を提示する．9 ノードのパスグラフ上の 5人のプレイヤによるゲー

ムを考える (図 2参照). 戦略プロファイル $x=(v_{2}, v_{3}, v_{5}, v_{7}, v_{8})$ は離散ボロノイゲームの
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純粋戦略ナッシュ均衡である．このときの利得関数は $\tilde{U}_{1}(x)=\tilde{U}_{3}(x)=\tilde{U}_{5}(x)=2$ であり，
$\tilde{U}_{2}(x)=\tilde{U}_{4}(x)=1.5$ となっている．しかし，この戦略プロファイル $x$ は情報拡散ゲームでの純

粋戦略ナッシュ均衡にはなっていない．なぜならば，プレイヤ 3の利得関数は $U_{3}(x)=1$ である

が，$x’=(v_{4}, x_{-3})=(v_{2}, v_{3}, v_{4}, v_{7}, v_{8})$ に対して，$U_{3}(x’)=2$ となり，プレイヤ 3は利得を増加

させることができるからである．実際，$x’$ は情報拡散ゲームの純粋戦略ナッシュ均衡である．し

かし，この戦略 $X’$ は離散ボロノイゲームでは純粋戦略ナッシュ均衡にはなっていない．なぜなら

ば，$\tilde{U}_{2}(x’)=1$ であるが，$x”=(v_{5}, x_{-2}’)=(v_{2}, v_{5}, v_{4}, v_{7}, v_{8})$ に対して，$\tilde{U}_{2}(x’’)=1.5$ であり，
プレイヤ 2は利得を増加させることができるからである．以上の観察から，離散ボロノイゲームと

$x_{1}$ $x_{2}$ $x_{3}$ $x_{4}$ $x_{5}$

$x_{1}’$ $x_{2}’$ $x_{3}’$ $x_{4}’$ $x_{5}’$

$x_{1}’’$ $x_{3}’’$ $x_{2}’’$ $x_{4}’’$ $x_{5}’’$

図 2 情報拡散ゲームと離散ボロノイゲームで純粋戦略ナッシュ均衡が異なる例

は別に，情報拡散ゲームの純粋戦略ナッシュ均衡の存在性について詳しく議論する必要があること

が分かる．

始めに，情報拡散ゲームに対する純粋戦略ナッシュ均衡の基本的性質を述べる．

補題 1 パスグラフにおいて，増加系の戦略プロファイル $x$ が情報拡散ゲームに対する純粋戦略

ナッシュ均衡であるとき，$x_{1}$ と $x_{2}$ は隣接している．同様に，$x_{n}$ と Xn-l も隣接している．

証明 $\ell_{1}(x)=p,$ $\ell_{2}(x)=q$ であり $p<q$ と仮定する．増加系の戦略プロファイルなので，
$v_{1},$ $\ldots$ , Vp-l 及び $v_{p+1},$ $\ldots$ , Vq-l にはどのプレイヤも配置していない．よって，$U_{1}(x)=p+$

$\lfloor\frac{q-p+1}{2}\rfloor-1$ を得る．もし，$x_{1}$ が $x_{2}$ に隣接していない場合，すなわち，$q\neq p+1$ のときは，プ
レイヤ 1は Vq-l に移動した方が利得が増加する．つまり，$U_{1}(v_{q-l}, x_{-1})=q-1>U_{1}(x)$ とな

る．よって，純粋戦略ナッシュ均衡ならば，$q=p+1$ が成り立つ．$x_{n}$ についても同様．口

この性質は離散ボロノイゲームでは成り立たない．なぜならば，複数のプレイヤが最初に同じ頂点

を選択することもあり，戦略プロファイル $(v_{2}, v_{2}, v_{5}, v_{7}, v_{8})$ もまた，9 ノードのパスグラフ上の離
散ボロノイゲームに対する純粋戦略ナッシュ均衡になるからである．

まず，2 プレイヤでの情報拡散ゲームの純粋戦略ナッシュ均衡の存在性について考える．補題 1

より，もし，純粋戦略ナッシュ均衡 $x$ が存在するならば，それは $(v_{p}, v_{p+1})$ と表せる．このとき，
パスグラフであるので，$U_{1}(x)=p$であり，$U_{2}(x)=|V|-p$ となる．さて，$x’=(v_{p}+2, v_{p}+1)$ ,

$x”=(v_{p}, v_{p-1})$ とすると，$U_{1}(x’)=|V|-p-1\leq U_{1}(x),$ $U_{2}(x’’)=p-1\leq U_{2}(x)$ であるの

で，$L\frac{|V|}{2}$」 $\leq p\leq\lceil\frac{|V|}{2}\rceil$ を得る．実際 $(v_{L\frac{|V|}{2}\rfloor}, v_{L_{2}^{\llcorner V|}\rfloor+1})$ と $(v_{\lceil^{|V}\rceil}\lrcorner_{2}, v_{\lceil\frac{|V|}{2}\rceil+1})$ は純粋戦略ナッシュ

均衡である．よって，パスグラフ上の 2 プレイヤの情報拡散ゲームに対する純粋戦略ナッシュ均衡

は，Hotelling の出店問題のように中心部分に隣り合って配置される戦略プロファイルのみとなる
ことが分かる．
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同様に，4 プレイヤの場合も考える．補題 1より，もし純粋戦略ナッシュ均衡 $x$ が存在するなら

ば，それは $p<q$ である番号を用いて，$x=(v_{p}, v_{p+1}, v_{q}, v_{q+1})$ と表せる．このときの各プレイヤ
の利得は，$U_{1}(x)=p,$ $U_{2}(x)=U_{3}(x)= L\frac{q-p}{2}$」，$U_{4}(x)=|V|-q$ である．そして，

$U_{1}(v_{p+2}, x_{-1})$ $=$ $L\frac{q-p-1}{2}\rfloor$ $\leq$ $U_{1}(x)$ ,
$U_{1}(v_{q+2}, x_{-1})$ $=$ $|V|-q-1$ $\leq$ $U_{1}(x)$ ,
$U_{2}(v_{p-1}, x_{-2})$ $=$ $p-1$ $\leq$ $U_{2}(x)$ ,
$U_{2}(v_{q+2}, x_{-2})$ $=$ $|V|-q-1$ $\leq$ $U_{2}(x)$ ,
$U_{4}(v_{p-1}, x_{-4})$ $=$ $p-1$ $\leq$ $U_{4}(x)$ ,
$U_{4}(v_{p+2}, x_{-4})$ $=$ $L\frac{q-p-1}{2}\rfloor$ $\leq$ $U_{4}(x)$

の関係から，$L\frac{|V|}{4}$」 $\leq p\leq\lceil\frac{|V|}{4}\rceil$ と $L\frac{3|V|}{4}$ 」 $\leq q\leq\lceil\frac{3|V|}{4}\rceil$ を得る．実際，$(v_{\lfloor\frac{|V|}{4}\rfloor}, v_{\lfloor\frac{|V|}{4}\rfloor+1}, v_{\lfloor\frac{3|V|}{4}\rfloor}, v_{[\frac{3|V|}{4}\rfloor+1})$ ,

$(v_{\lceil\frac{|V|}{4}\rceil}, v_{\lceil\frac{|V|}{4}\rceil+1}, v_{\lceil\frac{3|V|}{4}1}, v_{\lceil\frac{3|V|}{4}\rceil}+1)$ は純粋戦略ナッシュ均衡になっている．パスの長さ $|V|$ に

よって，4 プレイヤの純粋戦略ナッシュ均衡はこれ以外にも存在する．(IVI mod4) の値で 4つ

のケースに分けて，すべての純粋戦略ナッシュ均衡を図 3に示す．
$|V|mod 4=0$ のとき

$a$ $3a$

$|V|mod 4=1$ のとき

$\frac{\underline{a1}\underline{2a}\underline{a3}\underline{4a+1}}{S\sim-l^{-},a3a}$

$|V|mod 4=2$ のとき

$\frac{\underline{a1}\underline{2a}\underline{a3}\underline{4a+1}}{I^{--}l^{-}}$

$a$ $3a+1$

$|V|mod 4=3$ のとき

a $3a+2$

$a$ 12 aa34 $a$

a $3a+1$
$a+1$ 12 $a$ a34 $a$

$a+1$ $3a+1$

$a$ 12 $a+1$ $a+1$ 34 $a$

a $3a+2$

$a+1$ 12 aa34 $a$

$a+1$ $3a+2$

図 3 パスグラフ上の 4 プレイヤの情報拡散ゲームに対するすべての純粋戦略ナッシュ均衡

一方で，3 プレイヤの場合は，補題 1から以下の結果が得られる．

補題 2 ノード数が 6以上のパスグラフにおいて，3 プレイヤの情報拡散ゲームには純粋戦略ナッ

シュ均衡は存在しない．
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証明補題 1より，純粋戦略ナッシュ均衡が存在すれば，$x=(v_{p-1}, v_{p}, v_{p+1})$ を満たす．このと
き，$U_{2}(x)=1$ であるが，もし，$P\geq 4$ ならば，$U_{2}(v_{p-2}, x_{-2})=p-2\geq 2$ であり，プレイヤ 2
は Vp-l を選択した方が利得が増加する．従って，$x$ は純粋戦略ナッシュ均衡ではない．よって，

$p\leq 3$ となるが，このとき，$U_{2}(v_{p+2}, x_{-2})=|V|-p-1\geq 2$ となり，やはり純粋戦略ナッシュ均
衡とはならない．口

プレイヤが 3人でない場合には，パスグラフ上の情報拡散ゲームには純粋戦略ナッシュ均衡が存

在することをプレイヤの人数 $n$ が偶数，奇数で場合分けして示す．

補題 3 プレイヤの人数 $n$ が偶数であり，$|V|=an+b(b<n)$ と表せるとする．このとき，

$y_{i}=\{\begin{array}{ll}v_{ia+\min\{i,b\}} ( i: \text{奇数})v_{(i-1)a+\min\{i,b+1\}} ( i: \text{偶数})\end{array}$ (2)

で与えられる戦略プロファイル $y$ はパスグラフ上の情報拡散ゲームにおける純粋戦略ナッシュ均

衡である．

証明偶数番目のプレイヤ $i(=2k)$ に対して，$P_{2k}(y)=P_{2k-1}(y)+1$ が成り立っので $n$ 番目のプレ

イヤ以外では

$U_{2k}(y)= L\frac{p_{2k+1}(y)-\ell_{2k}(y)+1}{2}\rfloor$

$= L\frac{\{(2k+1)a+\min\{2k+1,b\}\}-\{(2k-1)a+\min\{2k,b+1\}\}+1}{2}\rfloor$

$\geq\lfloor\frac{2a}{2}\rfloor=a$.

が得られる．また，この関係式より，利得 $U_{2k}(y)$ は $U_{2k+1}(y)$ と等しいことが分かる．さらに，
$U_{1}(y)= \ell_{1}(y)=a+\min\{1, b\}\geq a$であり，$U_{n}(y)=|V|-\ell_{n}(y)+1=|V|-\{(n-1)a+b+1\}+1=$

$a$ である．よって，どのプレイヤの利得も $a$ 以上である．

さて，プレイヤ $i$ が戦略を $yj$ から $v_{t}$ へ変更したときに利得が $a$ よりも大きくなるかどうかを調

べる．もし $t<p_{1}(y)$ あるいは $t>p_{n}(y)$ のときは，明らかに $U_{j}(v_{t}, y_{-j})\leq a$ である．そうでな
いときは，$k’$ が存在して，$\ell_{2k’}(y)<t<P_{2k’+1}(y)$ を満たす．$i\neq 2k^{l},$ $2k’+1$ のときは，

$U_{j}(v_{t}, y_{-j})$

$= L\frac{\{(2k’+1)a+\min\{2k’+1,b\}\}-t+1}{2}\rfloor+\lfloor\frac{t-\{(2k’-1)a+\min\{2k’,b+1\}\}+1}{2}\rfloor-1$

$\leq L\frac{2a+1}{2}\rfloor=a$ .

を得る．$l_{j}(y)<t<l_{j+1}(y)$ あるいは $\ell_{j-1}(y)<t<\ell_{j}$ (雪) のときは，明らかに $U_{j}(v_{t}, y_{-j})\leq$

$U_{j}(y)$ となる．以上より，プレイヤ $i$ は $y$ から戦略を変更することで利得を増加させることができ

ず，$y$が純粋戦略ナッシュ均衡であることがわかる．口

プレイヤ数が奇数の場合も同様に示すことができる．
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補題 4 プレイヤの人数 $n$ が 5以上の奇数であり，$|V|=a(n+1)+b(b<n+1)$ と表せるとす
る．このとき，(2) で与えられる $y$ に対して，$y^{l}$ を

$y_{i}’=\{\begin{array}{ll}y_{i} (i\leq n-2)v_{an+b} (i=n-1)v_{an+b+1} (i=n).\end{array}$ (3)

で与える．この $y’$ はパスグラフ上の情報拡散ゲームにおける純粋戦略ナッシュ均衡である．

以上の補題 2,3,4から以下の結果を得る．

定理 5 パスグラフ上の情報拡散ゲームではプレイヤ数が 3でない場合には必ず純粋戦略ナッシュ
均衡が存在する．

式 (2) と式 (3) で与えられる戦略プロファイルは，プレイヤ 1からプレイヤ $b$ までが利得 $a+1$

を得て，それ以外のプレイヤが利得 $a$ を得るという単純なルールから作られている．(ただし，$n$

が奇数のときのプレイヤ $n-2$ のみ例外である．) よって，利得 $a+1$ を得る $b$ 人のプレイヤの選

択方法を変更すれば異なる純粋戦略ナッシュ均衡を得ることができる．例えば，$n$ が偶数であり，

$|V|=an+b$ と表したときに $n/2<b<n$ が成り立てば，以下の戦略プロファイル $y\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\hat{y}_{i}=\{\begin{array}{ll}v_{ia+\frac{i+1}{2}+\min\{\frac{i-1}{2},b-\frac{n}{2}-1\}} (i:fi_{-\mathscr{D})}^{*}v_{(i-1)a+\frac{i}{2}+\min\{\frac{x}{2},b-\frac{n}{2}\}} (i:\dagger\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathscr{X})\end{array}$ (4)

も純粋戦略ナッシュ均衡になる．

ノード数が 12のパスグラフ上の 6 プレイヤの情報拡散ゲームのすべての純粋戦略ナッシュ均衡

を図 4に示す．この例のように，プレイヤ数が 5以上になると，Hotelling の出店問題のように複
数の純粋戦略ナッシュ均衡が存在する．
� � \copyright$-r-0$ $-arrow-\circ$ $\bullet-m-$
$\underline{\copyright}$ $\copyright 0arrowarrowarrow\inftyarrow rarrow$ $\underline{\copyright}$

�
○-●-●-●〇 く$)$-●-〇-〇 〇 $\bullet\ovalbox{\tt\small REJECT}-arrow$ $+-$$\underline{\copyright}$ $\underline{\text{�}}\infty\infty$

図 4 ノード数が 12のパスグラフ上の 6 プレイヤの情報拡散ゲームのすべての純粋戦略ナッ

シュ均衡．黒いノードの集合が戦略プロファイルを表す．$($� $,$ � $)$ , $(\copyright,$ � $)$ , $($ \copyright , \copyright $)$ , (�，\copyright )

のそれぞれの組は左右対称の関係にある．戦略プロファイル�は式 (2) から得られる．

最後に，離散ボロノイゲームの純粋戦略ナッシュ均衡との関係について考察する．式 (2)(3)
(4) で与えられる戦略プロファイルは離散ボロノイゲームでは純粋戦略ナッシュ均衡とはならない

場合もある．例えば，7 ノードのパスグラフ上の 4 プレイヤの場合では式 (2) から得られる戦略
プロファイルは $y=(v_{2}, v_{3}, v_{6}, v_{7})$ となるが，これは離散ボロノイゲームでは純粋戦略ナッシュ
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均衡とはならない．なぜならば，$\tilde{U}_{4}(x)=1$ であるが，プレイヤ 4が $v_{5}$ を選択したときの利得

$\tilde{U}_{4}(v_{5}, x_{-4})=1.5$ の方が大きいからである．一方，$n$ が偶数で $|V|mod n=0$ の場合には式 (2)

の戦略プロファイル (式 (4) の戦略プロファイルと同じ) は必ず離散ボロノイゲームの純粋戦略

ナッシュ均衡になっている．また，$|V|mod n=n-1$ のとき，式 (4) の戦略プロファイルも必

ず離散ボロノイゲームの純粋戦略ナッシュ均衡になっている．

5 おわりに

本稿では，情報拡散ゲームの純粋戦略ナッシュ均衡の存在性について議論した．まず，直径が 2

のグラフであっても純粋戦略ナッシュ均衡が存在しないケースがあることを示した．これは，Alon

ら [2] の結果の反例になっている．

また，パスグラフに限定すると，プレイヤ数が 3のときには純粋戦略ナッシュ均衡が存在しない

が，プレイヤ数が 3以外の場合にはかならず純粋戦略ナッシュ均衡が存在し，Hotelling の出店問

題と類似した均衡が得られることを示した．さらに，純粋戦略ナッシュ均衡が複数存在する場合の

考察を与えた．プレイヤが 5以上のとき，パスグラフ上の情報拡散ゲームのすべての純粋戦略ナッ

シュ均衡を特徴付けることは今後の課題である．

パスグラフ上では，離散ボロノイゲームの純粋戦略ナッシュ均衡との比較も行った．情報拡散

ゲームと離散ボロノイゲームは類似しているが，純粋戦略ナッシュ均衡が異なることもある．$|V|$
$mod n=0$ のときには，式 (2) で与えられる戦略プロファイル，$|V|mod n=n-1$ の場合には

式 (4) で与えられる戦略プロファイルは，どちらのゲームにおいても純粋戦略ナッシュ均衡になっ
ている．しかし，図 3から 4人のプレイヤの時には，$|V|mod 4=1$ あるいは $|V|mod 4=2$ の

場合には，どちらのゲームにおいても純粋戦略ナッシュ均衡になっている戦略プロファイルがない

ことがわかる．ノード数とプレイヤ数の組に関係して，情報拡散ゲームと離散ボロノイゲームの両

方で純粋戦略ナッシュ均衡となる戦略プロファイルが存在するか否かの特徴付けも今後の課題で

ある．

パスグラフ以外では，サイクルグラフ上での離散ボロノイゲームは常に純粋戦略ナッシュ均衡が

存在することが分かっている．同様に，サイクルグラフ上で各プレイヤがほぼ等間隔にノ $-$ ドを選

択すれば，情報拡散ゲームにおいても純粋戦略ナッシュ均衡となる．その他特殊なグラフ上のでの

純粋戦略ナッシュ均衡の存在性も興味深い課題である．
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