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概要
ヒッチコック型の輸送問題 (transportation problem) を考える．この問題は，線形計画問題

の特殊な場合であるので，線形計画問題に対する手法である主双対内点法を適用できる．そこ
で，数値的に問題を解くことができるインフィージブル内点法を適用し，効率的に解を得る．問
題が退化している場合に整数解を得るアルゴリズムについて考える．

1 はじめに

ヒッチコック型の輸送問題 (transportation problem) [3, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 19, 24, 31] を考える．
この問題は，線形計画問題の特殊な場合であるので，線形計画問題に対する手法である主双対内点
法 [17,18,33] を適用できる．そこで，数値的に問題を解くことができるインフィージブル内点法
[16,18,33] を適用し，効率的に解を得ることを目的とする．輸送問題に対する数値実験としては，
[23,26] がある．反復回数の理論としては，フィージブル内点法の場合で，[6,22] がある．サーベ
イとしては，[29] がある．

また，輸送問題より広いクラスである最小費用流問題 (minimum cost flow problem)[27] や多
品種流問題 (multicommodity flow problem)[4, 5, 6, 14, 21, 34] やネットワークフロー最適化問題
[25,28] として論じられることも多い．しかし，この論文では基本的なヒッチコック型の輸送問題
に焦点を絞る．

2 輸送問題の定式化

$M(\in \mathbb{N})$ 個の供給地点 $I:=\{1, \ldots, M\}$ から $N(\in \mathbb{N})$ 個の需要地点 $J:=\{1, \ldots N\}$ まで，地
点 $i$ から地点 $j$ までの単位費用が $C_{i}j(\geq 0)$ のとき，地点 $i\in I$ の供給が $a_{i}(\geq 0)$ で地点 $j\in J$ の

需要が $b_{j}(\geq 0)$ の条件のもとで，$i\in I$ から $j\in J$ への輸送量を $x_{ij}(\geq 0)$ とするとき，総費用
$\sum_{i\in I}\sum_{j\in J}$ cijxij を最小にする輸送鞠を求めたいとする．この問題は次のように定式化できる．

$\min\sum_{i\in I}\sum_{j\in J}c_{ij^{X}ij}(=C\cdot X=Tr(C^{T}X))$

st
$\sum_{j\in J}x_{ij}=a_{i}i\in I$

(TPO)

$\sum_{i\in I}x_{ij}=b_{j}j\in J$

$x_{ij}\geq 0i\in Ij\in J$.
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ただし，$C\in\Re^{M\cross N}$ は $(i,j)$ 要素を $c_{ij}$ とする行列．$X\in\Re^{M\cross N}$ も同様とする．$\bullet$ を行列の内積，Tr
をトレースとする．$X$ を $x$ の行列形式と呼ぶ．この問題は $MN$変数，$M+N$等式制約の最適化問題

である．この問題はヒッチコック型の輸送問題と呼ばれる問題である [3,7,8,9,10,11,12,19,24].
一般性を失うことなく，

$\sum_{i\in I}a_{i}=\sum_{j\in J}b_{j}$
(1)

と仮定できる [19]. この問題は，白明な実行可能解 $x_{ij}=a_{i}b_{j}/( \sum_{i\in I}a_{i})$ を持つ [8, 9, 12].

以下で線形計画問題の標準形として扱うために変形する．$x_{ij}$ と $C_{i}j$ を次のように列ベクトルに

並び替える．

$\overline{x}:=(x_{1}., x_{2}. , . . . x_{M}.)^{T}$

(2)
$:=(x_{11}, x_{12}, \ldots, x_{1N}, x_{21}, x_{22}, \ldots, x_{2N}, \ldots, x_{M1}, x_{M2}, \ldots, x_{MN})^{T}$ ,

$\overline{c}:=(c_{1}., c_{2}., \ldots, c_{M}.)^{T}$

(3)
$:=(c_{11}, c_{12}, \ldots, c_{1N}, c_{21}, c_{22}, \ldots, c_{2N}, \ldots, c_{M1}, c_{M2}, \ldots, c_{MN})^{T}$ .

MATLAB で $C$ から $\overline{c}$ を作るには，c $=$reshape$(C’, M*N, 1)$ とする．列ベクトルへの並べ替えに
対応して，制約の係数行列は

$[11$

$11$

.

$..\cdot$

.

$\cdot$

$1^{\cdot}$

$0011::$

.

$11$

$11$

.

$..\cdot$

.

$\cdot$

$1^{\cdot}$

$0011$

. .

$\cdot$

$11$

$11$

. . . .

$01^{\cdot}$

$0011]$ (4)

となる．この行列のランクは，制約式の数 $-1$ , すなわち $M+N-1$ なので [8, 9, 10, 191, 一つの
制約式が冗長である．一番下の制約式を取り除く．すると制約の係数行列 $A$ は，

$A:=\{\begin{array}{lllllllllllllll}1 1 .\cdot . 1 1 1 .\cdot . l \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots \cdots l l \cdots l1 0 1 0 l 0 l \vdots 1 \vdots \cdots 1 \vdots \vdots \vdots \ddots \vdots . 1 0 . 1 0 l 0\end{array}\}$ (5)
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となる．問題 (TPO) を書きなおすと，

$\min\overline{c}^{T_{\overline{X}}}$

st. $A\overline{x}=\overline{b}$ (TPl)

房 $\geq 0$ ,

ただし，$\overline{b}=(a_{1}, \ldots, a_{M}, b_{1}, \ldots, b_{N-1})^{T}$. この問題の双対問題は，

$\max\overline{b}^{T}\overline{y}$

$s.t$ . $A^{T}\overline{y}+\overline{z}=\overline{c}$ (D)

$\overline{z}\geq 0$ .

葱と同様に，

$\overline{z}=(z_{1}., z_{2}., \ldots, z_{M}.)^{T}$

(6)
$;=(z_{11}, z_{12}, \ldots, z_{1N}, z_{21}, z_{22}, \ldots, z_{2N}, \ldots, z_{M1}, z_{M2}, \ldots, z_{MN})^{T}$

と区分けする．MATLAB で $\overline{x}$ から $(x_{ij})$ を作るには，$(x_{ij})=$ $($ reshape $(\overline{x},$ $N,$ $M))’$ とする．最適
条件は，

$A\overline{x}=\overline{b}$,

痂 $\geq 0$ ,
$A^{T}\overline{y}+\overline{z}=\overline{c}$ , (7)

$2\geq 0$ ,
$\overline{X}\overline{z}=0$

となる．ただし，$\overline{X}$ は $\overline{x}$ を対角成分とする対角行列．

3 輸送問題への内点法の適用

線形計画問題に対するインフィージブル主双対内点法 [16,18,33] のアルゴリズムは次のようで
ある．

stepO: 定数 $\sigma\in[0,1]$ と小さな定数 $\Xi>0$ , ep $>0,$ $\epsilon_{D}>0$ を定める．$k=0$ とし，初期内点を
$(\overline{x}^{0},\overline{y}^{0},\overline{z}^{0})$ とする．

stepl: 収束条件 $(\overline{x}^{k})^{T}\overline{z}^{k}\leq\in,$ $\Vert A\overline{x}^{k}-\overline{b}\Vert\leq\epsilon_{p},$ $\Vert A^{T}\overline{y}^{k}+\overline{z}^{k}-\overline{c}\Vert\leq\epsilon_{d}$ が成立したならば終了する．

step2:

$A\Delta\overline{x}^{k}$

$=$
$\overline{b}-A\overline{x}^{k}$

$A^{T}\triangle\overline{y}^{k}+\triangle\overline{z}^{k}$ $=$ $\overline{c}-A^{T}\overline{y}^{k}-\overline{z}^{k}$

$Z^{k}\triangle\overline{x}^{k}+X^{k}\triangle\overline{z}^{k}$ $=$ $\sigma\mu e-X^{k}\overline{z}^{k}$

の解 $(\triangle\overline{x}^{k}, \Delta\overline{y}^{k}, \triangle\overline{z}^{k})$ を求める．この解をニュートン方向と言う．ここで，$\mu=\overline{x}^{kT}\overline{z}^{k}/MN,$ $e$ は

要素が全て 1のベクトル．$X^{k}=$diag $(\overline{x}),$ $Z^{k}=$diag $(\overline{z})$ .
$step3$ : ステップサイズ $\alpha^{p}$ と $\alpha^{d}$ の値を定め，次の内点 $(\overline{x}^{k+1},\overline{y}^{k+1},\overline{z}^{k+1})$ を求める．
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$step4:karrow k+1$ として stepl $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ戻る．

ここでは，$k$ 反復目を考える．インフィージブル内点法では，step2で $D^{k_{=X^{k}(\overline{Z}^{k})^{-1}}^{-}}$ として，

$p:=AD^{k}(c-A^{T}\overline{y}^{k}-\overline{z}^{k})+\overline{b}-\sigma\mu AZ^{k^{-1}}e$ , (8)

として，

$AD^{k}A^{T}\Delta\overline{y}^{k}=p$ (N)

を解く．この計算時間が総計算時間の大半を占める．この式 (N) を解く手法を normal equation 法
[2, 30, 33] と言う．行列 $AD^{k}A^{T}$ は対称正定値である．

3.1 行列の具体的な計算

計算時間を削減するため，輸送問題の特徴を利用し，具体的に行列を表す．

$\omega_{ij}:=\overline{x}_{ij}/\overline{z}_{ij}i\in Ij\in J$,
(9)

$\Omega:=(\omega_{ij})\in\Re^{M\cross N}$

とする．$\overline{\Omega}\in\Re^{M\cross(N-1)}$ を $\Omega$ の最後の列を取り除いた行列とする．次のように計算できる．

$AD^{k}A^{T}=\{\begin{array}{llllll}\sum_{j\in J}\omega_{1j} O \ddots \overline{\Omega} O \sum_{j\in J}\omega_{Mj} \sum_{i\in I}\omega_{i1} O \overline{\Omega}^{T} \ddots O \sum_{i\in I}\omega_{iN-1}\end{array}\}$ . (10)

左上と右下の部分行列は対角行列である．この行列の計算量は $O(MN)$ である．内点法の中で
のコレスキー分解の計算量は $O((M+N-1)^{3})$ である．A が完全に密であるとすると計算量は
$O((M+N-1)^{2}MN)$ であり，コレスキー分解よりも計算量が多くなってしまう．この表現によ
り，計算量を $O(MN)$ に削減できる．

3.2 ステップサイズの計算

線形計画問題に対する内点法の実装では，主問題と双対問題で異なるステップサイズを使用す

る．この考え方を発展させて，各座標ごとにステップサイズを計算する．主変数 $\overline{x}$ について考え

る．現在の点 $\overline{x}$ の $i$ 番目の成分を $x_{i}$ とし，ニュートン方向の $i$ 番目の成分を $\Delta x_{i}$ とする．ステッ
プサイズ $\alpha_{i}^{p*}$ を

$\alpha_{i}^{p*}=\min\{1, \max\{\alpha_{i}^{p} : \overline{x}_{i}+\alpha_{i}^{p}\Delta\overline{x}_{i}\geq 0\}\}$ (11)
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と決定する．双対変数のステップサイズ $\alpha_{i}^{d*}$ も同様にする．

$\alpha_{i}^{d*}=\min\{1, \max\{\alpha_{i}^{d}: \overline{z}_{i}+\alpha_{i}^{d}\triangle\overline{z}_{i}\geq 0\}\}$. (12)

非負変数が正であるようにする 1よりわずかに小さい定数 $\alpha_{c}:=0.99995$ として，

$\overline{x}_{i}^{k+1}=\overline{x}_{i}^{k}+\alpha_{c}\alpha_{i}^{p*}\triangle\overline{x}_{i}$

$\overline{y}^{k+1}=\overline{y}^{k}+\alpha_{c}\min\{\alpha_{i}^{d*}\}\triangle\overline{y}^{k}$ (13)
$\overline{z}_{i}^{k+1}=\overline{z}_{i}^{k}+\alpha_{c}\alpha_{i}^{d*}\triangle\overline{z}_{i}$

とする．

4 整数解を得るアルゴリズム

以下では，$a_{i},$ $b_{j}$ を非負の整数と仮定する．この仮定のもと，最適整数解が存在することが知ら
れている [19]. 問題が退化しているとき，内点法では基底解が得られないことがある．このとき，
整数解が得られない．この場合に整数解を得ることを考える．
線形計画問題に対するインフィージブル主双対内点法 [16,18,33] を輸送問題に適用して最適解
が得られたとする．その最適解から整数解を得ることが考えらえる．この考えに基づくアルゴリズ
ムは，[13,15] に述べられている．アルゴリズムの性質は [2O] に述べられている．問題の構造を利
用したアルゴリズムは [1] に述べられている．変数に上限制約のある問題に対するアルゴリズムは
[32] に述べられている．

この方法とは異なる手法を考える．この手法は目的関数ベクトルを摂動する．アルゴリズムをま
とめると次のようになる．

stepl: 目的関数ベクトル $c$ を摂動する．

step2: 内点法で解き，摂動した問題の最適解 $x_{0}^{*}$ を得る．
step3: 得られた解を四捨五入し，整数解 $x^{*}$ を得る．

step4: 摂動する前の目的関数を用いて，最適値 $c^{T_{X^{*}}}$ を得る．

摂動の大きさは，退化している状態から出て非退化になる最小値よりは大きく，$x_{0}^{*}$ が整数解か
ら遠くなる値よりは小さくなるように設定する．

4.1 退化している輸送問題の例

退化している輸送問題として次の例を考える．

$C=(\begin{array}{lll}1 2 34 5 6\end{array}),$ $a=(\begin{array}{l}24\end{array}),$ $b=(\begin{array}{l}l23\end{array})$ . (exa)

この問題をアルゴリズム IPM3で解くと，

$X^{*}=(\begin{array}{lll}0.2200 0.6695 1.11050.7800 1.3305 1.8855\end{array})$ (14)

が得られる．整数解が得られない．
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5 数値実験

$\sigma=1/(MN)^{2}$ とする．$\epsilon=10^{-8},$ $\epsilon_{p}=10^{-4},$ $\epsilon_{d}=10^{-4}$ とする．

計算機の CPU は Intel Core 2 Duo CPU 2. $66GHz$ で，メモリは 2. $99GB$ である．問題を解く
プログラムは MATLAB Ver 65.0で開発した．$AD^{k}A^{T}$ を $A$ の疎性を使わずに計算した内点法を

IPMI とする．$AD^{k}A^{T}$ を具体的に計算した内点法を IPM2とする．IPM2にステップサイズの計
算を添え字ごとに行うように改良を加えた内点法を IPM3とする．各アルゴリズムの反復回数と
計算時間は次の表のようになった．

表 1: 内点法の反復回数と計算時間

退化した問題 (exa) の目的関数ベクトルを，$\epsilon_{c}=10^{-3}$ として，(MATLAB の表記で)

$c$ . $*$ $(\epsilon_{c}*$ (rand$(M*N,$ $1)-1/2*$ ones $(M*N,$ $1)$ ) $)$ (15)

摂動し，内点法で解くと整数最適解

$X^{*}=(01$

が得られた．

6 今後の課題

$02$ $30)$ (16)

退化した輸送問題の一部に対して，対処するアルゴリズムを考えた．今後の課題としては，より
広い範囲の退化した問題に対するアルゴリズムを考えることがある．
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