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1 はじめに

本論文では Markowitz によって提案された平均・分散モデル [3] に基づき，固定
費付き取引コストを取引の収支に含め，資産配分の分散や予算などの制約の下での
リターンの期待値の最大化を図る資産配分問題を考える．固定費付き取引コスト
関数は原点で不連続となり，それ以外の区間では線形な関数で表わされる．この
ような問題は凸計画問題ではないので，大域的最適解を求めるのは一般に困難で
ある．そこで良い近似解を簡便に得ることを目的として，本論文では近似解法を提
案する．さらに数学的な議論や実際のデータに基づいた数値実験により，提案し
た手法の性質や有効性を検証する．
本論文の構成を以下に記す．まず 2節では本論文で扱う資産配分問題を定義し，
とくにその問題の制約条件を説明する．3節では，本論文で提案する解法を示す．
4節の数値実験で，今回提案する解法を従来手法である凸近似反復法 [2] と比較し，
結果から分かる性質について考察する．最後に 5節で結論を述べる．

2 資産配分問題
$n$ 個の資産の集合を $I:=\{1, \ldots , n\}$ と表す．資産配分は資産の取引によって行
われ，取引後ある一定期間この資産配分は保持される．投資者の目的は資産配分
の制約を満たしつつ期末の資産価格 (以下これをリターンと呼ぶ) の期待値を最大
にすることである．一般に制約としてはリターンの分散などのリスクの許容限度
や，各資産の保有量の上限，下限などが考えられる．
現在保有する $n$ 個の資産の量を $w=(w_{1}, \ldots, w_{n})^{T}$ で表わす．資産量の総和は，

全ての要素が 1であるベクトル $1\in R^{n}$ を用いて $1^{}w$ で表される．次に，資産の
取引量を $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})^{T}$ で表す．資産 $i$ を購入したのであれば $x_{i}>0$ , 売却した
のであれば $x_{i}<0$ である．取引後の資産量は $w+x$ となる．
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2.1 取引コスト関数と予算制約

取引量 $x$ にまつわるすべての取引コストの総和を $\phi(x)$ とすると，予算制約とし
て以下の式を得る．

$1^{T}x+\phi(x)\leq 0$ (1)

以下では，取引コスト関数 $\phi(x)$ は分離可能，つまり

$\emptyset(x)=\sum_{i=1}^{n}\phi_{i}(x_{i})$

と表せるものとし，取引コスト関数は定数 $\beta_{i}^{+}\geq 0,$ $\beta_{i}^{-}\geq 0,$ $\alpha_{i}^{+}\geq 0,$ $\alpha_{\overline{i}}\geq 0$ を用
いて

$\phi_{i}(x_{i})=\{\begin{array}{ll}0, x_{i}=0\beta_{i}^{+}+\alpha_{i}^{+_{X_{i}}}, x_{i}>0\beta_{i}^{-}-\alpha_{i}^{-}x_{i}, x_{i}<0\end{array}$

で与えられると仮定する (図 1). とくに，取引がなければコストはかからないこと
に注意する．この関数は下半連続であるので，式 (1) を満たすベクトル $x$ の集合
は閉集合となる．

図 1: 固定費つき取引コスト関数 $\phi_{i}(x_{i})$

以下では，簡単のため $\beta_{i}^{+}=\beta_{i}^{-},$ $\alpha_{i}^{+}=\alpha_{i}^{-}$ とする．つまり，関数 $\phi_{i}(x_{i})$ は定数
$\beta_{i}\geq 0,$ $\alpha_{i}\geq 0$ を用いて

$\phi_{i}(x_{i})=\{\begin{array}{ll}0, x_{i}=0\beta_{i}+\alpha_{i}|x_{i}|, x_{i}\neq 0\end{array}$

と表されると仮定する．

22 資産保有量の上限に関する制約

資産保有量の上限に関する制約は資産 $i$ の保有可能量の最大値を勉とすれば，以
下の線形不等式で表される．

$w_{i}+x_{i}\leq p_{i}$ $(i=1, \ldots, n)$
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23 空売り制約

空売りに対する制約もまた線形不等式であり，資産 $i$ に許された空売りの最大量
を $s_{i}\geq 0$ とすると

$w_{i}+x_{i}\geq-s_{i}$ $(i=1, \ldots, n)$

で表される．もし空売りが許されていないならば，$s_{i}=0$ である．

24 分散に関する制約

資産 $i$ のリターンは確率変数であり，これを $a_{i}$ で表す．$E$ を期待値を表わす演算

子とする．いま，$a=(a_{1}, \ldots, a_{n})^{T}$ の結合分布の一次および二次のモーメント

$Ea=\overline{a}$

$E(a-\overline{a})(a-\overline{a})^{T}=\Sigma$

は既知と仮定する．リスクのない資産が存在する可能性もあり，そのような資産
$i$ については砺は確実なリターンであり，$(\Sigma)_{ii}=0$ となる．ただし $(\cdot)_{ii}$ は行列の
$(i, i)$ 成分を表わす．
期末の資産量は確率変数 $W=a^{T}(w+x)$ であり，その期待値と分散は以下の式
で与えられる．

$EW=\overline{a}^{T}(w+x)$

$E(W-EW)^{2}=(w+x)^{T}\Sigma(w+x)$

よって期末の資産量 $W$ の分散が $\sigma_{\max}^{2}$ 以下でなければならないという制約条件は
以下の二次不等式によって与えられる．

$(w+x)^{T}\Sigma(w+x)\leq\sigma_{\max}^{2}$ (2)

行列 $\Sigma$ は半正定値であるから，これは凸な制約である．

25 資産配分問題

予算制約式 (1) 以外の制約条件をまとめて

$S=\{x|-s\leq w+x\leq p, (w+x)^{T}\Sigma(w+x)\leq\sigma_{\max}^{2}\}$

と表す．ただし $s=(s_{1}, \ldots, s_{n})^{T},p=(p_{1}, \ldots,p_{n})^{T}$ である．$S$ は凸集合であるこ
とに注意する．そのとき，資産配分問題 P は次のように定式化される．

maximize $\overline{a}^{T}(w+x)$

subject to $1^{T}x+\phi(x)\leq 0$

$x\in S$
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ここで，
$\overline{a}\in R^{n}$ 各資産のリターンの期待値のベクトル
$w\in R^{n}$ 現在の各資産量のベクトル
$x\in R^{n}$ 各資産の取引量のベクトル
$\phi:R^{n}arrow R$ 取引コスト関数
であり，とくに資産 $n\ovalbox{\tt\small REJECT} f$ “現金資産” とする．よって $(\Sigma)_{nn}=0,\overline{a}_{n}=1$ である．さ
らに，資産 $n$ は取引コストがかからない $(\alpha_{n}=\beta_{n}=0)$ と仮定する．
問題 P の解は疎 (つまり解のベクトルにおける非零要素が少ない) になる傾向が
あることが知られている．実際，多くの種類の資産を取引すればそれだけ多くの
固定費がかかり非効率的であるので，少数の資産の取引を行うのがよいと考える
のは合理的である．

3 解法

この節では資産配分問題 $P$ の近似解法を提案する．まず，各 $i$ に対して，関数
$\phi_{i}^{b}$ を

$\phi_{i}^{b}(x_{i}):=\beta_{i}+\alpha_{i}|x_{i}|$

で定義する．さらに，任意の添字集合 $T\subseteq I\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して次式で定義される問題 $P(T)$

を P の凸制限問題と呼ぶ．

maximize $\overline{a}^{T}(w+x)$

subject to $1^{T}x+\Sigma_{i\in T}\phi_{i}^{b}(x_{i})\leq 0$

$x\in S,$ $x_{i}=0(i\not\in T)$

問題 $P$ の最適解 $x^{*}$ に対して

$I^{*}:=\{i|x_{i}^{*}\neq 0\}$

を定義すると，$x$ は凸制限問題 $P(I^{*})$ の最適解である．つまり，最適解 $x^{*}$ を求め
るには最適資産集合 $I^{*}$ を求めればよい．しかし現実に $I^{*}$ を求めることは困難なた

め，$I^{*}$ を近似した集合 $\tilde{I}$ を求め，$P(\tilde{I})$ の最適解を近似解とすることを考える．資
産配分問題 $P$ では解が疎になる傾向があるので，$I^{0}\supseteq I^{*}$ と考えられる初期取引資
産集合 $I^{0}$ から始めて

$I^{0}\supset I^{1}\supset I^{2}\supset\cdots\supset I^{k}$

となるような集合 $I^{k}$ を順次生成していけば，$I^{k}$ は $I^{*}$ に近づくと期待できる．
以下，31節で $I^{0}$ を求めるための凸緩和問題を定義し，32節で $I^{k}$ から $I^{k+1}$ を

生成するために用いるシグモイド近似問題を定義する．さらに 33節で提案手法の
アルゴリズムについて述べる．
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3.1 凸緩和問題

この節では，資産配分問題 P の実行可能領域を凸集合で緩和した問題を定式化
する．そのため集合 $S$ において取引コスト関数 $\phi_{i}(x_{i})$ を下から近似する凸関数を
構成する．まず，

$S_{rec}$ $:=\{x\in R^{n}|-l\leq x\leq u\}\supseteq S$ (3)

を満たす直方体集合 $S_{rec}$ を定義する．ただし $l=(l_{1}, \ldots, l_{n})^{T},$ $u=(u_{1}, \ldots,u_{n})^{T}$

はそれぞれその第 $i$ 成分が $l_{i}:= \inf\{x_{i}|x\in S\},$ $u_{i}$ $:= \sup\{x_{i}|x\in S\}$ で定義され
るベクトルである．簡単のため $l_{i},$

$u_{i}$ はー $l_{i}<0<u_{i}$ を満たすと仮定し，

$\beta_{i}^{u};=\{$ $0\beta_{i}/u_{\dot{\iota}}$

$(u_{i}<+\infty)$
$\beta_{i}^{l};=\{$

$\beta_{i}/l_{i}$ $(l_{i}<+\infty)$

$(u_{i}=+\infty)$ $0$ $(l_{i}=+\infty)$

を用いて関数

$\phi_{i}^{c.e}.(x_{i})=\{\begin{array}{ll}(\beta_{i}^{u}+\alpha_{i})x_{i}, x_{i}\geq 0-(\beta_{i}^{l}+\alpha_{i})x_{i}, x_{i}<0\end{array}$

を定義する．$\phi_{i}^{c.e}\cdot(x_{i})$ は区間 $[l_{i}, u_{i}]$ 上で $\phi_{i}$ を下から近似する凸関数であることが
わかる (図 2). これを $\phi_{i}(x_{i})$ の凸包関数と呼ぶ．

図 2: 関数 $\phi_{i}^{c.e}\cdot(x_{i})$

さらに，資産配分問題 $P$ において $\phi_{i}$ を $\phi_{i}^{c.e}$ で置き換えた問題 $P_{c.r}$ . を次のように
定義する．

maximize $\overline{a}^{T}(w+x)$

subject to $1^{T}x+\Sigma_{i=1}^{n}\phi_{i}^{c.e}\cdot(x_{i})\leq 0$

$x\in S$

問題 $P$ と問題 $P_{c.r}$ . の実行可能領域はそれぞれ

$S_{o}$ $:=\{x\in R^{n}|1^{T}x+\Sigma_{i=1}^{n}\phi_{i}(x_{i})\leq 0\}\cap S$

$S_{c.r}$ . $:=\{x\in R^{n}|1^{T}x+\Sigma_{i=1}^{n}\phi_{i}^{c.e}\cdot(x_{i})\leq 0\}\cap S$

61



と表され，

と式 (3) から

$\{x\in R^{n}|1^{T}x+\sum_{i=1}^{n}\phi_{i}(x_{i})\leq 0\}\cap S_{rec}$

$\subseteq\{x\in R^{n}|1^{T}x+\sum_{i=1}^{n}\phi_{i}^{c.e}(x_{i})\leq 0\}\cap S_{rec}$

$S_{o}\subseteq S_{c.r}$ .

を得る．つまり，問題 $p_{c.r}$ . の実行可能領域は問題 $P$ の実行可能領域を含んでいる．
さらに $s_{c.r}$ . は凸集合であるので，問題 $p_{c.r}$ . は元の問題 $P$ の実行可能領域を凸緩和
したものとみなすことができる．以下では，問題 $P_{c.r}$ . を問題 $P$ の凸緩和問題と呼

ぶ．凸緩和問題 $p_{c.r}$ . は凸計画問題であるので，容易に解くことが可能であり，さら
に，凸緩和問題 $p_{c.r}$ . の最適値 $W_{c.r}$ . は元の問題 $P$ の最適値 W。の上界値を与える．
凸緩和問題 $P_{\text{。}.r}$ . の最適解 $X$

cr において，取引コスト制約を緩和しているにも関
わらず，ある成分が $|x_{i}^{c.r}\cdot|<\epsilon_{i}$ (ただし $\epsilon_{i}$ はある十分小さい非負の数) を満たすと
する．このとき，実際に資産 $i$ の取引を行う際には，取引量に比べて大きい固定費
がかかるため，この取引は非効率であると判断できる．よって緩和していない元
の問題 P においてこのような資産は取引されることはないと推測できる．以上の
議論から，初期取引資産集合を

$I^{0}:=\{i:|x_{i}^{c.r}.|\geq\epsilon_{i}\}$

と定める．

32 シグモイド近似問題

この節では，$I^{k+1}\subset I^{k}$ であるような $I^{k+1}$ を得る方法について述べる．凸制限
問題 $P(I^{k})$ の最適解 $x^{k}$ が得られていると仮定する．まず，シグモイド関数

$\sigma(x;g):=2/(1+e^{-gx})-1$

を用いて各 $i$ に対して関数

$\hat{\phi}_{i}^{k}(x_{i}):=\beta_{i}\sigma(|x_{i}|;g_{i}^{k})+\alpha_{i}|x_{i}|$ (4)

を定義する (図 3). $g_{k}$ はシグモイド関数の傾きを決定するパラメータであり，ゲイ
ンと呼ばれる．$\hat{\phi}_{i}^{k}(x_{i})$ は $\phi_{i}(x_{i})$ を連続関数で近似したものであり，シグモイド関
数 $\sigma(x;g)$ の微分は

$\sigma’(x;g)=\frac{g}{2}(1+\sigma(x;g))(1-\sigma(x;g))$

と表せるので，$\hat{\phi}_{i}^{k}(x_{i})$ の勾配を簡単に計算することができる．関数 $\hat{\phi}_{i}^{k}(x_{i})$ を用い
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図 3: 関数 $\hat{\phi}_{i}^{k}(x_{i})$

てシグモイド近似問題 $P_{s}(I^{k}, x^{k})$

maximize $\overline{a}^{T}(w+x)$

subject to $1^{T}x+\Sigma_{i\in I^{k}}\hat{\phi}_{i}^{k}(x_{i})\leq 0$

$x\in S,$ $x_{i}=0(i\not\in I^{k})$

$\sum_{i\in I^{k}}\frac{|x_{i}|}{|x_{i}^{k}|}\leq|I^{k}|-\delta$

を定義し，その解 $\hat{x}$ を用いて $I^{k+1}$ を定義することを考える．ただし $\delta$ はある正数，
$|I^{k}|$ は集合 $I^{k}$ の要素数である．いま，

$\sum_{i\in I^{k}}\frac{|x_{i}|}{|x_{i}^{k}|}\leq|I^{k}|-\delta$ (5)

の左辺に $x^{k}$ を代入すると

$\sum_{i\in I^{k}}\frac{|x_{i}^{k}|}{|x_{i}^{k}|}=|I^{k}|>|I^{k}|-\delta$

となるため，$X^{k}$ は式 (5) の制約を満たさない．しかし，シグモイド近似問題 $P_{s}(I^{k}, x^{k})$

の解 $\hat{x}$ は式 (5) を満たす必要があるため，少なくとも一つの $i\in I^{k}$ $\iota$こ対して
$|\hat{x}_{i}|<|x_{i}^{k}|$ が成り立つ．このことから，

$I^{k+1}$ $:=\{i$ : $| \hat{x}_{i}|>\max\{\epsilon_{i},$ $\min_{i\in I^{k}}|\hat{x}_{i}|\}\}$ (6)

と定義することによって $I^{k+1}\subset I^{k}$ なる $I^{k+1}$ を得る．これは，決定変数 $x$ の $\ell_{1}$ ノ

ルムをある定数 $c$以下とする制約

$\sum_{i=1}^{n}|x_{i}|\leq c$

を加えることにより，得られる解に疎性を持たせる LASSO[4] と呼ばれる手法に対
して，$p_{1}$ ノルムの代わりに重み付き $\ell_{1}$ ノルム [1] を用いたものである。
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33 アルゴリズム

提案手法アルゴリズム

Step $0$ . $k:=0,$ $\delta$ $:=0,$ $W^{*}:=-\infty$ とおき，$\epsilon_{i}\geq 0(i=1, \ldots, n)$ を選ぶ．凸緩和
問題 $P_{c.r}$ . の解を命とし，$I^{0}:=\{i:|\hat{x}_{i}|>\epsilon_{i}\}$ とする．

Step 1. 凸制限問題 $P(I^{k})$ の最適解を $x^{k}$ , 最適値を $W$ とし，$W<W^{*}$ もしくは
$I^{k}=\emptyset$ ならば Step 3へ進む．そうでないならば $\delta:=|I^{k}|/n,$ $x^{*}$ $:=x^{k}$ ,

$W^{*}:=W$ として Step 2へ進む．

Step 2.

Step 2-1. $i\in I^{k}$ に対して $g_{i}^{k}$ を定め，

$\hat{\phi}_{i}^{k}(x_{i}):=\beta_{i}\sigma(|x_{i}|;g_{i}^{k})+\alpha_{i}|x_{i}|$

とする．シグモイド近似問題 $P_{s}(I^{k}, x^{k})$ を $x^{k}$ を初期点として逐次二次
計画法を用いて解き，解が得られた場合はその解を $\hat{x}$ として Step2-2
へ進む．さもなくば Step3へ進む．

Step 2-2. 式 (6) によって $I^{k+1}$ を定め，$k$ $:=k+1$ として Step 1へ戻る．

Step 3. げを出力して終了．

アルゴリズムの終了条件をまとめると，

1. Step 1において凸制限問題の最適値 $W$ が暫定最適値 $W^{*}$ を下回る．

2. Step 1において $I^{k}=\emptyset$ となる．

3. Step 2-1においてシグモイド近似問題 $P_{s}(I^{k}, x^{k})$ の解が得られない．

の三っとなる．このアルゴリズムが $k=k’+1$ で終了したとき，出力される解 $x^{*}$

は凸制限問題 $P(I^{k’})$ の最適解であるから，近似的な最適資産集合は $\tilde{I}=I^{k’}$ として

得られる．

4 数値実験

この節では，前節で提案した方法に対して実際に計算機を用いて数値実験を行っ
た結果を示す．実験は CPU が 2. $27GHz$ の Core i5, メモリが 4OGB の計算機上
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で行 $A\searrow$ アルゴリズムはMATLAB7.10.0を用いて実装した．問題に含まれるパラ
メータを

$w_{1},$
$\ldots,$ $w_{n}=1/n$

$\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{n-1}=0.01$ , $\alpha_{n}=0$

$s_{1},$
$\ldots,$ $s_{n-1}=0.005$ , $s_{n}=0.5$

$p_{1},$
$\ldots,$

$p_{n}=0.5$

$\sigma_{\max}:=0.1$

とし，$n=101,501$ の場合に対して無作為に選んだ $n-1$ 銘柄の株式に単位通貨の
現金資産 $($分散 $0$ で $\overline{a}_{n}=1)$ を加えた $n$ 個の資産からなる資産配分問題 (2.5) を考
えた．株式の収益の期待値や分散は 2006年 1月 24日から 2011年 1月 23日までの
5年分の月間データを基に推定した．提案手法と凸近似反復法 [2] によって得た資
産配分問題の最適値を比較する．最適性の指標として，この資産配分問題の最適
値の上界を与える凸緩和問題の最適値も比較対象とする．
今回の数値実験では提案アルゴリズム中のゲインパラメータ $g_{i}^{k}$ は

$\sigma’(x_{i}^{k};g_{i}^{k})=\sigma’(0;g_{i}^{k})/2$ (7)

を満たすように定め，$\epsilon_{i}=\beta_{i}$ とした．図 4は

$\beta_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{100}=\beta$ , $\beta_{101}=0$

とした場合の $\beta$ の変化に対する各手法の最適値の変化を表し，図 5は

$\beta_{i}=\beta|\overline{a}_{i}-1|(i=1, \ldots, 500)$ , $\beta_{501}=0$

とした場合の $\beta$ の変化に対する各手法の最適値の変化を表している．ただし，$\overline{a}_{i}$

は $\overline{a}=Ea$ の第 $i$ 成分を表わす．また，実線は凸緩和問題，太実線は提案手法，点
線は凸近似反復法の最適値を表す．

$0$ 1 2 3
$\beta$

$x10\ovalbox{\tt\small REJECT}$

図 4: $n=101$ における $\beta$ の変化に対する最適値の変化
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$0$ 0.005 $0.01\beta$
0.015

図 5: $n=501$ における $\beta$ の変化に対する最適値の変化

表 1: 平均計算時間の比較

4.1 考察

以上の実験結果からわかるように，提案手法は既存の手法である凸近似反復法で
得られる最適値を上回る最適値を与える．また，提案手法で得られた解の非零要
素数は既存手法で得られる解の非零要素数以上であった．このことから，既存手
法は本来取引に用いるべき資産を非取引資産と判断してしまう傾向があると解釈
できる．しかし，提案手法と凸近似反復法はともにヒューリスティックな解法であ
るため，実験に用いるデータやパラメータによっては必ずしも提案手法が勝ると
は限らない．計算時間で比較すると，提案手法は既存手法よりも短い計算時間で
終了した．この理由の一つは提案手法が反復の度に解く部分問題 $P_{s}(I^{k}, x^{k})$ の次

元が小さくなるためであると考えられる．

5 おわりに

本論文では固定費付き取引コスト関数をもつ資産配分問題に対する解法を提案
した．さらに，数値実験によってその解法を既存の解法と比較し，有効性を検証
した．その結果，提案手法は今回の実験では既存の解法と比較して計算時間が短
く，良い解が得られることが確認された．

66



また，今回扱った資産配分問題では取引コストに関する制約条件以外の制約条
件が比較的単純であったので，より実際の資産配分問題に即した制約条件を取り入
れた問題を定式化し，その問題に対する有効な解法を提案すること，圧縮センシン
グなどの不連続関数をもつ問題に適用することなどが課題として挙げられる．
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