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量子測定理論入門

名古屋大学大学院情報科学研究科小津正直

概要

有限次元の状態空間をもっ量子力学系に対する測定で，可能な測定値が有

限個の測定の一般論を解説する.理論の展開は公理的な方法を用い， (射影仮

説を含まない)少数の量子力学の基本原理と測定に関する自明な仮説から理

論を演縛する.測定理論に不可欠な POVMや完全正値インストルメント等の

数学的方法は，それらの自明性の高い基本仮説から理論の結論として導かれ，

数学的道具を出発点に理論を展開する方法はとらない.目標の一つは，それ

らの数学的方法が概念的に極めて堅固な基礎の上に打ち立てられていること

を明らかにすることである.この方法の利点の一つは，物理的に可能な測定

の全体を数学的に特徴付けることを可能にすることで，最適測定の特徴付け

や測定誤差と擾乱とのトレードオフなど究極的な限界を導くための方法論を

提供する.一つの応用として， Heisenbergがガンマ線顕微鏡を用いて提案し

たような測定精度と擾乱の聞の関係を考察し，新たな普遍的な関係の導出を

目標とする.

1 量子力学

有限準位の量子力学系に関する公理系は次のように与えられる.

公理 Ql(量子力学系，状態，物理量).各量子力学系には状態空間と呼ばれる

有限次元 Hilbert空間が対応し，系の状態は状態空間上の密度作用素で表現され，

系の物理量は状態空間上の自己共役作用素で表現される.また，すべての密度作

用素はある状態に対応し，すべての自己共役作用素はある物理量に対応する.

公理 Qlから，以下，状態と状態空間上の密度作用素，物理量と状態空間上の

自己共役作用素を同一視する.ρ=1ψ)(ψ!の形の状態を純粋状態といい，状態

ρ=1ψ) (ψ|にあるとき，系は(ベクトル)状態 ψにあるという.

公理Q2(Born統計公式).原理的に，任意の状態で一つの系 Sの任意の物理

量を一つ正確に測定することが可能であり，系が状態 ρにあるとき物理量 Aを正
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講義ノート

確に測定すると，測定値 xが zである確率 Pr{x= xllρ}は Bornの統計公式

Pr{x = xllρ} = Tr[EA(x)ρl 
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で与えられる.ただし，EA(X)は部分空間 {ψεπIAψ=xψ}の上への射影作用

素を表す.

写像 EA:X日 EA(X)はAのスペクトル測度と呼ばれる [1].公理Q2から，測

定値の平均値 (A)と標準偏差σ(A)は，

(A) = Tr[Aρl (2) 

及び

σ(A?二 (A2)_ (A)2 (3) 

で与えられる.同一の状態で二つの物理量 AうBの正確な測定をそれぞれ異なる系

(統計集団)について行なう場合のそれぞれの測定値の標準偏差は， Robertsonの

不等式

σ(A酬と :(|[A31|) (4) 

を満たす.

公理Q3(時開発展の公式).各量子力学系には， Hamiltonianと呼ばれる物理量

H が存在して，時刻 t1から時刻らまで系が孤立系ならば，時刻 tε (t1ぅt2)にお

いて微分方程式
dρ(t) 

th17=[Hぅρ(t)] (5) 

を満たす状態 ρ(t)にある.ここで， 1iは所与の単位系における Planck定数を 2π

で、割った値を表す.

公理 Q4(合成系).冗を状態空間とする系 Slとκを状態空間とする系 S2の

合成系 S= Sl + S2の状態空間はテンソル積行③κで与えられ， Slの物理量 A

は Sの物理量 A⑧ Iと同一視され， S2の物理量 Bは Sの物理量 1&;! B と同一

視される.

2 測定装置の統計的性質

2.1 出力分布

公理M1(出力分布，量子状態収縮).系 Sを測定する装置は，測定直前の系 S
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の状態に依存してその測定値の確率分布を定め，測定直前の系 Sの状態と生起可

能な測定値に依存して測定直後の状態を定める.

各装置の測定値を表す変数を出力変数と呼ぶ Sを状態空間行で記述される量

子力学系とし， A(x)を出力変数 xを持ち，系 Sを測定する装置とする.系 Sを

装置 A(x)の(測定)対象と呼ぶ.以下では，出力変数 xは数直線 R に値を持

っとする.任意の実数 zεRに対して， “x x"によって，装置 A(x)の測定

値が zであるという測定結果を表わす.公理Mlから，出力変数 xの確率分布は

対象の測定直前の状態 ρによって決定されるので，それを Pr{x二 xllρ}で表し，

A(x)の入力状態ρにおける出力分布と呼ぶ.状態 ρがベクトル状態 ρ二 |ψ)(ψ| 

のとき， Pr{x = xllψ} = Pr{x = xllρ}と表す.

この講義では，出力分布は次の条件を満たすと仮定する.

(i)正値性:任意の zεRに対して， Pr{x = xllρ}とo.

(ii)単位性:LXERPr{Xニ xllρ}=1.

(iii)有限性:ある有限集合 Sが存在して，任意の状態 ρに対して，xtf_Sなら

ば Pr{x= xllρ} = o. 

2.2 量子状態収縮

公理 Mlから，入力状態 ρと測定値 x=xに対して， Pr{x = xllρ} > 0なら

ば，測定直後の状態が定まるので，それを ρ{x二 x} と表し，入力状態 ρに対する，

条件 x=xの下での(条件付き)出力状態と呼ぶ. Pr{x二 xllρ}=oである zに

対して，記号 ρ{x=x}は不定な密度作用素を表すとする.また，状態 ρから状態

ρ{x司}への状態変化を量子状態収縮と呼ぶ.

状態、 ρ{x=x}の操作的な意味は，以下のように与えられる.入力状態 ρにおける

装置 A(x)による測定後に直ちに出力変数 yをもっ別の装置A(y)による測定を

引き続いて行なったとする.装置 A(x)の測定値が X 二 Z であるという条件の下で

の装置 A(y)の測定値が y=ν であるという条件付き確率を Pr{y= ylx =刈|ρ}

と表す.すると，条件 x=xの下で装置 A(y)による測定の直前の状態は， ρ{x=x}

である.従って，

Pr{y =νIx=xllρ} = Pr{y =ν11ρ{x=x} } 
、、‘冒目，，
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が成り立つ.
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2.3 結合出力分布の混合則

もし，装置 A(x)による入力状態 ρにおける測定の直後に装置 A(y)による測定

が行なわれたとすると，式 (6)から出力変数 xとyの結合確率分布Pr{x=ιy= 

ν11ρ}が

Pr{xニ x，y=ν11ρ} = Pr{y = yllρ{xニ x}} Pr {x = x 11ρ} (7) 

によって与えられる.従って， 2つの装置を引き続き適用して得られる測定値の

結合確率分布は 第 1の装置への入力状態だけで決定される この結合確率分布

を A(x)とA(y)の結合出力分布と呼ぶ.結合出力分布は次の性質を持つことを

要請する.

公理M2(結合出力分布の混合則).任意の装置 A(x)及び A(y)に対して，関

数 ρ日 Pr{xニ丸Y 二 yllρ}は，任意の実数の組 ιν に対して密度作用素 pの凸

線形関数である.

つまり，

Pr{x = x， y = yllpρ1 + (1 -p)ρ2} 

pPr{xニ瓜 y=υ11ρI}+ (1 -p) Pr{ x二 x，y=υ11ρ2} (8) 

が成り立つ. ここで， ρ1，ρ2は密度作用素を表し，pは Oく pく 1を満たす.

この公理は次のように正当化される.対象 Sと同等の系からなり，密度作用素

ρ1で表される統計集団 E1と密度作用素 ρ2で表される統計集団 E2があるとし，対

象 Sが確率pで統計集団 E1から選ばれ，確率 1-pで統計集団 E2から選ばれた

とすると，測定値 (xぅy)= (xぅy)が得られる確率は右辺で表される.一方，この時，

対象 Sの状態は密度作用素pρ1十(l-p)ρ2で表されるから，測定値 (xぅy)= (xぅy)

が得られる確率は左辺でも表され，それらは一致しなければならない.

2つの装置は，それらが任意の入力状態において同ーの出力分布を持ち，更に，

任意の測定値に対して同一の出力状態を持っとき，統計的に同値であると言う.

2.4 確率作用素測度

式 (7)の両辺で νについての総和をとると，出力分布Pr{y= yllρ{x=x} }の単位

性から

Pr{x = xllρ}=乞Pr{x=久 y=yllρ}
uεR 

(9) 

4A 
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が得られ，右辺は pの凸線形関数の和だから，左辺も ρの凸線形関数である.従っ

て，次の定理を得る.

定理 2.1(出力分布の混合則)任意の装置 A(x) と実数 zεRに対して，対応

ρ日 Pr{x= xllp}は，密度作用素 ρの凸線形関数である.

出力分布を特徴付けるために，次の定義を導入する.数直線 Rから冗上の線

形作用素の空間乙(行)への写像 II:Rト→ II(x)は，次の条件を満たすとき， (有

限)確率作用素測度 (probabilityoperator-valued measure， POVM) と呼ばれる:

(i)正値性:すべての実数 zεRについて II(x)三o.

(ii)単位性:L:x命日(x)= 1. 

(iii)有限性:ある有限集合 Sが存在して，x tt Sならば II(x)= O. 

上の定理からの重要な結論は，出力分布の次の特徴付けである [2].

定理 2.2公理M1の下で，定理 2.1が成立することは，次の命題の成立と同等で、

ある:

任意の装置 A(x)にPOVMIIが一意に対応して，対象の任意の状態 pと任意

の実数 zεRに対して，

Pr{x = xllρ} = Tr[II(x)ρl 、、‘，
J
ノ

ハ
U
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が成り立つ.

(10)式で定義される POVMIIを装置 A(x)のPOVMと呼ぶ.

Aを系 Sの物理量とする.装置 A(x)が入力状態 ρにおいて物理量 A に関す

るBorn統計公式 (BSF)を満たすとは，

Pr{x = xllρ} = Tr[EA(x)ρl 、町、l
'ノ

1
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が任意のzεRについて成り立つことを言う.装置 A(x)が物理量 Aを正確に測

定するとは， A(x)がAに関する BSFを任意の入力状態で満たすことを言う.

公理Q2から， Sの任意の物理量 Aに対して，それを正確に測定する装置が存

在する.式 (10)及び式 (11)から，装置 A(x)が物理量を正確に測定するための

必要十分条件は， A(x)のPOVMIIが Aのスペクトル測度 EA に一致すること

である.
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2.5 量子インストルメント

任意の装置 A(x)に対して写像I(x):ρ ト→ I(x)ρを

I(x)ρ二 Pr{x= xllρ}ρ{x=x} (12) 

によって定義する.ここで， ρは密度作用素を，xは実数を表す.写像I(x)は，任

意の密度作用素 ρをトレースが Pr{x= xllρ}である正値作用素に写像する.結合

出力分布の混合則から I(x)は密度作用素のなす凸集合から冗上の作用素の空間

以冗)への凸線形写像であり， 行上の作用素の空間乙(冗)の線形写像に一意的に

拡張される [3ぅ4].DaviesとLewisは，測定装置の統計的性質の系統的記述のため

に次の数学的概念を導入した [5ぅ 6].Rから乙(冗)上の線形写像の空間乙(乙(冗))

への写像 I: x f---7 I(x)は，次の条件が満たされるならばインストルメントと呼

ばれる.

(i)正値性:I(x)ε乙(乙(冗))は，任意の zεRに対して，行上の正作用素

Aε 乙(冗)を正作用素I(x)Aε乙(行)に写像する.

(ii)単位性:LxξRI(x)はトレースを保存する.

(iii)有限性:ある有限集合 Sが存在して，xtf_Sならば I(x)= O. 

この時，次の定理が成り立つ [4，7].

定理 2.3公理 M1の下で，公理 M2は，次の命題の成立と同等で、ある:

任意の装置 A(x)に対して，一意的にインストルメント Zが存在して，任意の

zεRと任意の密度作用素 ρに対して式イ12)を満たす.

上で与えられた写像 I(x)は， A(x)の測定値 xニ zに対するオペレーション

と呼ばれる.また，写像 Zは，装置 A(x)のインストルメントと呼ばれる. この

時，出力分布と出力状態は，

Pr{x = xllρ} 

P{x=x} 一

Tr[I(x)ρ]う

工同p

Tr[I(x)ρ] 

(13) 

(14) 

と表される.ここで，第2の関係は， Pr{xニ xllρ}> 0を仮定している.従って，

もし，Ix及びみがそれぞれA(x)及び A(y)のインストルメントならば，結合

出力分布は，

Pr{x =ιy=υ11ρ}ニ Tr[Iy(ν)Ix(x)ρl (15) 

-1036 -
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と表すことができる.ここで， ρは状態， xぅyは実数を表す.装置の出力分布と

出力状態はともにそのインストルメントによって決定される.従って， 2つの装

置が統計的に同値であるための必要十分条件は，それらが同ーのインストルメン

トを持つことである.

行上の作用素の空間乙(冗)上の任意の線形写像 Tの双対とは， 行上の線形写

像の空間乙(冗)上の線形写像 T*で任意の Aぅρζ 乙(冗)に対して

Tr[A(Tρ)] = Tr[(T* A)ρ] 、、‘E
E

・E-E
E

，，，
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を満たすものである.オペレーション I(x)の双対 I(x)*は，測定値 x=xに対

する双対オペレーションと呼ばれる.

双対オペレーション I(x)*を恒等作用素 Iに適用することによって得られる

作用素 I(x)*Iは，オペレーション I(x)のエフェクトと呼ばれる.式 (13)及び

式 (16)より

Pr{x二 xllρ}= Tr[(I(x)* 1)ρl (17) 

を得る.ここで， ρは任意だから， 式 (10)と比較するとう任意の実数 zに対して

II(x) = I(x)* 1 (18) 

が得られる.従って， A(x)のPOVMは，インストルメント Zのエフェクトに

よって決定される.

Ix及びみをそれぞれ装置A(x)及び A(y)のインストルメントとし， IIyを

A(y)のPOVMとする.すると，

Tr[Iy(ν)Ix(x)ρ] Tr{[Iy(ν)ゴ][Ix(x)ρ]}

= Tr{[日y(ν)[Ix(x)ρ]} 

= Tr{I(x)* [IIy(ν)]ρ} (19) 

が得られる.従って，結合出力分布は，任意の実数 ινεRに対して

Pr{x = x，y =ν11ρ} = Tr{I(x)*[IIy(ν)]ρ} (20) 

と表される.
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2.6 選択的量子状態収縮

数直線 Rの部分集合ムに対して，測定結果“xε ム"は測定値がムの元であ

ることを表す.測定結果 xε ムの確率は，

Pr{xε ム11ρ}= L Pr{x二 xllρ} (21) 
xEム

で与えられる.入力状態が ρであるとき，測定結果 xε ムの下での測定直後の状

態を ρ{託ム}と表す.この状態は，次のように決定される.状態 ρ{託ム}において，

POVM IIyをもっ別の装置 A(y)で引き続いて測定を行うとすれば，

Pr{xε ム，y=ν11ρ} Pr{y = yllρ{xξム}}Pr{xε ム11ρ}

= Tr[IIy(ν) Pr{xξ ム11ρ}ρ{xEム}1 (22) 

が得られる.一方，式 (7)から

Pr{xε ム，y= yllρ} エPr{x二川r= yllρ} 
zεム

= 2二Pr{y=ν11ρ{x=x}} Pr{xニ xllρ}
xξム

= Tr[IIy(ν)乞Pr{x= xllρ}ρ{x=x}l (23) 
zξム

が得られる.ここで， A(y)が任意の射影作用素 Eを測定する装置とし，y = 1 

とすれば， IIy(ν)ニ E となる.Eは任意だから，式 (22)と式 (23)を比較して，

Pr{xε ム11ρ}ρ{x己}= L Pr{ x = x 11ρ}ρ{x=x} (24) 
zεム

が得られる.任意のインストルメント Z とRの部分集合ムに対して，

I(ム)=乞I(x) (25) 
zεム

と定義する.装置 A(x)のインストルメントを Z とすると，任意の状態、 ρに対

して，

I(ム)ρ=Pr{xε ム11ρ}ρ{xεム} (26) 

を満たす.I(ム)は，装置 A(x)の測定結果 xε ムに対するオペレーシヨンと呼

ばれる.状態、 ρから状態 ρ{xεム}への状態変化を選択的量子状態収縮と呼ぶ.一

方，状態変化 ρ←→ ρ{託R}は，非選択的量子状態収縮と呼ばれる.装置 A(x)の

インストルメント Zに対して，オペレーション T= I(R)をA(x)の非選択的オ

。。
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、
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ベレーションと呼び， T*ニ I(R)*を A(x)の非選択的双対オペレーションと呼

ぶ.一般に，乙(行)上の線形写像Tは， ρ三0ならばTp三0となるとき，正値写

像であると言う.IがインストルメントならばI(ム)は正値写像である.非選択的

オペレーションは， トレースを保存する正値写像であり，非選択的双対オペレー

ションは，単位元(恒等作用素)を保存する正値写像である.すなわち，

Tr[Tρ1 = Trρ (27) 

が任意の作用素 ρについて成り立ち，また，

T*I = 1 (28) 

が成り立つ.

2.7 完全正値性

物理学では，時空間で生起する現象を数学モデ、ルの言葉で、書き表すことにより，

現象を数量化し，それを予測したり，測定によって検証することができるように

なる.すると，単一の理論においても同一の現象を多くの異なる数学モデルで、記

述することが一般に可能である.けれども，同ーの現象を表している限りそれら

の聞に，ある整合性の関係が成り立たなければならない.例えば，座標変換に対

する不変性など，多くの場合，その関係から重要な物理法則が導かれる.測定理

論の場合には，座標系を固定しでも同一の測定装置が，いくつかの異なるモデ、ル

を持つことが可能で、ある.それは，測定対象の空間的境界の任意性から来る.合

成系の公理Q4で述べられたように，系 Sに含まれる物理量 Aと同ーの物理量が，

系Sを部分系として含む任意の合成系 8+8'の中で異なる数学的表現A@Iを持

つ.すると，系Sの物理量Aを測定する装置は，合成系 8+ 8'の物理量A@Iを

測定する装置として，異なる数学モデルによって記述されることになる.つまり，

系Sを測定する装置のモデルは，常に，系 8+ 8'を測定する装置のモデ、ルを伴っ

ている.興味深いことに，このようなやや自明なことから，測定装置のモデルが

持つべき重要な性質が導かれる. そこで，このことを一般的に公理として述べる

と，次のように表現できる.

公理 M3(自明的拡張可能性).状態空間行を持つ系 Sを測定する任意の装置

A(x)に対して， dim(行')三 dim(冗)を満たす状態空間行fを持つ系 8'，及び，系

Q
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8+8'を測定する装置A(x')が存在して，行上の任意の密度作用素ρと冗f上の任

意の密度作用素ρ/に対して，次の関係が成り立つ.

(i) Pr{x'二 xllρ8ρ'}= Pr{xこど11ρ}

(ii) (ρ8ρ'){x'=x}二 ρ{x司}⑧ ρ，

公理M3は次の様に正当化される.まず，われわれの理論における用語法では，

「装置」というときに，物理的装置それ自体を指示するというより，むしろ，「装置

の数学モデル」を指示しているということに注意すべきである これまでの公理

では，そのことを十分に区別する必要がなかったが，ここでは，その区別が重要

である.そこで， 装置モデル A(x)が表す物理的な測定装置があるとし，それが

系Sに対する測定を行なう装置だと見なされるならば，その同一の物理的装置を，

遠く離れたと見なされる系 8'との合成系 8+8'に対する測定を行なう装置A(x')

だと記述することもできる.ここで， xとx'はそれぞれの装置モデルの出力変数

を表すが，実際には，常に同じ値を示す同じ変数である.測定の直前に，それら

の系が統計的に独立で，それぞれの状態がρぅρfだとする.この場合，系 8'の存在

は，測定結果および測定後の状態に何の影響も与えない.従って， 2つのモデル

の聞に上で述べた (i)，(ii)の関係が成立する筈である.このことから公理M3が正

当化される.

さて，公理MlうM2から，すべての装置モデルはインストルメントに対応するこ

とがわかったが，果たして，それは公理M3を自動的に満たしているであろうか.

実は，公理Ml，M2だけからは，公理M3が数学的に導かれないことを示すことが

できる.

冗fを有限次元Hilbert空間とすると，乙(冗)上の任意の線形写像 Tは，任意の

ρ3ε 乙(冗)及び ρ;ε 乙(冗')に対する関係

(T⑧ id7-{') (玄ρ'jQ9ρj) =乞(Tρj)Q9 pj (29) 
J J 

によって，自然に乙(冗③行')=乙(冗)③乙(冗')上の線形写像 TQ9 id7-{'に拡張され

る.ただし， idwは，行f上の恒等写像を表す.

そこで，装置モデ、ルA(x)に対して，上の (i)，(ii)を満たす装置モデルA(x')が

存在すると仮定する.公理 MlぅM2からそれぞれのインストルメント IxぅIx'が存

在すみすると， (i)， (ii)から

Ix' (x) (ρ⑧ ρ') Pr{x' = xllρ ⑧ ρ'}(ρ Q9 p'){x'司}

= Pr{x = xllρ}ρ{x=x} Q9ρ/ 
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二 [Ix(x)ρ]@ρf (30) 

が導かれる.ここで， ρ?ρ/は密度作用素であるが，Ix(x)ぅIx'(x)の線形性から，任

意の ρε 乙(冗)及び ρfε 乙(1ず)についても式 (30)が成立する.すると，再び

Ix(x)ぅIx'(x)の線形性から，任意のめ ζ 乙(冗)及び ρ;ε 乙(冗')に対して，

Ix'(x)(玄ρj⑧ ρ;)=玄[Ix(x)ρIj]@ P~ (31) 
J J 

が成り立つ.従って，公理M3を認めると

Ix'(x) = Ix(x)⑧ id7-{， (32) 

が成り立たなければならない.つまり，自明的拡張で得られる装置のインストル

メント Ix'は一意に定まる.

さて， η 次元 Hilbert空間行fに対して，T @ id7-{，が正値写像になるとき，Tは

ηー正値写像で、あると言う.すると，n + 1-正値写像は，n-正値写像になる.η=1

のときは，通常の正値写像のことを意味するので，これは，正値写像の概念を強

めたことになる.そこで，任意の自然数 η について η一正値写像となる Tのことを

完全正値写像と言う.もし，nとdim(冗)ならば乙(冗)上の n-正値写像は，完全正

値写像になることが知られている.2-正値写像にならない，従って，完全正値写像

にならない正値写像の例としては，与えられた基底に関する転置写像が知られて

いる. {ゆj}を一つの正規直交基底とすると，これに関する転置写像Tは，

T(Iゆj)(仇1)= 1仇)(内| (33) 

によって定義される 以上の議論を纏めると次のようになる.

インストルメント Zは，すべての zεRについて I(めが完全正値ならば完

全正値と呼ばれる.公理 M3を認めると，式 (32)から装置 A(x)のインストル

メント Ixは，完全正値でなければならないという結論が導かれる.つまり，イン

ストルメント Ix'の性質から， Ix'(x)は正値写像であり，従って，Ix(x)⑧ id行f

が正値写像だから，n = dim(冗')とすれば， Ix'(x)は η一正値で、ある. ここで，

dim(冗')三 dim(冗)だから，Ixは完全正値インストルメントである.以上の議論

から，次の定理が得られた.

定理 2.4公理 Ml，M2の下で定められる装置のインストルメントは，公理 M3の

下で，完全正値インストルメントでなければならない.
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完全正値ではないインストルメントの例は，{p(x)}をR上の有限確率分布，T

を乙(冗)上のある基底に関する転置写像とすれば，

I(x)ρ= p(x)Tρ 

によって与えられる.従って，公理MlうM2から公理M3を導くことはできない.

任意のインストルメント Zに対して，日付)=I(x)*Iとおくと POVMIIが得

られる.これをインストルメント ZのPOVMと呼ぶ.逆に，任意の POVMII 

に対して，ある完全正値インストルメント Zが存在して， IIは完全正値インスト

ルメント ZのPOVMとなる.公理M3の下で，非選択的オペレーションはトレー

ス保存的完全正値写像であり，双対非選択的オペレーションは単位保存的完全正

値写像である.

ここまで，すべての装置が満たすべき必要条件として，結合出力分布の混合則

と自明的拡張可能性という 2つの要請を課した.これらの条件の下で，すべての

装置に対して一意的に，出力分布とその装置によって引き起こされる量子状態収

縮を決定する完全正値インストルメントが対応することを示した.従って，ある

装置によって可能な出力分布と量子状態収縮を決定する問題は， どの完全正値イ

ンストルメントがある装置に対応しているのという問題に帰着される.この問題

は，次節で議論され，すべての完全正値インストルメントに対して少なくとも一

つの装置が対応していることが示される.また，すべての POVMに対して少な

くとも一つの完全正値インストルメントが存在するので，すべての POVMに対

して少なくとも一つの装置が対応することも導かれる.

3 測定過程論

3.1 局所測定定理

81を HamiltonianH1 を持ち，状態空間行1で記述される量子系とし，82 を

Hamiltonian H2 を持ち，状態空間行2で記述される量子系とする.Aを系 81の

物理量とし，Bを系 82の物理量とする.合成系 81+82の初期状態を ρ12とする.

物理量 Aを装置 A(x)により時刻 tで測定し，物理量 Bを装置 A(y)により時刻

sで測定すると仮定する.ただし， 。く tく Sで，時刻 0以降は 81 と82の間に

相互作用はないとする.この測定の測定値の結合確率分布を Pr{x= x，y二 yllρ12}

とする.装置 A(x)による測定が 81において局所的であるとは，任意の P12に対

つU
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して

Pr{xεR，y=ν11ρ12} = Pr{y =υ11ρ12} 

が成り立つことを言う.このとき次の定理が得られる [8].

定理 3.1(局所測定定理)装置 A(x)による物理量 Aの測定が 81 において局所

的であれば，結合確率分布は，

(34) 

Pr{x =久y=yllρ12}= Tr[EA(t)(x)⑧ EB
(り(ν)ρ斗 (35)

によって与えられる.ただし，A(t) =♂H1tj九Ae-iHltj九かつ B(s) = eiHlSj1i Be-iHlSj九

とおいた.

3.2 間接測定のモデル

A(x)を出力変数 xを持ち，対象 Sを測定する装置とする.この装置で実行さ

れる測定の過程に関する次の記述を考える.測定相互作用は， 測定の時刻と呼ば

れる時刻 tから時刻 t+ムtまで対象 Sと装置 A(x)の聞に挿入されるとする.こ

こで， 対象と装置は t以前にも t+ムt以後にも互いに相互作用を行なわず，時

間区間 (t，t十ムt)の間，合成系 S十A(x)は孤立系であるとする.プローブ Pは，

装置 A(x)の部分系で，合成系 8+Pが時間区間 (t，t十ムt)において孤立系であ

るような最小のものとする.最小性から妥当だと考えられるが，プロープ Pは，

あるヒルベルト空間 κで表現される量子力学系であると仮定する.Uを時間区間

(tぅt十ムt)における 8+Pの時開発展を表す冗⑧κ上のユニタリ作用素とする.

測定の時刻に対象は任意の入力状態 ρにあり，プロープは入力状態によらない一

定の状態 σに準備されるとする.従って，合成系 S十 Pは，時刻 tにおいて状

態 ρ8σ にあり，時刻 t+ムtにおいて状態 U(ρ8めいにある.測定相互作用の

直後に，対象は装置から分離される.測定の次の段階は，メータ物理量と呼ばれ

るプロープの物理量 M を局所的に測定することであり，その測定値が装置 A(x)

の出力変数の値として記録される.

このように装置 A(x)は， Hilbert空間 κ?κ 上の密度作用素 σぅκ@冗上のユ

ニタリ作用素 U，及び， κ上の自己共役作用素 M からなる A(x)の測定過程と

呼ばれる 4つ組(κ7久 UぅM)で記述される.ここで， κはプロープの状態空間， σ

はプロープの状態準備，Uは，プロープと対象の合成系の時間発展，M は，メー

タ物理量を表す.測定過程 (κぅ仇 UうM)は， σが純粋状態、ならば，純粋であると

言い，p = lc)(と|ならば(κ，c，U，M)= (κ?σぅUぅM)と表す.
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3.3 出力分布

A(x)を測定過程 (κぅ仇 UぅM)をもっ装置とする.この測定の測定値は時刻 t+ムt

におけるメータ物理量 M の測定で与えられるので，状態 U(ρ⑧ σ)がにおける物

理量 M に対する BSFにより， A(x)の出力分布は，

Pr{x = xllρ} = Tr{[1 @ EM (X)]U(ρ8σ)が} (36) 

によって決定される.オペレーションとトレースの線形性により， A(x)の出力

分布は出力分布の混合則を満たすことが容易に知られる.従って， 定理 2.2から

A(x)のPOVJ¥I!11が存在する.日を決定するためにう κ上の部分トレース TrJCを

用いて， 式 (36)を

Pr{x =刈|ρ}= Tr[TrJC{U↑[1② EM(x)]U(1② σ)}ρ] (37) 

と書き直すことができる.ρ は任意なので，式 (10)と式 (37)を比較してう A(x)

のPOVMが

日(x)ニ Trκ{U↑[1@ EM (x)]U(1⑧ σ)} 

によって決定する.ただしう zは任意の実数を表す.

(38) 

3.4 量子状態収縮

合成系 S十 Pは，時刻 t+ムtにおいて状態 U(ρ8σ)引にあるので，標準的な

議論から時刻 t+ムtにおける対象の状態は，その状態のプロープの部分に関する

部分トレースをとることによって得られる.従って，非選択的量子状態収縮は，

ρ日 ρf二 TrJC[U(ρ8σ)U↑] (39) 

によって決定される.

装置 A(x)によって引き起こされる選択的状態収縮を決定するために，時刻 t+ムt

に観測者は，同一の系 Sの任意の物理量 Bを局所的に測定するとしよう. A(y) 

を，Bを測定し，出力変数 yを持つ装置とする.時刻 t+ムtに実行される Pに

おける M の測定と， sにおける Bの測定は， ともに局所的なので，局所測定定

理により，それらの出力確率分布は，状態、 U(ρ8めがにおける I⑧ M 及び B⑧ I

の同時測定の公式を満たす.従って， A(x)とA(y)の結合出力分布は，

Pr{x = x，y = y/Iρ} = Tr{[EB(y)⑧ EM (x)]U(ρ③ σ)U↑} (40) 
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で与えられる.従って，部分トレース Trκ を用いて，

Pr{xニ x，y二 ν11ρ} = Tr[EB(ν)Trκ{[I Q9 EM(x)]U(ρ8σ)U↑}] (41) 

が得られる.一方， 式 (7)から同ーの結合出力分布が

Pr{x =ιyニ yllp} Tr[EB(y)ρ{x=x}]Pr{x二 xllρ}

Tr[EB(ν)Pr{x = xllp}ρ{x=x}] (42) 

によって与えられる.B及び yは任意なので，式(41)と(42)を比較して，

Pr{x = xllρ}ρ{x=x} = Trκ{[I③ EM (x)]U(ρ8σ)U↑} (43) 

が得られる. Eq. (36)から状態ρ{x=x}は，

IfK{[I @ EM(x)]U(ρ⑧ σ)U↑} 
ρ{x司} = Tr{[I @ EM(x)]U(ρ③ σ)U↑} ( 44) 

と一意に決定される.ただし， xは Pr{x二 xllρ}> 0を満たす実数とする.

上式は，文献 [9]で最初に導かれた.ここで， Eq. (44)を導くために，次の議論

のように射影仮説を根拠なく利用してはいないことに注意する必要がある.つま

り，測定値が x二 Z である場合，測定の直後に合成系 S十 Pが

ρS+P [I③ EM(x)]U(ρ8σ)U↑[1 @ EM(X)] 
{x=x} - Tr{[I @ EM(x)]U(ρ8σ)U↑} ( 45) 

という状態にあるという議論である.ρ{x=x}= TrK[ρ?J工}]と定義することによっ

て，この状態ρ?ヱ}が同ーの結論を導くことは正しい. しかし，このような仮定

が正しいとは限らない.例えば，プロープの測定が光子数計測で行なわれること

は，よくあるが，光子数計測は射影仮説を満たさないので，この議論によって測

定後の状態を決定することはできない [10う 11].

3.5 インストルメント

前分節では，装置 A(x)による測定に引き続いて，ある物理量の測定が行なわ

れる場合を考察した.ここでは，一般に時刻 t十ムtに観測者が同ーの系 Sを任

意の装置 A(y)で測定する場合を考え， A(x)及び A(y)の結合出力分布が混合

則を満たすことを示す. IIyをA(y)のPOVMとする.状態ρにおける A(x)に
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よる測定が測定値 x=xを導くという条件の下で 時刻 t+ムtにおける状態は，

ρ{x=x}である.従って， 式(43)から結合出力分布は，

Pr{x二 Zぅy=ど[[ρ} = Pr{y = x[[ρ{x=x}} Pr{xニ x[[ρ}

二 Tr[IIy(ν)Pr{x二 x[[ρ}ρ{x=x}] 

= Tr{[IIy(ど)⑧ EM (X)]U(ρ⑧σ)U↑} (46) 

を満たす.従って，作用素とトレースの線形性から， A(x)とA(y)の結合出力分

布は結合出力分布の混合則を満たす.従って，定理 2.3から A(x)のインストル

メント Zが存在する.式(43)からインストルメント Zは，任意の実数 zと任意

の密度作用素 ρに対して

I(x)ρ= Trκ{[I @ EM (X)]U(ρ③ σ)U↑} ( 47) 

を満たす.上の関係から Zが完全正値性を持つことが容易に知られる;完全正

値性の別の特徴付けとして，乙(行)上の線形写像が完全正値であるための必要十分

条件が任意の有限列ι...うふ ε冗及びρ1ぃ .，pηε 乙(行)に対して

乞(乙[T(ρ!Pj)[cj}ミo (48) 
ZJ 

が成立することであるという事実を利用できる [12].従って，測定過程 (κぅ久 U，M)

を持つ任意の装置のインストルメントは完全正値インストルメントであることが

結論される.この結論の逆の主張は文献 [9]において証明された.以上から，次の

定理が得られる.

定理 3.2(測定過程実現定理)測定過程を持つ任志の装置のインストルメントは，

完全正値インストルメントであり，逆に，任意の完全正値インストルメントはあ

る純粋な測定過程を持つ装置のインストルメントとして得られる.

Zを測定過程 (κぅ仇 U，M)をもっ装置 A(x)のインストルメントとする.式(47) 

から，非選択的オペレーション T= I(R)は

Tρ= Trκ[U(ρ⑧ σ)U↑] (49) 

と表すことができる.任意の作用素 A，ρε 乙(冗)，実数 zεRに対して，

Tr[AI(x)ρ] = Tr(ATrK:{[I @ EM (x)]U(ρ8σ)U↑}) 

Tr{[A⑧ EM(x)]U(p0σ)が}

= Tr{が[A⑧ EM(x)]U(ρ⑧ σ)}

Tr(Trκ{U↑[A @ EM (x)]U(I @σ)}ρ) (50) 
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が成り立つ.よって，

Tr{[I(x)* A]ρ} 

が得られる.ρ は任意なので，

I(x)*A = Trκ{U↑[A⑧ EM(x)]U(1② σ)} 

Tr(Trκ{U↑[A Q9 EM (x)]U(1③ σ)}ρ) (51 ) 

(52) 

が任意の作用素 Aε 乙(冗)に対して成立する.特に， A(x)の POVMITは任意

の実数 zに対して

IT(x) = Trκ{U↑[1⑧ EM (x)]U(1 Q9σ)} (53) 

を満たす.また，非選択的双対オペレーション T*は任意の作用素Aに対して，

T*A = Trκ{U↑(A Q9 I)U(1⑧ σ)} (54) 

を満たす.

測定過程実現定理から，すべての完全正値インストルメントメント Zは，純粋

な測定過程 (κ?とうUぅM)を持つ.ψε 冗とすると， 式 (50)から

(ψII(x)* AIψ) = Tr{[I(x)* A]Iψ) (ψI} 

= Tr{が[A③EM(x)]U(1ψ)(ψ|③!と)(とI)}

= (ψ ⑧ごlut[A⑧EM(x)]UI?/J Q9 C-) 

が得られる.ψε 冗は任意なので，

I(x)*A=(ごIU↑[AQ9 EM (x)]UIC-) (55) 

が得られる.ここで， (と1.. 'IC-)はκ上の部分内積を表す.Vを行から κへの線

形写像で任意の ψε 冗に対して

Vψ = U(ψ⑧ご) (56) 

を満たすとする.すると，

v↑V=1 (57) 

が得られる.よって，任意の完全正値インストルメントについて成り立つ次の有

用な表現が得られる:任意の AE乙(冗)及び zξRに対して

I(x)*A=V↑[A Q9 EM (x)]V (58) 

が成り立つ.
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3.6 ユニタリ実現可能性公理

前節で，任意の装置が満たすべき必要条件として，出力結合分布の混合則とイ

ンストルメントの完全正値性を取り上げ，任意の装置にその統計的性質を記述す

る完全正値インストルメントが一意に対応することを示した. ここでは逆に，完

全正値インストルメントがある装置のインストルメントになるための十分条件を

考察しよう.そのような条件は，次のように定式化される.

公理M4(ユニタリ実現可能性).任意の測定過程 (κJぅUぅM)に対して，式(43) 

を満たす装置 A(x)が存在する.

上の仮説は次のように正当化される.公理Q1から，任意の自己共役作用素があ

る物理量に対応し，任意の密度作用素が状態に対応する.更に， Stoneの定理 [13]

により，原理的に任意のユニタリ作用素がある物理量で生成される時開発展とし

て実現できる.従って，任意の測定過程は，原理的に(与えられた単位系と，物

理系を数学的に記述する上で与えられたある実験精度の限界のもとで)実現可能

である.

測定過程実現定理によれば，任恵の完全正値インストルメントは，測定過程を

持つ.ユニタリ実現可能性公理の下で，それは，対応する装置を持つから，任意の

完全正値インストルメントは対応する装置を持つことが結論される.また，完全

正値インストルメント Zは，関係 I'(x)= I(x) 0 id1t，によって，拡大系のインス

トルメント T に自明的に拡張できるから，装置の自明的拡張が存在することも結

論される. このようにして，これまでに挙げた 4個の公理(公理M1一公理M4)

の下で，装置の統計的問値類の全体と完全正値インストルメントの全体は一対ー

に対応することが結論される.

4 測定誤差論

4.1 測定過程の誤差

時刻 tの状態 ρ⑧σを初期状態とする Heisenberg描像で，A(t)=A⑧1， M(t) = 

10M， A(t十ムt)= U↑(A③ I)UぅM(t+ムt)=が(10M)Uと表す.s十Pの任意

の物理量 Oに対して，状態 ρ⑧ σにおける Oの期待値を (0)で表す.すなわち，

(0) = Tr[O(ρ8σ)] . (59) 
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たとえ，ある装置が物理量 Aを正確に測定しないとしても，その装置はある誤

差で物理量 Aを近似的に測定すると考えることができる.誤差を定量化するため

に，装置 A(x)の物理量 Aの測定に対する誤差作用素N(A)を

N(A) =が(IQ!) M)U -A⑧ I 、・11ノハU戸。
/
t
t
t
¥
 

と定義する.これは Heisenberg描像では，

N(A) = M(t +ムt)-A(t) ¥
i，ノ

1
1よ

ρhU 

/
l、
¥

と表される.すると，入力状態 ρにおいて物理量 Aを測定する際の装置 A(x)の

(2乗平均平方根)誤差が

ε(A，ρ) = (N(A)2)1/2 (62) 

と定義される.誤差 ε(Aぅρ)は，測定値に含まれる 2乗平均平方根誤差を表す.

ρ=1ψ) (ψ|であるとき， ε(A，1t)ニ ε(A，p)と表す.

次の定理は，Aを正確に測定する装置とし寸概念と Aに対する誤差が任意の状

態、で零である装置という概念が同等であることを示している.

定理 4.1装置 A(x)が物理畳 Aを正確に測定するための必要十分条件は，任意

の入力状態において ε(Aぅρ)= 0が成り立つことである.

4.2 モデルに依存しない誤差の定義

前分節では，装置の誤差をそれに付随する測定過程を用いて定義した.従って，

誤差はモデルに依存するように見える 以下では，このことは表面的なことで，実

は，モデルに依存しないことを示す.すなわち，誤差は，装置の POVMだけに依

存する.従って，装置の統計的同値類によって定まる.任意の測定で区別不可能

な測定モデルは同ーの統計的同値類に対応するので，誤差はモデルから独立に定

義される.

HをHilbert空間行上の POVMとする.IIの第n次モーメント作用素 O(η)(II) 

を

。(n)(II) = L xnII(x) (63) 
zεR 

で定義する.第 1次のモーメント作用素は， O(II) = 0(1) (II)と表す.

ハ可
U

A
せハU



講義ノート

Aを Sの物理量とし， ρを Sの状態とする.ρ における Hの Aに対する (2

乗平均平方根)距離 dρ(II，A) を

dρ(IIぅA)= Tr{[O(川II)-O(II)2十 (O(II)-A)ヤ}1/2 (64) 

と定義する.上式から容易に

dρ(IIぅA)= Tr[(O(引II)-20(II) 0 A + A2)ρl山 (65)

が得られる.ここで，XoA=(XA+AX)j2. 

さて， POVMと物理量の間の距離について，次の性質が成り立つ.

定理 4.2Cを系 S十 Pの物理量とし， σを Pの状態、とする.もし， IIcが任意

のzξRについての関係

IIc(x) = Trκ[EC (x)(I⑧ σ) ] 

によって定義されるならば，

dp(IIcぅA)2二 Tr[(C-A @ I)2(ρ8σ)] 

、町、‘

.E.，，，，ρ
0
 

ハ
h
u

/
，

s
'
t
、、

(67) 

が成り立つ.

次の定理は，装置の誤差がモデ、ルに依存しないで、，その POVMに依存して決ま

ることを示している.

定理 4.3A(x)を測定過程 (κぅ久 UぅM)をもっ装置とし， IIをA(x)の POVM

とする.すると，誤差 ε(A，ρ)は日によって

ε(Aぅρ) = dρ(IIうA) (68) 

と定められる.

4.3 無擾乱測定

ここでは，装置のおこなう測定は，瞬間的であると仮定する.つまり，測定に

かかる時間ムtは非常に短く，また， sとPの結合は非常に強いので，時間区間

(tぅt+ムt)における Sの時開発展は無視されると仮定する.この場合，状態 ρに

おいて装置A(x)が物理量 Bの確率分布を乱さないとは，

Tr{[EB(x)⑧ I]U(ρ8σ)U↑} = Tr[EB(x)p] (69) 
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が成り立つことを言う.または， Heisenberg描像では，

(EB(の(x))= (EB(t+ムt)(x)) (70) 

が成り立つことを言う.ここで，xは任意の実数であり，B(t) = B⑧ I及びB(t+

ムt)= U↑(B@I)Uとおいた.装置 A(x)が物理量 Bを乱さない，または， B-無

擾乱とは，装置 A(x)が任意の入力状態 ρにおいて Bの確率分布を乱さないこ

とを言う [11].

無擾乱測定の概念は，非選択的オペレーションによって，以下のように特徴付

けられる.

定理 4.4装置 A(x)が物理量 Bを乱さないための必要十分条件は，

T* EB(X) = EB(X) (71) 

が任意の実数zについて成り立つことである.ここで，Tは A(x)の非選択的オ

ペレーションを表す.

4.4 測定過程における擾乱

擾乱の大きさを定量化するために，装置 A(x)の物理量 Bに対する擾乱作用素

D(B)を

D(B) = U↑(B@I)U -B@]ぅ (72) 

または， Heisenberg描像で

D(B) = B(t +ムt)-B(t) (73) 

によって定義する.装置 A(x)の物理量 Bに対する入力状態 ψにおける (2乗平

均平方根)擾乱 η(B，ρ)は，

η(Bぅρ)= (D(B)2)ゆ (74) 

によって定義する.ρ=1ψ)(ψ|ならば， η(B，ρ)=η(Bぅψ)と書く.擾乱 η(B)は

物理量 Bの測定相互作用の前後における 2乗平均平方根偏差を表わす.

式 (72)から

D(B) = U↑[B@]ぅU] (75) 
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が得られる.従って，[UヲB0I]= 0ならば，すべての入力状態 pに対して， η(Bぅρ)=

Oが成り立つ.

擾乱の基本的な性質の一つは，次の定理で示すように，無擾乱装置と擾乱が零

の装置が同等の概念であるということである.

定理 4.5装置 A(x)が物理量 Bを乱さないための必要十分条件は，任意の状態

ρに対して， η(Bぅρ)二 Oが成り立つことである.

4.5 モデルに依存しない擾乱の定義

次の定理は，装置の擾乱がその非選択的オペレーションだけで定まることを示

している

定理 4.6A(x)を非選択的オペレーション Tをもっ装置とする.すると，擾乱

η(B，ρ)はTによって

η(B，ρ) = dρ(T*EBぅB) (76) 

と定まる. ここで，T*EBは，任意の zに対する関係

(T* EB)(X) = T*[EB(x)] 

で定義される POVMを表わす.

(77) 

4.6 普遍的不確定性原理

これまでに述べた誤差と擾乱の一般的な定義の下で，誤差 ε(A)と擾乱η(B)に

関するいわゆる“Heisenbergの不等式"

ε(刷(B) ど ~I([A ， B])I (78) 

の正当性を厳密に調べることができる.この関係式は，有名なガンマ線顕微鏡の

思考実験により， Heisenberg [14]が，位置測定の誤差 ε(Q)とそれによる運動量

の擾乱η(P)の聞の関係として提唱した関係

ε(Q)η(P) rv h (79) 

をRobertsonの不等式 (4)からの類推で一般化して，流布したものである. '--'--

で，hは Planck定数を表す.ある条件を満たす測定については この関係が厳密

つム
戸
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d
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に成立することが知られてきたが [15ぅ16ぅ17，18]，一般に成立するかどうか，一般

に成立しない場合に，その成立条件，及び，それに代わり一般に成立する関係式は

どういうものかなどの問題は，最近になって明らかになってきた [19ぅ20ぅ21ぅ22].

A(x)を任意の装置とし， (κぅσぅU，M)をA(x)の測定過程とする.A及び Bを

対象の二つの物理量とする.状態、 ρ8σ を初期状態とする Heisenberg描像で

Alll A0Iう

Mlll 1③ M 

Aout U↑(A 0I)Uぅ

Mout
二 U↑(I0 M)U 

(80) 

(81 ) 

(82) 

(83) 

と表わす.誤差作用素 N(A)と擾乱作用素 D(B)は，

Mout
二 Aill十 N(A)ぅ

Bout Bill + D(B). 

(84) 

(85) 

を満たす.MとBは異なる系に属する物理量なので， [Mout， Bout] = 0が成り立

つ 従って，誤差作用素と擾乱作用素に関する次の交換関係が成り立つ:

[N(A)ぅD(B)]+ [N(A)うBlll]+[AlへD(B)] = _[AlへBlll]. (86) 

状態 ρoσ における両辺の期待値の絶対値をとり，三角不等式を適用すれば，

I([N(A)ぅD(B)])I+ I([N(A)， B町+([AlぺD(B)])IとITr([A，B]ρ)1. (87) 

が得られる.分散は 2乗平均を超えないので，

ε(A，ρ) 三 σ(N(A)ぅρ② σ)う

η(B，ρ) 三 σ(D(B)，ρ⑧ σ)， 

を得る.従って， Robertsonの不等式 (4)から

判陀j|(州 )， D但)]

(88) 

(89) 

(90) 

が得られる.従って，物理量の対 (A，B)の誤差と擾乱に関する不等式

州 (B)+→: | (q仰[問N川 BグP訓州加叶吋小ll]η])+ ([Aill竺リnへリうρD附 |μ>J1hhh何|阿旧剛Tr町附r吋(一 2

が得られる.誤差 ε(A)，擾乱 η(B)ぅ及び，測定前の不確定性 σ(A)，σ(B)の聞の

トレード・オフを得るために Robertsonの不等式 (4)を左辺のすべての項に適用

すると，次の誤差と擾乱と初期状態の不確定性に関する普遍的不等式が得られる.

っd
F
同
UハU
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定理 4.7(普遍的不確定原理)任意の装置 A(x)，物理量 A，B，任意の状態 ρに

対して，

ε(Aぅp)η(Bぅρ)十 ε(Aぅρ)σ(Bぅρ)+σ(Aぅρ)ε(B，ρ)>1|Tr([AぅB]ρ)1 (92) -2 

が成り立つ.

Heisenberg型の関係を導くためには，以下のような装置に関する付加的な仮定

が必要で、あることが式 (91)からわかる.

定理 4.8平均誤差 (N(A))と平均擾乱 (D(B))が対象の状態に依存しないならば，

任意の入力状態 ρに対して，

山 (93) 

が成り立つ.

正確な A-測定または無擾乱 B-測定に関して，次のようなトレード・オフが成

り立つ.

定理 4.9A(x)が B を乱さない装置ならば，

川 )σ川三j1Tr(Ml州

が任意の状態 ρで成り立つ.

(94) 

定理 4.10A(x)が Aを正確に測定する装置ならば，

σ川 η州三jlU(M]ρ)1

が任意の状態 ρで成り立つ.

(95) 

普遍的不確定性原理の物理的意義については，文献 [19ぅ20]を参照されたい.本

講義で扱われた内容の無限次元の場合における数学的に詳しい記述は，文献 [21]

を参照されたい.そこでは，更に，誤差や擾乱が不偏性や独立性を持つ場合にな

りたつ様々な不等式が導かれている.文献 [22]では，測定がいわゆる測定作用素

で記述される場合が扱われている.測定作用素による測定の記述は，量子情報の

分野で広く使われている [23].文献 [24]では，位置 Q の測定の誤差と運動量 P

の擾乱に関する Heisenbergの不等式ε(Q)η(P)三五/2が成立しない測定過程のモ

A
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デ、ルが示されている.そこでは， ε(Q)= 0かつ η(P)が任意の小さい値になるモ

デルが存在することが示されている.本講義の普遍的不確定性原理は，測定誤差

と擾乱のトレードオフに関するものであったが，全く同じ数学によって， 2つの

物理量の同時測定の誤差に関する普遍的不確定性原理が得られる.それについて

は，文献 [25ぅ 26]を参照されたい.文献 [25]では，更に，普遍的不確定性原理か

ら，いわゆる Wigner-Araki-Yanaseの定理を定量的に一般化した不等式が導かれ

ている.また，それを利用して，量子計算素子の実現に関して，保存法則が課す

精度の限界が導かれている.普遍的不確定性原理の実験的検証の研究は比較的新

しい. LundとWiseman[27]は，弱測定を用いたスピン測定における普遍的不確

定性原理の検証を提案している.文献 [28]では，文献 [26]で示した検証方法を用

いた検証実験の結果を報告している. どちらも，広い範囲のコントロールパラメ

ターの値に対して，普遍的不確定性原理の不等式 (92)が成立し， Heisenbergの不

等式 (78)が成立しない状況を明らかにしている.普遍的不確定性原理の意義と応

用に関して日本語で書かれた解説としては，文献 [29ぅ30]がある.
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