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要約
制御工学に関する研究はMaxwellによる ”On Governors”より始まったといわ

れている．その後，Blackによりフィードバック制御が提案され，近年は従来
考慮されてこなかった非線形性や不確かさの取り扱いに焦点が当てられて
いる．実際のシステムは非線形システムであり，線形制御手法は状態の変
化が微小である場合においてのみ用いることが可能である．これは適用す
る範囲を制限し，応用上問題となってきた．この問題の解決のために，厳密
なフィードバック線形化手法，非線形モデル予測制御など様々な手法が提案
されている．しかし，対象システムのクラスによっては制御設計を行うこと
ができない問題や，計算コストが高くなってしまう問題など，非線形シス
テムのクラスの広さおよびその取り扱いの難しさによって未だ解決されて
いない問題が存在する．一方で，実システムの完全なモデル化が難しいこ
とにより，想定したシステムとの誤差が存在する．モデルベースの制御に
おいては，制御系の安定性に影響する重大な問題であり，多くの研究者に
よって研究が進み，線形システムに対しての方法論は確立されたといえる．
しかし，非線形システムがモデル化誤差に代表される不確かさをもつ場合
は非線形システムの取り扱いの難しさの問題もあり，現在も研究がなされ
ている．非線形システムにおけるロバスト制御アプローチは非線形H∞制御
などいくつか提案されてきたが，多くは繰り返し計算を必要とし，高い計
算コストを必要とする．繰り返し計算を用いない非線形システムに対する
ロバスト制御アプローチとして，オペレータ表現を用いた制御およびスラ
イディングモード制御がある．オペレータ表現を用いた制御の従来の設計
においては，2つの大きな問題が存在した．1つ目は実システムにおいて広
く存在する入力飽和が考慮されていないことであり，入力飽和はその非線
形性から取り扱いが難しい．もうひとつの問題は追従設計において設計条
件を満たす追従制御器の設計にシステムの右逆作用素を必要とする問題で
ある．これは対象システムのクラスを厳しく制限しする．これら 2つの問題
の解決を行う．また，スライディングモード制御 (SMC)は非線形ロバスト制
御手法として近年最も盛んに研究されてきた手法の一つである．強いロバ
スト性を有し，特にメカトロニックシステムに対して多くの用いられてい
る．従来からチャタリングが問題視され，チャタリング問題の解決は多くの
研究者によって研究されてきた．Bessaらにより SISOシステムに対して飽和
関数を導入した際に発生する追従誤差の解析が行われた．本論文では従来
の安定条件を緩和し切り替えゲインの低減を行い，Bessaらの解析をMIMO
システムに拡張することにより収束解析を行う．これによりチャタリング
問題の解決を達成する．提案する制御系設計のマルチロータ型UAVへの適
用を行い，数値シミュレーションおよび実機実験により有効性を検証する．



Abstract

It is said that research on control engineering started from ”On Governors” by Maxwell.
Black proposed feedback control, and the foundation of control engineering was built. Non-
linearity and uncertainty have been dealt by request on actual system control in late years.
Parameters and dynamics are not certain for actual systems. These uncertainties degrade per-
formance of the control system. The majority of control design approaches on non-linear robust
control require iterative calculation, thus it is difficult to realize real time control. There exist
two non-linear robust control approaches; operator-based robust right coprime factorization and
sliding mode control. In operator-based control, there exist two problems; lack of consideration
of input saturation and restriction of the class of target system for tracking design. In this thesis,
these problems are solved. On the other hand, sliding mode control (SMC) is a type of robust
control, and has been studied by many researchers, especially for mechatronic systems. There
exists a chattering problem caused by switching input in SMC. Though implementation of a
saturation function is generally used to solve the chattering, it degrades control performance.
Tracking error analysis was discussed for a SISO system. In this thesis, the chattering problem
is solved by gain reduction and a analysis for a MIMO system. The proposed control system
design applies to a multi-rotor UAV, and the effectiveness of the design is verified in numerical
simulations and flight experiments.
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第1章
はじめに

制御工学に関する研究はMaxwellによる “On Governors” [1]より始まったとい
われている．その後，Black[2, 3]によりフィードバック制御が提案され，近年
は従来考慮されてこなかった非線形性や不確かさの取り扱いに焦点が当て
られている．実際のシステムは非線形システムであり，線形制御手法は状
態の変化が微小である場合においてのみ用いることが可能である．これは
適用する範囲を制限し，応用上問題となってきた．この問題の解決のため
に，厳密なフィードバック線形化手法 [4]，非線形モデル予測制御 [5]など様々
な手法が提案されている．しかし，対象システムのクラスによっては制御設
計を行うことができない問題や，計算コストが高くなってしまう問題など，
非線形システムのクラスの広さおよびその取り扱いの難しさによって未だ
解決されていない問題が存在する．一方で，実システムの完全なモデル化
が難しいことにより，想定したシステムとの誤差が存在する．モデルベー
スの制御においては，制御系の安定性に影響する重大な問題であり，線形
システムに対しての方法論は確立されたといえる [6]．しかし，非線形シス
テムがモデル化誤差に代表される不確かさをもつ場合はもともとの非線形
システムの取り扱いの難しさの問題もあり，現在にいたるまで研究が続け
られている．非線形 H∞制御に代表される多くの非線形ロバスト制御アプ
ローチは繰り返し計算を必要とし，計算コストが高い問題がある．フィー
ドバック制御においてリアルタイム性は重要な性質であり，計算コストの
低い制御設計が必要となる．本論文では，繰り返し計算を必要としない 2つ
のアプローチについて述べる．1つは作用素表現によるロバスト右既約分
解であり，もう 1つはスライディングモード制御である．
非線形システムに対するロバスト制御として，システム表現にオペレー
タを用いたフィードバック制御系設計 [7]が提案されている．非線形オペレー
タにより多くのシステムを取り扱うことが可能であり，また不確かさをも
つシステムに対する制御設計手法としてロバスト右既約分解 [8]が提案され
ている．非線形システムの制御において，線形制御手法は非線形性による
制御性能の低下などにより用いることが難しい．非線形システムに対する
制御系設計法は多く提案されてきたが，オペレータ表現を用いたロバスト
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右既約分解は，不確かさをもつ非線形システムを取り扱うことが可能であ
るという特徴を有し，非常に興味深いものの一つである．この手法におい
て，制御対象および制御器は非線形オペレータとして表現されるため，多
くのクラスのシステムを対象とすることができる．線形系における既約分
解の研究は 1950年頃から始められた [9, 10]．オペレータ表現を用いた非線形
プラントに対する制御手法の研究が 1980年前後から始まり [11, 12]，1984年
にオペレータ表現による非線形への右既約分解の拡張が Hammerによりな
された [13, 14]．オペレータは広い範囲の非線形特性を表現することが可能
であるので，さまざまなクラスのプラントへの応用が期待される．非線形
のオペレータ表現を用いた右既約分解に関する研究は，あるクラスの非線
形プラントに対する右既約分解の構成法 [15]，右既約分解を用いた安定化
補償器の設計法 [16, 17]，制御器のパラメトリゼーション [18]など，数多くお
こなわれてきた．近年においては，右既約分解を用いた入力飽和をもつ非
線形不安定系に対する制御設計 [19]，既約分解の多入出力への拡張 [20]，同
型写像を用いた既約分解の設計 [21]などがある．1998年，Chenらにより，非
線形右既約分解のロバスト条件が示された [22]．この条件は不確かさのク
ラスに関して限定的であったが，Dengらにより，Chenらの結果を拡張したよ
り広いクラスの不確かさに関するロバスト安定条件が示された [8]．従来，
非線形右既約分解の研究は制御系の安定化，パラメトリゼーションに主眼
をおかれてきたが，右既約分解を用いた追従制御設計手法がDengらにより
提案された [23]．この手法は，不安定な非線形系を制御することが可能であ
り，また不確かさに対してもロバスト安定であるという非常に興味深い特
徴をもつ．
また，スライディングモード制御 (SMC)は非線形ロバスト制御手法として

近年最も盛んに研究されてきた手法の一つである [24, 25, 26]．強いロバスト
性を有し，特にメカトロニックシステムに対して多くの用いられている．ス
ライディングモード制御系設計法に関して多くの手法が提案されている．
Terminal SMC[27]は滑り面に時変項を付加し設計することにより到達速度の
設定が可能となる利点をもつ．Integral SMC[28]は滑り面を積分型で設計する
ことにより，またLMIに基づく設計 [29]は不等式条件により，マッチング条件
を満たさない不確かさを取り扱うことを可能とした．Continuous SMC[30]は
到達条件を変更し，切り替え項を用いず入力が連続的となる設計を行って
いる．High-order SMC[31]は厳密な微分法 [32]を用いて出力ッフィードバック制
御系を設計する．これらにより，スライディングモード制御の問題点の多く
が解決されている．切り替え制御器によるチャタリング問題などの問題も
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指摘されているが，その解決についても多く研究されてきた [33]．
本論文において，適用対象としマルチロータ型ヘリコプタを採用する．
ヘリコプタに代表される垂直離着陸機は垂直離陸をはじめ，ホバリング・
水平飛行などが可能であるなどの利点から，様々な用途で利用されている．
これまでに多く研究されてきたのはシングルロータ式のヘリコプタであ
り，1998年に T. J. Kooら [34]により線形化フィードバックと線形近似を用いた
制御が提案された．2003年にA. Isidoriら [35]は「水平面」と「垂直+ヨー角姿
勢」の 2種類に分解したシステムに対する入力と質量の誤差を考慮した非
線形制御を提案した．この手法ではヘリのピッチ・ロール角が 0近傍でなけ
ればならないという制約が存在したが，L. Marconiら [36]により姿勢角の 0
近傍においての近似を必要としない制御が提案された．これにより，全自
由度に対して制御系が設計された．また，2010年にはK. A. Danapalasingamら
[37]により入力外乱として風による外乱を考慮した制御も提案されている．
一方で，マルチロータ型 UAV (unmanned aerial vehicle) は通常 4から 8つの単純
回転を行うロータによって飛行するシンプルな構造のため小型化が可能で
あるなどの利点から，現在多くの研究者により研究がなされている [24, 38]．
ロータのメカニズムの違いから，従来のシングルロータ式ヘリコプタとは
制御の手法が異なることが知られている [39]．マルチロータ型UAVを実環境
で制御する場合，質量・慣性モーメントの内部パラメータ誤差，風の外生
外乱など制御対象は様々な不確かさをもつ．そのため制御系設計ではこれ
らの不確かさを考慮しなければならない．マルチロータUAVのロバスト安
定化については，外乱推定による安定化 [40, 41]，パラメータが未知の場合
の適応スライディングモード制御 [42]，ロバスト離着陸制御 [43]などがある．
マルチロータ型UAVの追従制御問題に関しての研究はノミナル系に対して
の追従制御 [44, 45]，外乱推定に基づくトラッキング制御 [46, 47]，H∞制御によ
る外乱抑制 [48]，[49]などがある．また，その他の不確かさを考慮したもの
として質量中心のずれを考慮した制御 [50]，アクチュエータ故障の検出 [51]
などの研究が行われている．Castilloらの研究 [44]においては本体の姿勢に
対して水平近傍において三角関数の近似を用いることで制御系の設計がな
されており，近似誤差の問題が存在する．Rangajeevaら [45]，Raharijaonaら [50]
の研究においてはマルチロータ型UAVを線形時変システムとして扱うこと
によりロバスト制御を達成したが，線形近似を行うことで線形化誤差が存
在し，また線形行列不等式条件を満たすパラメータの決定のために繰り返
し計算が必要となり計算コストが問題となる．Mokhtariら [46]，Gongら [47]は
システムを並進と回転という 2つのサブシステムに分解しカスケードシス
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テムとして表現し，回転に関するサブシステムに対して完全に追従が達成
されるという仮定の下で制御を行った．これは制御器の単純化などにメリッ
トがあるが，回転に関するシステムに追従誤差が存在する場合にシステム
全体としての安定性を考慮することが難しく，実際のシステムでは完全な
追従を達成することは困難である．Ranjbaranら [51]は厳密な線形化を行った
制御系に対し，アクチュエータの故障によるロータ推力の低下を検出し，低
下推力を補う適応制御則を提案した．しかし，状態依存のモデル誤差であ
る慣性モーメントの不確かさは考慮していない．Raffoら [48, 49]はH∞制御に
よりロバストな追従制御を達成しているが，慣性モーメントの不確かさは
考慮しておらず，さらに繰り返し計算による計算量の問題も存在する．
本論文では，2章では，オペレータ表現によるロバスト右既約分解を用い

た従来の追従設計において，入力飽和の未考慮および対象システムのクラ
スを制限する問題の解決を行う．ほとんどすべての実システムは入力に制
約をもち，この特性は追従性能の低下やフィードバックの不安定化を引き起
こし，この特性を考慮することは重要である．また，従来の設計において，
システムの右逆作用素を必要とする問題が存在した．この条件は対象シス
テムを厳しく限定するため，対象システムに対する制限を緩和し，より広
いクラスのシステムを制御可能とすることにより，非線形システムに対す
る統一的な制御設計を可能とすることを目指す．3章においてスライディン
グモード制御に関連して行った研究について述べる．マルチロータ型 UAV
は不可制御な状態が存在することを示し，その状態を考慮した制御系の設
計法を提案する．また，スライディングモード制御の問題点として従来から
指摘されてきたチャタリング問題を，ゲイン低減を行い，飽和関数を導入
することにより解決する．飽和関数の導入により追従誤差が発生するが，
飽和関数のパラメータに対する誤差範囲の解析を行う．4章において本論文
を結論付ける．
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第2章
作用素論に基づく制御設計

本章では，まず，2.1節においてオペレータ表現を用いたロバスト右既約
分解について紹介する．2.2節において，ほとんどすべての実システムにお
いて存在する入力飽和を考慮した制御系設計を行い，その後 2.3節において
ノルム評価に基づく追従設計について述べる．

2.1 オペレータとロバスト右既約分解
本章では，[7]にて述べられている非線形オペレータと入出力空間，非線
形ロバスト右既約分解についての定義を示す．2.1.1節において，オペレー
タとその入出力空間を定義する．2.1.2節において，オペレータ表現を用い
た右既約分解について述べる．

2.1.1 オペレータ
本節では，[7]において用いられているオペレータの定義を導入する．オ
ペレータは入出力の関係を写像として表現し，非線形の振る舞いを表現す
ることが可能である．オペレータは因果性とwell-posed性を満たすものとす
る．y = A(u)は出力 yが入力 uのオペレータ Aによる写像であることを表す．
以降，オペレータとその入出力空間の定義について述べる．

拡張 Banach空間

Us，Ysはノルム線形空間であり，それぞれの空間に関してのノルムを ∥•∥Us，
∥ • ∥Ys で表すとする．オペレータ Q : Us → YsをUsから Ysへの写像であるとす
る．D(Q)，R(Q)はそれぞれ Qの定義域と値域を示す．すべての入出力空間
は，以下に示す拡張 Banach空間

Xe = { f ∈ M : ∥ fT ∥ < ∞ for all T < ∞}
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の部分空間であるとする．このとき， f は実数可測な [0,∞)で定義される関
数族Mの要素であるとする．また，fT は f の打ち切り (trancation)と呼ばれ，以
下の通り定義される．

fT (t) :=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

f (t), t ≤ T
0, t > T

ただし，ノルム ∥•∥はBanach空間上で適切に定義されたノルムであるとする．

安定なオペレータ

U, Y はノルム空間であるとする．U, Y において定義されるノルムについ
て有界な部分空間をそれぞれUs, Y sであるとする．オペレータ Q : U → Y が
D(Q) = Usに関して R(Q) ⊆ Y sを満たす場合，オペレータ Qは入出力安定ある
いは単に安定であるという．

ユニモジュラオペレータ

S(Us, Ys)はUsから Ysへの安定なオペレータの集合であるとする．L−1はオ
ペレータ Lの逆オペレータであるとするとすると，L ∈ S(Xs,Ys), L−1 ∈ S(Ys, Xs)
を満たす場合，Lはユニモジュラであるという．

Lipschitzオペレータノルム

Ys, Usはノルム空間であるとする．DsはUsの部分空間であるとし，F (Ds, Ys)
はすべての非線形オペレータ Aの集合であり，D(A) = Ds であるとする．
F (Ds,Ys)上の (セミ)ノルムはその値が有界な場合，以下のように記述できる．

∥A∥ := sup
x1 ,x2∈Ds

x1!x2

∥A(x1) − A(x2)∥Ys

∥x1 − x2∥Us

一般に，∥A∥ = 0は A = 0を必ずしも表すことにはならないため，セミノルム
となる．実際に，Aが Dsから Ysへの 0でない定数オペレータの場合，∥A∥ = 0
となるが，A = 0ではない．

Definition 1 Lip(Ds,Ys)はF (Ds,Ys)の部分集合であり，Lip(Ds,Ys)中の任意の要素
Aは ∥A∥ < ∞を満たすとする．このとき，Aは Dsから Ysへの Lipschitzオペレー
タであるといわれ，∥A∥はオペレータ Aの Ds上での Lipschitzセミノルムであ
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るといわれる．Lipschitzオペレータは定義域上で連続かつ安定であるという
性質をもつ．

Lipschitzオペレータおよび Lipschitzセミノルムについて考える．F (Ds, Ys)
の要素 Aが Lip(Ds, Ys)に含まれるための必要十分条件は，ある実数 a ≥ 0に関
して，

∥A(x1) − A(x2)∥Ys ≤ a∥x1 − x2∥Ds

がすべての x1，x2に関して満足されることである．ノルム ∥A∥は aの下限と
なる．

Definition 2 Ue，Yeを拡張 Banach空間であるとし，それぞれ時間 [0,∞)で定義
される可測関数の Banach空間UB，YBに関係するものとする．また，DeはUe

の部分空間であるとする．非線形オペレータ A: De → Yeについて考える．
T ∈ [0,∞)において，すべての x，x̃ ∈ Deに関して

∥[A(x)]T − [A(x̃)]T ∥YB ≤ a∥xT − x̃T ∥UB　 (2.1)

を満たす定数 aが存在する場合，非線形オペレータ AはDe上の一般化Lipschitz
オペレータといわれる．

Remark 1 式 (2.1)中の定数 aの下限は，

∥A∥ := sup
T∈[0,∞)

sup
x,x̃∈De
xT !x̃T

∥[A(x)]T − [A(x̃)]T ∥YB

∥xT − x̃T ∥UB

(2.2)

によって与えられ，一般化 Lipschitzオペレータの (セミ)ノルムであるといわ
れる．∥A∥は線形オペレータにおいては実際のノルムとなるが，一般的な非
線形オペレータにおいてはセミノルムである．非線形オペレータ Aにおけ
る実際のノルムは，任意の固定された x0 ∈ Deを用いて

∥A∥Lip = ∥A(x0)∥YB + ∥A∥
= ∥A(x0)∥YB

+ sup
T∈[0,∞)

sup
x,x̃∈De
xT !x̃T

∥[A(x)]T − [A(x̃)]T ∥YB

∥xT − x̃T ∥UB

と表される．
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2.1.2 右既約分解
本節では，オペレータを用いたフィードバック制御系設計について述べる．

右既約分解により構成される閉ループ系を Fig. 2.1に示す．ここで，P : U → Y
は被制御プラント、S，N，Rおよび Dは 2.1.2において述べた右既約分解によ
り構成されるオペレータであるとする．Fig. 2.1中のU，Y，E，Wはそれぞれ
適切なノルムの定義されたノルム空間であるとする．

右分解

U，Y，W は拡張 Banach空間であるとする．プラントのオペレータ表現
P(U,Y)が安定なオペレータ N(W,Y)と可逆で安定なオペレータ D(W,U)を用い
て，P = ND−1を満たすように分解可能なとき，プラント Pが右分解をもつと
いう．このとき，プラント Pの分解は (N,D)のように記述される．またW は
quasi-state spaceであるという．

右既約分解と Bezout等式

Eを拡張 Banach空間であるし，(N,D)をプラント P : U → Yの右分解である
とする．Bezout等式 S N+RD = Lを満足するような安定なオペレータ S : Y → E,
および逆可能で安定な R : U → E，ユニモジュラオペレータ L : W → Eが存在
する場合 Pは右既約分解をもつという．このとき，W = Eの場合，ユニモジュ
ラオペレータ Lは簡単にアイデンティティオペレータ Iに置き換えられる．

2.1.3 右既約分解によるフィードバック系設計
本節では，Chenらの提案した非線形システムにおいての右既約分解 [22]

について述べる．右既約分解を用いて設計されたフィードバック系を Fig. 2.1
に示す．P(U,Y)は非線形オペレータであり，右分解 (N,D)をもつ．S，Rは安定
なオペレータであり，Rは可逆であるとする．また，これらのオペレータは
以下の関係を満たし，すなわちプラント Pは右既約分解をもち，(2.3)，(2.4)
を満たすとする．

P = ND−1 (2.3)

L = S N + RD. (2.4)

U，Yはそれぞれ，適したノルムの定義されたノルム空間であるとする．
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Fig. 2.1:Control system using right coprime factorization

右既約分解により構成されるフィードバック系の安定性について考える．
Fig. 2.1のフィードバックの関係から，次の式を得る．

y = ND−1R−1(r∗ − S (y)) (2.5)

上式より，N(w) = yであるので，

w = D−1R−1(r∗ − S N(w))

(S N + RD)(w) = r∗ (2.6)

を得る．また，式 (2.4)，(2.6)から，

w = L−1(r∗)　
y = NL−1(r∗) (2.7)

の関係を得る．上記の関係から，Lはユニモジュラオペレータ，Nは安定な
オペレータであるので， r∗が有界である場合，プラント Pが不安定である
場合も安定化され，閉ループ系が安定となることがわかる．

2.1.4 Dengらによる追従制御設計
Dengらの行った追従設計 [23]について述べる．Fig. 2.1で示される制御系は
等価的に式 (2.7)と記述できる．オペレータ Mを，

NL−1M(r) = I(r) (2.8)

を満たすように設計すれば，プラント出力 yと参照入力 rは一致する．ただ
し，Mを r∗ = M(r)が有界な信号となるように設計しなければならない．
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2.1.5 ロバスト右既約分解
Dengらが提案した右既約分解の安定条件 [8]について述べる．実際のシス

テムを制御する際に問題となるのが，モデルの不確かさである．ノミナル
プラントに対して設計された制御系は不確かさの存在によって制御性能が
低下，または不安定化するなどの問題が生じる．そこで，不確かさが存在
する場合にも安定性を失わないためのロバスト安定条件を導く．

Fig. 2.2に示すように，プラントが

P + ∆P = (N + ∆N)(D + ∆D)−1 (2.9)

となるような不確かさを有するとする．ここで，∆N, ∆Dは安定なオペレー
タである．ノミナルプラントにおいて設計した S，Rに関して，

S (N + ∆N) + R(D + ∆D) = L̃ (2.10)

を満足する L̃がユニモジュラである場合にフィードバック系は安定となる．
式 (2.4)，(2.10)より，

L̃ − L = S (N + ∆N) + R(D + ∆D) − (S N + RD)

を得る．上式を L̃について整理すると，

L̃ = [I + {S (N + ∆N) − S N + R(D + ∆D) − RD}L−1]L

となり，L̃がユニモジュラとなる条件，つまりフィードバック系が安定となる
条件は，

∥{S (N + ∆N) − S N + R(D + ∆D) − RD}L−1∥ < 1

(2.11)

となる．このセミノルムに関する条件を満足する限り，Fig. 2.2に示される
制御系はロバスト安定となる．
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Fig. 2.2:Control system considering uncertainty of model
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2.2 入力飽和特性をもつ不安定系に対する制御系設計
本節では，[19]において提案した入力飽和を考慮した追従設計法につい

て述べる．2.1.4節の制御手法は不安定系にも適用可能であるが，実在系の
多くには入力飽和特性が存在し，入力飽和を有する系に対しては制御系の
設計手法に関する提案はなされていない．本論文では，ロバスト右既約分
解を用いた制御系設計手法に基づき入力飽和特性をもつ不安定な非線形系
を制御する．不安定系において入力飽和特性により安定化不可能となる状
態量の範囲が存在する．そのため状態量を安定化可能な範囲に拘束し，目
標値への追従制御を行なう制御系を設計する．
制御対象は不安定要素の状態数を 1としてロバスト右既約分解可能であ

り，準状態信号wが観測可能である系を扱う．つまり関数 f，gを用い xdを実
数として

D−1 :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẋd = f (u, xd)
w = g(u, xd)

(2.12)

P = ND−1 (2.13)

L = S N + RD (2.14)

となるように右既約分解されるとする．このとき wは u，xdが有界な場合，
有界な信号であるとする．つまり，入力 uに関して状態 xdが不安定となる場
合を想定する．

2.2.1 入力飽和特性の補償
入力飽和を表すオペレータ Yは入力を uとして，

Y :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Y(u) = umax, if u > umax

Y(u) = u, if umin ≤ u ≤ umax

Y(u) = umin, if u < umin

(2.15)

と表すことができる．umax, uminはそれぞれ，制限入力の最大値，最小値であ
るとする．図 2.3において，

r∗ = R(u) + S ND−1Y(u) (2.16)

が成り立つ．また，入力飽和の影響を ∆r∗として

r∗ + ∆r∗ = RY(u) + S ND−1Y(u) (2.17)
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D-1D-1R-1R-1

S

N
+ -

b

ye u* wur*

Fig. 2.3:The saturated feedback system

が成立つとする．
∆r∗ = RY(u) − R(u) (2.18)

uは入力飽和のない場合の入力であるので，

∆r∗ = (RYDL−1 − RDL−1)(r∗) (2.19)

とすることができる．
図 2.4の場合を考える．

M̃(r) = M(r) + ∆r∗ (2.20)

= (I + RYDL−1 − RDL−1)M(r) (2.21)

を満たす場合，r∗ → wへの写像が安定となり，M̃(r) = r∗が有界な場合，制御
系は安定となる．

D-1D-1R-1R-1

S

N
+ -

b

ye u* wur M~M~ r*+   r*∆r*+   r*∆

Fig. 2.4:Control system for plants with input constraint

しかしこの場合，すべての rに対し出力 yが追従しないという問題が生じ
る．これは，入力飽和によるものであり，回避することが不可能な問題であ
る．しかし，出力は補正された参照軌道

r̃ = NL−1M̃(r) (2.22)
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に対し追従する．

2.2.2 不安定状態の回避
条件より，入力飽和特性によって既約分解の不安定要素 D−1の状態量 xdに

関して不安定となる．そのため，この状態 xdを出力として扱う制御器と，実
際のプラント出力を制御するための制御器を切り替えて制御を達成する．
切り替え条件は，D, D−1より決定される．実際の不安定領域から，安定化の
ためのマージンを加えたものを切り替え条件と定める．Fig. 2.1は出力制御
のための，Fig. 2.5は状態制御のための制御系であり，これらを条件によって
切り替える．M̃, S , Rは 2.2.1節で示した条件を満たすオペレータとする．W̃
の設計方法を以下に示す．オペレータ Dが関数 fs, gsを用いて

D :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẋd = f (xd,w)
u = g(xd,w)

(2.23)

となるように右既約分解されるとし，xdの数値によって安定化可能かどう
かが決定する．wから xdへのオペレータ D̃を求め，

D̃L−1W(rxd ) = I(rxd ). (2.24)

を満たすようなオペレータW を状態量制御用オペレータとする．xdmax , xdmin

を xdmax > xdmin を満たす安定化可能な範囲の数値として，状態制御用の参照入
力値 rxd は，安定化可能な範囲内 xdmin ≤ rxd ≤ xdmax であり，かつ xdmax , xdmin を初期
値とするものを用いる必要がある．また今回は安定化可能範囲の中間の値
である (xdmax − xdmax)/2に近づくように設計した．2.2.1節の結果を用いて入力
飽和を考慮すると，

W̃(rxd ) = (I + RYDL−1 − RDL−1)W(rxd ) (2.25)

このとき，状態は補正された参照軌道

r̃xd = NL−1W̃(rxd ) (2.26)

に追従するが，本来の軌道 rxd に追従するためには

umax ≥ max{DL−1W̃(rxd )} (2.27)

umin ≤ min{DL−1W̃(rxd )} (2.28)
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を満たすような rxd を指定する必要がある．また，切り替え条件は

r∗ =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

M̃(r), if xdmin < xd < xdmax

W̃(rxd ), if xd ≥ xdmax or xd ≤ xdmin

. (2.29)

の通りである．出力制御用オペレータ Mは 2.2.1節の条件を満たすように設
計する．

R-1

S N

-

b y

e wu*rxd D-1 xdu
+W~W~ r*+   r*∆r*+   r*∆ D~D~

Fig. 2.5:Control system for avoidance of unstable region

2.2.3 数値シミュレーション
本節では 2.2章において提案された入力飽和を有する系に対する制御設計
の有効性を数値シミュレーションによって検証する．2.2.3節において従来の
制御設計の問題点を確認し，2.2.3節において提案手法の有効性を検証する．

数値シミュレーション 1

前記の入力飽和考を考慮した制御系の有効性を示すため，数値シミュレー
ションを行う．まず，従来手法により設計された制御系の数値シミュレーショ
ンについて記述する．制御対象は，

P :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = u + x3
1

ẋ2 = u + 2x3
1 − x3

2

y = x2

(2.30)

を用いる．この系は状態 x1に関して不安定である．従来手法に基づいて，

L = S N + RD (2.31)

P = ND−1 (2.32)

I = NL−1M (2.33)
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Table 2.1:Simulation 1 conditions
時間 t 2
サンプリング時間 dt 5.0 × 10−3

参照入力値 r

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋm =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1
−4 −1.2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ xm +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 0.8

r = [ 2 0 ]xm

を満たすように L，S，N，R，D，Mを設計する．このとき M(r)は有界な信号
でなければならない．

N :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẋn = w − xn
3

y = xn
(2.34)

D :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẋd = w − xd
3

u = w − 2x3
d

(2.35)

R : e = u (2.36)

S : b = 2y3 (2.37)

M : r∗ = ṙ + r3 (2.38)

L : r∗ = w (2.39)

以上のようにオペレータを設計する．制御系の全体像は図 2.1で示される．
表 2.1はシミュレーション１の条件，図 2.6は結果を示す．
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Fig. 2.6:Simulation results case of failure

シミュレーション結果より，出力が発散していることが確認できる．これ
は，右分解の不安定要素 D−1の状態 xdの数値が安定化可能な範囲を超えて
しまったためである．制御器の出力がが飽和入力を超えているため，フィー
ドバックの安定性も補償されない．



18 第 2章 作用素論に基づく制御設計

Table 2.2:Simulation 2 conditions
時間 t 10
サンプリング時間 dt 5.0 × 10−3

参照入力値 r

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋm =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1
−4 −1.2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ xm +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 0.8

r = [ 2 0 ]xm

rxd

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0.9e−t+t0 (rxd ≥ xdmax)
−0.9e−t+t0 (rxd ≤ xdmin)

xn(0), xd(0), xm(0) 0

シミュレーション 2

シミュレーション 1で用いた制御対象を提案制御手法を用いて制御する．
オペレータは，2.2節に従い，以下のとおりに設計される．

N :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẋn = w − xn
3

y = xn
(2.40)

D :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẋd = w − xd
3

u = w − 2x3
d

(2.41)

R : e = u (2.42)

S : b = 2y3 (2.43)

M : r∗ = ṙ + r3 (2.44)

D̃ : xd =
3
√

I(w)−D(w)
2 (2.45)

W : r∗ = ˙rxd + rxd (2.46)

L : r∗ = w (2.47)

xn, xd, xmはそれぞれのオペレータの状態であり，xn = xdとならなければなら
ない．t0は制御器が切り替わった時刻とする．実験条件を表 2.2に示す．また，
図 2.7はシミュレーション２の結果である．
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Fig. 2.7:Simulation 2 results

結果より，提案した制御系設計法が不安定な非線形系に対し有効である
ことが確認できる．制御系が安定となり，不安定状態を回避して目標軌道
に追従している．時刻１から２で制御器の切り替えがおこっている．制御
器の切り替えが起こった場合，それぞれの制御器となるオペレータの状態
量は再設定されなければならない．これは，

L = S N + RD

P = ND−1

I = NL−1M

などのオペレータに関する条件を満たさなければならないために，重要で
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ある．

2.3 ノルム評価に基づく追従制御
本節では，文献 [52]において提案したノルム評価を用いた設計について述

べる．Dengら [23]により提案された追従制御設計は追従設計条件 (2.8)とし
て分解された被制御プラントの安定要素 Nの右逆オペレータを必要とする．
また，Dengら [8]の設計の設計においては被制御プラントは単調オペレータ
として表されなければならない．これらは対象のプラントを厳しく制限す
るし，応用上の問題となる．また，被制御プラントが不確かさを有する場
合の追従誤差についても前記の 2つの設計では考慮されていない．[8, 23]中
の 2つの問題，限定的な仮定および追従誤差の見積もりがなされていない
こと，は解決されるべき課題である．本章では，前記の 2つの問題の解決を
Desoerらの手法 [12]に基づいて提案する．制御系は完全な追従を達成しない
が，ノミナルおよび不確かな制御系の追従誤差の評価を行う．

2.3.1 ノミナルプラントに対する追従誤差の評価
本節では，ノミナルな被制御プラントに対する制御系における追従誤差

の評価について述べる．プラント Pは式 (2.3)および (2.4)により記述される
右既約分解をもつとする．また，HおよびGはそれぞれ (r∗から yへの)閉ルー
プおよび (rから yへの) システム全体を表すオペレータであるとする．Fig.
2.1から，

H = PR−1(I + S PR−1)−1, (2.48)

G = HM. (2.49)

を得る．
Fig. 2.1において示される制御系の追従誤差の評価を Lemma 1において導

く．以降では，制御器 MはM = S と設計する．

Lemma 1 Fig. 2.1において示される制御系において，オペレータ Mは M = S
と設計されるとする．不等式

∥[S (x)]T − [S (x̃)]T ∥E ≥ s∥xT − x̃T ∥Y , (2.50)
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を満たす正定数 sが任意の x, x̃ ∈ Yにおいて存在すると仮定する．出力 yおよ
び参照入力 r間の誤差は

∥[I(r)]T − [G(r)]T ∥Y

<
1

ssup
∥[(I + S PR−1)−1S (r)]T ∥E (2.51)

において見積もられる．ただし，

ssup = inf
T∈[0,∞)

inf
x,x̃∈Y

xT !x̃T

∥[S (x)]T − [S (x̃)]T ∥E
∥xT − x̃T ∥Y

(2.52)

であるとする．

Proof 式 (2.4)より，以下の式 (2.51)の右辺に関する項の式

(I + S PR−1)−1 = (I + S ND−1R−1)−1

=
{
(RD + S N)D−1R−1}−1

= RDL−1 (2.53)

を得る．オペレータ Lはユニモジュラオペレータとして設計されるため，L−1

は安定なオペレータとなる．また式 (2.53)より，(I + S PR−1)−1は安定なオペ
レータとなり，よって ∥[(I + S PR−1)−1S (r)]T ∥Eは有界となる．

Fig. 2.1より，b = S PR−1(e)であり式

r∗ = b + e, (2.54)

= (I + S PR−1)(e) (2.55)

を得る．式 (2.55)は
e = (I + S PR−1)−1(r∗). (2.56)

を意味する．Fig. 2.1より y = H(r∗)であり，よって b = S (y) = S H(r∗)を得る．式
(2.54), (2.55)および e = r∗ − S H(r∗)のノルムについて，

∥eT ∥E = ∥[I(r∗)]T − [S H(r∗)]T ∥E
= ∥[(I + S PR−1)−1(r∗)]T ∥E, (2.57)

を式 (2.48)を用いて得る．r∗ = S (r)およびG = HS から，H(r∗) = HS (r) = G(r)を
得る．式 (2.57)は

∥[S (r)]T − [S G(r)]T ∥E
= ∥[(I + S PR−1)−1S (r)]T ∥E (2.58)
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と書き換えられ，式 (2.50)を用いて出力誤差の関係

∥[S (r)]T − [S G(r)]T ∥E > s∥[I(r)]T − [G(r)]T ∥Y (2.59)

を得る．式 (2.58)を用いて,式 (2.59)および (2.52)より

∥[I(r)]T − [G(r)]T ∥Y

≤ 1
ssup
∥[(I + S PR−1)−1S (r)]T ∥E

を得る．よって式 (2.51)を得る. !

2.3.2 不確かな制御系における追従誤差の評価
本節では，Fig. 2.2において示される制御系の追従誤差の評価を行う．ま

ず，Lemma 2を導く．

Lemma 2 Ueおよび Yeは拡張Banach空間であるとし，UBおよび YBは [0,∞)で定
義されるそれぞれの拡張 Banach空間に関係する Banach空間とする．De ⊆ Ue

として，∥A∥ < ∞としてオペレータ A : De → Yeについて考える．もし 0 ∈ Deで
あるならば，∥A(x)∥YB は不等式

∥[A(x)]T ∥YB ≤ ∥A∥∥xT ∥UB + ∥[A(0)]T ∥YB (2.60)

を任意の x ∈ Deにおいて満たす．ただし，A(0)は Aの入力を 0とした際の出力
である．

Proof オペレータ Aは

∥[A(x)]T − [A(x̃)]T ∥YB ≤ ∥A∥∥xT − x̃T ∥UB , (2.61)

を任意の x, x̃ ∈ Deについて満たす．式 (2.60)において，x̃ = 0と設定することで
三角不等式より

∥[A(x)]T ∥YB ≤ ∥A∥∥xT ∥UB + ∥[A(0)]T ∥YB

を得る． !
次に、Lemma 2に基づき追従誤差の見積もりを行う．不確かなプラント

P + ∆Pは式 (2.9)および (2.10)で表されるロバスト右既約分解をもつとする．
式 (2.48)および (2.49)を用いて，rから yへのオペレータGは

G̃ = (P + ∆P)R−1(I + S (P + ∆P)R−1)−1M
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により定義される．ただし，S および Rはノミナルな制御系において設計さ
れる作用素と同様であるとし，オペレータ Mは M = S と設計する．

Corollary 1 プラント P + ∆Pはロバスト右既約分解をもつとし，ssup > 0とす
る．制御系の追従誤差は ∥∆D∥および ∥∆N∥を用いて

∥[I(r)]T − [G̃(r)]T ∥Y

<
1

ssup
∥[R(D + ∆D)L̃−1S (r)]T ∥E

≤ 1
ssup

{
∥[R(D + ∆D)L̃−1(0)]T ∥E

+∥R∥(∥D∥ + ∥∆D∥)∥L−1∥(1 − ∥C∥)−1∥[S (r)]T ∥E
}

と表される．ただし，

C = {S N − S (N + ∆N) + RD − R(D + ∆D)}L−1 (2.62)

とする．

Proof 式 (2.51)および (2.53)から，追従誤差のノルム上界は

1
ssup
∥[
(
I + S (P + ∆P)R−1

)−1
S (r)]T ∥E

=
1

ssup
∥[R(D + ∆D)L̃−1S (r)]T ∥E

により記述される．Lemma 2から，

∥[R(D + ∆D)L̃−1S (r)]T ∥E
≤ ∥R(D + ∆D)L̃−1∥∥[S (r)]T ∥E
+ ∥[R(D + ∆D)L̃−1(0)]T ∥E

≤ ∥R∥(∥D∥ + ∥∆D∥)∥L̃−1∥∥[S (r)]T ∥E
+ ∥[R(D + ∆D)L̃−1(0)]T ∥E,

を得る．ただし，R(D + ∆D)L̃−1(0)は入力 0に対する応答とする．式 (2.62)より，
L̃は

L̃ = (I −C)L

により与えられる．よって
L̃−1 = L−1(I −C)−1 (2.63)
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を得る．もし ∥C∥ < 1が満たされるならば，式 (2.63)から

∥L̃−1∥ ≤ ∥L−1∥∥I −C∥−1 ≤ ∥L−1∥(1 − ∥C∥)−1 (2.64)

を得る．関係 (2.64)は [7]中で証明された．もしロバスト安定条件 (2.11)が満
たされるならば，∥C∥ < 1を満たす．よって不確かな制御系の追従誤差は

1
ssup
∥[R(D + ∆D)L̃−1S (r)]T ∥E

≤ 1
ssup

{
∥[R(D + ∆D)L̃−1(0)]T ∥E

+∥R∥(∥D∥ + ∥∆D∥)∥L−1∥(1 − ∥C∥)−1∥[S (r)]T ∥E
}

により評価できる． !

2.3.3 制御系設計指針
本節では，制御目的を達成するための制御系設計指針について議論する．

本節においての制御目的は参照入力 rおよび対応するプラント出力G(r)お
よび定数 k > 0において

∥[I(r)]T − [G(r)]T ∥Y <
1
k
∥rT ∥Y (2.65)

を満たすオペレータ N, D, S , Rおよび Lを設計することである．式 (2.65)にお
いて，kは参照入力のノルム ∥rT ∥Yおよび追従誤差のノルム ∥[I(r)]T − [G(r)]T ∥Yの
比を意味し，追従誤差の要求を満足する十分大きな数でなければならない．

Lemma 1から，追従誤差のノルムは ssupおよび ∥[(I + S PR−1(r)]T ∥Yに依存する．
∥[(I + S PR−1(r)]T ∥Yの値を得るためにはプラント出力を数値計算により得なけ
ればならない．以下の Corollary 2を用いて，追従誤差の見積もりをプラント
出力の計算をすることなく得ることができる．本節の終わりに，制御系設
計アルゴリズムを示す．

Corollary 2 オペレータ S , N, R, Dおよび Lは式 (2.3)および (2.4)を与えられるプ
ラント Pにおいて満たすとする．もし正定数 k̃において

∥[RDL−1S (r)]T ∥E <
1
k̃
∥rT ∥Y (2.66)

が満たされるならば，追従誤差の見積もり

∥[I(r)]T − [G(r)]T ∥Y <
1

k̃ssup
∥rT ∥Y (2.67)

を得る．
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Corollary 2の証明は (2.51)および (2.53)から Lemma 1中で得られる．Corollary 2
より，追従誤差はプラント出力の計算を行うことなく見積もられる．
もしオペレータ S が可逆であるならば，以下の Proposition 1を Corollary 2に
対応して得る．

Proposition 1 オペレータ S , N, R, Dおよび Lは式 (2.3)および (2.4)を与えられる
プラント Pにおいて満たすとし，また S は可逆であり ∥S −1∥ < ∞を満たすとす
る．正定数 k̃についてもし不等式 (2.66)を満たすならば，追従誤差は

∥[I(r)]T − [G(r)]T ∥Y <
∥S −1∥

k̃
∥rT ∥Y

により見積もられる．

Proof Fig. 2.1により示されるフィードバックシステムの関係より，可逆な S に
おいて

y = H(r∗) = S −1(r∗ − e)

および

∥[H(r∗)]T − [S −1(r∗)]T ∥Y
= ∥[S −1(r∗ − e)]T − [S −1(r∗)]T ∥Y (2.68)

を得る．∥S −1∥ < ∞および式 (2.2)から，

∥S −1∥ ≥ ∥[S
−1(r∗ − e)]T − [S −1(r∗)]T ∥Y

∥eT ∥E
を得る．この不等式および式 (2.68)から，

∥[H(r∗)]T − [S −1(r∗)]T ∥Y ≤ ∥S −1∥∥eT ∥E. (2.69)

を導く．式 (2.56)および r∗ = S (r)から，不等式 (2.69)は

∥[H(r∗)]T − [S −1(r∗)]T ∥Y
≤ ∥S −1∥∥[(I + S PR−1)−1S (r)]T ∥E. (2.70)

と書き換えられる．G = HS および式 (2.70)用いて,本 Proposition中の式 (2.53)お
よび条件 (2.66)

∥[I(r)]T − [G(r)]T ∥Y <
∥S −1∥

k̃
∥rT ∥Y
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を導く． !
Proposition 1より，もしオペレータ S が可逆であるならば，∥S −1∥は式 (2.67)中

の 1/ssupの代わりに追従誤差の見積もりに用いることができる．この場合，
式 (2.52)中の ssupの計算を行わなくてよい．
もし関係 (2.66)中の k̃が条件

k < k̃ssup (2.71)

を式 (2.65)中の所望の制御性能 kにおいて満たすならば，

∥[I(r)]T − [G(r)]T ∥Y <
1

k̃ssup
∥rT ∥Y <

1
k
∥rT ∥Y

を式 (2.65)および (2.67)から得る．もしオペレータ S が可逆ならば，式 (2.71)
は k < k̃/∥S −1∥のとおり書き換えられる．この場合，∥S −1∥が 1/ssupの代わりに
条件 (2.71)の満足の確認に用いられる．制御系設計のアルゴリズムを以下に
示す．

Algorithm 1

1. 式 (2.65)中の望ましい制御性能 k > 0および参照入力 rを与えられるプラ
ント Pにおいて決定する．

2. オペレータ Dを空でない集合A:

A = {D ∈ Lip(W,U) : D−1 exists and is causal

on U such that PD ∈ Lip(W,Y)}.

から選択する．

3. N = PDとする．

4. オペレータ S を以下の集合S:

S = {S ∈ Lip(Y, E) : (L − S N)D−1 ∈ Lip(U, E)}.

から，L ∈ Lip(W, E)および L−1 ∈ Lip(E,W)を満たす Lにおいて選択する．

5. R = (L − S N)D−1と設定する．

6. 可能であれば ssupを式 (2.52)の右辺の計算により得る．もし S が可逆で
あれば ∥S −1∥を 1/ssupの代わりに用いる．
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7. ∥[RDL−1S (r)]T ∥Eおよび ∥rT ∥Y を写像 RDL−1S (r)の数値計算により得る．k̃を
∥rT ∥Y/∥[RDL−1S (r)]T ∥Eより小さな値として式 (2.66)により決定する．

8. 条件 (2.71)を確認する．もし条件が満足されているならば，要求の制御
性能を満たす制御系の設計が達成され，本Algorithmを修了する．もし
満たされないならば，ステップ 4にもどりたのオペレータ S を選択し手
順をすすめる. もしオペレータの集合のどの要素においても条件が満
足されないならば，ステップ 1にもどり kの値をより小さな値として修
正する．

ステップ 2および 3中では右分解 P = ND−1を得る．オペレータ S および Lはス
テップ 4中で，オペレータ Rはステップ 5中で決定される．これらのオペレー
タは式 (2.65)により与えられる所望の制御性能を満足しない場合がある．そ
のため，ステップ 8において，条件 (2.71)の満足を確認する必要がある．もし
満足されないならば，ステップ 4にもどり，オペレータ S，Lおよび Rを再設
計する．もし集合中のどのオペレータによっても条件が満たされない場合
は追従誤差は拡大するが，kをより小さな値に変更しステップ 1にもどる．

2.3.4 数値シミュレーション
提案された制御系の有効性を確認するために数値シミュレーションを行
う．制御対象は [53]において示されている水位プロセスとする．プロセスの
運動方程式は

ḣ(t) = q(t) − a
A

√
2gh(t), (2.72)

によって与えられる．ただし，式中のパラメータは Table 2.3のものを用いる．
被制御プラントの入出力はそれぞれ u(t) = q(t)および y(t) = h(t)とする．この例
におけるすべての空間のノルムは最大値ノルムを用いる．つまり，式 (2.67)
の左辺は追従誤差の最大値を意味する．

制御設計

プロセス系 (2.72)のための制御系を 2.3.3節のAlgorithm 1を用いて設計する．
シミュレーション時間は 6[s]とし，制御器の設計手順は次のとおりである．

1. 制御性能指標 kを k = 1.0 × 103とし，参照入力を 1.0 + e−2t/2 − e−tとする．

2. D = Iと設定する．Dは可逆である．
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Table 2.3:Parameters in the equation of motion
h(t) 水位高さ [m]
q(t) 流入量 [m3/s]
A = 6.94 × 10−2 水面積 [m2]
a = 1.25 × 10−5 流出口断面積 [m2]
g = 9.8 重力加速度 [m/s2]
h(0) = 0.5 初期水位高さ [m]

3. N = Pは

N :

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ẋN = w − a
A

√
2gxN

y = xN

と決定される．ただし，xN(0) = 0.5とする．

4. S = kS Iおよび

L :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ẋL = w − a
A

√
2gxL

y =
w
kR
+ kS (1 − 1

kR
)xL

と設定する．ただし，xL(0) = 0.5, kS = 1.0および kR = 2.0とする．

5. R = (L − S N)D−1 = L − ksNより，Rを

R :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ẋR = u − a
A

√
2gxR

y =
1
kR

(u − xR)
,

と設定する．ただし，xR(0) = 0.5とする．

6. オペレータ S が可逆であるので，∥S −1∥ = 1/kS = 1を得る．この場合，∥S −1∥
を追従誤差の評価に用いることができる．

7. 写像 RDL−1S (r)の数値計算により，∥[RDL−1S (r)]T ∥E = 2.1および ∥rT ∥Y = 1.5
を得る．式 (2.66)より，k̃は ∥rT ∥Y/∥[RDL−1S (r)]T ∥E より小さく k̃ = 0.7と設定
する．

8. 条件 (2.71) は k = 1.0 × 103において満足されない．ステップ 4にもどり S
および Lのパラメータをそれぞれ kS = 0.5および kR = 2.0 × 103と設定す
る．∥[RDL−1S (r)]T ∥E = 3.8 × 10−4および ∥rT ∥Y = 1.5を数値計算により得る．
∥S −1∥ = 2となり，k̃ = 3.9 × 104と設定する．これにより条件 (2.71)が満足
されることがわかる. よって制御系の設計は完了する．
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Fig. 2.8:Simulation result using proposed control system for nominal plant

ノミナルプラントに対するシミュレーションの結果

ノミナルなプラントに対するシミュレーションの結果を Fig. 2.8に示す．上
図および下図にそれぞれ r(t) − y(t)および u(t)を示す．中央図において，破線
は参照軌道 r(t)，実践はプラント出力 y(t)を表す．結果より，追従誤差の最大
値ノルムは 7.5 × 10−4となった．追従誤差の値および参照軌道より，制御性能
指標 k = 1.0 × 103は得られた制御系において達成されていることがわかる．
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不確かなプラントに対するシミュレーションの結果

次に，プラントが不確かさを有する場合を考える．被制御プラント y =
(P + ∆P)(u)の不確かさは ∆D = 0および

∆N :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ∆N1 = w − a
A

√
2gx∆N1

ẋ∆N2 = 0.8w − a
A

√
2gx∆N2

∆y = x∆N2 − x∆N1

と設定される．ただし，x∆N1(0) = x∆N2(0) = 0.5とする．この摂動は入力がの不
確かさを意味する．不確かなプラントに対する数値シミュレーションの結
果を Fig. 2.9に示す．ノミナルなプラントに対する場合と同様に，上図およ
び下図にそれぞれ r(t) − y(t)および u(t)，中央図において，破線は参照軌道 r(t)，
実践はプラント出力 y(t)を表す．∥rT ∥Y = 1.5であり，シミュレーション結果より
8.7× 10−4であるから，追従誤差は k = 1.0× 103において，ノミナルプラントの
場合より拡大するが，関係 (2.65)に対し十分小さいことがわかる．

2.4 まとめ
本章では，オペレータ表現によるロバスト右既約分解に関する研究につ

いて述べた．まず，2.2節において，多くの実システムが有する入力飽和を
取り扱うことのできる制御系設計を行った．ワインドアップおよび不可安定
状態を回避し，追従制御を達成した．2.3節においては，従来の設計におい
ての対象クラスを限定する問題の解決を行った．ノルムにより追従誤差を
評価し，制御系設計のためのアルゴリズムを示した．これにより，より多く
の非線形システムに対し設計を可能とした．
これらによって，多くのシステムに対する統一的制御系設計を達成した

と考える．より一般的な非線形システムに対する統一的制御系設計は重要
な課題であるが，対象システムのクラスを拡大することは，設計のための
条件を弱くすることと等価である．これにより，制御性能が低くなる，設計
が複雑になるなど，悪影響が存在する．対象システムの特徴を利用し，制
御系設計を行うことは，制御性能の向上などの観点から重要である．次章
では，マルチロータ型UAVの特徴を利用することにより制御性能の向上を
計る制御系の設計について述べる．
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Fig. 2.9:Simulation result using proposed control system with uncertainty
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第3章
マルチロータ型UAVのスライディング
モード制御

本章では，3.2節において単位ベクトルアプローチに基づく，3.3において
符号関数アプローチに基づくマルチロータ型UAVのスライディングモード
制御設計を行い，3.8節において制御実験について述べる．まず，以下でマ
ルチロータ型UAVのモデリングを行う．

3.1 モデリング
Fig. 3.1にクアッドロータ型UAVのモデルを示す．慣性座標 (IF)におけるクアッ

ドロータの位置を ξ = [x, y, z]T，姿勢を x, y, z座標軸に関する Euler角 η = [φ, θ,ψ]T

として，一般化座標を q = [ξT , ηT ]T，一般化入力を F = [FT
S , τ

T ]T とする．ただ
し，FS ∈ R3は IFにおける並進力，τ ∈ R3は回転トルクである．ラグランジュ
の運動方程式

d
dt
∂L
∂q̇
− ∂L
∂q
=F

L =T − U

T =
m
2
ξ̇T ξ̇ +

1
2
η̇T Jη̇, U = mgz

(3.1)

により動的モデルを導く．ここで，並進力 FS と回転トルク τはロータの発生
する推進力Ωi, (i = 1, . . . , 4)と姿勢角 ηにより決まり，クアッドロータ重心から
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ロータ中心までの距離 l，ドラッグ係数 d > 0を用いて

FS =RIB

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0

4∑

i=1

Ωi

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.2)

τ =RIB

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 l 0 −l
−l 0 l 0
−ld ld −ld ld

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ω1

Ω2

Ω3

Ω4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.3)

と表される．また，

RIB =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

CθCψ S φS θCψ−CφS ψ CφS θCψ+S φS ψ

CθS ψ S φS θS ψ+CφCψ CφS θS ψ−S φCψ

−S θ S φCθ CφCθ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.4)

S ∗ = sin(∗),C∗ = cos(∗)である．式 (3.1)，(3.2)，(3.3)よりクアッドロータの運動方
程式は

mξ̈ +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0

mg

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=FS

Jη̈ + J̇η̇ − 1
2
∂

∂η
(η̇T Jη̇) =τ

(3.5)

と表される [44]．ここで，mは質量，gは重力加速度であり，

J = PT
BI JBPBI， (3.6)

PBI =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −sinθ
0 cosφ sinφcosθ
0 −sinφ cosφcosθ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

である．ただし，JB = diag(Ix, Iy, Iz)はクアッドロータに固定した座標 (BF)につ
いての慣性行列であり，Jは正定対称行列となる．diag∗はベクトル (または
行列) ∗を対角成分にもつ (ブロック)対角行列を表す．他の種類のマルチロー
タ型UAVでは FS , τを適切に変更することにより式 (3.5)と同じシステムとし
て表現できることに注意する．
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Fig. 3.1:A model of a quad rotor UAV

3.2 単位ベクトルアプローチ
マルチロータ型UAVは直接的には厳密な線形化を行うことができないが，

Mistlerら [39]により，相対次数調整のために状態数を増やす入力変換を施す
ことで厳密な線形化が可能であることが示された．この研究では，厳密な
線形化を行ったノミナルシステムに対し，線形フィードバック制御が行われ
た．しかし，入力の係数行列が正則とならない場合が存在することについ
ては言及されていない．また，マニピュレータにおいて，慣性モーメントの
不確かさのノルムに対する優関数を 3つのパラメータによって単純な形で
構成し，スライディングモード制御を行う方法が Zhihongらにより提案され
た [54]．本論文では，全体システムを垂直・水平サブシステムの並列結合シ
ステムとして記述し，厳密な線形化およびスライディングモード制御に基
づき，慣性モーメントの不確かさをもつマルチロータ型UAVのロバスト制
御手法を提案し，数値シミュレーションによりその有効性を検証する．提案
する制御系は慣性モーメントに不確かさが存在する場合においても全体シ
ステムを安定化し，出力の参照軌道への漸近収束を保証し，完全な追従制
御を達成する．
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3.2.1 問題設定
本節では制御系設計のための定式化と問題設定を行う．胴体慣性モーメ
ントの計測誤差を想定し，時不変な不確かさ ∆JBを用いて BFに関する胴体
慣性モーメントを JB = JB0 + ∆JBと表す．ただし，JB0 = diag(Ix0, Iy0, Iz0)はノミナ
ルな胴体慣性モーメントであるとする．IFに関して，システムの慣性モー
メントの不確かさを

∆J = J − J0

と表す．ただし，J0 = PT
BI JB0PBI である．また，ロータ推力の総和を新たな入

力 u ∈ Rを用いて
4∑

i=1

Ωi =
u

cos φ cos θ

とする．式 (3.5)中の姿勢に関するシステムについて不確かさを含む部分を
分離し，全体システムを，

ẍ =
u
m

(
tan θ cosψ +

tan φ sinψ
cos θ

)
(3.7)

ÿ =
u
m

(
tan θ sinψ − tan φ cosψ

cos θ

)
(3.8)

z̈ =
u
m
− g (3.9)

η̈ =ϵ0(I + ϵ)τ + δ0 + δ (3.10)

と表す．ただし，
ϵ0 = J−1

0 , δ0 = J−1
0

{
1
2
∂

∂η
(η̇T J0η̇) − J̇0η̇

}

δ =J−1
{

1
2
∂

∂η
(η̇T Jη̇) − J̇η̇

}
− δ0 (3.11)

ϵ = PT
BI JB0(J−1

B − J−1
B0)P−T

BI (3.12)

である．ϵ0, δ0はノミナルな，ϵ, δは不確かな項をそれぞれ表し，∗−T は逆行
列の転置を表す．本論文ではプラント出力を x, y, z,ψ，制御入力を τ ∈ R3, uと
した 4入力 4出力システムに対し，参照軌道 xr, yr, zr,ψrへの追従制御，つまり
x − xr, y − yr, z − zr,ψ − ψrを漸近的に 0とすることを目標とする．
ここで，制御系設計のために，以下の仮定を設定する．

Assumption 1 既知の正定数 b0, b1, b2に対して，

∥ϵ∥ ≤ b0 < 1, ∥δ∥ ≤ b1∥η̇∥ + b2∥η̇∥2 (3.13)

を満たす．
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Assumption 2 垂直制御入力 u(t)はC2級関数であり，任意の t ≥ 0において u(t) ! 0
である．

Assumption 3 IFにおける Euler角の φ, θはそれぞれ −π/2 < φ < π/2,−π/2 < θ < π/2
を満たす．

Remark 2 仮定 1において，式 (3.12) より ϵ は時不変の胴体慣性モーメント
J−1

B , J
−1
B0 および PBI中の姿勢角の三角関数で構成される．また，δは式 (3.11)よ

り，姿勢角速度の 2次関数として表されている．よって式 (3.13)によりノルム
に対する優関数を構成可能である．この仮定の妥当性の検証を 3.2.3章で行
う．仮定 2は，入力の係数行列が逆行列をもつための条件である．垂直制御
系において，この仮定を満たすよう設計を行う必要があり，詳細について
は 3.2.2節において述べる，

3.2.2 制御則の設計
本章では，提案する制御則の設計について述べる．制御対象は並列シス

テムとして水平サブシステムと垂直サブシステムに分けて取り扱う．水平
システムに垂直制御系の影響を打ち消すデカップリング入力を施すことで
2つのシステムを互いに非干渉とする．水平システムが安定となるために
必要となる垂直システムに対しての条件を導き，垂直システムはこの条件
を満足するよう設計する．この分解においては，それぞれのサブシステム
に対応する制御系に追従誤差が存在しても全体の制御系の安定性には影響
しないことに注意しておく．
まず，x, y,ψに関する水平制御系について述べ，その後 zに関する垂直制御

系の設計を行う．なお，φ, θは水平制御においての状態の一部として扱われ
る．水平システムはスライディングモード制御，垂直システムは線形フィー
ドバック制御を用いて追従制御が達成される．

水平制御

3.2.1節において設定した仮定の下で水平制御系の設計を行う．水平シス
テムにおける出力を x, y,ψであるとする．水平制御系の相対次数は (4, 4, 2)で
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あるので，出力の微分 x(4), y(4), ψ̈について考える．式 (3.7), (3.8)から，

x(4) =
d2

dt2

(
u
m

(
tan θ cosψ +

tan φ sinψ
cos θ

))

y(4) =
d2

dt2

( u
m

(
tan θ sinψ − tan φ cosψ

cos θ

))

が得られる．上式から，
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x(4)

y(4)

ψ̈

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= D(η, u)η̈ + γ(η, η̇, u, u̇, ü) (3.14)

と整理することができる．D(η, u) ∈ R3×3は

D(η, u) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

uS ψ

mCθC2
φ

u(Cψ+TφS ψS θ)
mC2

θ

u(TφS ψ−S θS ψ)
mCθ

− uCψ

mCθC2
φ

u(S ψ−TφCψS θ)
mC2

θ

u(CψS θ+TφS ψ)
mCθ

0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

であり，仮定 2，3の下では常に正則となり逆行列を持つ．ただし，T∗ = tan(∗)
としている．また，γ(η, η̇, u, u̇, ü) ∈ R3は A節を参照のこと．ここで，xr, yr,ψrを
x, y,ψに対する参照軌道として，式 (3.10)より追従誤差に関するシステム

d
dt
ζ =Aζ + Bv

v =Dϵ0(I + ϵ)τ + D (δ0 + δ) − R(t) + γ

を得る．ただし，i = 1, . . . , 3とし，

R(t) =[x(4)
r , y

(4)
r , ψ̈r]T

A =diag(A1, . . . , Am), B = diag(b1, . . . , bm)

Ai =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
... . . .

...

0 0 0 . . . 1
0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rri×ri

bi =[0, . . . , 0, 1]T ∈ Rri , {r1, r2, r3} = {4, 4, 2}
ζ =[ζ1T

, . . . , ζmT
]T

ζ i =[ζ i
1, . . . , ζ

i
ri
]T

ζ i
j =(ζ i

1)( j−1), j = 2, . . . , ri

ζ1
1 =x − xr, ζ2

1 = y − yr, ζ3
1 = ψ − ψr
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とする．diag(∗)はブロック対角行列を表す．入力を

τ = u0 + u1 (3.15)

とし，スライディングモード平面を

S = Cζ

とする．ただし，C = diag(c1, . . . , c3)とし，ciT ∈ Rriは ci
1+ ci

2λ+ · · ·+ ci
ri
λri−1がHurwitz

多項式となるよう決定する．CB = diag(c1
4, c

2
4, c

3
2)となることを用いて，u1を

u1 = −(Dϵ0)−1{(CB)−1 (CAζ + kS ) + Dδ0 − R + γ
}

と構成する．ただし，kは正定数であるとする．
次に，式 (3.15)中の u0を設計する．u0を，

u0 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(S TCBDϵ0)T

∥S TCBDϵ0∥
w, ∥S ∥ ! 0

0, ∥S ∥ = 0

w =
−1

1 − b0

{
b0∥u1∥ + ∥ϵ−1

0 ∥(b1∥η̇∥ + b2∥η̇∥2)
}

と定める．Lyapunov関数の候補を V = 1
2S T S とすると，∥S ∥ ! 0において，

V̇ =S T Ṡ = S TCζ̇

=S TCBDϵ0(I + ϵ)τ

+ S TC {Aζ + +BDδ + B(Dδ0 − R + γ)}
=S TCBDϵ0(I + ϵ)u0 − kS T S

+ S TCBDϵ0ϵu1 + S TCBDδ

≤ − kS T S − ∥S TCBDϵ0∥ {w(1 − ∥ϵ∥)}
+ ∥S TCBDϵ0∥

(
∥ϵ∥∥u1∥ + ∥ϵ−1

0 ∥∥δ∥∥
)

≤ − kS T S + ∥S TCBDϵ0∥∥u1∥(∥ϵ∥ − b0)

+ ∥S TCBDϵ0∥∥ϵ−1
0 ∥

{
∥δ∥ − (b1∥η̇∥ − b2∥η̇∥2)

}

≤ − kS T S < 0

となり，V が Lyapunov関数であることが確かめられる．これより，閉ループ
系は漸近的に V = 0すなわち S = 0の状態に収束する．スライディングモード
は ζについて安定となるよう設計するので，スライディングモード平面上で
ζは指数的に 0となる．これらから，水平システムは安定に制御される．
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垂直制御

水平システムの制御系設計において仮定 2を用いた．uは垂直システムに
対しての入力であるので，この仮定を満たすよう垂直制御系を設計しなけ
ればならない．uを

u =m(u∗1 + g)

u̇∗1 =u∗2
u̇∗2 =u∗3

(3.16)

のようにu∗1, u
∗
2, u
∗
3 ∈ Rを用いて置換する．この置換によりuの微分は u̇ = mu∗2, ü =

mu∗3 と表すことができる．zの参照軌道を zr，e1 = z − zr, ei = ėi−1，i = 2, 3, 4，
e = [e1, e2, e3, e4]T とすると，式 (2)から，追従誤差に関するシステムは

d
dt

e = Aze + Bz(u∗3 − z(4)
r ) (3.17)

と表すことができる．ここで，

Az =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Bz = (0, 0, 0, 1)T

である．
u∗3 = Kze + z(4)

r , (3.18)

Kz ∈ R1×4とし，Az + BzKzが安定行列となるように Kzを選べば誤差システムは
指数安定となり，誤差は 0に収束する．ここで，u∗3の 2階積分によって uが定
義されるのでC2級であることがわかる [39]．さらに，任意の t ≥ 0に対して
u(t) > 0を満足すると，すなわち，式 (3.16)より，任意の t > 0において

u∗1(t) > −g (3.19)

であれば，仮定 2を満足することがわかる．e3 = z̈ − z̈rであるため，式 (3.9)，
(3.16)から u∗1 = e3 + z̈rである．入力 (3.18)に対する式 (3.17)の閉ループ系の解お
よび式 (3.19)より， [

0 0 1 0
]

e(Az+BzKz)te(0) + z̈r > −g (3.20)

を得る．式 (3.20)を用いて，与えた Kzと参照入力 zrに対し条件を満たすかど
うかを確認することができる．
以上により，全体システムとして安定となる制御系を設計できた．
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3.2.3 数値シミュレーション
提案した制御則の有効性を数値シミュレーションにより検証する．システ

ムがノミナルである場合と不確かさを有する場合の閉ループ系の x, y, z, φ, θ,ψ
の応答を確認する．また，Mistlerらの提案する制御則 [39]との比較を行う．
本シミュレーションにおいて．質量はm = 1.6[kg]，重力加速度は g = 9.8[m/s2]，

UAV重心から各ロータ中心までの距離はすべて l = 0.35[m]，ドラッグ係数は
d = 1.0，ノミナルな慣性モーメントは Ix0 = Iy0 = Iz0 = 1.0[kgm2]，不確かさを含
んだ慣性モーメントは Ix = Iy = Iz = 1.7[kgm2]とした．シミュレーション時間は
50[s]である．参照軌道は

x = 3 + e−2t − 4e−
1
3 t

y = 4 + e−2t − 5e−
1
3 t

z = 5 + e−2t − 6e−
1
3 t

ψ =
π

16
+ (10 − π

16
)e−2t − 10e−

1
3 t

と設定した．3.2.2章で提案した制御則のパラメータは

k =2, b0 = 0.7, b1 = 0.8, b2 = 0.3,

C =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 20 15 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 20 15 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 20

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Kz =
[
−1 −10 −10 −1

]

であり，初期値は x(0) = 0.5[m], y(0) = −0.1[m], z(0) = 0.6[m], φ(0) = θ(0) = ψ(0) =
0[rad]とした．

Fig. 3.2は慣性モーメントの不確かさを含んでいないノミナルな場合の，
Fig. 3.3は慣性モーメントに不確かさを含んだ場合の x，y，z，φ，θ，ψの応答
を表したものである．上段はUAVの位置である x，y，zを，下段には姿勢に
関する φ，θ，ψを示した．図中の実線は出力の応答，点線は参照軌道である．
Fig. 3.3より，提案するスライディングモード制御が，慣性モーメントの変動
に対してロバストであることが確認できる．
仮定 1において不確かさに関する仮定をおいた．2つの不等式条件の両辺

の時間変化をFig. 3.4に示す．実線が ∥ϵ∥および ∥δ∥，点線が b0および b1∥η̇∥+b2∥η̇∥2
の値である．これより，∥ϵ∥は b0に対して，また ∥δ∥は b1∥η̇∥ + b2∥η̇∥2に対して全
ての時刻において小さく，仮定 1が満たされていることが確認できる．な
お，仮定 1の b0, b1, b2は試行錯誤的に決定される．
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Fig. 3.2:Plant output of closed-loop system for nominal system

仮定 2に関しては，設計した垂直制御系のパラメータを式 (3.20)に代入す
ることにより，仮定が満足されることを確認した．式 (3.20)左辺の時間変化
を Fig. 3.5に示す．その応答が全時刻において −gより大きく，式 (3.20)を満た
している．よって仮定 2を満足していることがわかる．
制御性能の比較のためにMistlerら [39]の提案する厳密な線形化に基づいた
線形フィードバック制御系に対する数値シミュレーションを行う．制御器の設
計パラメータは以下のものを用いる．

c0 = −5.1 × 10−1, c1 = −1.9, c2 = −3.2,

c3 = −1.0, c4 = −8.0 × 10−1, c5 = −1.0

これらのパラメータは，ノミナルシステムを対象とした場合の応答速度が
本論文で提案する制御系と同程度となるよう設定した．その他の条件は提
案する制御系のシミュレーションのものと同様である．慣性モーメントに不
確かさが含まれる場合のシミュレーション結果を Fig. 3.6に示す．閉ループ系
が不安定となっていることが確認できる．
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Fig. 3.3:Plant output of closed-loop system with uncertainty

3.3 符号関数アプローチ
前章において単位ベクトルアプローチによる設計を行った．しかし，切

り替え入力中の単位ベクトルの計算において，スライディングモード近傍
で微小な数の除算が行われる．これは数値計算の誤差が大きくなる原因と
なる．この計算誤算は追従誤差につながる問題である．Elmaliら [55]は符号
関数によって不確かさをもつ非線形システムのスライディングモード制御
を提案した．切り替え入力に符号関数を用いる場合には，微小数の除算を
行われない．Elmaliらの手法においてはチャタリング問題は考慮されていな
い．本節では符号関数を用いたスライディングモード制御のチャタリング問
題の低減を目指し，完全に解決されないチャタリングを飽和関数の導入に
より解決する．この際，追従誤差が発生するが，Bessaら [33]の行った誤差解
析の結果を多入出力系に拡張することにより追従誤差の解析を行う．

3.4節において問題設定を行い，3.5節において提案する制御設計について
述べる．設計された制御系の有効性を検証するために，3.7.1においてマル
チロータ型UAVへ適用し，数値シミュレーションおよび実機実験において検
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証を行う．

3.4 問題設定
Elmaliらの行った研究 [55]に基づき，不確かな非線形システム

ẋ = f (x) + ∆ f (x) + (g(x) + ∆g(x)) u

y =h(x)
(3.21)
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Fig. 3.6:Plant output of closed-loop system for controller by Mistler et. al. (2001) with uncer-
tainty

の状態線形化を行う．ただし，xは n次元状態ベクトル，uおよび yはそれぞれ
m次元制御入力およびシステム出力を表し，f (x)，gi(x) ∈ Rn，i = 1, . . . ,mおよび
h(x) ∈ Rmは既知の滑らかなベクトリ値関数，∆ f (x)，∆gi(x) ∈ Rnは不確かさを表
す未知の滑らかなベクトル値関数とし，g(x) = [g1, . . . , gm]，∆g(x) = [∆g1, . . . ,∆gm]
とする．不確かさに関する項 ∆ f ,∆gに対する以下の仮定を設定する．

Assumption 4 ∆ f (x)および ∆gi(x)は条件

∆ f (x),∆gi(x) ∈ Ker(dhi, dLf hi, . . . dLri−2
f hi) (3.22)

を i = 1, . . . ,mにおいて満たすとする．riはシステムの相対次数を表す．ただ
し，記号 Lは Lie微分

Lf h(x) =
∂h(x)
∂x

f (x)

を表す．また，Ln
f h(x)は hの f による Lie微分の n回の繰り返しを表す．

ノミナルシステムにおいてのフィードバック線形化条件として以下を設定
する．
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Assumption 5
Lgi L

k
f hi(x) = 0

は k = 0, . . . , ri − 2および i = 1, . . . ,mにおいて満たされ，行列

D(x) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Lg1 Lr1−1
f h1(x) . . . Lg4 Lr1−1

f h1(x)
. . . . . . . . .

Lg1 Lr4−1
f h4(x) . . . Lg4 Lr4−1

f h4(x)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

は正則となる．

仮定 4および 5の下で，各出力 hi(x), i = 1, . . . , 4の ri次微分について考え，式
(3.22)より

h(ri)
i (x) =Lf+∆ f Lri−1

f hi(x)

+

4∑

j=1

Lg j+∆g j L
(ri−1)
f hi(x)uj

を得る．また，k = 1, . . . , ri − 1において，hi(x)の k次微分は

h(k)
i (x) = Lk

f hi(x)

で与えられる．制御設計のために，システムをBrunovsky正準形で表す．参照
入力を yrとし，システムは

ė =Ae + Bw

w =(I + ∆D(x))D(x)u + F(x) + ∆F(x) − R(t)
(3.23)
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により表される．ただし，i = 1, . . . , 4， j = 1, . . . , riにおいて，

e =[e1T
, . . . , emT

]T

ei =[ei
1, . . . , e

i
ri
]T , ei

j = (yi − yri)
( j−1)

R =[y(r1)
r1
, . . . , y(rm)

rm
]T , ∆D = ∆D̄D−1

A =diag(A1, . . . , Am), B = diag(b1, . . . , bm)

Ai =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
... . . .

...

0 0 0 . . . 1
0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rri×ri

bi =[0, . . . , 0, 1]T ∈ Rri

F =[Lr1
f h1, Lr2

f h2, Lr1
f h1, . . . , Lrm

f hm]T

∆F =[L∆ f Lr1−1
f h1, . . . , L∆ f Lrm−1

f hm]T

∆D̄ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

L∆g1 Lr1−1
f h1(x). . .L∆gm Lr1−1

f h1(x)
. . . . . . . . .

L∆g1 Lrm−1
f hm(x). . .L∆gm Lrm−1

f hm(x)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.24)

である．diagは (ブロック)対角行列を表す．

3.5 スライディングモード制御系設計
本節では，スライディングモード制御を用いたシステム (3.23)に対する制

御設計について述べる．

3.5.1 スライディングモード
スライディングモード平面は

s = Ce = 0 (3.25)

のとおり設計される．ただし，

C = diag(c1, . . . , cm) (3.26)
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はブロック対角行列である．二項係数を用いて，ci, i = 1, . . . ,mは

ci =ωi[ci
ri−1λ

ri−1
i , . . . , c

i
1λi, ci

0]

ci
j =

(
ri − 1

j

)
=

(ri − 1)!
(ri − j − 1)!i!

, j = 0, . . . , ri − 1
(3.27)

となる．(3.25), (3.26)および (3.27)は以下のことを意味する．s = [s1, . . . , sm]T の
各要素は

si(ei) = ωi

(
d
dt
+ λi

)ri−1

ei
1

と表され，ei
1についてのHurwitz多項式となる．λiおよび ωiは正定数であり，

それぞれ収束率と重み係数を表す．
スライディングモード (3.25)への到達則は 3.5.2節において決定され，提案
される制御系の設計について 3.5.3節において述べる．

3.5.2 到達則
スライディングモードへの到達則を定義する．到達則は

sT ṡ +
k
2

sT s ≤ 0, k > 0 (3.28)

と定義する．ここで，リアプノフ関数候補を V = sT s/2とすれば，V̇ = sT ṡを
得る．もし，到達則が満足されるならば，V̇ ≤ −kV が得られ，V はリアプノ
フ関数である．Vの指数収束率を kによって設定可能であることがわかる．

3.5.3 制御系設計
到達則 (3.28)を満たすスライディングモード制御則を設計する．以下の仮
定を設定する．

Assumption 6 任意の時刻 tおよび状態 xにおいて，∞-ノルムを用いて ∥∆F(x)∥∞ ≤
δ(t, x)を満たす既知の有界関数 δ(t, x)が存在し，∥∆D(x)∥∞ ≤ ϵ(t, x), 0 ≤ ϵ(t, x) < 1
を満たす ϵ(t, x)が存在する．

仮定 6の下で，システム (3.23)に対する以下の定理 1を導く．



48 第 3章 マルチロータ型 UAVのスライディングモード制御

Theorem 1 仮定 6の下で，システム (3.23)において，u = D−1(u0 + u1)，

u0 = − (CB)−1(CAe +
k
2

s) − F + R (3.29)

u1 = − ρsgn(s), (3.30)

とする．ならば，スライディングモード (3.25)への到達条件 (3.28)は満足され
る．ただし，sgn(s)は以下で定義される符号関数ベクトル

sgn(s) =(sgn(s1), . . . , sgn(sm))T ,

sgn(si) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, si > 0

0, si = 0

−1, si < 0

i =1, . . .m

(3.31)

であり，

ρ =
ϵ∥u0∥∞ + δ
∥z∥1/∥z∥∞ − ϵ

(3.32)

および z = [ω1s1, . . . ,ωmsm]T である．

定理 1の証明は付録に記載する．

Remark 3 本定理は，従来の 2-ノルムを用いた条件に対して，∞-ノルムを用
いることで，切り替えゲインの低減を達成している．ゲインを低減するこ
とで，従来から問題とされてきたチャタリング問題の低減化を達成する．ま
た，Elmaliらの設計においては考慮されなかった各入出力への重みを取り扱
うことが可能となった．これにより，次元の異なる入出力を取り扱うことが
可能となった．

3.5.4 従来の条件との比較
本節では，前節で行った制御系設計と Elmaliら [55]の用いた従来の安定基

準による設計の比較を行う．簡単化のためにスライディングモードの重み
を wi = 1とする．これによりCB = Iとなる．
スライディングモード平面および到達則は 3.5節と同様に (3.25)および (3.28)

を用いる．入力 uについても 3.5節と同様に u = D−1(u0 + u1)，(3.29)および (3.30)
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とする．ただし，ρの決定は後に行うものとする．これらとシステム (3.23)
を用いて，

sT ṡ +
k
2

sT s = sTCė +
k
2

sT s

=sTCAe + sT (I + ∆D)Du

+ sT (F + ∆F − R) +
k
2

sT s

=sT∆Du0 + sT∆F − ρsT (I + ∆D)sgn(s)

≤∥s∥p
(
∥∆D∥p∥u0∥p + ∥∆F∥p

)

+ ρ(∥s∥p∥∆Dsgn(s)∥p − ∥s∥p)

≤∥s∥p
(
∥∆D∥p∥u0∥p + ∥∆F∥p − ρ(1 − ∥∆Dsgn(s)∥p)

)

を得る．関係
∥∆D∥p∥u0∥p + ∥∆F∥p − ρ(1 − ∥∆Dsgn(s)∥p) ≤ 0

が満たされれば到達条件を満足することがわかる．よって，

ρ ≥ ∥∆D∥p∥u0∥p + ∥∆F∥p
1 − ∥∆Dsgn(s)∥p

(3.33)

であれば到達条件が満足される．ρは∞-ノルムを用いた場合にノルムの取
り方について最も小さな値を取り得る．∞-ノルムを用いて，仮定 6を満た
すとすると，

ρ =
ϵ∥u0∥∞ + δ

1 − ϵ
は (3.33)を満たす．式 (3.32)と比較を行う．∥s∥ ! 0では，

∥z∥1/∥z∥∞ ≥ 1

の関係が満足される．よって 3.5.3節で設計された切り替えゲインは低減さ
れていることが確認できる．∞-ノルムを用いることで，切り替えゲインが
低減可能であることを示した．

3.6 チャタリング低減と収束解析
実システムにおいては，スライディングモード制御系の制御性能は切り
替え入力によるチャタリングのために低下することがある．本節では，ス
ライディングモード層を用いたチャタリング低減およびその際の収束解析
について述べる．
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飽和関数ベクトルを符号関数 (3.31)の代わりに定義する．

sat(s) =(sat(s1), . . . , sat(sm))T

sat(si) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, si > µ
si

µ
, |si| ≤ µ

−1, si < −µ

ただし，µは正定数，i = 1, . . .mであるとする．到達条件 (3.28)は ∥s∥∞ ≥ µにお
いて満足され，状態は境界層

S µ = {e ∈ Rn : ∥s∥∞ ≤ µ} (3.34)

に到達する．以下の系 3を境界層 (3.34)内での安定条件として導出する．

Corollary 3 境界層 (3.34)に到達後，各状態 ei
j+1, j = 0, . . . , ri − 1, i = 1, . . . ,mは n-次

元矩形

|ei
j+1| ≤ζ jλ

j−ri+1 µ

ωi

ζ j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, j = 0

1 +
j−1∑

l=0

(
j
l

)
ζl, j = 1, . . . , ri − 1

に収束する．

系 3の証明は付録に記載する．

Remark 4 系 3は Bessaら [33]の結果の多入出力への拡張として得られる．飽
和関数の導入によって，チャタリングは低減される．境界層は制御性能を低
下させ追従誤差を生じるが，系 3において飽和関数を導入した際の追従誤
差の評価を行った．これによって実際のシステムにおいても有効な制御系が
設計可能である．ωiはそれぞれ重み係数を表す．

3.7 連続スライディングモード制御のロバスト性解析
3.5章で行った設計は，ρ = 0において Zhouらの提案した連続スライディン

グモード制御 [30]の一般化となる．その場合のロバスト性の解析を行う．
連続スライディングモードの収束解析として以下の定理を得る．
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Theorem 2 システム (3.23)において，スライディングモード平面を (3.25)，

u = −D−1(CB)−1(CAe +
k
2

s) − F + R (3.35)

とする．もし有界な

µ = sup
x

(
2
k
∥CB∥∞(∥∆D∥∞∥û∥∞ + ∥∆F∥∞)
1 − ∥CB∥∞∥(CB)−1∥∞∥∆D∥∞

)

が存在すれば，各状態 ei
j+1, j = 0, . . . , ri − 1, i = 1, . . . ,mは n-次元矩形

|ei
j+1| ≤ζ jλ

j−ri+1 µ

ωi

ζ j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, j = 0

1 +
j−1∑

l=0

(
j
l

)
ζl, j = 1, . . . , ri − 1

に収束する．ただし，
û = −(CB)−1CAe − F + R

とする．

定理 2の証明は付録に記載する．

Remark 5 有界な µが得られるかどうかはシステムに依存するため，一般的
に µを得ることは容易ではない．つまり，連続スライディングモード制御は
符号関数・単位ベクトルまたは飽和関数で構成されるスライディングモード
への拘束入力をもつスライディングモード制御と比較してロバスト性が弱
いことがわかる．

3.7.1 マルチロータ型UAVへの応用
本節では，3.5.3節において行った制御系設計の有効性を検証するために，
数値シミュレーションを行う．まず，マルチロータ型 UAVにおいての制御器
を設計する．

制御系設計

3.1節において得たマルチロータ型UAVのモデルにおいて，胴体慣性モー
メントが不確かさを有する場合を考える．不確かさ∆JBはノミナルな胴体慣
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Fig. 3.7:The block diagram of the double structure control system

性モーメント JB0および実際の胴体慣性モーメント JBを用いて ∆JB = JB − JB0

と表されるとする．
システム (3.5)の状態線形化を行う．本設計においては，姿勢制御系を設計

し，姿勢制御系に対しての参照入力を出力する位置制御系を設計する，2段
階での制御系を設計する．制御系のブロック線図を Fig. 3.7に示す．
まず，姿勢制御系が完全に追従を達成するとして位置制御系の設計を行

う．(3.5)中の FS を制御入力であるとして ξに対する誤差状態表現

ėξ = Aξeξ + BξFS

を得る．ただし，eξ = [x − xr, ẋ − ẋr, y − yr, ẏ − ẏr, z − zr, ż − żr]T ,

Aξ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Bξ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0
1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

である．これに対し，線形フィードバック制御入力 FS = −Kξeξを設計する．た
だし，Aξ − BξKξが安定行列となるよう設計する．

FS を FS = [ux, uy, uz]T とすると，(3.2)より，

uz =

∑4
i=1Ωi

m
cos φ cos θ
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となる．これを用いて，

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ux

uy

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = uz

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
tan θ cosψ +

tan φ sinψ
cos θ

tan θ sinψ − tan φ cosψ
cos θ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= uz

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cosψ sinψ
sinψ − cosψ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

tan θ
tan φ
cos θ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.36)

を得る．ここで，位置制御系においての入力を FS とした場合，姿勢制御が
完全に達成される仮定の下ではロールおよびピッチ姿勢 φおよび θに対応す
る参照入力を設定すればよいことがわかる．(3.36)より，φおよび θを φrおよ
び θrにより置き換えて，

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

tan θr
tan φr

cos θr

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cosψ sinψ
sinψ − cosψ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ux

uzuy

uz

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

θr =atan
(
ux

uz
cosψ +

uy

uz
sinψ

)
,

φr =atan
(
ux

uz
sinψ cos θr −

uy

uz
cosψ cos θr

)

を得る．これにより，ロールおよびピッチ姿勢への参照入力が決定される．
次に，3.5節において行った制御系設計を用いることで姿勢制御系を設計
する．まず，(3.23)と同様の形式で姿勢ダイナミクスを表す．制御系の出力 ỹ
を ỹ = [φ − φr, θ − θr,ψ − ψr]T，e = [ỹ1, ˙̃y1, ỹ2, ˙̃y2, ỹ3, ˙̃y3]として，システムは

ė =Ae + Bw

w =(I + ∆D(x̃))D(x̃)u + F(x̃) + ∆F(x̃) − R(t)

D =J−1
0 , ∆D = (J−1 − D)D−1

F =J−1
0

(
1
2
∂

∂η
(η̇T J0η̇) − J̇0η̇

)
, ∆F = J−1

(
1
2
∂

∂η
(η̇T Jη̇) − J̇η̇

)
− F

R =[φ̈r, θ̈r, ψ̈r]T

(3.37)

と表される．システム (3.37)に対してスライディングモード制御器を設計す
る．Theorem 1と同様に制御系を設計する．

ϵ =b0

δ =b1∥η̇∥ + b2∥η̇∥2

とする．ただし，b0, b1, b2は数値シミュレーションおよび実験から設定する．
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Table 3.1:Parameters of the control system
m 2.4 × 10−2

g 9.8
Ix, Iy, Iz 8.0 × 10−6, 8.0 × 10−6, 4.0 × 10−6

Kξ

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3.0 0.3 0 0 0 0
0 0 3.0 0.3 0 0
0 0 0 0 3.0 0.3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

C

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

250 100 0 0 0 0
0 0 250 100 0 0
0 0 0 0 250 100

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

k 1.0
b0, b1, b2 1.0 × 10−4, 1.0 × 10−6, 1.0 × 10−6

µ 10

シミュレーション結果

3.7.1節において設計した制御系の有効性を確認するための数値シミュレー
ションについて述べる．システムおよび制御器のパラメータを Table 3.1に示
す．シミュレーションの結果を Fig. 3.8に示す．初期状態はすべて 0とした．す
べてのシステム出力が参照軌道に十分小さな誤差で追従していることが確
認できる．微小な誤差が存在するのは，姿勢制御系の遅れを無視している
ためであると考えられる．3.2節において設計したように，すべての状態を
1つのシステムとして扱うことによりこの誤差を解消することができるが，
この方法ではシステムが複雑になり，また 4次のシステムとなり実装が難
しくなるという問題も存在する．本節においては，3.8章において行う実機
実験を想定し，実装の容易さを考慮して前節において述べた制御系設計を
行った．
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Fig. 3.8:Plant output of the closed-loop system for the sliding mode control simulation
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3.8 マルチロータ型UAVの制御実験
本節では，前節までに行った制御系設計の有効性を実機実験により検証

する．実験で用いたマルチロータ型UAV crazyflieを Fig. 3.9に，UAVの仕様を
Table 3.2に示す．

Fig. 3.9:The multi-rotor UAV for the experments

本実験においては，UAVの位置計測をモーションキャプチャシステムを用
いて行う．用いたNaturalPoint社のOptiTrack S250eの仕様を Talbe 3.3に示す．
以降では，追従制御実験，連続スライディングモード制御実験および飽

和関数を用いたスライディングモード制御実験を行う．連続スライディング
モード制御と飽和関数を用いたスライディングモード制御の比較を行う．
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Table 3.2:Specifications of the UAV
Weight 19[g]
Size 90[mm]×90[mm]
Flight time 7[min]
MCU STM32F103CB
3-axis gyroscope and accelerometer MPU-6050
3-axis magnetometer HMC5883L
Altimeter MS5611-01BA03
Radio module nRF24L01+

Table 3.3:Specifications of the motion capture system
Flame rate 30 − 250[Hz]
Delay 4[ms]
Viewing angle 43◦ or 56◦

Position accuracy Less than 1[mm]

3.8.1 追従制御実験
3.7.1節で行った数値シミュレーションと同様の設定で実験を行った．結果を

Fig. 3.10に示す．結果から，振動は存在するが，追従制御が達成されている
ことが確認できる．

3.8.2 連続スライディングモード制御のロバスト性検証実験
比較実験として，連続スライディングモード制御設計を適用した場合の
実験を行う．参照軌道は全時刻で全て 0，つまり定点でのホバリングを行
う．ロバスト性検証のため，ノミナルな胴体の慣性モーメントは Ix, Iy, Iz =

3.0 × 10−6, 3.0 × 10−6, 3.0 × 10−6とした．これにより，慣性モーメントの変動に対
するロバスト性を検証する．その他のパラメータは 3.7.1節で行ったスライ
ディングモード制御シミュレーションと同様である．実験結果を Fig. 3.11に示
す．慣性モーメントの変動により，姿勢制御が達成されず，機体が計測範囲
外に流されてしまウ結果が得られた．
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Fig. 3.10:Plant output of the closed-loop system for the feedback linearization control experi-
ment

3.8.3 飽和関数を用いたスライディングモード制御のロバスト性
検証実験

連続スライディングモード制御実験と同様のパラメータを用いたスライ
ディングモード制御実験の結果をFig. 3.12に示す．制御器のパラメータは 3.7.1
節で行った数値シミュレーションと同じものを用いる．振動的な振る舞いが
存在するが，定常値では誤差 10[cm]程度でホバリングが達成されている．小
型の機体であるため，空調などの空気の流れに影響を受けやすく，また，重
心のずれによる外乱も存在する．振動はこれらの影響によるものであると
考える．しかし，連続スライディングモードでは大きく機体が流され計測
範囲外に外れた結果が得られた．飽和関数を用いたスライディングモード
制御系はシステムのモデル化誤差として存在する胴体慣性モーメントに対
し，ロバストであるといえる．
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Fig. 3.11:Plant output of the closed-loop system for the feedback linearization control experi-
ment

3.9 まとめ
本章では，2つのアプローチでマルチロータ型UAVの胴体慣性モーメント
に関する不確かさを考慮したロバストな追従制御系の設計を行い，数値シ
ミュレーションおよび実機実験において有効性を検証した．
単位ベクトルアプローチによる設計では，位置および姿勢を 1つのシステ
ムとして取り扱い，全体システムの安定性を考慮した．符号関数アプロー
チによる設計では，一般的な非線形システムを対象に制御系設計を行った．
本手法はマルチロータ型UAVに限らず用いることが可能である．単位ベク
トルアプローチでは単位ベクトルの計算に微小数の除算が必要であり，計
算誤差が発生しやすくなるが，符号関数ではこの除算が必要ないため，計
算誤差が発生しにくい．また，切り替え入力の存在により発生するチャタ
リング問題についても，飽和関数の導入により自然な形で解消可能であり，
飽和関数を導入した際の追従誤差と符号関数のパラメータの関係の解析
も行った．これらから，より実システムへの実装に適した設計となったとい
える．
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Fig. 3.12:Plant output of the closed-loop system for the sliding mode control experiment

マルチロータ型UAVに対する設計の際は，実機実験のための実装の容易
さのために，姿勢制御系と位置制御系の 2つの制御系を組み合わせること
で位置制御を達成した．この設計は実装が全体システムを統一的に制御す
る場合と比較して設計が容易であり，制御器のパラメータ設計が直感的に
可能となるという利点をもつ．
実機実験において，飽和関数によるスライディングモード制御は連続ス

ライディングモード制御と比較して，胴体慣性モーメントの変動に対して
ロバスト性が強いことが確認された．しかし，スライディングモード制御
はマッチング条件を満たす不確かさに対してはロバストとなるが，ミスマッ
チな不確かさを有する場合，スライディングモード平面への拘束が達成さ
れず，結果としてロバストな制御が達成できない問題が存在する．Rubagotti
ら [28]はこの問題を積分型のスライディングモードおよび H∞制御を用いて
解決することを提案した．今後，ミスマッチな不確かさが存在する場合に
拡張する必要がある．



61

第4章
結論と今後の課題

4.1 結論
本論文では，非線形システムに対するロバストな制御系設計アプローチ
として，オペレータ表現を用いた制御およびスライディングモード制御に
関する研究について述べた．
オペレータは様々なクラスの非線形システムを表すことが可能であり，
様々な非線形システムに対する統一的な制御設計アプローチとして有効で
あると考えられる．従来の研究においては考慮されなかった，ほとんどす
べての実システムに存在する入力飽和を考慮した設計を行った．また，新
たな追従設計を提案することにより，従来の設計において対象システムを
制限していた制約を取り除いた．これらから，より多くのシステムに対し
ての統一的な設計を行うことが可能となった．しかし，対象のクラスが広
い場合には制御設計のための条件が弱くなり，実際の設計が難しくなる問
題もまた存在する．そのため，対象システムを限定し，そのシステムの特
徴を利用して制御系を設計することも重要となる．
スライディングモード制御に関連して，単位ベクトルアプローチと符号
関数アプローチの 2つのアプローチによる制御系設計について述べた．両
アプローチにおいてUAV胴体の慣性モーメントの不確かさに対してロバス
トな制御系の設計を行った．さらに，単位ベクトルアプローチにおいては
全体システムの安定性を考慮するために，入力の係数行列が逆行列をもつ
条件を示した．符号関数アプローチでは，単位ベクトルアプローチにおい
て必要となる微小数の除算を必要としない符号関数により切り替え制御器
を設計することで，計算誤差が発生しにくい利点をもつ．切り替え入力の
存在により発生するチャタリング問題についても，飽和関数の導入により
解消し，飽和関数を導入した際の追従誤差と符号関数のパラメータの関係
の解析も行った．これらから，より実システムへの実装に適した設計となっ
たといえる．
符号関数アプローチによるスライディングモード制御については，実機実
験により有効性の検証を行った．連続スライディングモード制御と比較し，
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良好な結果を得ることができた．

4.2 今後の課題
今後の課題として，以下の項目が挙げられる．オペレータ表現を用いた

制御系設計に関して，対象は SISOシステムであるとした．実際のシステム
の多くはMIMOシステムであり，MIMO制御系への拡張を行う必要がある．
不確かさの考慮がなされていないため，実システムへの適用が難しいとい
う問題も存在する．2.3節において示した制御系設計アルゴリズムは試行錯
誤的な部分が存在する．手続き的な設計を得る必要がある．
スライディングモード制御系設計においては，システムがロバストとな

るのは不確かさがマッチング条件を満たす場合のみである．近年この問題
の解決に LMIや非線形の H∞制御を組み合わせたスライディングモード制御
が提案されており，それらの結果を導入することにより，不確かさがマッチ
ング条件を満たさない場合においても対応可能となると考えられる．
また，実機実験において，数値シミュレーションと比較して不安定な挙動

が確認された．マルチロータ型UAVのモデリングにおいて，ロータ推力を
制御入力として設定した．しかし，実際には制御入力はロータへの電圧に
相当する電気信号であり，ロータの慣性を無視したモデリングを行ってい
る．この無視した遅れが制御系への悪影響を与えている可能性があり，こ
の動特性の考慮も課題として挙げられる．
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Appendix A

設計された制御器の詳細

3.2.2章の式 (3.14)において省略した部分を補足として記載する．γ(η, η̇, u, u̇, ü)
は

γ(η, η̇, u, u̇, ü) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γx

γy

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

γx =γxφ̇ + γxθ̇ + γxψ̇ + γxu̇ + γxü,

γy =γyφ̇ + γyθ̇ + γyψ̇ + γyu̇ + γyü

と表される．ここで，それぞれの項について以下に示す．

γxφ̇ =
φ̇

m Cφ
3 Cθ

2

(
u̇Cφ S ψ Cθ + uθ̇Cφ S ψ S θ

+ uψ̇Cφ CψCθ + 2 uφ̇ S φ S ψCθ
)

γxθ̇ =
θ̇

mCφ
2Cθ

2

{
u̇(S φS ψS θ +CφCψ)CφCθ

+ uθ̇(S φS ψS θ
2 +CφCψS θ + S φS ψ)Cφ

+ u(ψ̇CφS φCψ + φ̇S ψ)CθS θ − uψ̇Cφ
2S ψCθ

}

γxψ̇ =
ψ̇

mCφ
2Cθ

2

{
u̇(CφS ψS θ − S φCψ)CφCθ

+ uθ̇(S ψ − S φCψS θ)Cφ + uψ̇Cφ
2CψCθS θ

+ u(ψ̇CφS φS ψ − φ̇Cψ)Cθ
}

γxu̇ =
u̇

mCφ
2Cθ

2

{
θ̇(S φS ψS θ +CφCψ)Cφ

− ψ̇Cφ
2S ψCθS θ + (ψ̇CφS φCψ + φ̇S ψ)Cθ

}

γxü =
ü
(
CφCψS θ + S φS ψ

)

mCφCθ
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γyφ̇ =
φ̇

mCφ
3Cθ

2

{
u̇CφCψCθ + uθ̇CφCψS θ

+ (2uφ̇S φCψ − uψ̇CφS ψ)Cθ
}

γyθ̇ =
θ̇

mCφ
2Cθ

3

{
u̇(S φCψS θ +CφS ψ)CφCθ

+ θ̇(uS φCψS θ
2 + 2uCφS ψS θ + uS φCψ)Cφ

+ (uφ̇Cψ − uψ̇CφS φS ψ)CθS θ + uψ̇Cφ
2CψCθ

}

γyψ̇ =
ψ̇

mCφ
2Cθ

2

{
u̇(CφCψS θ − S φS ψ)CφCθ

+ θ̇(uCφCψ − uS φS ψS θ)Cφ − uψ̇Cφ
2S ψCθS θ

+ (−uψ̇CφS φCψ − uφ̇S ψ)Cθ
}

γyu̇ =
u̇

mCφ
2Cθ

2

{
θ̇(S φCψS θ +CφS ψ)Cφ

+ ψ̇Cφ
2CψCθS θ + (φ̇Cψ − ψ̇CφS φS ψ)Cθ

}

γyü =
ü
(
CφS ψS θ + S φCψ

)

mCφCθ
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Appendix B

定理の証明

3.3節において示した定理の証明を記載する．
Proof of Theorem 1制御入力 u = D−1(u0 + u1)は (3.29)および (3.30)により与えら
れ，以下の方程式:

ṡ =Cė

=CAe +CB(I + ∆D)Du +CB(F + ∆F − R)

=CB∆Du0 +CB∆F − k
2

s

− ρCB(I + ∆D)sgn(s)

(B.1)

を得る．到達条件 (3.28)において ṡを ( B.1)により置き換えることにより，

zT∆Du0 + zT∆F − ρzT (I + ∆D)sgn(s) ≤ 0 (B.2)

を得る．sと zの各要素の符号は一致するので，

∥z∥∞∥∆D∥∞∥u0∥∞ + ∥z∥∞∥∆F∥∞
− ρ(∥z∥1 − ∥z∥∞∥∆Dsgn(s)∥∞) ≤ 0

を満たせば ( B.2)を満たす．これを ρについて整理して，

ρ ≥ ∥∆D∥∞∥u0∥∞ + ∥∆F∥∞
∥z∥1/∥z∥∞ − ∥∆Dsgn(s)∥∞

を得る．分子について ∥∆D∥∞∥u0∥∞ + ∥∆F∥∞ < ϵ∥u0∥∞ + δであり，また分母につい
て，∥z∥1/∥z∥∞ − ∥∆Dsgn(s)∥∞ > ∥z∥1/∥z∥∞ − ϵであるので，到達条件 (3.28)を満たす．
よって本定理は証明された． !

Proof of Corollary 3境界層 S µ中の ∥s∥ ≤ µから，−µ ≤ si ≤ µと書き換えられる．
式 (3.25), (3.26)および (3.27)から，以下の関係を得る:

−µ ≤ ωi(ci
ri−1λ

ri−1
i ei

ri
+ · · · + ci

1λiei
2 + ci

0ei
1) ≤ µ.
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両辺に eλit/ωiの乗算を取ることで，

− µ
ωi

eλit ≤ dri−1

dtri−1

(
ei

1eλit
)
≤ µ
ωi

eλit

が得られる．[33]中の Theorem 2と同様の方法で，定理の証明を得る． !

Proof of Theorem 2 ρ = 0において，

ṡ =Cė

=CAe +CB(I + ∆D)Du +CB(F + ∆F − R)

=CB∆Du0 +CB∆F − k
2

s

であるので，V = sT s/2として，V̇は

V̇ = sTCB∆Du + sTCB∆F − k
2

sT s

となる．これを用いて，

ū = u +
k
2

(CB)−1s = −(CB)−1CAe − F + R

として，

V̇ =sTCB∆D(ū − k
2

(CB)−1s)

+ sTCB∆F − k
2

sT s

≤∥s∥2∥CB∥∞ (∥∆D∥∞∥ū∥∞ + ∥∆F∥∞)

+
k
2
∥s∥22(∥CB∥∞∥(CB)−1∥∞∥∆D∥∞ − 1)

を得る．これより，

∥CB∥∞ (∥∆D∥∞∥ū∥∞ + ∥∆F∥∞)

+
k
2
∥s∥2(∥CB∥∞∥(CB)−1∥∞∥∆D∥∞ − 1) < 0

であれば V̇ < 0を満たし，∥s∥2について整理することで，

∥s∥2 >
2
k
∥CB∥∞(∥∆D∥∞∥û∥∞ + ∥∆F∥∞)
1 − ∥CB∥∞∥(CB)−1∥∞∥∆D∥∞

を得る．有界な µが得られれば，∥s∥2 > µにおいて V̇ < 0が得られ，∥s∥2 ≤ µで
表される境界層へ到達することがわかる．系 3を用いることで，各状態が
収束する矩形が得られる． !
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