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Abstract

　最近、孤立した量子多体系の非平衡ダイナミクスが活発に研究されている。特に、外
部変数を急変化させた後の量子系の時間発展を、量子クエンチ（quantum quench) とよぶ。
７０年代にMcCoy 達により可解系で量子クエンチが議論されたが、最近冷却原子系の実験
等に刺激され、再び注目されている。　
孤立量子系のダイナミクスは、量子統計力学の基礎の視点からも興味深い。量子多体系

の純粋状態を任意に与えると、ほとんどの場合、その状態に関する物理量の期待値は、平
衡値に非常に近い値に近づくことが、最近再発見された。量子状態の典型性 (typicality) の
視点である。さらに、与えられた純粋状態のユニタリな時間発展の中で、局所演算子の期
待値は平衡状態のアンサンブル平均値に収束する、と予想されている。このときエントロ
ピーは全く変化しないが、しかし、緩和のような振る舞いが見られる。
３日間の講義では最初に、可積分量子系の例を紹介し、デルタ関数型ポテンシャルで相

互作用する１次元ボース気体に対してベーテ仮設の方法を説明する。次に、ホール励起な
ど典型的な素励起を詳しく解説する。さらに、低励起スペクトルでの系の振る舞いとＣＦ
Ｔとの対応の概略をスケッチする。量子多体問題の様々な手法が可積分量子系で具体的に
実現される点が教育的であると思われる。さらに、代数的べーテ仮設を説明し、スラブノ
フ公式など演算子の期待値や形状因子を求めるに役立つ定理を解説する。そして、１次元
ボース気体やＸＸＸ鎖等での最近の結果を紹介する。　

講義内容の目次：

• １．可積分量子系の例：１次元ハイゼンベルグ模型（ＸＸＸ鎖）、１次元ボース気体、
１次元ハバード模型

• ２．１次元ボース気体の厳密解の波動関数に対するベーテ仮設の方法：完全性
• ３．１次元ボース気体（およびＸＸＸ鎖）の素励起スペクトルと共形場理論（ＣＦＴ）
• ４．代数的ベーテ仮設法の基礎と様々な応用：　転送行列からハミルトニアンの導出；
形状因子公式と量子逆散乱問題公式

• ５．孤立量子可解系の非平衡ダイナミクスと量子状態の典型性
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1 はじめに
物理学で可解模型を研究する意義について少し説明してみたい。物理系で相互作用の効果
を調べるとき、何かはっきりした解析的な結果が導かれるとそれは一つの目安となり、その
物理的意味を理解することが容易になるであろう。例えば、磁性体の相転移の臨界現象の研
究において、２次元イジング模型が果した役割がその典型である。すなわち、厳密解は相
互作用する物理系の自明でない振る舞いを理解する上で手掛かりの一つとなる場合がある。
例えば、本講義で解説する可解模型には、基底状態からの低励起スペクトルにおいて

ギャップレスの励起が存在するパラメター領域がある。そこでは相関関数がべき的に減衰す
るなど、絶対零度ではあるが相転移の臨界現象と似たような振る舞いが出現する [1, 2, 3, 4]。
システムサイズ L を大きくするときに励起エネルギーの大きさがその逆数 1/Lに比例して
小さくなり、さらに線形分散関係が成立する場合、系のゆらぎの振る舞いはスケール不変性
を一般化する共形不変性を示す場の理論（共形場の理論）[2]で記述され、相関関数のべき
的振る舞いにおける臨界指数などが共形場の理論によって説明できる例が、経験的に知ら
れている。最近、量子ＸＸＺ鎖など代表的な可積分量子系において、相関関数のべき的振
る舞いが代数的ベーテ仮設を用いてほぼ厳密に導出された [5]。物性物理では、c = 1の共
形場の理論で記述される量子系は朝永・ラッティンジャー流体と呼ばれる。
最近の例では量子クエンチなど量子多体系の時間発展に関して、量子系が可積分である

場合にその多体効果が厳密に調べられている [6]。ちなみに、共形場理論の視点でも孤立量
子系のダイナミクスが議論されている [7]。ただし、実験系と対応する有限系のダイナミク
スでは分散関係の非線形性が重要となり、通常のラッティンジャー流体では記述できない
[8]。この場合には直接、可積分量子系を研究する方が分かり易いであろう。このように、可
解模型は量子多体系のダイナミクスを理解する上でも重要となる可能性がある。
一般に、量子多体系を物理学の枠組みの中で理解する上で、素励起や繰り込み群の考え

方が役に立つ場合が多い。量子臨界現象でもこの二つは重要である。例えば、繰り込み群
はスケール不変性あるいは共形不変性に対応する。可積分模型の理論を追うと技術的な側
面が印象付けられるかもしれないが、しかし、さらに踏み込んで可解模型で記述される物
理現象を理解するためには、一般的な量子多体系で役立つ見方の応用も重要である。
ただし、量子クエンチや非平衡ダイナミクスなど最近の発展を眺めていると、新しい素

材も出現しつつあり、素励起や繰り込み群など従来の枠組みだけでは把握しきれない面も
感じられる。内容的に新しい要素が加わって来ていると言える。
この講義では可積分量子系の理論を展開するが、量子多体系で重要な素励起や繰り込み

など基本的な重要概念が応用される実例と位置づけ、物性物理学の基本の理解を試みる [9]。
さらに最近取り扱いが可能となってきた量子多体系の非平衡ダイナミクスに関しても説明
し、今後の学問的発展を担う多くの若手研究者に、未来を展望する材料を提供することを
目標としたい。

2 可積分量子系の例

2.1 １次元量子ハイゼンベルグ模型 – 量子スピン系の厳密解
ハイゼンベルグ (Heisenberg)模型は、磁石を量子力学的に説明するために導入された模型
の一つである。絶縁体の磁性を微視的に記述するためのもので、各格子点上に本来は電子に
由来するスピン角運動量演算子 Sが定義されている。格子点 j 上のスピン角運動量変数を
Sj と表す。そして、隣接する格子点上の電子の波動関数が重なるため、隣接する格子点上
のスピン変数の間に交換相互作用がはたらくと考える。次のハミルトニアンで定義される。

H = −2J
∑

<j,k>

Sj · Sk (2.1)
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ここで記号 < j, k >は格子点 j と k が互いに隣接する格子点であることを表し、和は全て
の隣接する格子点のペアに関して足し合わせるものとする。そして、スピン 1/2 のスピン
角運動量演算子 Sは、各成分がパウリ行列 σx, σy, σz で与えられるベクトルを表す。

Sj = (SX
j , S

Y
j , S

Z
j ) = (

1

2
σxj ,

1

2
σyj ,

1

2
σzj ) . (2.2)

簡単のため、h̄ = 1 とおいた。パウリ行列と２行２列の単位行列 I は、以下で与えられる。

σX =

(
0 1
1 0

)
, σY =

(
0 −i
i 0

)
, σZ =

(
1 0
0 −1

)
, I =

(
1 0
0 1

)
. (2.3)

ハイゼンベルグ模型のハミルトニアン (2.1) において結合定数 J が正のとき（J > 0）、
基底状態は強磁性的となる。一方、J が負の場合、 反強磁性的になる。このとき、反強磁
性ハイゼンベルグ模型とよぶ。
この模型 (2.1)をハイゼンベルグ模型と呼ぶのは、ハイゼンベルグが強磁性の微視的原

因として隣り合う原子上の電子の波動関数の交換積分を考察したことに由来する。ただし、
S⃗j · S⃗k というスピン変数同士の結合を数式で表したのはDirac である。電子の波動関数の
重なりから交換積分 J を導くことは、磁性の教科書を参照のこと [10]。
１次元格子上のハイゼンベルグ模型のハミルトニアンを考えよう。周期的境界条件SN+1 =

S1 を仮定する。

HXXX = −J
N∑
j=1

Sj · Sj+1

= −J
N∑
j=1

(
SX
j S

X
j+1 + SY

j S
Y
j+1 + SZ

j S
Z
j+1

)
. (2.4)

１次元系の場合、量子ハイゼンベルグ模型では反強磁性の場合を取り扱うことが多い。
１次元の場合に、格子点 j の上のスピン演算子 Sj に関して補足する。単位行列 I の n

重のテンソル積を、I⊗nと表そう。すると、j 番目の格子点上のパウリ行列 σXj は、次のよ
うに表される。

σXj =

j−1︷ ︸︸ ︷
I ⊗ · · · ⊗ I ⊗σX ⊗

N−j︷ ︸︸ ︷
I ⊗ · · · ⊗ I = I⊗(j−1) ⊗ σX ⊗ I⊗(N−j) (2.5)

１次元反強磁性XXX模型（量子ハイゼンベルグ模型）の特徴として、以下のような事
柄が挙げられる。ただし簡単のため、格子点数N は偶数とする。

• 基底状態は全スピン０（S = 0）、量子揺らぎあり（古典的ネール状態でない）

• 基底状態は臨界状態、ギャップなし
• 励起状態はスピノン (spinon) という「キンク解」

2.2 異方性をもつ可解量子スピン鎖の例
量子ハイゼンベルグ模型 (2.4) のスピン変数の結合は等方的で、ハミルトニアンには回転対
称性が存在する。一方、回転対称性を壊すような異方的な結合定数が存在すると、結合定
数の値に応じて基底状態が変化する場合がある。（これを量子相転移という。）
等方的な量子ハイゼンベルグ模型を量子 XXX模型（あるいは簡単に XXX模型）、そ

して Z 軸方向のスピン変数の結合定数が他成分と異なる模型を量子 XXZ 模型（あるいは
XXZ模型）とよぶ。つまりXXZ 模型ではX 成分と Y 成分の結合定数は同じで Z 成分の
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結合定数だけ異なる。この１次元異方的ハイゼンベルグ模型（あるいは量子ＸＸＺ鎖とよ
ぶ）のハミルトニアンは、しばしば以下のように表される [3]。

HXXZ = −J
N∑
ℓ=1

(
SX
ℓ S

X
ℓ+1 + SY

ℓ S
Y
ℓ+1 +∆SZ

ℓ S
Z
ℓ+1

)
, where S⃗N+1 = S⃗1. (2.6)

ここで変数∆ は異方性を表す変数であり、その値に応じて基底状態は異なる。|∆| ≤ 1 の場
合、励起スペクトルにギャップがなく、基底状態は量子的な臨界状態であると考えられる。
一方、|∆| > 1 の場合、励起スペクトルにはギャップが存在する。　
異方的ハイゼンベルグ模型をさらに一般化して、XYZ 全ての方向の結合定数が異なる

模型を XYZ 模型とよぶ。そして１次元 XYZ 模型のハミルトニアンは以下に与えられる。

HXY Z = −
N∑
ℓ=1

(
JXS

X
ℓ S

X
ℓ+1 + JY S

Y
ℓ S

Y
ℓ+1 + JZS

Z
ℓ S

Z
ℓ+1

)
, where S⃗N+1 = S⃗1. (2.7)

ここで XXZ 模型は　 JX = JY = J, JZ = J∆ の場合に対応する。１次元XYZ模型の基底
状態はその結合定数 JX , JY , JZ に依存するが、詳細になるのでここでは省略する。
量子ＸＸＺ鎖を１次元異方的ハイゼンベルグ模型とよんだ。しかし量子力学的に考える

と、ＸＸＺ結合は回転対称性（あるいは SU(2)対称性）を持たないため、本来の量子力学
的スピン変数の異方的な相互作用とみなすことは難しい。このため、量子ＸＸＺ鎖のスピ
ンを擬スピンとよぶこともある。実際、結晶場以外の効果で回転対称性を破るような相互
作用をスピン変数の間に摂動効果として導くことは容易でなく、かなり複雑な物質でない
と実現できない。量子ＸＸＺ鎖を１次元異方的ハイゼンベルグ模型ともよぶのは、この模
型が何らかの意味での異方性を示す一方、可解で厳密な解析が可能であるからなのである。

2.3 デルタ関数型ポテンシャルで相互作用する１次元粒子の量子系

2.3.1 Lieb-Liniger 模型：相互作用する１次元ボース粒子系

相互作用する量子力学的粒子系の最も簡単な例 [11]として、デルタ関数型ポテンシャルで相
互作用する１次元ボース粒子の系を考える。次のハミルトニアンで記述される１次元ボー
ス粒子系を、リープ・リニガー模型 (Lieb-Linger模型、LL模型と略す)とよぶ [12, 13]。

HLL = −
N∑
j=1

∂2

∂x2j
+

N∑
j,k=1

c δ(xj − xk) (2.8)

こでボース粒子の質量をmとするとき、2m = 1 および h̄ = 1 となる単位系を採用した。
１次元系の長さを L とし、周期的境界条件を課す。波動関数は粒子の座標の置換に関して
完全対称とする。
波動関数に対する条件を具体的に書いてみよう。N 個のボース粒子の座標をそれぞれ

x1, x2, . . ., xN と表す。系の長さは L なのでその範囲を、0 ≤ xj ≤ L とする。量子統計性
より、全体の波動関数Ψ(x1, . . . , xN ) は座標の置換に関して完全対称でなければならない。

Ψ(· · · , xj , xℓ, · · ·) = Ψ(· · · , xℓ, xj , · · ·) for j ̸= ℓ (2.9)

さらに周期的境界条件を満たさなければならない。

Ψ(x1, · · · , xj + L, · · · , xN ) = Ψ(x1, · · · , xj , · · · , xN ) (2.10)

３節でベーテ仮設に基づいて波動関数を導く。実は、粒子間相互作用が斥力の場合、す
なわち c > 0 のとき、デルタ関数型ポテンシャルで相互作用する１次元ボース粒子の系に
おいて、ベーテ固有状態の完全性が証明されている [14, 15]。すなわち、最初は波動関数を
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仮定して出発するが、最終的には完全性が示される。この結果、少なくとも斥力 (c > 0) の
場合、ベーテ仮設波動関数の他に解を探す必要はない。
結合定数 cが無限大の極限で記述される量子系を、Tonks-Girardeau(TG)気体とよぶ

[11]。１次元系の場合、散乱効果は散乱長で良く近似されるので、粒子間相互作用が単純な
デルタ関数型ポテンシャルであっても現実的な系の性質を表すことができる [16]。ＬＬ模型
もＴＧ気体も冷却原子系で実現されるような可積分量子系である。このため、ＬＬ模型を
１次元ボース気体の模型と考え、１次元ボース気体の厳密解とよぶことができる。

2.3.2 デルタ関数型ポテンシャルで相互作用する１次元フェルミ粒子の系

M. Gaudinと C.N. Yang によって独立に、１次元周期系の中をデルタ関数で相互作用する
スピン 1/2 のフェルミ粒子系の厳密解が求められた [17, 18]。スピン 1/2 のフェルミ粒子を
電子とみなすと、電子系の厳密解と解釈できる。

2.4 １次元ハバード模型 – 強相関電子系の厳密解
１次元ハバード模型の厳密解 [19]は、デルタ関数型相互作用ポテンシャルを持つ１次元中
のスピン 1/2 のフェルミ粒子系に対するベーテ仮設を拡張とみなすと理解しやすいであろ
う。ハバード模型は、格子に強く束縛された電子模型から出発してホッピング（飛び移り）
とクーロン相互作用を取り入れた模型なので、遷移金属などの電子系の模型とみなすこと
ができる [20]。
周期的な１次元格子鎖の各格子点上に原子が位置し、その原子にほぼ局在した電子状態

が存在すると仮定する。電子状態としてはワニアー波動関数を考える。電子は上向きか下
向きのスピンを持ち、各原子において上向き（下向き）の電子は一個しか存在できないと
する。つまりパウリの排他律である。（バンドは一個ということ）このとき、格子点 j上に
スピン σ を持つ電子を生成する演算子（消滅させる演算子）を c†j,σ （cj,σ ）とする。これ
らはフェルミオン演算子であり、反交換関係を満たす。隣接する格子点上の電子の波動関数
は互いに少しだけ重なり、このため電子は最近接格子点へ移動できると考える。さらに電子
間にはクーロン力に由来する相互作用が作用する。ただし局在電子状態（実はワニアー波
動関数）から出発するので、同じ格子点を占有する電子同士の間にしか電子間相互作用が
存在しないと仮定できる。隣接する電子の波動関数の重なりは小さく、電子間相互作用も非
常に小さい。この結果、同一の格子点に上向きスピンと下向きスピンの電子が一個ずつ存
在する場合だけ、電子間相互作用が出現する。
１次元ハバード模型のハミルトニアンは、以下のように与えられる。

HHubbard = −t
L∑

j=1

∑
σ=↑,↓

(
c†j,σcj+1,σ + c†j+1,σcj,σ

)
+ U

L∑
j=1

nj,↑nj,↓ (2.11)

ここで格子点の総数は L とする。周期的境界条件は、cL+1,σ = c1,σ および c†L+1,σ = c†1,σで
与えられる。そして結合定数は、4tはバンド幅に対応し、ハバード結合定数 U は電子間の
クーロン力に対応する。nj,σ = c†j,σcj,σ は j番目の格子点上のスピン σ をもつ電子数を表す。
１次元ハバード模型の特徴としては、以下のような事柄が挙げられる。

• ハバード結合定数が斥力的のとき（U > 0）、ハーフフィリングでモット絶縁体を実現
する

• スピン自由度と電荷自由度が分離（スピノン励起、ホロン励起）
• ハバード結合定数が引力的のとき（U < 0)、スピンギャップが存在する

１次元ハバード模型のスピン部分のスペクトルは１次元反強磁性量子ハイゼンベルグ模
型と細かい点を除けばほぼ同じである。ちなみに、ハバード結合定数が大きい場合には摂動
論を用いて、ハバード模型から反強磁性ハイゼンベルグ模型が導かれることは良く知られて
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いる [21]。１次元ハバード模型の低励起スペクトルは共形場理論あるいは朝永・ラッチィン
ジャー流体を実現する。系の大きさ L が十分に大きい場合、電荷ギャップ励起状態も含め
てスピン自由度と電荷自由度の分離が成立する。共形場理論および朝永・ラッティンジャー
流体では励起エネルギーの線形分散関係はその前提であるが、電荷ギャップ励起状態では線
形分散関係は成立しない。しかしその場合でも、１次元ハバード模型ではスピン・電荷分離
が実現している [4, 22] 。

3 １次元ボース気体の厳密解

3.1 波動関数に対するベーテ仮設法

3.1.1 対称群

n 個の正整数 1, 2, . . . , n の列を一つ考える。これを n 個の正整数 1, 2, . . . , n の順列とよぶ。
これを p1, p2, . . . , pnと表す。整数 1, 2, . . . , nに対して、それぞれ順列 p1, p2, . . . , pnの整数
を対応させる写像を、置換とよび、次の記号で表す。

P =

(
1 2 · · · n
p1 p2 · · · pn

)
(3.1)

すなわち P (j) = pj (j = 1, 2, . . . , n)　である。以後、P (j) を Pjとも表す。
整数 1, 2, . . . , n の置換全体は、群をつくる。これを n 次の対称群とよび、記号 Sn で表

す。単位元を e と表す。
二つの整数 j と kのみを交換し他の整数は動かさない置換を互換とよび、記号 (j, k) で

表す。特に、隣り合う整数 j と j + 1 の互換を、記号 πj で表す。すなわち、

πj = (j, j + 1) (3.2)

である。次の定理が数学で証明されている [23]。

Theorem 3.1 n 次の対称群は次の定義関係式を満たす n− 1 個の演算子 π1, . . . , πn−1 で
生成される。

π2j = e, for j = 1, 2, . . . , n− 1, (3.3)

πjπj+1πj = πj+1πjπj+1, for j = 1, 2, . . . , n− 2 . (3.4)

この定理から、次のことが読み取れる。一つは、任意の置換は互換 πj の積として表さ
れること、もう一つは、互換 πj 達の積が二つ与えられ、どちらも同じ置換を表すとき、関
係式 (3.4) を用いて必ず一方から他方を導出できること、である。後者はすなわち、与えら
れた置換を互換 πj の積として表す際の不定性は、関係式 (3.4) を用いた変形で尽くされる、
ということを意味する。可解模型では、関係式 (3.4) はYang-Baxter 方程式に対応する。

3.1.2 一般の座標領域に対して定義された波動関数

波動関数の構成方法を説明する。最初に、固有値方程式（時間に依存しないシュレーディン
ガ―方程式）

−
N∑
j=1

∂2

∂x2j
Ψ(x1, . . . , xN ) + 2c

N∑
j<ℓ

δ(xj − xℓ)Ψ(x1, . . . , xN ) = EΨ(x1, . . . , xN ) (3.5)

において、二つの粒子の座標が一致しない場合、左辺は自由粒子のハミルトニアンと同じ
である。そこで、粒子の座標が互いにどれも異なる場合には自由粒子の波動関数が対応し、
二つの粒子の座標が一致する場合にのみ、相互作用の効果を考えれば良い。
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粒子の座標 x1, . . . , xN を任意に与え、これらを小さい順番にならべる。このとき、ある
置換Qを用いて、xQ1 ≤ · · · ≤ xQN と小さい方から順番に並べることができる。逆に、座
標 xj の間に不等式 xQ1 < xQ2 < · · · < xQN が成り立つようなN 次元空間の領域を考える
と、順列Q1, Q2, . . . , QN あるいは置換Q を用いてこの領域に名前をつけることができる。
そしてこの置換Q に対応する領域を、領域Q とよぶ。
こうして、置換Q に対応する領域Q で粒子座標 xj は次を満たす。

xQ1 ≤ xQ2 ≤ · · · ≤ xQN (3.6)

この領域の波動関数を ΨQ1,Q2,...,QN (x1, . . . , xN )あるいは ΨQ(x1, . . . , xN )と表す。すなわ
ち、全体の波動関数Ψ(x1, . . . , xN )は, 領域Qでは、

Ψ(x1, . . . , xN ) = ΨQ(x1, . . . , xN ) (3.7)

と表される。
例えばN = 3　の場合、x2 < x1 < x3となる領域に対して、順列 213 を対応させる。

そして、置換Q はQ1 = 2, Q2 = 1, Q3 = 3より、以下のように与えられる。

Q =

(
1 2 3
Q1 Q2 Q3

)
=

(
1 2 3
2 1 3

)
(3.8)

波動関数に対するベーテ仮設法では、領域Qでの波動関数ΨQ(x1, . . . , xN )を次のよう
に仮定する。

ΨQ1,Q2,...,QN (x1, . . . , xN ) =
∑

P∈SN

AP (Q) exp

i N∑
j=1

kPjxQj

 . (3.9)

後で示すように、振幅AP は領域の間の接続条件が成り立つように定めることができる。さ
らに、擬運動量 kj は周期的境界条件 (2.10)を満たすように kj 定めることができる。
以上をまとめる。粒子数がN の場合、座標の全定義域は全部でN ! 個の領域に分かれ、

それぞれに置換Q が対応する。そして、各領域ごとに波動関数ΨQ(x1, . . . , xN ) を定義し、
それらの間の接続条件を満たすように全体の波動関数を構成する。（振幅AP を定める。）　
そして、さらに波動関数が周期的境界条件 (2.10)を満たすようにする。（擬運動量 kj の値
を定める。）

3.1.3 N=2の場合

各領域で定義された波動関数
２粒子の場合の波動関数Ψ(x1, x2) は、領域 x1 < x2に対する波動関数Ψ12(x1, x2)と領

域 x2 < x1に対する波動関数Ψ21(x1, x2)の二つの波動関数を導入して定義する。

Ψ(x1, x2) =

{
Ψ12(x1, x2) for x1 < x2
Ψ21(x1, x2) for x2 < x1

(3.10)

そして、x1 < x2の領域では波動関数Ψ(x1, x2) は次式で与えられ、

Ψ12(x1, x2) = A12(12) exp (i(k1x1 + k2x2)) +A21(12) exp (i(k2x1 + k1x2)) (3.11)

x2 < x1の領域では波動関数Ψ(x1, x2) は次式で与えられる。

Ψ21(x1, x2) = A12(21) exp (i(k1x2 + k2x1)) +A21(21) exp (i(k2x2 + k1x1)) (3.12)
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波動関数の完全対称性
ボース・アインシュタイン統計のために、波動関数は座標の置換に対して対称となる。

Ψ(x1, x2) = Ψ(x2, x1) (3.13)

x1 < x2 のとき、この条件はΨ12(x1, x2) = Ψ21(x2, x1)と表され、振幅に対する次の関係式
が導かれる。

A12(12) exp (i(k1x1 + k2x2)) +A21(12) exp (i(k2x1 + k1x2))

= A12(21) exp (i(k1x1 + k2x2)) +A21(21) exp (i(k2x1 + k1x2)) (3.14)

これから次が導かれる。

A12(12) = A12(21) , A21(12) = A21(21) (3.15)

この結果、振幅AP (Q) は領域Qに依存せず、置換 P のみで決まる。これをAP と表そう。
N = 2 の場合のこの結論は、一般のN 粒子の場合にも成り立つことが後で示される。

領域の境界における波動関数の連続性
領域の境界 x1 = x2 における波動関数の連続性の条件を考えよう。波動関数が座標の置

換に関して完全対称であり、さらにどの領域でも波動関数がその内部で連続であれば、異な
る領域との境界において、波動関数は連続であることが導かれる。このため、振幅に関す
る条件 (3.15) が成り立てば、波動関数は境界において連続であることが導かれる。
実際、各領域で波動関数が連続であれば、x1 < x2 のときに x1 を増加させて x2 に近づ

ける極限は Ψ12(x2, x2)を与える。そこでボース・アインシュタイン統計性から、x1 < x2
のときΨ12(x1, x2) = Ψ21(x2, x1) であるので、

lim
x1→x2;x1<x2

Ψ12(x1, x2) = lim
x1→x2;x1<x2

Ψ21(x2, x1) = Ψ21(x2, x2) (3.16)

よりΨ12(x2, x2) = Ψ21(x2, x2)が成り立つ。波動関数は領域 12 と 21 の境界で連続である。

領域の間での波動関数の接続条件の導出
N = 2 の場合、次のハミルトニアンを考える。

HLL = − ∂2

∂x1
2 − ∂2

∂x2
2 + 2c δ(x1 − x2) (3.17)

これに対して、固有値方程式 (3.5)が成り立つ。

− ∂2

∂x1
2Ψ(x1, x2)−

∂2

∂x2
2Ψ(x1, x2) + 2c δ(x1 − x2)Ψ(x1, x2) = EΨ(x1, x2) (3.18)

粒子２の座標をはさむ微小な区間 [x2 − ϵ, x2 + ϵ]において、固有値方程式を座標 x1に関し
て積分する。 ∫ x2+ϵ

x2−ϵ
HLLΨ(x1, x2)dx1 =

∫ x2+ϵ

x2−ϵ
EΨ(x1, x2) = O(ϵ) (3.19)

右辺は任意の小数 ϵ に対して小さな数となるので、ゼロとおける。

∫ x2+ϵ

x2−ϵ

∂2

∂x21
Ψ(x1, x2)dx1 =

[
∂

∂x1
Ψ(x1, x2)

]x2+ϵ

x2−ϵ

=
∂

∂x1
Ψ(x1, x2)

∣∣∣∣
x2+ϵ

− ∂

∂x1
Ψ(x1, x2)

∣∣∣∣
x2−ϵ

=
∂

∂x1
Ψ21(x1, x2)

∣∣∣∣
x2

− ∂

∂x1
Ψ12(x1, x2)

∣∣∣∣
x2

(3.20)

物性研究・電子版　Vol. 4, No. 1, 041204 （2015年2月号）《講義ノート》



ここで重心座標X と相対座標 x をそれぞれ、X = (x1 + x2) /2 および x = x1 − x2 と
定めよう。 逆に解くと次のようになる。

x1 = X + x/2 , x2 = X − x/2 (3.21)

ここで変数 sを用いて変数 x1 を表し、さらに座標変換 (3.21)を行う。すなわち、x1(s) =
x1(X(s), x(s)) とする。このとき次が成り立つ。

dx1
ds

=
∂x1
∂X

dX

ds
+
∂x1
∂x

dx

ds
(3.22)

変数 x1 に関する積分を変数 s に関する積分に変換し、それをX と x の積分に戻す。∫ x1(B)

x1(A)
f(x1)dx1 =

∫ sB

sA

f(x1(s))
dx1
ds

ds

=

∫ sB

sA

f(x1)

(
∂x1
∂X

dX

ds
+
∂x1
∂x

dx

ds

)
ds

=

∫ XB

XA

f(x1)dX +

∫ xB

xA

f(x1)dx (3.23)

ここで x1 = x1(A) と x1 = x1(B)に対応する変数 s の値をそれぞれ sA および sB とし、変
数X と xの値をそれぞれXA とXB、さらに xA と xBとする。すなわち、XA = X(s(A)),
XB = X(s(B)) および xA = x(s(A))xB = x(s(B)) である。こうして次式が導かれる。∫ x2+ϵ

x2−ϵ
2c δ(x1 − x2)Ψ(x1, x2)dx1

=

∫ ϵ

−ϵ
2c δ(x)Ψ(X + x/2, x2)

1

2
dx+

∫ x2+ϵ/2

x2−ϵ/2
2c δ(x)Ψ(X + x/2, x2)dX

=

∫ ϵ

−ϵ
c δ(x)Ψ(X + x/2, x2)dx+O(ϵ)

= cΨ(x2, x2) +O(ϵ) . (3.24)

よって、次の接続条件が導かれる。

∂

∂x1
Ψ(x1, x2)

∣∣∣∣
x2+ϵ

− ∂

∂x1
Ψ(x1, x2)

∣∣∣∣
x2−ϵ

= cΨ(x2, x2) (3.25)

あるいは各領域で定義される波動関数を用いて、次のようにあらわされる。

∂

∂x1
Ψ21(x1, x2)

∣∣∣∣
x2

− ∂

∂x1
Ψ12(x1, x2)

∣∣∣∣
x2

= cΨ(x2, x2) (3.26)

ここで x1 = x2 + ϵ ならば x2 < x1 であり領域 (Q1, Q2) = (2, 1)に属し、一方 x1 = x2 − ϵ
ならば x1 < x2 であり領域 (Q1, Q2) = (1, 2)に属することに注意する。
接続条件 (3.26) は、N = 2の場合のシュレーディンガ―方程式を相対座標と重心座標に

分離し、相対座標に関して積分することによって導くこともできる。おそらく量子力学の解
法としては、その方法の方が普通であろう。ただし上の方法は、一般のN 体の場合の接続
条件を導くのが見易いという利点がある。

接続条件を満たす振幅
領域 (12) と領域 (21)で定義された波動関数は、それぞれ次のように表される。

Ψ12(x1, x2) = A12e
i(k1x1+k2x2) +A21e

i(k2x1+k1x2) , for x1 < x2 ,

Ψ21(x1, x2) = A12e
i(k1x2+k2x1) +A21e

i(k2x2+k1x1) , for x2 < x1 . (3.27)
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これらを微分すると、次の関係式が導かれる。

∂

∂x1
Ψ21(x1, x2)

∣∣∣∣
x2

− ∂

∂x1
Ψ12(x1, x2)

∣∣∣∣
x2

= i (k2A12 + k1A21) e
i(k1+k2)x2 − i (k1A12 + k2A21) e

i(k1+k2)x2

= i (k1 − k2) (−A12 +A21) e
i(k1+k2)x2 . (3.28)

領域 (12)と (21)の境界で波動関数はすでに連続なので、座標 x1 を座標 x2 に近づけると
(x1 → x2) 次が導かれる。

Ψ12(x2, x2) = (A12 +A21) e
i(k1+k2)x2 (3.29)

これらを接続条件に代入すると次式が導かれる。

i (k1 − k2) (−A12 +A21) = c (A12 +A21) . (3.30)

よって、振幅に対する次の関係式が導かれる。以後、右辺を S12 と表す。

A21

A12
=
k1 − k2 − ic

k1 − k2 + ic
(3.31)

S12はスカラー量ではあるが、Ｓ行列とよぶことができる。 一般の場合、次で定義する。

Sjℓ =
kj − kℓ − ic

kj − kℓ + ic
(3.32)

添字 jと ℓは擬運動量 kjと kℓを表し、j行 ℓ列を意味しない。((3.31)式はA21/A12 = S12。)

周期的境界条件
0 ≤ x1 < x2 ≤ Lのとき、x2 < x1 +L　となるので、座標 (x

′
1, x

′
2) = (x1 +L, x2) は領

域 (21)に属する。 よって、次式を得る。

Ψ21(x1 + L, x2) = A12e
i(k1x2+k2x1+k2L) +A21e

i(k2x2+k1x1+k1L)

= eik1LA21e
i(k1x1+k2x2) + eik2LA12e

i(k2x1+k1x2) (3.33)

よって、Ψ12(x1, x2) = Ψ21(x2, x1 +L) が条件を満たす任意の座標に対して成り立つ必要十
分条件は次で与えられる。

A12 = eik1LA21 , A21 = eik2LA12 (3.34)

よって接続条件から、次式が導かれる。

eik1L =
A12

A21
= S21 =

k2 − k1 − ic

k2 − k1 + ic
=
k1 − k2 + ic

k1 − k2 − ic
,

eik2L =
A21

A12
= S12 =

k1 − k2 − ic

k1 − k2 + ic
=
k2 − k1 + ic

k2 − k1 − ic
. (3.35)

まとめると、次のようにあらわされる。これをベーテ仮設方程式とよぶ。

eikjL =
2∏

ℓ=1;ℓ̸=j

kj − kℓ + ic

kj − kℓ − ic
, for j = 1, 2. (3.36)
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3.1.4 一般のN ボース粒子の場合

波動関数の完全対称性
ボース・アインシュタイン統計性から、振幅AP (Q) が領域を表す置換Q に依存しない

ことを示す。
粒子の位置座標が置換Q を用いて、xQ1 ≤ xQ2 ≤ · · · ≤ xQN と小さい順番に並べられ

るとする。このとき、次が成り立つ。

Ψ(xQ1, xQ2, . . . , xQN ) = Ψe(xQ1, xQ2, . . . , xQN ) (3.37)

ここで e は対称群の単位元を表す。波動関数の完全対称性より、次式が成り立つ。

Ψ(xQ1, xQ2, . . . , xQN ) = Ψ(x1, x2, . . . , xN ) (3.38)

よって、領域Q の波動関数と領域 e の波動関数との間に次の関係が成り立つ。

= ΨQ(x1, x2, . . . , xN ) = Ψe(xQ1, xQ2, . . . , xQN ) (3.39)

両辺にベーテ仮設波動関数の形 (3.9) を代入すると、

∑
P∈SN

AP (Q) exp

i N∑
j=1

kPjxQj

 =
∑

P∈SN

AP (e) exp

i N∑
j=1

kPjxQj

 . (3.40)

任意の座標に対して成り立つので、よってどの置換 P に対してもAP (Q) = AP (e)となる。
すなわち、振幅は領域に依存しない。 以後、AP (e) をAP と表す。

領域境界での波動関数の連続性
振幅AP (Q)が領域Qに依存しないとき、すなわちどの置換P に対してもAP (Q) = AP

が成り立つとき、波動関数 (3.9) は領域の境界で連続となる。すなわち、隣り合う境界 Q
Qπi で定義された波動関数ΨQ(xj) とΨQπi(xj) は、その境界線上 xQi = xQ(i+1)において
ΨQ(xj) = ΨQπi(xj) が成り立ち、値が一致する。ここで記号 πj は置換 (j, j + 1) を表すこ
とに注意する。
波動関数が各領域で連続であれば、量子統計性から、N = 2 の場合と同様にして、領域

の境界でも連続であることが導かれる。波動関数 (3.9)を仮定すると、具体的に確かめるこ
ともできる。実際、ベーテ仮設の波動関数ΨQ(x1, . . . , xN )とΨQπi(x1, . . . , xN ) は、以下の
ように表される。

ΨQ(xj) =
∑

P∈SN

AP exp

i N∑
j=1;j ̸=i,i+1

kPjxQj + i
{
kPixQi + kP (i+1)xQ(i+1)

} ,

(3.41)

ΨQπi(xj) =
∑

P∈SN

AP exp

i N∑
j=1;j ̸=i,i+1

kPjxQj + i
{
kPixQ(i+1) + kP (i+1)xQi

} .

(3.42)

よって、xQi = xQ(i+1) のとき、次の連続性の条件が成り立つ。

ΨQ(xQi = XQ(i+1)) = ΨQπi(xQi = XQ(i+1))

=
∑

P∈SN

AP exp

i N∑
j=1;j ̸=i,i+1

kPjxQj + i
{
kPi + kP (i+1)

}
xQi

 . (3.43)
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領域境界での波動関数の接続条件
領域Q とQπiの境界で、波動関数の接続条件を考えよう。
固有値方程式 (3.5)を変数 xQiに関して座標 xQ(i+1)を挟む微小区間で積分すると、次の

接続条件が導かれる。

∂Ψ

∂xQi

∣∣∣∣∣
xQ(i+1)+ϵ

− ∂Ψ

∂xQi

∣∣∣∣∣
xQ(i+1)−ϵ

= cΨ(xQ1, . . . , xQi = xQ(i+1), . . . , xQN ) (3.44)

ここで微分係数は領域で定義された波動関数を用いて、次のように表される。

∂Ψ

∂xQi

∣∣∣∣∣
xQ(i+1)+ϵ

=
∂ΨQπi

∂xQi

∣∣∣∣∣
xQ(i+1)

,
∂Ψ

∂xQi

∣∣∣∣∣
xQ(i+1)−ϵ

=
∂ΨQ

∂xQi

∣∣∣∣∣
xQ(i+1)

(3.45)

波動関数の式 (3.41) と (3.42)から、次の関係式が導かれる。

i(kPi − kP (i+1))(−AP +APπ) = c(AP +APπi) (3.46)

よって、次式を得る。
APπi

AP
=
kPi − kP (i+1) − ic

kPi − kP (i+1) + ic
. (3.47)

S 行列の定義 (3.32)より上式は、 APπi/AP = SPi,P (i+1) と表される。振幅 AP を AP =
AP1,P2,...,PN と表すと次式が成り立つ。

APπi

AP
=
AP1,...,P (i+1),P i,...,PN

AP1,...,P i,P (i+1),...,PN
= SPi,P (i+1) . (3.48)

波動関数に対する周期的境界条件
整数 1に対して 2を、2に対して 3を対応させ、N − 1に対してN、そしてN に対して

1を対応させる置換を、整数 1からN までの巡回置換とよぶ。そして記号 (12 · · ·N)で表
そう。
置換Q に対応する領域Qにおいて、次の周期的境界条件を考える。

Ψ(xQ1, xQ2, . . . , xQN ) = Ψ(xQ1 + L, xQ2, . . . , xQN ) (3.49)

このとき、0 ≤ xQ1 ≤ · · · ≤ xQN ≤ L より、次の不等式が成り立つ。

xQ2 ≤ · · · ≤ xQN ≤ L+ xQ1 (3.50)

そこで、(xQ1+L, xQ2, . . . , xQN )は領域 (12 · · ·N)に属す。そして座標yj を (y1, y2, . . . , yN ) =
(xQ1 + L, xQ2, . . . , xQN )によって定める。すると、以下が導かれる。

Ψ(xQ1 + L, xQ2, . . . , xQN ) = Ψ(12···N)(xQ1 + L, xQ2, . . . , xQN )

=
∑

P∈SN

AP exp

i N∑
j=1

kPjy(12···N)j


=

∑
P∈SN

AP exp

iN−1∑
j=1

kPjyj+1 + ikPNy1


=

∑
P∈SN

AP (12···N) exp

iN−1∑
j=1

kP (12···N)jyj+1 + ikP (12···N)Ny1


=

∑
P∈SN

AP (12···N) exp

iN−1∑
j=1

kP (j+1)yj+1 + ikP1y1


=

∑
P∈SN

AP (12···N)e
ikP1L exp

i N∑
j=1

kPjxQj

 . (3.51)
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この結果を (3.40)式と比較すると、次の関係式が導かれる。

AP = AP (12···N) exp (ikP1L) (3.52)

ここで振幅をAP = AP1,P2,...,PN と表すと、接続条件より以下のように変形される。

AP1,P2,...,PN = SP2,P1AP,2P1,P3,...,PN

= SP2,P1SP3,P1AP,2P3,P1,...,PN

= SP2,P1SP3,P1 · · ·SPN,P1AP,2P3,...,PN,P1

= SP2,P1SP3,P1 · · ·SPN,P1AP (12···N) (3.53)

そこで、(3.52)より次が導かれる。

exp (ikP1L) = SP2,P1SP3,P1 · · ·SPN,P1 (3.54)

j = P1 と表すと、SP2,P1SP3,P1 · · ·SPN,P1 =
∏N

ℓ=1;ℓ̸=j Sℓ,j より、次のベーテ仮設方程式が
導かれる。

exp (ikjL) =
N∏

ℓ=1;ℓ̸=j

kj − kℓ + ic

kj − kℓ − ic
, for j = 1, 2, . . . , N. (3.55)

3.1.5 Yang-Baxter 方程式とインバーション関係式

領域の間の波動関数の接続条件 (3.47)は、全体として矛盾がないのであろうか。ここで、対
称群の生成演算子 πj に対する関係式 (3.3) と (3.4) が重要である。
Ｓ行列の定義 (3.32)から、次の関係式が容易に導かれる。これをインバーションとよぶ。

Sj ℓ = 1/Sℓ j (3.56)

ここで S∗
ℓ j = 1/Sℓ j に注意する。 以下、関係式 (3.3)がＳ行列のインバーション (3.56)に

対応することを示そう。Q = Pπj と表すと、振幅に対して次式が導かれる。

APπjπj

AP
=

APπjπj

APπj

APπj

AP
=
AQπj

AQ

APπj

AP

= SQj,Q(j+1) SPj,P (j+1) (3.57)

ここでQj = P (j + 1) およびQ(j + 1) = Pj に注意すると、SQj,Q(j+1) = SP (j+1),P j とな
り、インバーション (3.56)より APπjπj/AP = 1となる。よって、関係式 (3.3)に対応する
変形で振幅は変化しないことが確かめられた。
次に関係式 (3.4)に対しては、次式を確かめることができる。

APπjπj+1πj = APπj+1πjπj+1 (3.58)

両辺をAP で割る。左辺は S 行列を用いて次のように表される。

APπjπj+1πj

AP
=

APπjπj+1πj

APπjπj+1

APπjπj+1

APπj

APπj

AP

= SP (j+1), P (j+2) SPj, P (j+2) SPj, P (j+1) (3.59)

右辺も S 行列を用いて次のように表される。

APπj+1πjπj+1

AP
=

APπj+1πjπj+1

APπj+1πj

APπj+1πj

APπj+1

APπj+1

AP

= SPj, P (j+1) SPj, P (j+2) SP (j+1), P (j+2) (3.60)

S 行列はスカラーなので、交換は自明である。よって次の Yang-Baxter 関係式が成立する。

SP (j+1), P (j+2) SPj, P (j+2) SPj, P (j+1) = SPj, P (j+1) SPj, P (j+2) SP (j+1), P (j+2) (3.61)

よって、関係式 (3.4)に対して振幅が矛盾しないこと、すなわち (3.58) 式が確認された。
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3.1.6 波動関数のベーテ仮設のまとめ

１次元周期系の中のN 個のボース粒子の系において、ＬＬ模型のハミルトニアンHLLの
固有状態をベーテ仮設に基づいて構成する方法をまとめよう。置換Q に対応する領域Qに
おいて、粒子の座標は xQ1 < xQ2 < · · · < xQN と小さい方から順に並ぶ。そして波動関数
は次のように与えられる [1, 3]。

ΨQ(x1, . . . , xN ) =
∑

P∈SN

AP exp

i N∑
j=1

kPjxQj

 . (3.62)

ここで SN はN 次の対称群（あるいは置換群）、すなわち 1 からN までの整数の置換全体
の群を表し、Pj は整数 j を置換 P で置換したものを表す。振幅 AP は波動関数の接続条
件 (3.47)から定まる。記号 Ta,b = ka − kb + icと置換 P の符号 (−1)P を用いて次のように
表すこともできる。

AP = (−1)P
∏

1≤a<b≤N

TPa, Pb . (3.63)

そして、擬運動量 kj が次のベーテ仮設方程式を満たすとき、波動関数 (3.62)は周期的境界
条件を満たし、その結果、ＬＬ模型の固有状態を与える。

exp(iLkj) =
N∏

b=1;b̸=

kj − kb + ic

kj − kb − ic
(j = 1, 2, . . . , N) . (3.64)

擬運動量 kj を持つベーテ固有状態を |kj⟩ と表す。その運動量 P とエネルギー E は以
下のように定義される。

P =
N∑
j=1

kj , E =
N∑
j=1

k2j (3.65)

3.1.7 ベーテ方程式の解と量子数：　ベーテ仮設の排他性、そして完全性

ベーテ仮設方程式の表式 (3.64) からその対数をとった表式 (3.70) を導こう。積で表された
ベーテ仮設方程式 (3.64) を直接解くことも可能であるが、その対数をとると、後で見るよ
うに、量子数 Ij を用いて解を表すことができる。まず、次の関数を定義する [3]。

e(x) =
x+ i

x− i
(3.66)

これを用いて (3.64)式の右辺は
∏N

b=1;b̸=j e((kj − kb)/c) と表される。
関数 e(x)は一意的である。すなわち、e(x) = e(y) ならば x = y となる。実数 xに対し

て e(x) は絶対値１を複素数を与えるので、その偏角を x で表そう。

eiθ =
eiθ/2

e−iθ/2
=

cos θ/2 + i sin θ/2

cos θ/2− i sin θ/2
=

1 + i tan θ/2

1− i tan θ/2
= −tan θ/2− i

tan θ/2 + i
(3.67)

よって、次の関係式が導かれる。

tan θ/2 + i

tan θ/2− i
= −e−iθ (3.68)

そこで、x = tan θ/2とおくと、両辺の対数をとって次式が導かれる。

1

i
log e(x) =

1

i
log(−1)− θ = (2n+ 1)π − 2 tan−1 x (3.69)

物性研究・電子版　Vol. 4, No. 1, 041204 （2015年2月号）《講義ノート》



ここでnは対数関数の分岐に対応するある整数を表す。積で表されたベーテ仮設方程式 (3.64)
の両辺の対数から、次式が導かれる。

kj =
2π

L
Ij −

1

L

N∑
a ̸=j

2 tan−1
(
kj − ka

c

)
(j = 1, 2, . . . , N.) (3.70)

ここで量子数 Ij は粒子数N が奇数のとき整数値、そして偶数のとき半整数値をとる。ま
た、関数 tan−1 x の分岐は、その値が−π/2 から π/2 にあるものを選ぶ。
量子数 Ij はどれも互いに異なるものとする。そして、ベーテ方程式 (3.70)の解は、N

個の異なる量子数 Ij の集合と対応する。この事実はベーテ仮設法を適用できる様々な可解
模型において同様に成り立つ経験則であり、「ベーテ仮設の排他律」とよばれることもある。
実際、ＬＬ模型で結合定数 cが正の場合（斥力相互作用）には、ベーテ仮設波動関数の完全
性が証明されている [14, 15]。この結果、斥力の場合には、ベーテ仮設の排他律も証明され
たと言える。
ベーテ仮設方程式 (3.70) から、運動量 P は量子数の和で与えられることが導かれる。

P =
2π

L

N∑
j=1

Ij . (3.71)

3.2 基底状態と励起状態：　素励起の例

3.2.1 離散的な取扱い

基底状態
基底状態での量子数 Ij は、Ij = j − (N + 1)/2 (j = 1, 2, . . . , N) と表される [1, 2, 3]。

(I1, . . . , IN ) = (−N − 1

2
,−N − 1

2
+ 1, . . . ,

N − 1

2
) (3.72)

実際、擬運動量の二乗の和が最も小さくなるようにするには、擬運動量 kj の絶対値が小さ
くなるように量子数 Ij を選べば良い。例えば、粒子数N = 5 の場合、基底状態の量子数

I
(g)
j は以下のように与えられる。

{I(g)j } = (−2,−1, 0, 1, 2) (3.73)

この結果を納得するには、結合定数 cが非常に大きい場合を考えると分かり易いであ
ろう。特に結合定数 c が無限大の場合、ベーテ仮設方程式 (3.70)の右辺はゼロになる。そ
こで擬運動量 kj は kj = 2πIj/L と求められる。そこでエネルギーは量子数 Ij の二乗の
和に比例するので、量子数 Ij の二乗の和が最も小さい場合に基底状態を与える。よって、

I
(g)
j = j − (N + 1)/2 (j = 1, 2, . . . , N) と与えられる。

励起状態：　様々な素励起
励起状態として、ホール励起 (hole excitations) を考えよう（正確には粒子・ホール励起

particle-hole excitations の一つ）。リープはこれを II型励起とよんだ [13]。基底状態の右か
ら p 番目の量子数を取り去って、代わりに一番大きな量子数の右隣の量子数 (N +1)/2 を占
有する。この固有状態を、簡単に |p⟩II と表す。粒子数N = 5の場合、以下のようになる。

|p = 0⟩II = (−2,−1, 0, 1 , 2 )

|p = 1⟩II = (−2,−1, 0, 1 , ×, 3)
|p = 2⟩II = (−2,−1, 0, × , 2, 3)

|p = 3⟩II = (−2,−1, ×, 1, 2, 3)
|p = 4⟩II = (−2, ×, 0, 1, 2, 3)
|p = 5⟩II = (×,−1, 0, 1, 2, 3) (3.74)
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Figure 3–1: １次元ボース気体の励起スペクトル：　横軸は運動量P、縦軸はエネルギー固有値
を表す。

|p = 0⟩II は基底状態を表す。ホールの位置は× で表され、整数 p が大きくなるにつれて次
第に左に移動する。量子数 Ij の和は整数 pを与える。よって、状態 |p⟩II の全運動量 P は、
(3.71) 式により、P = 2πp/L と求められる。II型励起状態の運動量と励起エネルギーの関
係は、図の実線で示されている。ちなみに、II型励起は回転系では Yrast状態に相当する
[24, 25]。
このように、多体系において相互作用の結果、運動量と励起エネルギーを持ち、粒子と

みなせるような励起が出現することがある。これを素励起とよぶ。固体では、格子振動に
出現するフォノン (音響子）や電荷の集団運動に由来するプラズモンなどが挙げられる。
リープの I型励起を説明する。基底状態の最大（あるいは最小）の量子数を取り去り、

非占有の大きな（あるいは小さな）整数あるいは半整数を占有させる。粒子励起 (particle
excitations) ともよべる。ただし正確には粒子・ホール励起の一種である。
粒子数N = 5の場合、例えば以下のような状態が存在する。

|p = 0⟩I = (−2,−1, 0, 1 , 2 )

|p = 1⟩I = (−2,−1, 0, 1 , ×, 3)
|p = 2⟩I = (−2,−1, 0, 1 ,×, × , 4)

|p = 3⟩I = (−2,−1, 0, 1 , ×, ×, × , 5) (3.75)

3.2.2 素励起のエネルギーと連続極限

Euler-Maclaurin 公式
関数 f(x) は何回でも微分可能とする。このとき、次の公式が成り立つ。

1

L

n2∑
j=n1

f(j/L) =

∫ (n2+1/2)/L

(n1−1/2)/L
f(z)dz − 1

24L2

(
df

dz
(
n2 + 1/2

L
)− df

dz
(
n1 − 1/2

L
)

)
+ o(

1

L2
),

(3.76)
これを用いて、和を積分で近似することができる。

量子数を与える関数 (counting function)
ベーテ仮設方程式を表すために、次の関数を定義する [1, 2, 3, 9]。

zL(k) =
k

2π
+

1

L

N∑
ℓ=1

2 tan−1((k − kℓ)/c) (3.77)

ベーテ仮設方程式 (3.70)は次のように表される。

zL(kj) =
Ij
L

for j = 1, 2, . . . , N . (3.78)
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ベーテ根の密度分布をその微分 ρL(k) = dzL/dkで定義する。

ρL(k) =
1

2π
+

1

L

N∑
ℓ=1

1

2π
K(k − kℓ) (3.79)

ここでK(x) = 2c/(x2 + c2) である。
例えば基底状態では、擬運動量 kj から n 個先の kj+n の間で zL(k)の変化は ∆zL =

Ij+n − Ij = nであるので、擬運動量の単位長さ当たりの根の個数は、n/(kj+n − kj)で評価
される。すなわち、n/(kj+n − kj) = ∆zL/∆kがベーテ根の密度を与える。　よって ρL(k)
をベーテ根の密度分布とよぶ。
ベーテ根の密度分布 ρL(k)は常に正である。よって、量子数を与える関数 zL(k) は変数

k に関して単調増加である。そこで、量子数の最大値および最小値に対応する擬運度量Q±

を次のように定めることができる。

zL(Q
±) =

I±

L
(3.80)

ただし、I+ = Imax + 1/2 および I− = Imin − 1/2とする。ここで Imax = I1 であり、
Imin = IN である。公式 (3.76)を用いて和を積分で近似することができる。

1

L

N∑
α=1

f(k(1)α ) =

∫ Q+

Q−
f(k)ρL(k)dk +O(1/L2). (3.81)

衣を着たベーテ根の密度 (dressed root density) （ベーテ解の実効密度）
公式 (3.81) 用いて、ベーテ根の密度分布のバルク部分 ρ(k|Q±) に対する次の積分方程

式を導かれる。

ρ(k|Q±) =
1

2π
+

∫ Q+

Q−

1

2π
K(k − k

′
)ρ(k

′ |Q±)dk
′

(3.82)

演算子 K̂ の関数 f(k) への作用を次式で定義する。

(
K̂f

)
(k) =

∫ Q+

Q−
K(k − q)f(q)dq . (3.83)

積分方程式 (3.82)の形式的な解は、次の無限級数で与えられる。

|ρ⟩ = |ρ0⟩+
(

1

2π
K̂

)
|ρ0⟩+

(
1

2π
K̂

)2

|ρ0⟩+ · · · (3.84)

ここで |ρ0⟩ は ⟨k|ρ0⟩ = 1/(2π) で定義される。あるいは次のように表すこともできる。

|ρ0⟩ =
∫ Q+

Q−
|q⟩ dq

2π
(3.85)

ベーテ根密度のバルク部分 ρ(k|Q±)を、衣を着た密度分布関数 (dressed density) とよ
ぶ。すなわち、相互作用の結果、単純な一様分布 |ρ0⟩ から変化するためである。そして相
互作用の非自明な効果は無限級数の形に表されていると解釈できる [1]。
積分方程式 (3.82) の解は本来は無限級数で与えられる。しかし、形式的には次のように

表すと分かり易い。

|ρ⟩ = I

I − 1
2π K̂

|ρ0⟩ . (3.86)
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また、次式のような完全性を仮定すると計算上便利である。本当は積分の両端が±∞ の場
合に正しいが、区間 [Q+, Q−] の成分しか取り扱わない場合にはこれで十分なのである。

I =

∫ Q+

Q−
|k⟩⟨k| dk (3.87)

演算子 K̂ の作用 (3.83) は
(
K̂f

)
(k) = ⟨k|K̂|f⟩ と表して以下のように理解できる。

⟨k|K̂|f⟩ =

∫ Q+

Q−
⟨k|K̂|q⟩ ⟨q|f⟩ dq

=

∫ Q+

Q−
K(k − q) f(q) dq (3.88)

ここで　 ⟨k|K̂|q⟩ = K(k − q) により行列要素 ⟨k|K̂|q⟩　を定めた。

実効エネルギー (dressed energy) と実効粒子密度 (dressed charge)
粒子励起やホール励起など、粒子数が変化する励起状態も取り扱いたいので、化学ポテ

ンシャル µ を導入して、ＬＬハミルトニアンのルジャンドル変換を考えよう。

Hµ,L = HLL − µN (3.89)

このとき系のエネルギーはE =
∑N

j=1(k
2
j −µ) と表される。そこで、ϵ0(k) = k2−µ とおく。

次の積分方程式で定義される量を、実効エネルギー (dressed energy) [1]とよぶ。

ϵ(k|Q±) = ϵ0(k) +

∫ Q+

Q−

1

2π
K(k − k

′
)ϵ(k

′ |Q±)dk
′

(3.90)

これを用いて励起エネルギーをコンパクトに表すことができる。さらに、次の成分方程式
で定義される量を、実効粒子密度 (dressed charge)[1]とよぼう。

Z(k|Q±) = 1 +

∫ Q+

Q−

1

2π
K(k − k

′
)Z(k

′ |Q±)dk
′

(3.91)

物理的な意味としては　 dressed chargeは dressed energyの化学ポテンシャルによる微分、
Z(k) = −∂ϵ(k)/∂µ である。

粒子・正孔（ホール）励起
N 粒子の基底状態において、jh 番目の量子数 Ijh を非占有とし、基底状態の最大量子

数 Imax よりも大きな量子数 Ip が占有されるとする。この粒子・正孔（ホール）励起状態
(particle-hole exitation) のエネルギー固有値を実効エネルギー (dressed energy) を用いて
表してみよう。まず、量子数を与える関数 z

(1)
L (k) は次式で与えられる。

z
(1)
L (k) =

k

2π
+

1

L

N−1∑
j=1

2

2π
tan−1 ((k − kj)/c) +

1

L

2

2π
tan−1 ((k − kp)/c) (3.92)

階段関数を H(x) = 1 (x ≥ 0) および H(x) = 0 (x < 0) と定める。そして量子数を
I
(1)
j = I

(g)
j +H(j − jh)　と与える。このとき、粒子・正孔励起のベーテ仮設方程式は、以

下のように表される。

z
(1)
L (kj) =

I
(1)
j

L
for j = 1, 2, . . . , N − 1,

z
(1)
L (kp) =

I
(1)
p

L
(3.93)

物性研究・電子版　Vol. 4, No. 1, 041204 （2015年2月号）《講義ノート》



量子数関数 ẑ(k) を次式で定める。

ẑ(k) = z(1)(k)− 1

L
H(k − k̃h) (3.94)

ここでホールの擬運動量 k̃h は不等式 kjh−1 < k̃h < kjh を満たすものとする。このと

き、ẑ(kj) = I
(g)
j /L (j = 1, 2, . . . , N − 1) となる。よって、微分 dρ̂/dk で擬運動量 kj

(j = 1, 2, . . . , N − 1) の密度分布を十分に良く近似できる。

ρ̂(k|Q±) =
1

2π
− 1

L
δ(k − k̃h) +

1

2πL
K(k − k(1)p ) +

∫ Q+

Q−
K(k − q)ρ̂(q|Q±)

dq

2π
(3.95)

ホールの量子数 Ijh と粒子の量子数 Ip を持つ粒子・正孔励起のエネルギーEp,h は次式
で定義される。

Ep,h =
N−1∑
j=1

ϵ0(kj) + ϵ0(kp) (3.96)

粒子・正孔励起のベーテ根密度 ρ̂(k|Q±)を用いて、次のように評価される。

Ep,h = L

∫ Q+

Q−
ϵ0(k)ρ̂(k|Q±)dk + ϵ0(kp)

= L

∫ Q+

Q−
ϵ(k)

dk

2π
+ ϵ(kp)− ϵ(k̃h) +O(1/L) . (3.97)

この式は、リープの I型励起エネルギーと II型励起エネルギーの両方を含んだ一般的な結
果を表す [25, 26]。

エネルギー固有値の有限サイズスケーリング
基底状態で波数 Q± は、Q+ = Q0 および Q− = −Q0 と表される。基底状態から少し

だけ積分範囲Q± が変化することにより導かれる励起状態のエネルギー固有値を求めよう。
粒子数N および運動量変化 2π∆D/L は次式で表される。

N

L
= zL(Q

+)− zL(Q
−)

∆D

L
=

1

2

(
zL(Q

+) + zL(Q
−)
)

(3.98)

確認すると、基底状態では∆D = 0である。
基底状態から少しだけ積分範囲Q± がシフトし、基底状態から粒子数や運動量が変化す

る場合の励起状態のエネルギーEは、∆N と∆D を用いて次のように表される。紙数の都
合で詳細は他で述べる [27]。

EN,∆D =
N∑
j=1

ϵ0(kj)

= Lϵ∞ − πvF
6L

+
2πvF
L

{(
∆N

2Z
+ Z∆D

)2

+

(
∆N

2Z
−Z∆D

)2
}
+O(

1

L2
) .(3.99)

4 可積分量子系の低励起スペクトルと共形場理論(CFT)

厳密に解ける模型では、全てのエネルギー固有値が解析的に求められる。基底状態近傍の
低いエネルギー励起状態での系の振る舞いは、線形分散関係が近似的に成り立つ範囲では
共形場理論を用いた特徴付けが可能である。
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4.1 スカラーボソン：　共形場理論の例
共形対称性を持つ場の理論の例として、長さ Lの周期的境界条件を満たす自由スカラーボ
ソン場を考える。ラグランジアンは以下のように与えられる。

L =
1

2
g

∫
dx
{
(∂tϕ)

2 − (∂xϕ)
2
}

(4.1)

場 ϕ の値は半径Rの円周上に制限されていると仮定する。これはもともとのストリング理
論ではコンパクト化半径に対応する。
次に、スカラーボソン場の周期的境界条件を以下のように与える。

ϕ(x+ L) = ϕ(x, t) + 2πm̂R (mod 2πR) (4.2)

ここで演算子 m̂の固有値m は整数値をとるものとする。状態ベクトルによって演算子 m̂
の固有値mは異なる。しかし、整数値であれば境界条件は満たされる。

4.2 可積分系の相関関数の漸近的振る舞いの導出
矩形への共形変換
全複素平面を幅 L の無限に長い矩形に写像する共形変換

w =
L

2π
log z (4.3)

すなわち z = exp(2πw/L)を考える。この共形変換の有用性は J. Cardy によって示された
[28]。

漸近的振る舞い
可積分系の相関関数の漸近的振る舞いを共形場理論を用いて予想することは、Bogoliubov

達によって最初に議論された [29]。以下に簡単に紹介する。系は並進対称性をもつと仮定し
よう。すると、

ϕ(0, τ) = exp (τH)ϕ(0, 0) exp (−τH)

ϕ(x, 0) = exp (ixP)ϕ(0, 0) exp (−ixP) (4.4)

そして共形場理論、z = τ + ix z̄ = τ − ix によって z と z̄を定め、場の演算子 ϕ(x, τ) を
ϕ(z, z̄) と表す。ここで τ は虚時間、τ = it に注意する。
このとき、相関関数に対して形状因子展開を行うと次が導かれる [29]。

⟨ϕ(z, z̄)ϕ(0, 0)⟩L =
∑
n

|⟨ϕ(0, 0)|n⟩|2 exp
[
−τ(En

L − E0
L)− ixPn

L

]
(4.5)

一方、場 ϕ の共形変換に関する共変性から、次のような和が導かれる。

⟨ϕ(z, z̄)ϕ(0, 0)⟩L = ⟨ϕ(0, 0)⟩2L +
A(π/L)2∆0+2∆̄0

[sinh(πz/L)]2∆0 [sinh(πz̄/L)]2∆̄0

+
Ã(π/L)2∆̃0+2 ¯̃∆0

[sinh(πz/L)]2∆̃0 [sinh(πz̄/L)]2
¯̃∆0

+
B(π/L)2∆1+2∆̄1 cos(2kFx)

[sinh(πz/L)]2∆1 [sinh(πz̄/L)]2∆̄1
+ · · · .

(4.6)
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4.3 有限サイズ量子系のエネルギースペクトル
有限サイズの補正の計算から、量子スピン系の低励起スペクトルは以下のように展開される。

Eex = Le∞ − πc

6L
+

2πv

L

(
hn,m + h̄n,m

)
(4.7)

cはセントラルチャージ、hn,m （h̄n,m） は正則な（反正則な）コンフォーマル次元、系の
臨界指数などを与えるコンフォーマル次元 hnm は、次式のように与えられる。

hn,m = 2πg

(
n

4πgR
+

1

2
mR

)2

+N (4.8)

ここでm は境界条件に関係し、n は状態の運動量の量子数に対応する。N（ N̄）は粒子・
正孔（ホール）励起に対応する非負整数である。g = πのとき、(4.7)は可解模型の有限サ
イズ補正の計算 (3.99) に対応する。

5 代数的ベーテ仮設法

5.1 量子ＸＸＸ鎖のR行列

5.1.1 Yang-Baxter方程式

-

6

b1

b2

a2

a1
λ

Figure 5–1: Ｒ行列の行列要素R(λ)a1,a2b1,b2
が対応する配置。水平な線分は空間 V1に対応し、変数

a1と b1 が定義されている。垂直な線分は区間 V2に対応し、変数 a2と b2 が定義されている。

天下りではあるが、量子XXX鎖のＲ行列は次のように与えられる [9]。

R(λ) =


a(λ) 0 0 0
0 b(λ) c(λ) 0
0 c(λ) b(λ) 0
0 0 0 a(λ)


[1,2]

=


λ+ η 0 0 0
0 λ η 0
0 η λ 0
0 0 0 λ+ η


[1,2]

(5.1)

ここでＲ行列は空間 V1 と V2 のテンソル積 V1 ⊗ V2 に作用するものとする。(a, b) の行列要
素が１で、他の成分は全てゼロとなる単位行列を ea,b と表す。Ｒ行列の行列要素 R(λ)a1 a2b1 b2

単位行列のテンソル積 ea1,b1[1] ⊗ ea2,b2[2] に対応する。

R(λ) =
∑

a1,b1,a2,b2=1,2

R(λ)a1 a2b1 b2
ea1,b1[1] ⊗ ea2,b2[2]

=


R(λ)1111 R(λ)1112 R(λ)1121 R(λ)1122
R(λ)1211 R(λ)1212 R(λ)1221 R(λ)1222
R(λ)2111 R(λ)2112 R(λ)2121 R(λ)2122
R(λ)2211 R(λ)2212 R(λ)2221 R(λ)2222


[1,2]

. (5.2)
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量子ＸＸＸ鎖のＲ行列は、次のヤン・バクスター関係式を満たす。∑
c1,c2,c3=1,2

R(λ2 − λ3)
a2, a3
c2, c3 R(λ1 − λ3)

a1, c3
c1, b3

R(λ1 − λ2)
c1, c2
b1, b2

=
∑

c1,c2,c3=1,2

R(λ1 − λ2)
a1, a2
c1, c2 R(λ1 − λ3)

c1, a3
b1, c3

R(λ2 − λ3)
c2, c3
b2, b2

(5.3)

４行 4列の行列で表されたR行列を拡張して、N 個のテンソル積 V ⊗N の任意の２成分
に作用する演算子を導入する。テンソル積空間 V ⊗N において、i番目と j 番目の空間に作
用するＲ行列Rij を次のように定める。ただし、i < jとする。

Rij(λ) =
∑

a1,a2,b1,b2

Ra1,a2
b1,b2

(λ)I(1) ⊗ · · · ⊗ I(i−1) ⊗ ea1,b1(i) ⊗ I(i+1)

⊗I(i+2) ⊗ · · · ⊗ I(j−1) ⊗ ea2,b2(j) ⊗ I(j+1) ⊗ · · · ⊗ I(N) . (5.4)

拡張されたＲ行列Rjk を用いて、ヤン・バクスター関係式は次のように表される。

R23(λ2 − λ3)R13(λ1 − λ3)R12(λ1 − λ2) = R12(λ1 − λ2)R13(λ1 − λ3)R23(λ2 − λ3) . (5.5)

ヤン・バクスター関係式 (5.5)において変数 λj は空間 j に対応することに注意すると、よ
り簡単に以下のように表すこともできる。

R23R13R12 = R12R13R23 . (5.6)

R行列 Rij の作用するベクトル空間はテンソル積空間 Vi ⊗ Vj であり、図では各ベクトル
Vi に直線が対応し、まっすぐ続く。たとえば、ヤン・バクスター関係式は (5.5) は３つの直
線の二通りの交わり方に対応する。

5.1.2 ヤン・バクスター関係式の確認

ヤン・バクスター関係式を書き下してみよう。図において、添え字の列を次のように表す。(
a3 a2 a1
b1 b2 b3

)
(5.7)

Ｒ行列は次の保存則を持つ。a1 + a2 ̸= b1 + b2 のときR(λ)a1 a2b1 b2
= 0, である。この保存

則などを用いて、以下の三つの場合を考えれば、十分であることを示すことができる。(
1 1 2
1 1 2

)
,

(
1 1 2
1 2 1

)
,

(
1 2 1
1 1 2

)
(5.8)

最初の場合に対応するYang-Baxter 方程式は、以下で与えられる。

a(v) · c(u+ v) · a(u) = c(u) · a(u+ v) · c(v) + b(u) · c(u+ v) · b(v) . (5.9)

5.1.3 Ｌ演算子の定義

補助空間 0 と量子空間 n の間に作用するＲ行列 R0n を考える。これを、格子点 n の上に定
義されたＬ演算子とよぶ。

Ln(λ) = R0n(λ− η/2) . (5.10)

引数は後の都合のために、η/2 だけずらしてある。
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=
∑
a3
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b1
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b3 b1

b2

b3

∑
c1,c2,c3 c2

c3

c1

c2

c1

c3

λ2 − λ3

λ1 − λ3

λ1 − λ2
λ2 − λ3

λ1 − λ3

λ1 − λ2

Figure 5–2: ヤン・バクスター関係式：ラピディティーは直線に対して定められ、Ｒ行列の引数
は交差する直線の角度に対応し、それは各直線のラピディティーの差で与えられる。

L演算子は格子点 n の上に定義されたスピン変数を行列要素とする「行列」で、具体的
には次式で与えられる。

Ln(λ) = λI0 ⊗ In +
η

2

∑
a=x,y,z

σa0 ⊗ σan (5.11)

ここで In および σan (n = 1, . . . , N) は n 番目の量子空間 Vnに作用する演算子である。一
方、I0 および σa0 は 補助空間 V0に作用する演算子である。そして、L行列の (j, k)成分の
行列要素は、補助空間 V0に作用する演算子の (j, k)成分の行列要素に対応する。すなわち、
L演算子の行列要素 (Ln(λ))jk は次のように表される。

(Ln(λ))jk = λ (I0)jk In +
η

2

∑
a=x,y,z

(σa0)jk σ
a
n (5.12)

以下のように行列で表すと、分かりやすいであろう。

Ln(λ) = λ

(
In 0
0 In

)
[0]

+
η

2

(
0 σxn
σxn 0

)
[0]

+
η

2

(
0 −iσyn
iσyn 0

)
[0]

+
η

2

(
σzn 0
0 −σzn

)
[0]

=

(
λIn + η

2σ
z
n ησ−n

ησ+n λIn − η
2σ

z
n

)
[0]

.

5.1.4 モノドロミー行列の定義

転送行列を L演算子の積から定義する。はじめに、モノドロミー行列 T (λ) = T0 12···N (λ)
を次式で定義する。

T (λ) = LN (λ) · · ·L2(λ)L1(λ) (5.13)

ここで右辺の積は、L演算子 Ln(λ) を n番目の格子点上に作用するスピン演算子を要素と
する２行２列の行列と見なして計算される。
モノドロミー行列はスピン変数を行列要素にもつ２行２列の行列である。その要素を次

のように表す。

T (λ) =

(
A(λ) B(λ)
C(λ) D(λ)

)
(5.14)

ＸＸＸ鎖の転送行列はモノドロミー行列のトレースで与えられる。

τ(λ) = tr0T (λ) = A(λ) +D(λ) . (5.15)
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5.2 ＸＸＺ鎖のハミルトニアンの転送行列からの導出
転送行列 τ(λ) とＸＸＸハミルトニアン HXXX の関係を議論する [9]。
まず最初に、Ｌ演算子は特別な場合に置換演算子と一致することに注意する。

Ln(λ = η/2) = η/2

(
I0 ⊗ In +

∑
a=x,y,z

σa0 ⊗ σan

)
= ηΠ(0,n) (5.16)

ここで記号Π(0,n) は、n 番目の格子点上のスピン | ↑, ↓⟩n と補助空間（0番目格子点）のス
ピン | ↑, ↓⟩0 とに作用する置換演算子を表し、その作用は次のように与えられる。

Π(0,n) | ↑⟩0| ↓⟩n = | ↓⟩0| ↑⟩n , Π(0,n) | ↓⟩0| ↑⟩n = | ↑⟩0| ↓⟩n ,
Π(0,n) | ↑⟩0| ↑⟩n = | ↑⟩0| ↑⟩n , Π(0,n) | ↓⟩0| ↓⟩n = | ↓⟩0| ↓⟩n . (5.17)

このことを用いて、 λ = η/2 のときに転送行列は格子並進演算子（運動量演算子）の逆演
算子と一致することが示される。

τ(λ = η/2) = tr (LN (η/2) · · ·L1(η/2))

= ηN tr
(
Π(0,N) · · ·Π(0,1)

)
= ηN Π(1 2···N−1N) (5.18)

ここで Π(1 2···N) は 1を 2に、2 を 3 に、、、N − 1をN に、そして 1をN に変換する巡回
置換であり、次式を用いた。

tr0
(
Π(0, N) · · ·Π(0, 1)

)
= Π(1 2···N) (5.19)

上式を導く。最初に、置換演算子 Π(0, 1)を置換 Π(0, 2)と交換させると、番号 0が 1に変更
される。、

Π(0, 2)Π(0, 1) = Π(0 1)Π(1 2) (5.20)

そこで、置換Π(0 1)を左へ次々に移動していくと次が導かれる。(
Π(0, N)Π(0, N−1) · · ·Π(0 2)

)
Π(0 1) = Π(0 1)

(
Π(1, N)Π(1, N−1) · · ·Π(1, 2)

)
(5.21)

次に、以下の二つの置換の積を合成して長さ３の巡回置換になる。

Π(1, 3)Π(1, 2) = Π(1 2 3) (5.22)

そしてN − 1 個の積を合成すると長さN の巡回置換になる。

Π(1, N)Π(1, N−1) · · ·Π(1, 2) = Π(1 2···N) (5.23)

こうして、次式が成り立つ。

tr
(
Π(0, N) · · ·Π(0, 1)

)
= tr

(
Π(0, 1)

)
Π(1 2···N) (5.24)

最後に、量子空間 V1のベクトル |σ1⟩1 への作用を計算する。

tr
(
Π(0 1)

)
|σ1⟩1 =

∑
α=1,2

0⟨α|Π(0 1) |α⟩0|σ1⟩1

=
∑

α=1,2

0⟨α| |σ1⟩0|α⟩1

=
∑

α=1,2

δ(α, σ1) |α⟩1

= |σ1⟩1 . (5.25)
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つまり、 tr
(
Π(0 1)

)
は恒等的に１である。よって、式 (5.19)が成立する。

転送行列の対数微分 d
dλ log τ(λ) を議論する。まず、Ｌ演算子の積のトレースの微分は、

以下のように計算される。

d

dλ
τ(λ)|λ=η/2 =

d

dλ
tr (LN (λ) · · ·L2(λ)L1(λ)) |λ=η/2

=
N∑
j=1

tr

(
LN (η/2) · · ·Lj+1(η/2)

d

dλ
Lj(λ)|λ=η/2Lj−1(η/2) · · ·L1(η/2)

)

= ηN−1
N∑
j=1

tr0
(
Π(0,N) · · ·Π(0,j+1) · I0 ⊗ Ij · Π(0,j−1) · · ·Π(0,1)

)
(5.26)

運動量演算子の計算 (5.19) と同様にして、次式を示すことができる。

N∑
j=1

tr0
(
Π(0,N) · · ·Π(0,j+1) · I0 ⊗ Ij · Π(0,j−1) · · ·Π(0,1)

)
= Π1 2···j−1 j+1···N (5.27)

転送行列の対数微分は、以下のように計算される。

d

dλ
log τ(λ)|λ=η/2 =

1

τ(η/2)

d

dλ
τ(λ)|λ=η/2

= η−1
N∑
j=1

Π(N ···2 1) tr0
(
Π(0,N) · · ·Π(0,j+1) (I0 ⊗ Ij)Π

(0,j−1) · · ·Π(0,1)
)

= η−1
N∑
j=1

Π(j−1, j) = η−1
N∑
j=1

Π(j, j+1)

= η−1
N∑
j=1

(σ⃗j · σ⃗j+1 + Ij ⊗ Ij+1) /2 (5.28)

ここで周期的境界条件と、Π(N ···2 1)Π1 2···j−1 j+1···N = Π(j−1, j) を用いた。

5.3 代数的ベーテ仮設におけるスカラー積と量子逆散乱公式

5.3.1 Ｌ演算子に対するヤン・バクスター方程式

前節で導入された R行列とＬ演算子を用いて、ヤン・バクスター方程式を書き直してみよ
う。R12R13R23 = R23R13R12 において、

1 → 0, 2 → 0, 3 → n,

と置き換えると、次式が成り立つ。

R00R0nR0n = R0nR0nR00 (5.29)

二つの異なる補助空間 V0 および V0 への作用をテンソル積空間 V0 ⊗ V0 への作用として、
R0n(λ−η/2) = Ln(λ)⊗I0 およびR0n(λ−η/2) = I0⊗Ln(λ)と表す。すなわちR0n(λ−η/2)
では二番目の補助空間 V0 への作用は自明な作用なので、R0n(λ−η/2) をR0n(λ−η/2)⊗ I0
と表し、二番目の補助空間に作用するＲ行列R0n(λ− η/2) は一番目の補助空間 V0 に関し
ては自明な作用なので、R0n(λ − η/2) を I0 ⊗ R0n(λ − η/2) と表す。このとき、ヤン・バ
クスター関係式は以下のように表される。

R00(λ− µ) (Ln(λ)⊗ Ln(µ)) = (I0 ⊗ Ln(µ))
(
Ln(λ)⊗ I0

)
R00(λ− µ) (5.30)
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5.3.2 モノドロミー行列に関するヤン・バクスター方程式

Ｌ演算子に対するヤン・バクスター方程式 (5.30) の両辺に左から置換演算子Π00 を作用さ
せると、Π00 (I0 ⊗ Ln(µ))

(
Ln(λ)⊗ I0

)
= (Ln(µ)⊗ I0)

(
I0 ⊗ Ln(λ)

)
Π00より、次が導かれ

る [27]。

Π00R00(λ− µ) (Ln(λ)⊗ Ln(µ)) = (Ln(µ)⊗ Ln(λ)) Π
00R00(λ− µ) (5.31)

これを繰り返し適用して、モノドロミー行列に対するヤン・バクスター方程式が成り立つ。

Π00R00(λ− µ) (T (λ)⊗ T (µ)) = (T (µ)⊗ T (λ)) Π00R00(λ− µ) (5.32)

Ｒ行列 R(λ) を a(λ) で割り、b(λ)/a(λ) と c(λ)/a(λ)をそれぞれ b(λ) と c(λ) と表すこと
にする。さらに引数を省略して、b = b(λ − µ)、 c = c(λ − µ)、そして A = A(λ)および
A

′
= A(µ) などのように表す。すると関係式 (5.32)はモノドロミー行列の演算子要素間の

交換関係を与える。左辺は以下のように与えられる。
1 0 0 0
0 c b 0
0 b c 0
0 0 0 1



AA

′
AB

′
BA

′
BB

′

AC
′
AD

′
BC

′
BD

′

CA
′
CB

′
DA

′
DB

′

CC
′
CD

′
DC

′
DD

′



=


AA

′
AB

′
BA

′
BB

′

cAC
′
+ bCA

′
cAD

′
+ bCB

′
cBC

′
+ bDA

′
cBD

′
+ bDB

′

bAC
′
+ cCA

′
bAD

′
+ cCB

′
bBC

′
+ cDA

′
bBD

′
+ cDB

′

CC
′

CD
′

DC
′

DD
′

 (5.33)

同様にして、右辺は以下のようになる。
A

′
A cA

′
B + bB

′
A bA

′
B + cB

′
A B

′
B

A
′
C cA

′
D + bB

′
C bA

′
D + cB

′
C B

′
D

C
′
A cC

′
B + bD

′
A bC

′
B + cD

′
A D

′
B

C
′
C cC

′
D + bD

′
C bC

′
D + cD

′
C D

′
D

 (5.34)

１行４列成分から、BB
′
= B

′
Bが導かれる。つまり、Ｂ演算子は互いに交換する (B(λ)B(µ) =

B(µ)B(λ))。１行３列成分および２行４列成分からそれぞれ次が導かれる。

BA
′
= bA

′
B + cB

′
A, B

′
D = cBD

′
+ bDB

′
(5.35)

これらは生成演算子Ｂと転送行列を構成するＡやDとの交換関係である。全て上向きスピ
ンのベクトルを、真空状態 |0⟩ とよぶ。モノドロミー行列の定義から次が導かれる。

A(λ)|0⟩ = α(λ)|0⟩ , D(λ)|0⟩ = δ(λ)|0⟩ (5.36)

ここで α(λ) = (λ+ η/2)N および δ(λ) = (λ− η/2)N である。以下が示される。

Propostion 5.1 ラピディティー λj (j = 1, 2, . . . , n)がベーテ仮設方程式

α(λj)

δ(λj)

n∏
k=1,k ̸=j

b(λj − λk)

b(λk − λj)
= 1 j = 1, 2, . . . , n (5.37)

を満たすとき、
∏n

j=1B(λj)|0⟩ は転送行列 τ(λ0) の 固有ベクトルとなる。

τ(λ0)B(λ1)B(λ2) · · ·B(λn)|0⟩ = Λ(λ0)B(λ1)B(λ2) · · ·B(λn)|0⟩ (5.38)

固有値 Λ(λ0)は以下のように与えられる。

Λ(λ0) = α(λ0)
n∏

j=1

b(λj − λ0)
−1 + δ(λ0)

n∏
j=1

b(λ0 − λj)
−1 (5.39)
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5.3.3 スカラー積公式

代数的ベーテ仮設におけるスカラー積を次で定義する。

Sn({µ}, {λ}) = ⟨0|
n∏

α=1

C(µα)
n∏

β=1

B(λβ)|0⟩ (5.40)

スラブノフのスカラー積公式を紹介する [30]。行列 Ĥ の行列要素を次式で定義する。

Ĥ({λ}, µb)ab =
φ(η)

φ(λa − µb)

α(µb) n∏
j=1;j ̸=a

φ(λj − µb + η)− δ(µb)
n∏

j=1;j ̸=a

φ(λj − µb − η)

 .

(5.41)
ラピディティー {λb} (b = 1, 2, . . . , n) はベーテ仮設方程式の解とする。このとき、スカラー
積 Sn({µ}, {λ}) は以下のように行列式を用いて表される。

Sn({µ}, {λ}) =
det Ĥ({µ}, {λ})∏

1≤α<β≤n φ(µα − µβ)
∏

1≤α<β≤n φ(λβ − λα)
(5.42)

5.3.4 量子逆散乱問題の公式

ヤン・バクスター方程式とＲ行列のユニタリティーを用いて、XXZ 鎖の任意の局所演算子
xj がモノドロミー行列の要素を用いて表される [31]。（実は非常に簡明に導出できる [27]。）

xj =
j−1∏
a=1

(A(ξa) +D(ξa)) tr0 (x0T0 12···N )
j∏

a=1

(A(ξa) +D(ξa))
−1 (5.43)

上の公式 (5.43) とスラブフのスカラー積公式 (5.42) を用いて、XXZ 鎖の任意の局所演
算子に関する形状因子を、行列式を用いて書き下すことができる [31]。解析的にも数値計算
的にも非常に便利な公式が導かれる。この方法の延長上で、代数的ベーテ仮設を用いて相
関関数の漸近展開が導かれている [5]。

6 LL模型の第二量子化と形状因子公式
ＬＬ模型の第二量子化の結果をレビューする。ただし、導出はまだ簡単化 [27]されていない。

6.1 LL模型の第二量子化
LL模型を第二量子化すると、第二量子化ハミルトニアンHNLSは次式で与えられる [1]。∫ L

0

(∂ψ̂
∂x

†

(x, t)
∂ψ̂

∂x
(x, t) + cψ̂†(x, t)ψ̂†(x, t)ψ̂(x, t)ψ̂(x, t)

)
. (6.1)

ここで場の演算子 ψ̂(x) は次の正準交換関係を満たす。

[ψ(x, t), ψ(y, t)†] = δ(x, y) ,

[ψ(x, t), ψ(y, t)] = [ψ(x, t)†, ψ(y, t)†] = 0 . (6.2)

場の演算子は以下のハイゼンベルグ運動方程式を満たす。

i
∂ψ̂

∂t
= −∂

2ψ̂

∂x2
+ 2cψ̂†ψ̂2 . (6.3)

古典場の場合、非線形波動の分野では、非線形シュレーディンガ―方程式 (Nonlinear Schrödinger
equation, NLS) とよばれる。冷却原子系の分野では、グロス・ピタエフスキー (Gross-
Pitaevskii, GP) 方程式とよばれる。非線形シュレーディンガ―方程式は、ソリトン解を
持つことが知られている。
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6.2 形状因子の行列式公式
形状因子とは、中性子散乱などで散乱体を表す摂動ハミルトニアンを固有状態ではさんだ
行列要素のことである。もともとは基底状態 |G⟩ と励起状態 |excited⟩ の間の行列要素のこ
とを形状因子 (form factor) とよぶ。ところがベーテ仮設の可解量子系の場合、形状因子に
対する式が、基底状態と励起状態の間だけでなく、任意のベーテ仮設固有状態の間でも同様
に成立する場合が多い。このため可積分量子系では、任意のベーテ固有状態の間の行列要
素のことも形状因子と呼ぶことがある [30]。
粒子数密度の演算子を ρ̂(x) = ψ̂†(x, 0)ψ̂(x, 0) で定義する。このとき、ベーテ固有状態

|kj⟩ と |k′
j⟩ の間の形状因子（行列要素）は次のように行列式で表される [30, 32, 33, 34]。

⟨k′
a|ρ̂(0)|ka⟩ = (−1)N(N+1)/2

(
P − P

′)
C(k

′
a, kb)

×
N∏
j=1

(
V −1
+ (kj)− V −1

− (kj)
)

×
N∏
j<ℓ

√√√√K(k
′
j − k

′
ℓ)

K(kj − kℓ)
·

det
(
I + U(k, k

′
)
)

√
detG(k) detG(k′)

. (6.4)

ここで P と P
′
はそれぞれベーテ固有状態 |ka⟩ と |k′

a⟩ の全運動量を表す。積分核K(x)は
K(x) = 2c/(x2 + c2)、そしてG(k) はゴーダン (Gaudin)行列を表し、ベーテ固有状態のノ
ルムを表すのに用いられる [1]。

G(k)ab = δa,b

L+
N∑
j=1

K(ka − kj)

−K(ka − kb) . (6.5)

そして C(k
′
a, kb) は a 行 b列の行列要素が 1/(k

′
a − kb) と擬運動量の差の逆数で与えられる

行列の行列式を表し、Cauchy 行列式とよばれる。次のように差積を用いて表される。

C(k
′
a, kb) = det

N

(
1

k′
a − kb

)
=

∏N
a<b(k

′
a − k

′
b)
∏N

a<b(kb − ka)∏N
a,b=1(k

′
a − kb)

. (6.6)

因子 V±(x) は積 V±(x) =
∏N

a=1(x− ka∓ ic)/(x− k
′
a∓ ic) で定義される。そして (N − 1)×

(N − 1) 行列 U(k, k
′
)の (j, ℓ) 成分 (1 ≤ j, ℓ ≤ N − 1) は次式で表される。

U(k, k
′
)j, ℓ =

N∏
a=1

(k
′
a − kj)

N∏
a ̸=1

(ka − kj)

K(kj − kℓ)−K(kN − kℓ)

V −1
+ (kj)− V −1

− (kj)
. (6.7)

形状因子が行列式で表されることによる利点は多い。実際、計算時間が大幅に短縮され
る。例えばもし、長さN の１次元格子系で定義された量子スピン系において状態ベクトル
のノルムを計算すると、まともに計算すると指数関数的な時間が必要になるであろう。各サ
イトで上向きと下向きの二つの場合があり、それがN 個連なるので、ベクトルの成分の数
は 2N になるためである。一方、N 行N 列の行列式の計算にかかる時間はN の３乗かそれ
以下である。指数関数的な時間と比較すれば、非常に速い。
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7 孤立量子系のダイナミクス

7.1 孤立量子系における長時間の振る舞いと量子統計力学の基礎
フォン・ノイマンの予想
孤立した量子多体系のダイナミクスが統計力学の基礎とも関連して最近、大きく注目さ

れている [6]。初期状態としてある純粋状態を与えたとき、孤立した多自由度の量子系の時
間発展で物理量の期待値はどのように振る舞うか、という非常に基本的な問題である。た
だしハミルトニアンはエルミートであり、時間発展はユニタリなので量子状態は初期状態
と同じで全く変化しない。しかし、系の自由度が十分大きいとき、分系の中で定義できる
ような局所的な物理量演算子の期待値は、時間発展で次第に熱平衡状態の値に近づく、とい
う予想が比較的最近、定式化（再導出）された [35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43]。

⟨A(t)⟩ → ⟨A(∞)⟩ (t→ ∞). (7.1)

この予想は本質的にはフォン・ノイマンによって最初に提案された [43]。しかし、誤解のた
めか、その後完全に忘れ去られた。そして田崎論文 [35]が一つの引き金となって典型性の
重要性が明らかにされ [36]、その研究の流れの中でフォン・ノイマンの論文は最近になって
再発見された [43]。
フォン・ノイマンの予想は一般の量子系を対象とし、系が可積分かどうかは関係しない。

しかし、可積分量子系での局所物理量の期待値の長時間の振る舞いは、非可積分量子系と
は異なり、一般化されたギブス分布に収束する、という興味深い予想が Rigol 達によって
提案された [37]。可積分量子系の時間発展は非常に長い時間追跡可能であるため、可積分
量子系のダイナミクスを具体的に調べる研究が欧米を中心として最近多数発表されている
[44, 45]。

孤立量子系の緩和
孤立量子系の緩和という表現が、現在ではしばしば用いられる。最近では、平衡化 (equi-

libration) あるいは初期状態依存性がない場合には熱化 (thermalization) ともよばれる。そ
もそも孤立量子系の時間発展で系のエントロピーは変化しないので、従来の意味での緩和
とよぶのはあまり適当ではない。しかし、部分系で定義できるような物理量の期待値を見
る限りでは、時間発展で緩和する様子が観察される。このことを例えば可積分量子系を用
いて確認できる [46]。
実際、孤立量子系であっても観測される対象を部分系とみなし、孤立系の他の部分全体

を熱浴とみなすことができるとき、孤立量子系における緩和 (relaxation)、という表現を用
いても従来の緩和に近い意味を持たせることができるであろう。ただし、コーヒーにクリー
ムを加えて経過を観察する場合には、クリームの混合に伴って全体のエントロピーは増大
するが、しかし、孤立量子系の時間発展では、系全体のエントロピーは全く変化しない。そ
こで、この点ではまだ異なっていることに注意しなければならない。

量子クエンチ
孤立した量子多体系のダイナミクスに密接に関連するもう一つの話題として、量子クエ

ンチ (quantum quench) が挙げられる [47]。ハミルトニアンのパラメターを突然変化させた
後、どのような緩和ダイナミクスが起こるか、という問題である。量子クエンチは可積分
量子系でも現在、非常に活発に研究されている [48, 49, 50, 51, 52]。特に、初期時刻に系の
一部分のみを変化させる場合は局所クエンチ (local quench)、系全体の変化あるいは系の無
限極限を考えるような場合は大局的クエンチ (global quench) と分類される。
量子クエンチなどの孤立量子系のダイナミクス、そして典型性や後で述べる固有状態の

熱化の仮説 [53, 54, 55]は、量子統計力学の基礎に関する重要な研究課題であるが、しかし、
おそらく２０年前には面白いと思う人は少なかったと思われる。最近の十数年間の冷却原
子系の実験の発展 [56, 57, 58, 59, 60] によって支援された結果、十分に現実的な研究課題で
あると認識されるようになった [44, 45]。
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7.2 孤立量子系の熱化のシナリオ

7.2.1 非可積分系の緩和：　ギブス分布

非可積分量子系では、保存量はハミルトニアンのエネルギー固有値のみである。そして、長
時間の時間発展の後に物理量Ａの期待値はある漸近値 ⟨A(∞)⟩ に近づき、その値は小正準
分布のアンサンブル平均値で与えられる、という予想が提案された [38]。少し詳しく述べる
と、量子状態 |Ψ⟩ を任意にひとつ選ぶとき、確率的にみて非常に多くの場合、局所的な物
理量 Âの量子状態 |Ψ⟩ に関する期待値は小正準分布による物理量演算子 Â のアンサンブ
ル平均値とほとんど同じ値を与える、という予想である。後で典型性を用いて説明するが、
正確さを少し犠牲にして分かりやすく直感的述べると、次のように表現できる。
命題：　量子状態 |Ψ⟩ はエネルギーの範囲がEからE +∆E の固有状態の線形結合で

表される任意の純粋状態とする。系の自由度N が非常に大きいとき、状態 |Ψ⟩の密度行列
|Ψ⟩⟨Ψ| は小正準分布の密度行列 ρMC(E) で近似される。

|Ψ⟩⟨Ψ| ≈ ρMC(E) . (7.2)

小正準分布と正準分布における物理量演算子の平均値の差を無視できるとき、簡単のた
め、小正準分布の密度行列 ρMC(E) を正準分布の密度行列 exp (−βE) /Zで表すと見易い。
このとき (7.2)式は次のように表される。

|Ψ⟩⟨Ψ| ≈ exp (−βE) /Z . (7.3)

7.2.2 可積分系の緩和：　一般化ギブス分布

可積分量子系では多数の保存量が存在するため、可積分系の時間発展は非可積分系の場合
とは異なることが期待される [53]。そして、可積分量子系では物理量の期待値は長時間の時
間発展の後に一般化されたギブス分布 (Generalized Gibbs Ensemble, GGE) に収束する、
という予想が提案された [37]。これは温度に対応する変数 β を一般化する拡張された熱力
学変数 λj が、独立な保存量演算子 Îj の数だけ存在し、その値は初期状態における保存量
演算子の期待値 Ij で決定される、というものである。可積分量子系の自由度をN とする。
一般化されたギブス分布の予想は次のように表現できる。
命題：　量子状態 |Φ⟩ はエネルギーの範囲がEからE +∆E の固有状態の線形結合で

表される任意の純粋状態とする。系の自由度N が非常に大きいとき、状態 |Φ⟩ の密度行列
は一般化ギブス分布の密度行列 ρGGE で近似される。

|Ψ⟩⟨Ψ| ≈ ρGGE({Ij}) (7.4)

ここで一般化ギブス分布 ρGGE は変数 λj と保存量 Îj の状態 |Φ⟩での期待値を Ij を用いて
次式で表される [61]。

ρGGE({Ij}) = exp

− N∑
j=1

λjIj

 /Z (7.5)

一般化ギブス分布の予想はまだ明確な証明は与えられていない。また、最近では反例も
見つかっている [62]。しかし、初期状態のN 個の保存量の値が平衡値に反映するので、一
般にはもっともらしく思われるシナリオである。また歴史的には、線形応答における保存量
の効果が７０年代初めころに議論された [63, 64]。これらとも深く関係すると思われる。
このように、形状因子の行列式公式などを用いて可積分系の時間発展を特徴づけること

は、量子ダイナミクスにおいて現在、重要な研究課題の一つとなっている。
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8 典型性とＥＴＨ

8.1 量子状態の典型性と平衡化
なぜ孤立量子多体系の物理量の期待値が次第に熱平衡値に近づくと考えられるのであろう
か。一つの考え方として、任意の量子状態で物理量を平均すると、その値は熱平衡状態の
値に非常に近い、という典型性を用いる説明が挙げられる [39, 40, 41, 42]。以下、典型性を
特徴づける不等式を導く [39]。
ハミルトニアンH で特徴づけられる量子多体系を考えよう。エネルギー固有値Ej の固

有状態を |Ej⟩と表す。そして、{|Ej⟩}は完全系を作るものとする。さて、エネルギーの値が
E から E +∆Eの範囲内の固有状態の線形結合で表される任意の純粋状態を |Ψ⟩ とする。

|Ψ⟩ =
∑
j∈S

cj |Ej⟩ (8.1)

ここで記号 S はエネルギーの値が E から E +∆Eの範囲内の固有状態のラベル j 全体の
集合を表す。係数 cj の分布として状態空間中で等方的かつ一様な分布を仮定しよう。

P ({cj}) = Cδ

1−∑
j∈S

|cj |2
 (8.2)

物理量演算子 A の期待値を ⟨Ψ|A|Ψ⟩ と表し、状態 |Ψ⟩ の取り方に関する平均を ⟨Ψ|A|Ψ⟩
と表す。このとき、演算子A の期待値の状態に関する平均値 ⟨A⟩ は、次のように導かれる。

⟨A⟩ = ⟨Ψ|A|Ψ⟩
=

∑
j∈S

∑
k∈S

c∗jck ⟨Ej |A|Ek⟩

=
∑
j,k∈S

c∗jck Ajk . (8.3)

ここでAjk = ⟨Ej |A|Ek⟩ である。等方的かつ一様な分布の仮定 (8.2) より、次が導かれる。

c∗jck =
1

d
δjk (8.4)

ここで d はエネルギー殻内の固有状態の生成するヒルベルト空間の次元を表す。次元 d は
系のサイズに関して指数関数的に増大し、一般に非常に大きな数となる。この結果 (8.4)を
式 (8.3)へ 代入すると、物理量Ａの期待値の平均値は小正準分布のアンサンブル平均と一
致することが導かれる。

⟨A⟩ = 1

d

∑
k∈S

Akk . (8.5)

物理量演算子の期待値の平均からの偏り∆⟨A⟩を、∆⟨A⟩ = ⟨A⟩ − ⟨A⟩ で定める。この
とき、偏り∆⟨A⟩の二乗平均値は、次式で定義される。

(∆⟨A⟩)2 = ⟨A⟩2 −
(
⟨A⟩

)2
(8.6)

この値は次のように評価される [39]。

(∆⟨A⟩)2 ≤
||A||2op
d+ 1

(8.7)

ここで ||A||op は演算子Ａの固有値の中で絶対値が最大のものを表す。この不等式 (8.7)が
典型性を表す根拠となる。すなわち、演算子Ａの固有値の中での絶対値が最大のものは、シ
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ステムサイズに関して高々べき的に増大すると予想される。一方、エネルギー殻中の固有
状態が生成するヒルベルト空間の次元 d は、システムサイズに関して指数関数的に増加す
る。この結果、系の自由度が大きい場合、基本不等式の右辺は非常に小さくなり、物理量の
期待値と熱平衡値との差は非常に小さくなるのである。
典型性の基本不等式 (8.7)の上の導出では、球対称一様分布 (8.2)を仮定した。このため、

小正準分布の微視的な導出とは言えない。しかし、典型性の本質を明らかにする分かり易
い議論と言えるであろう。

8.2 固有状態の熱化仮説 (ETH)

熱化がなぜ起こるのかを追求すると、次の予想に近づくであろう。エネルギーE の固有状
態においてある物理量の期待値を求めると、その値はエネルギーE の熱平衡状態での物理
量の期待値、すなわち熱平衡値、に非常に近い、という予想である。これを固有状態の熱化
の仮説 (Eigenstate Thermalization Hypothesis, ETH) とよぶ [53, 54, 38, 55]。
前節の記号を用いると、エネルギー固有状態 |Ej⟩ における物理量演算子 Aの期待値

⟨Ej |A|Ej⟩ が、熱平衡状態でのAの値に非常に近い、という予想である。

⟨Ej |A|Ej⟩ ≈
1

d

∑
k∈S

Akk = ⟨Â⟩ . (8.8)

ただしエネルギー固有値 Ej はエネルギー殻 [E,E + ∆E] の中に含まれるものとする。す
なわち、E < Ej < E +∆Eが成り立つと仮定する。固有状態の熱化の仮説は、個々の固有
状態がすでに小正準分布の密度行列にほとんど等価である、と解釈できる。

|Ej⟩⟨Ej | ≈ ρMC(Ej) . (8.9)

8.3 まとめ
典型性あるいは固有状態の熱化仮説が成り立てば、たいていの量子状態で局所物理量の期
待値は対応する熱平衡状態での期待値に非常に近いことが導かれる。しかし、時間発展に
関してはまだ議論されいない。どのように平衡に近づくか、平衡化の様子は明らかでない。
その解明には具体例を調べる必要があり、議論すべき課題は多く残されている。
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