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Abstract

圧縮性粘性流体の熱対流問題として水平領域 $z_{0}<z<z_{0}+1$ での流体に重カが
働き、 下から一様に熱を加える定常問題を考える。 無次元化を

$L=z_{0}+ \frac{1}{2}=\frac{T_{u}+T_{l}}{2\beta d}, \beta=\frac{T_{l}-T_{u}}{d}$

としている。 外力が働くときの定常解および定常分岐 (パターン形成) が $L\geq L_{0}$ で

一様に得られ、 $Larrow+\infty$ での極限は Oberbeck-Boussinesq 方程式系の定常解および定
常分岐になっている。

Steady solutions are obtained for heat convection problems of compressible viscous
fluids in the horizontal domain $z_{0}<z<z_{0}+1$ under the gravity with extemal forces.
They include steady solutions and stationary bifurcations (pattem formations) for the
Oberbeck-Boussinesq system as a limit of $Larrow+\infty$

1 定式化
Spiegel [5] の無次元化に従い、

$\mathcal{R}^{2}=\frac{P^{2}\beta R_{*}c_{p}(m+1)^{3}d^{2m+3}}{g^{2}\mu\kappa},z_{0}=\frac{T_{u}}{\beta_{0}d}, \beta_{0}=\frac{T_{l}-T_{u}}{d},$

を用いる。 ここで垂直軸 $(e_{3})$ を下向きにとり、 $d$ は水平領域の厚さとしている。 この

とき無次元化方程式は、水平帯状領域 $z_{0}<z<z_{0}+1$ で次で定式化される。 ([5],
[7], [10] $)$ .

a
$)$ supported in part by Grant-in-Aid for Scientific Research (C) (23540253),

b
$)$ supported in part by the national Far 2012 and the GNFM of italian INDAM,

c
$)$ supported in part by Grant-in-Aid for Scientific Research (C) (22540161).

数理解析研究所講究録
第 1830巻 2013年 119-126 119



$\frac{\partial\rho}{\partial t}+\mathcal{R}\nabla\cdot(\rho u)=0,$

$\frac{1}{\mathcal{P}_{r}}\rho\frac{\partial u}{\partial t}-\Delta u-\frac{1}{3}\nabla(\nabla\cdot u)+\frac{\mathcal{R}}{b\gamma(m+1)}\nabla p+\frac{\mathcal{R}}{\mathcal{P}_{r}}\rho u\cdot\nabla u=\frac{\mathcal{R}}{b\gamma}\rho e_{3},$

$\rho\frac{\partial T}{\partial t}-\Delta T+\mathcal{R}(\gamma-1)p\nabla\cdot u+\mathcal{R}\rho u\cdot\nabla T$

$= \frac{2gb\gamma}{\beta_{0}c_{v}}\{D:D-\frac{1}{3}(\nabla\cdot u)^{2}\}.$

水平領域 $z_{0}<z<z_{0}+1$ で下から一様に熱する時の境界条件は、 $T_{l}=z_{0}+1,$ $T_{u}=z_{0}$

であり、 この平衡解は次の熱伝導解である。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=0, \overline{\rho}=z^{m}, \overline{T}=z, \overline{p}=z^{m+1},$

以下では次の気体の状態方程式を用いている。 $p=\rho T.$

この平衡解の近傍で定常問題を考える。境界条件は、上下の境界 $z=z_{0},$ $z_{0}+1$

で、 速度も温度も Dirichlet 条件とする。

質量保存則:
$\mathcal{R}\nabla (\rho_{*}u_{*}) = 0,$

運動量保存則:

$- \triangle u_{*}-\frac{1}{3}\nabla(\nabla\cdot u_{*})+\frac{\mathcal{R}}{b\gamma(m+1)}\nabla p_{*}+\frac{\mathcal{R}}{\mathcal{P}_{r}}\rho_{*}u_{*}\cdot\nabla u_{*}$

$= \frac{\mathcal{R}}{b\gamma}\rho_{*}e_{3}+\mathcal{R}_{A}f_{e},$

エネルギー保存則:

$-\Delta T_{*}+\mathcal{R}(\gamma-1)p_{*}\nabla\cdot u_{*}+\mathcal{R}\rho_{*}u_{*}\cdot\nabla T_{*}$

$= \frac{2gb\gamma}{\beta_{)}c_{x}}\{D:D-\frac{1}{3}(\nabla\cdot u_{*})^{2}\}+\mathcal{R}\rho_{*}h_{e}.$

境界条件:

$u_{*}(z_{0})=u_{*}(z_{0}+1)=0, T_{*}(z_{0})=z_{0} T_{*}(z_{0}+1)=z_{0}+1$ .

付帯条件 : $\int\rho_{*}=$ constant.
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Oberbeck-Boussinesq方程式との関係を考慮して、未知関数として $P*,$ $u_{*}=(u, v, w),$ $T_{*}$

を用い、 平衡解からの摂動にたいする量を次で定義する。

$u_{*}arrow u, p_{*}arrow z^{m+1}+p, T_{*}arrow z+\theta, \rho_{*}arrow z^{m}+\rho,$

ここで $p=$ $(z+\theta)\rho+z^{m}\theta$
、 即ち $\rho=(p-z^{m}\theta)/(z+\theta)$ である。

摂動系に帯する定常問題を考え、質量保存則を次のように書換える。

$\mathcal{R}\nabla\cdot((z^{m}+\rho)u) = \mathcal{R}\nabla\cdot(z^{m}u+\frac{p-z^{m}\theta}{z+\theta}u) = 0.$

従って、未知関数 $p,$ $u=(u, v, w),$ $\theta$ について次が得られる。

$\mathcal{R}(\nabla\cdot u+\frac{mw}{z}+\nabla\cdot(\frac{pu}{z^{m+1}})) = \mathcal{R}g,$

ここで

$g = \frac{z^{m+1}+p}{z^{m+1}(z+\theta)}u\cdot\nabla\theta-\frac{mpw}{z^{m+2}}-\frac{z^{m+1}+p}{z^{m+2}(z+\theta)}\theta w$

$= \frac{1}{z}u\cdot\nabla\theta+g_{0},$

$g_{0} = \frac{\theta}{z(z+\theta)}u\cdot\nabla\theta+\frac{p}{z^{m+1}(z+\theta)}u\cdot\nabla\theta-\frac{mpw}{z^{m+2}}$

$- \frac{z^{m+1}+p}{z^{m+2}(z+\theta)}\theta w.$

運動量保存則は次のように書換えられる:

$- \triangle u-\frac{1}{3}\nabla(\nabla\cdot u)+\frac{\mathcal{R}}{b\gamma(m+1)}\nabla p-\frac{\mathcal{R}}{b\gamma}\frac{p-z^{m}\theta}{z}e_{3}$

$=- \frac{\mathcal{R}}{\mathcal{P}_{r}}z^{m}u. \nabla u +f,$

ここで

$f = - \frac{\mathcal{R}}{\mathcal{P}_{r}}\frac{p-z^{m}\theta}{z+\theta}u\cdot\nabla u -\frac{\mathcal{R}}{b\gamma}\frac{p-z^{m}\theta\theta}{z+\theta z}e_{3}$

$+ \mathcal{R}(z^{m}+\frac{p-z^{m}\theta}{z+\theta})f_{e}.$

エネルギー方程式は、質量保存則を用いて次のように書換えられる :

$-\triangle\theta+\mathcal{R}(1-m(\gamma-1))z^{m}w=-\mathcal{R}\gamma z^{m}u\cdot\nabla\theta+h,$
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ここで

$h$ $=$ $\mathcal{R}\gamma\frac{z^{m}\theta}{z+\theta}u\cdot\nabla\theta-\mathcal{R}\gamma\frac{p}{z+\theta}u\cdot\nabla\theta$

$- \mathcal{R}(\gamma-1)(\nabla\cdot(pu)+p\nabla\cdot u+(m+1)\frac{pw}{z}+z^{m+1}g_{0})$

$- \mathcal{R}\frac{(p-z^{m}\theta)w}{z+\theta} +\frac{2gb\gamma}{\beta_{0}c_{v}}(D:D-\frac{1}{3}(\nabla\cdot u)^{2})$

$+ \mathcal{R}(z^{m}+\frac{p-z^{m}\theta}{z+\theta})h_{e}.$

系を水平領域 $z_{0}<z<z_{0}+1$ で考えており、速度と圧力に次のスケールを用いる。

$L=z_{0}+ \frac{1}{2}$

$u= \frac{\tilde{u}}{\sqrt{L}}, p=L^{m-1}\tilde{p}, f_{e}=\frac{\tilde{f}_{e}}{L}, h_{e}=\frac{\tilde{h}_{e}}{\sqrt{L}}.$

更に $S$piegel [5] に従って次の Rayleigh 数を用いる。

$\mathcal{R}_{m}=\mathcal{R}L^{m\frac{1}{2}},$

この時、領域 $L- \frac{1}{2}<z<L+\frac{1}{2}$ において次の解くべき方程式系が得られる。

$\mathcal{R}_{m}$ $( \nabla\cdot\tilde{u}+\frac{m\tilde{w}}{z}+\nabla$ $(( \frac{L}{z})^{m-1}\frac{\tilde{p}\tilde{u}}{z^{2}}))$ $=$ . $\mathcal{R}_{m}g\approx$ , (1)

$- \Delta\tilde{u}-\frac{1}{3}\nabla(\nabla\cdot\tilde{u})+\frac{\mathcal{R}_{m}}{b\gamma(m+1)}\nabla\tilde{p}-\frac{\mathcal{R}_{m}}{b\gamma}\frac{\tilde{p}}{z}e_{3}$

$+ \frac{\mathcal{R}_{m}}{b\gamma}(\frac{z}{L})^{m-1}\theta e_{3}=-\frac{\mathcal{R}_{m}}{\mathcal{P}}(\frac{z}{L})^{m}\tilde{u}\cdot\nabla\tilde{u}+f\approx$ , (2)

$- \Delta\theta+\mathcal{R}_{m}(1-m(\gamma-1))(\frac{z}{L})^{m}\tilde{w}=-\mathcal{R}_{m}\gamma(\frac{z}{L})^{m}\tilde{u}\cdot\nabla\theta+h\approx$ , (3)

ここで

$g \approx = \frac{\tilde{u}\cdot\nabla\theta}{z}+g_{0}\approx$

$g_{0} \approx = \frac{\theta\tilde{u}\cdot\nabla\theta}{z(z+\theta)}+(\frac{L}{z})^{m-1}\frac{\tilde{p}\tilde{u}\cdot\nabla\theta}{z^{2}(z+\theta)}-\frac{\theta\tilde{w}}{z(z+\theta)}$

$-( \frac{L}{z})^{m-1}\frac{m\tilde{p}\tilde{w}}{z^{3}}-(\frac{L}{z})^{m-1}\frac{\tilde{p}\theta\tilde{w}}{z^{3}(z+\theta)},$
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$f\approx$

$=$ $\frac{\mathcal{R}_{m}}{\mathcal{P}}$

$(( \frac{z}{L})^{m}\frac{\theta}{(z+\theta)}$ $- \frac{\tilde{p}}{L(z+\theta)})$ 商．$\nabla$ 名

$- \frac{\mathcal{R}_{m}}{b\gamma}\frac{\tilde{p}\theta}{z(z+\theta)}e_{3}+\frac{\mathcal{R}_{m}}{b\gamma}(\frac{z}{L})^{m-1}\frac{\theta^{2}}{(z+\theta)}e_{3}$

$+ \mathcal{R}_{m}((\frac{z}{L})^{m}\frac{z}{z+\theta}+\frac{\tilde{p}}{L(z+\theta)})f_{e}^{\sim},$

$h \approx = \mathcal{R}_{m}\gamma((\frac{z}{L})^{m}\frac{\theta}{z+\theta}-\frac{\tilde{p}}{L(z+\theta)})\tilde{u}\cdot\nabla\theta$

$- \mathcal{R}_{m}\frac{\gamma-1}{L}(\nabla\cdot(\tilde{p}\tilde{u})+\frac{m+1}{z}\tilde{p}\tilde{w}+\tilde{p}\nabla\cdot\tilde{u})$

$+ \mathcal{R}_{m} ((\frac{z}{L})^{m}\frac{\theta\tilde{w}}{(z+\theta)}- \frac{\tilde{p}\tilde{w}}{L(z+\theta)})+\mathcal{R}_{m}(\gamma-1)(\frac{z}{L})^{m+1}(L\tilde{g}_{0})$

$+ \mathcal{R}_{m}(\frac{\tilde{p}}{L(z+\theta)}-(\frac{z}{L})^{m}\frac{z}{z+\theta})\hslash_{e}$

$+ \frac{2gb\gamma}{\beta_{0}c_{v}L}(D:D-\frac{1}{3}(\nabla\cdot\tilde{u})^{2})$

次の境界条件で考えている。

$\tilde{u}=0,$ $\tilde{\theta}=0$ on $z=L- \frac{1}{2},$ $L+ \frac{1}{2}$ , (4)

水平方向 $x$ と $y$ に関しては、周期夫々 2 $\pi/a$ と 2 $\pi/b$ とする。
Remark 1.1上記の非線形系に対して、領域は

$| \frac{z}{L}-1|\leq\frac{1}{2L}$

で考えているから、形式的にも $Larrow\infty$ でどの項が残るか良く分かり、Oberbeck-
Boussinesq 方程式との比較ができる。

2 定常解の存在
非線形偏微分方程式の境界値問題 (1)(2)(3)(4) について外カ項 $\tilde{f}_{\epsilon},\tilde{h}_{e}$ が小さいと

きに $L\geq L_{0}$ かつ $0\leq \mathcal{R}_{m}<\mathcal{R}_{c}$ の下で Dirichelet 境界条件と周期境界条件の付い
た Hilbert-Sobolev 空間 $H^{l}=W^{l,2}$ , $l=0,1,2,3$ において定常解を求める。

定理
境界値問題 (1)$-(4)$ に対して、定数 $L_{0}$ と $\mathcal{R}_{c}$ が存在し $L\geq L_{0},$

$0\leq \mathcal{R}_{m}<\mathcal{R}_{c}$ であれば、 小さい外力の下で定常解が存在する。更に、 $Larrow\infty$ の

ときには、 解は Oberbeck-Boussinesq 方程式の定常解に収束する。

詳細は、 Nishida-Padula-Teramoto [19]。
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3 定常分岐
外力項を除いた境界値問題 (1)$-(4)$ の平衡解からの定常分岐問題。
平衡解のまわりの線形化方程式の resolvent 式を次の形で考える。

$\lambda\frac{p}{z^{m}}+\nabla\cdot u+\frac{mw}{z}$ $=$ $G$ , (5)

$\lambda\frac{u}{\mathcal{P}}-\Delta u-\frac{1}{3}\nabla(\nabla\cdot u)+\nabla p-\frac{(m+1)p}{z}e_{3}+\frac{\mathcal{R}_{m}}{b\gamma}(\frac{z}{L})^{m-1}\thetae_{3}$ $=$ $F,$ $(6)$

$\lambda\gamma\theta-\triangle\theta+\mathcal{R}_{m}(1-m(\gamma-1))(\frac{z}{L})^{m}w$ $=$ $H$ . (7)

境界条件は、前節と同じとする。
Rayleigh 数 $\mathcal{R}_{m}$ を増大させるとき、実部が最大の固有値が $\mathcal{R}_{m^{2}}=\mathcal{R}_{c}(L)^{2}$ で虚

軸を横切る時 $\lambda=0$ として、 その固有値、固有空間が単純であると仮定する。例えば、
$b=\sqrt{3}a$ の時には、固有空間が 2次元で固有関数は、ロール型、長方形型、およびそれ
らの一次結合である六角形型からなる。 この時には、対応する部分固有空間に解を制限す
れば単純性が成立つ。 [18], [11], [15]

adjoint な線形系は次である。

$\lambda\frac{p}{z^{m}}-\nabla\cdot u-\frac{(m+1)w}{z}$ $=$ $G^{*}$ (8)

$\lambda\frac{u}{\mathcal{P}}-\triangle u-\frac{1}{3}\nabla(\nabla\cdot u)-\nabla p+\frac{m}{z}pe_{3}+\mathcal{R}_{m}(1-m(\gamma-1))(\frac{z}{L})^{m}\thetae_{3}$ $=$ $F^{*},$ $(9)$

$\lambda\gamma\theta-\triangle\theta+\frac{\mathcal{R}_{m}}{b\gamma}(\frac{z}{L})^{m-1}w$ $=$ $H^{*}$ (10)

固有値の数値計算例を後に回して定理は次である。
定理
臨界 Rayleigh 数 $\mathcal{R}_{c}(L)^{2}$ からすべての $L\geq L_{1}$ に対して定常分岐が起きている。

しかも $Larrow+\infty$ の時にそれは、Oberbeck-Boussinesq 系の定常分岐に収束する。

詳細は、 Nishida-Padula-Teramoto [20]。
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例 パラメーターの値を次のように取る。 $\gamma=5/3,$ $c_{p}=1,$ $c_{v}=0.6,$ $m=1.4,$ $\mathcal{P}_{r}=1$

かつ $b=0.04$ . 速度の境界条件は、上下共 Dirichlet zero とする。
$L=z_{0}+ \frac{1}{2}arrow+\infty$ の時、 臨界 Rayleigh 数 $\mathcal{R}_{c}(L)^{2}$ が、 Oberbeck-Boussinesq 方程式
のそれに収束しているのが分る。
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