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§1．動機と出発点

　　ここでは、複素数体C上定義された極小な一般型代数曲面Sであって、おも

にその不正則数q（s）が消えているものを扱う。

　　P9（S）・・12（S）をそれぞれSの翻種凱チ・一ン数とする時

（P9・・12）の存飼能な領域は・N・etherおよび宮岡の不等式1・よ・て

｛2P9－4≦・12≦9P9＋9・P9≧…12＞・｝となる・逆｛・この

領域内の任意の格子点（x，y）に対して、　sに特定の構造を定めて、

　　　　　　　　　2
P9（S）＝x・Cl（S）＝yとなる曲面Sを構成するのが一般型曲面の

geographyの問題である。

　　これについて最近、Persson，　XiaoたちはSが超楕円曲線束（とりわけ種数2

の曲線束）を持つ場合を調べている。しかし、この方法では、2重被覆の理論が

使えるという非常な利点はあるものの、”特殊な曲線”である超楕円曲線を使っ

ている点から考えて”特殊な”一般型曲面しか作っていないという欠点があるよ

うに思われる。実際、そのようなSについては、相対標準写像がすでに2対1に

なるので、標準写像は双有理的ではない。我々は曲線の場合から類推して、双有

理標準写像を持つSこそ、最も”一般型曲面らしい”一般型曲面であると考えて

いる。（しかし、現在の段階では、これはまだ”哲学”でしかないかもしれない

けれど。）　そこで次の事を問題にしたい。

（問）　双有理標準写像を持つ曲面Sを組織的に作り、且調べること。

　　これに対し、最も簡単で自然に思いつくことは、Sが種数3の非超楕円曲線

の線形束を持つ場合を調べることであろう。
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　　今、f：S→plを一般ファイバーが種数3の非超楕円曲線であるファイ

バー空間とする。相対標準有理写像　g：S→S’（：X＝P（f＊Ks／pD

持えるとs・→plの一般フ。イバ＿尋ま平扉娘線であることから、　pl

上のP2束であるX内での因子S・は4T＋nFに線形同値となる。　（ここに

Tはtautologica1直線束、　Fはファイバー、　nは整数である。）

　　以上のことを思って、逆に　Σ　　：ニ　P（σ÷σ（Z）÷σ（m））
　　　　　　　　　　　　　　　　L，m
（0≦L≦m）なるP茎上のP2東上の完備線形系　14T＋nFl　を考えよう。

ここでまず出発点としてn≧0を仮定し、Bertjniの定理より、これの非特異な

メンバーをとってくると、簡単な計算から、

　　　　　1）　（S）＝　4（L÷m）÷3n－3、　　q（S）ニ0、
　　　　　　9
　　　　　・12（S）＝12（L＋m）＋9・－16＝3P9（S）－7

となり、さらにもし2÷m＋n≧2ならばSは双有理標準写像を持つこと

が確かめられる。

　　さて・今作・醐の意酬うてみよう・・12＝3Pビ7⊇線は

非常に由緒あるものであることが知られる。則ち：

定理　（Cas七elnuovo一堀川［H3，∬コの不等式）

　　極小な鯉緬Sが鮪理標準写像を持つとすると・12（S）≧

3p　（S）－7　となる。
　　9

　　従って、先の例はこの性質を満たす最下限の曲面を作っていることになる。

　　そこで今散Sを、乙紗＿7舗たす極小な珊型蛭としよう。
　　　　　　　　　　　　　1　　　　9

次の補題は、堀川〔H2］、Beauville［B］より容易に導かれる。

珪鎚・12＝3・9－7な埴恥の標準写像恥次の2種類

しかない。

（1）　lKlは底点がなく、歪Kはその像の上への双有理正則写像を与える。こ
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れを　1型曲面と呼ぷ。

（II）　迩採は（双有理的な意味で）線織面への2重被覆を与える。これを

II型曲面と呼ぶ。

　　p　が少ない場合のSについては、すでに研究されていることに注意しよ
　　　9
う・則ち・（P9・・12＞・（3・2）の時はM…hez・い4・5）及び

（5、8）の時は堀川［H2］［H3，1〆］、（7、14）の時はMirandaがそれそ

げ　　　　　　　　　　　　れ研究している。特に注目すべきは（4、5）の

　　　　　　　　　　　　　　時、則ち堀川が深く研究した（数値的）5次曲面

　　　　　　　　　　　　　　がここにあることである。一般型曲面論の原点と

　　　　　γ・・四でも言うべき・の理論を・・1㌔P9－7な

　　　　％梁　　る直線にそ・て拡張したいというのが我々の出発

　　　　　　　　　　　　　　点であった。

§2．1型曲面

　　まず前節で作った種数3の線形束を持つ曲面の中には（P　、c2）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g　　l

（4、5）であるものが含まれていることに注目して、5次曲面（則ちこの類の

1型曲面）の中での、この例のしめる位置を問うてみる。

定理　　Sを5次曲面とする。この時Sが種数3の非超楕円曲線の線形束を持

つことと、Sが直線を含むことは同値である。そして、そのようなSの

moduli数は38次元である。

　　5次曲面のmoduli数が40次元であったことを思い出すと、この例は余次

元2の族しかとり出していないわけである。p　＝5、7の時にも似たような
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

事情にあることがわかるが（ここでp　＝3の時はII型曲面しかないので
　　　　　　　　　　　　　　　　　9

考察の必要はない）、ところが実に驚いたことにこれらの場合はすべて　Castel

－nOUVO理論の立場から見れば例外的であることが知られる。則ち：
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一Sを・12ニ3P9－7である1型曲面とする・も

しp　≠　4、5、7　であれば、Sは常に種数3の非超楕円線形束を持っ。
　　9

　　さて、eastel加倒o［C］の定理の再構成は以下のようである。　（なお、　［C］

では、現代の用語では、標準1次系が非常に豊富な場合のみを扱っており、以下

の特異点に関する主張、および（二）の（ξ、m、　n）に関する条件等は述べら

れていないことをことわっておく。）

躍（Cast・1・・・・…d〔AK1］）Sを・㌍3・9－7の1⌒

とすると、q（S）＝Oである。さらにSの標準像S♪は有理2重点のみを

持ち、最小次数の3次元有理多様体に含まれる。さらにS’は次のいずれかであ

る。

（イ）P3内の5次曲面、P＝4の時のみぱる。
　　　　　　　　　　　　　　　9
（ロ）　ぜ内の2次と4次の超曲面の完全交差　：p　＝5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

（ハ）Veronese　cone上の因子∈　13T＋Fl：p　＝7　（ここで、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
Ver。nese、。neとはP2上のpl束P（0＋O（2））のtaut。1。gical

線形系　iTiによる写橡の像のことである。また、Fはファイバー。）

（二）　指L抽nal　nOP砿l　scr◇ll上の因子∈　｝4T十nFl　：夢　二
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

4（L十m）＋3n－3。　（この場合のra七ional　normal　scrollとは、§1

の　Σ　　の　lT＋（0＋m＋n－2）Fl　による写像の像のことである。）
　　　Z，m

ただし、杉＋m＋n≧2、4ε＋n≧0、m＋n　≧0が満たされる。

　　　（二）の3条件はそれぞれ一毅型曲面を与える条件、既約性の条件、S’

が孤立特異点を持つ条件に対応している。　（§1の例と比較すると、Bert輌珀

の定理が適用できないところにも既約メンバーが存在していることに注意された

い。）　さて証明の方針は、まずSの標準線形系　lKlの一般メンバーC

を　（p　－1）次元射影空間内の曲線と思うと、空間曲線論におけるCastelnuo
　　　9
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一 voの上限定理の等号を与える曲線になっていることがわかる。これより、標準像

S’を含む2次超曲面全体の底点集合Mを考えると、最小次数の3次元有理多

様体となっていることがわかる。Harrls［Ha］によるそのような多様体の分類定

理を用いつつ、Mの田子としてのS’の方程式を具体的に書きながら証明を実

行する。

　　もちろん（二）に対応する曲面が主要なクラスであって、以下これを

（L、m、　n）型のCa＄telnuovo曲面と呼ぷことにして、これの変形を考えよ

う。

　　まず最初にp　＝4（£＋m）＋3n－3　だったので、異なる型の
　　　　　　　　　9

Cas七elnuovo曲面が同じp　を与えうることに注意する。実際、例えば　p　＝
　　　　　　　　　　　　9　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

6の時はα、m，　n）＝（O、0、3）　（1、2、一1）、　p　＝7なら（O、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

1、2）　（1、3、－2）　（2、2、－2）、ρ　＝8なら（O、2、　1）　（1、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

1、1）（1、4、－3）（2、3、－3）・…とどんどん増えてくる。そこで、

（問ホ）同じp　を与えるCastelnuovo曲面どおしは、変形でつながるか？
　　　　　　　　9

　　　　（則ち、同じ変形型を持つか？）

という自然な簡が生ずる。ここに”変形でつながる”とは、有限個の複素解析族

を経由してつながるという意味である。この問は、実質的に次の2つの問に帰着

する。

（へ）入れ物（ambient　3pace）であるΣ　　のジャンプ現象を調べること。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，m

（ト）　入れ物と中身の曲面の変形の関係を調べること。

　　（ト）の問は堀川εMコがまさにこのような問を解くために開発したといえ

る正則写像の変形論の応用問題である。　（へ）の問は縫jpz碗ruch曲面Σ　の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

ジャンプ現象の3次元版を考えよということである。　Σ　の時にはこの現象は
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

mod2で生じ、　eが偶数か奇数かで2種類の変形型にわかれたが、Σ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，m

の時にはmod3で生じ、次の3種類の変形型にわかれる。
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鑓Σ。，，は・もし‥三・（m・d3）ならΣ。，。＝pl×P2と・

Z＋m⇒ならΣ。，1と・Z÷m≡2ならΣ1，1とそれぞれ同じ変形型を

持つ。

　　さて、n≧0の時は（ト）もうまくいくが　n＜0の時は微妙である。こ

の時は一般のS’は必ず特異点を持ち、しかもそれはすべて（無限に近いものも

こめて）トーリック多様体であるΣ　　の、トーラスの作用で不変な直線に沿っ
　　　　　　　　　　　　　　　　乏堺

てのっていることがわかる。従ってS’の特異点解消はトーリック多様体のカテ

ゴリーで実行できるが（〔0］参照）、変形論的な統制はより難しくなる。現在の

ところ・肝の状況でのみ・入醐であるΣ、，，の変形にS自身畷形がつい

ていくことが〔田］の定理に帰着させることによって証明でき、（ホ）が肯定的

iこ解ける。

定理　　2＋n≧－1なるeastel猟倒◎曲面は互いに変形でつながっている。さ

らに£＋m＋r1＞2ならば一般のSに対して鍛o姐i数が定義され、それは

hl（∂・）＝5・9＋18｛・等しい・

§3　11型曲面

　　　Il型曲面Sについてはq（S）ニ0が従うわけではないが、ここではそ

れを仮定する。ここのSについて、堀川〔脇，工弓V］に見られるような双正則

構造に着目した理論を展開するのは今のところ不可能のように思える。なぜなら、

Sの標準像WはSがNoether　lineから遠ざかる程最小次数の曲面から遠ざ

かり、そのような形の有理曲面論は、現在もなお（少なくとも倍tr幡icな形では）

ないように思われるからである。むしろ［H4］印3，V］ではそのような立場を

捨てて、超楕円曲線の線形束S＿＿♪W→P1を見るよう示唆していると思

われる。そこで我々もその立場に立って考察する、

　　一般にSをqニOである極小な一般型曲面であって超楕円曲線の線形束

一 146一

6



を持つとする。次の2つの定理は基本的である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
定理（堀川［H3・V］）　　Sが種数9の束を持つなら・　c1（S）≧

（4（9－1）／9）　（P　　（S）－9）となる。
　　　　　　　　　　　　9

定理（Xiao［幻）　　あるgがあって　p　（S）≧（2g－1）　（g÷1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
且、2（S）＜（49／（9＋1））（P（S）－9－1）を満たせば、S
　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

は種数g以下の束を持つ。

　　Xiaoの定理の系として次のことが従う。

忌Sを・12ニ3・ビ7・・＝。なるII型蛭あ・て・・9（S）≧

46と仮定すると、Sは種数4以下の超楕円線形束を持つ。

　　一方、種数4以下のII型曲面の存在に関しては次のことが言える。

命題　　gを2または3または4とする。yニ3x－7、　x≧4を満たす任意の

幽・・⊇い9（S）＝…（S）＝…12（S）＝・なる極

小な曲面Sであって、種数gの超楕円曲線の線形束を持つものがある。

　　上の命題でc2＝3P　＿7であることは実は何ら本質的なことではない。
　　　　　　　　　l　　　　g

実際・・＝2の時P・一〔P］は・12が2Pピ4－4Pg
くらいの領域で作・ている・9＝3の時’ま・彼の方法にならい・・12が

（8／3）p　－8　～　4p　－4　くらいまで作った。　（（8／3）p　－
　　　　　　9　　　　　　、　9　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノヘノ　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘク

8は馴の定理におけるヂ3の珊である・）この方齢㍉および㍉

型の単純楕円型特異点（〔s3）を特殊な位置にのせることにより作るものと言え

る。一方　g＝4の時には、Perssonの方法と異なり、あえて”一般の位置”にこ

の特異点をのせる方法を用いた。　［AK1］では単純楕円型しか使う必要がなかった

が、方法論的には、大域的な統制をとりつつ色々な2重点をGorens七ein曲面上に

　　　　　　　　　　　　　　　　　一147一
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のせることが可能であるように思われる。

§4　Reidの問題

　　再び5次曲面論iこたちかえって新しい問題を考えよう。堀川［自2］では

1型とII型をつなぐ具体的な複素解析族が存在するだろうと思われる。己れを

構成せよというのがRe泊［R］の問題で、彼の周辺の人たちによるいくつかの仕

事がある。

　　我々はこの問題を以下のように拡張する。

（問チ）・12＝3P9－7蹴す1型曲面とII型曲⊇体的な複素解

析族でつなげ。

　　則ち複素解椎M→D＝《1川く1｝で・㌧（t≠o）が哩曲

面・MoがII型曲面である例を作れということである・（反対｛・MtがII

型、M　が1型である族は存在しない。これは例えば小平次元の下半連続性から
　　　◎

も容易に導ける。）　これに対し：

定理　　p　が5以上の任意の奇数とすると、上のような複素解析族が構成できる。
　　　　　9

　　構成臼体はしごく簡単で、種数3の非超楕円曲線が超楕円曲線に特殊化する

例を作っておいて、それを以下のように相対化すればよい。（このアイデアは

［数理科学、曲面の神秘、抱74］中の堀川の記事のあるコメントにヒントを得た

ものである。）
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　　nを偶数とし、W＝Σ　上の直線束　L：＝2T÷（n／2）F　をとる。
　　　　　　　　　　　　こ，m
今、tをパラメ＿タ＿として、　W上のP1束V：＝P（σ＋（シ（L））の

部分多様体S　を
　　　　　　t
　　　　2　　　　　　　　　　　　2
　　×0＋a1　X◎Xパa2Xl＝0・tXO＝qX1

なる方程式で定義する。ここに・　（XO：Xl）はV〔→W　のファイバ鴨座標・

またq∈HO（W，　L）、。∈HO（W，　iL）である。
　　　　　　　　　　　　　輌

　　族　｛S｝　が求める条件を満たすことが確認できる。　nが偶数であるこ
　　　　　　t

とからp　が奇数であることが従う。
　　　　9

　　しかし、p　が偶数の時は（問チ）は未解決である。
　　　　　　　9

§5　臼井型退化現象

　　臼井［U］は、Torem問題の帰納的解決をおもな動機として、不変量の少し

だけ異なる一般型曲面どおしを、”やさしい”退化族の一般ファイバーと特異フ

ァイバーの主成分といった形で結ぷ試みを行っている。現在のところ、㌔dorov曲

面の系列と・N・e・her一堀川1・neの周辺｛・その構成例槻られるが・・茎2＝3Pg

－ 7なるline上でも同様の現象が観察できる。則ち：

定理　Caste▲nuovo曲面の退化族　M→Dであって、その特異ファイバー

M。は2つの成分M。。uRからなり・R｛賄醐面・M。。はP9（M。。）

＝ P（M）＿1、，2磁）＝，2（M）づ、（は0）舗たす
　　gt　　l．00　1　t
極小なCastelnuovo曲面であるものが存在する。

　　構成は、Cas七elnuovo曲面の中でHirzebruch曲面の3重被覆になってい

　　　　　　　　　　　　　　るものをとって湊て、それにE6型の単純楕円型特異点を1個ずつのせ、それを
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族の中で特異点解消しながら行う。その

際、2重被覆・・おける堀川のcan・n・cal　写1葎芭1．一

一一にあたるものが巡回3次被覆u酬愚1ニニ∴喧

てと…（一得…特異烹＼ヨ
の蹴磁張でき江とが前埴具立　・　巨罰　㌦

。。イバーの形賭緬ようである。　蕊㌫滋1」＿＿＿＿

　　最後に、これは著者たちの個人的な見解であるが、臼井型退化現象や前節の

タイプの異なる曲面どおしの変形などは、何も”特別な現象”では決してなく、

おそらく、一般型曲面の存在域の非常に広い範囲にわたって見られる”普通の現

象”であるように思われる………。
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