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1　昔

η元m次式の（群　SLπに関する）不変式環をS（η、　m）とする。我々がここで扱う

のはπ＝3、m≡4の場合である。3元4次式F（錫，廷，¢2）＝0は平面4次曲線を

さだめ、それは特異点をもたないなら、種数3である。逆に、任意の種数3の代数曲線

は超楕円的でないかぎり、平面4次曲線として実現される（いわゆる標準因子による埋

め込みによる：故にこの実現の仕方は、射影変換を除いで一意的である）。従って、

S（3，4）の構造は、種数3の代数曲線のモジュライ空間ルf3と密接に関係している。

　　三十余年前私は、この不変式環5（3，4）について研究した。動機は種数2のモ

ジュライ（と関連する2次のジーゲル・モジュラー形式）について、当時画期的だっ

た1騨saの結果を、種数3の場合に拡張したいと思ったからである。また、やはり画

期的で・世を風摩しつつあったMUIIlfordの「幾何学的不変式論」（GIT）の一般論

に、新たな具体的成果を加えたいと思ったこともある。

　　このく次数付き環）5（3，4）について、まず加法的構造、即ち各斉次部分の次元の

母関数（ボアンカレ級数）を、weylの指標公式を用いて決定した：

エ1（、謬（1一宮，）四

　∧「（T）＝1十りr3十丁4十丁5一ト27†6十3Z「7十2T8－｛－3τ9十4Tlo十3T11十4r12十

4τ13十3丁迫十4りζ15十3τハ6十2丁汐十37「∫8十27「19一㌔営2｛）ΨT21→一τ22十丁25．

　　この結果から環S＝S（3，4）の構造について幾つかの推測（予想）ができる
（［6，Appendix］）。とくに

　　（1）7個の代数的に独立な不変式五，輻季＿ラ㌔，輻（deg輻＝3のが存在して、

それらの生成する多項式環を∫）とすると、SはPの上に整（integral）となる。
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　　（2）3は、上の7個に6個の適当な元ゐ，九，」5，ゐ，ゐ，考（degゐ＝3のを加

えた13個の元で生成される。

　　（3）これらの生成元の間には14個の基本関係式が存在する（以下略）。

　　しかしこれらの推測を証明すること（ましてそれを　ル（3の有理性の証明につな

げることは）は難しく、私は自標を下げて　5（3，4）のかわりに、もう少し易しい

対象　S（2，8）を考察し、この環の構造定理を得た。これは、種数3の超楕円曲線

のモジュライに対応する不変式環で、Igusaの結果を拡張する一つの方向であった
（｛6P．

　より最近、といっても既にト余年前になるが、Dixmier［21が上の（1）を完全

に証明した。コンピュータなしでできているのはすごい。

　余談1：その少し前、1984／85年にパリに半年滞在したとき、Dixmier
に初めて会った。Rayllaudが紹介してくれたのだが、　Di）σnierは私に、あの

不変式論をやったシオダか、ときいた。別の分野（Operator　algebraなど）

の大家と思っていた人からそうきかれて、ちょっと驚いた。はいと答えると、

今でも興味をもっているか、ときく。その頃、私は代数的サイクルのことを

主に考えていたので、あまり、と答えてしまったが、失敗だった。彼自身不変

式を本気でやり始めていたのを知らなかったのだ。彼のはじめの問いは、私が

　同でHi飴ert以前の「古い1方法を使ったのでもっと年上と思われたのかもしれない。

　余談2：E．Noetherの最初の仕事は、3元4次式の不変式および共変式につい

ての研究であった。Gordanから出されたこの問題に、彼女は成功したとはいいがた

い。実際そこでのネガティブな経験が、後年Abstract　Algebraの建設へ向かった

彼女の原動力だったとの説がある。

　可換環論の視点から不変式環が研究されたのは、」二の二つの時期の中ごろ、70

年代からだっただろうかq3］など）。しかしこれについてふれる余裕はない。

　最近のコンピュータ（com茎）就er　a］geb臓戊の発達により、具体的に不変式を書き下

すこともP∫能になってきた。それと共に、　「古い」方法も見直されているようである。

2　今

三卜年ほどを経て再び、平面4次曲線の不変式論を考えてみることになった。その

きっかけは、最近十年ほど取り組んでいるモーデル・ヴェイユ格子の話に自然に、平

面4次曲線の以下に述べるような標準形が登場したからである。その結果として、射

影不変式環5（3，4）は、全く別種の（有限）ワイル群W（昂）または　W（E§）の不

変式論と関係付けられることとなった。

　非斉次座標認，£を＠ol勾：範）＝（1：エ：り　となるように定める。このと

go
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き、平面4次曲線のタイプE7の標準形とは、

ムーエ3＋中。＋P、ε＋τ3）＋q。＋q、¢＋げ旬3古3＋q4£4

　　　　　　　　　　　　λ＝（ρo，P1，90，。．．，q4）∈Aγ

であり、また、タイプ属の標準形とは、

ムー♂ば（P。＋ρ、ξ＋P，め千9。旬1ξ旬2£2＋ヂ

　　　　　　　　　　　λ＝（190，291，Z，2，（10，（11，〈「2）CA6

である。

　いずれの場合にもPλをム＝0　によって定義される平面4次曲線とする。
＠o：エ1：ac2）＝（0二1：0）はその上の変曲点である。

　［9，§1］で示したように、…つの変曲点を指定した平面4次曲線は上のいずれ

かの標準形に同型である。両者の区別は、考えている変曲点が、θ磁殖瑠かまた
は3ρεc辺拍＼即ち、変胞Sにおける摘線がTAと3重または4重に接するかによるのである。

　　さて、各不変式1∈8（3，4）を標準形ムで評価する写像1－→1（ム）が、環の準

同型写像

　　　　　　　　　　　φ：S（3，4）一→Q囚＝Q〔ρ昭ゴ｜

を定義することは明らかである。これをタイプE7またはE6の評価写像とよび、

φ7またはφ6とかく。

　説明が前後したが、モーデル・ヴェイユ格子の理論によれば、ワイル群しγr（叫）

の不変式環R（E．）は、白然にQ｛司と同一視される：それは、次数付き多項式環で、

生成元ρ毫、的の次数は

β？の場合：　駁ぱ（ρτ）二＝12－4乞，硬戊（｛Zゴ）＝18－4戊

E6の場合：祖ぴ擁）＝8－32，初〆的）＝・12－3ゴ

で定める（｛11，間，［8］参照）。

　他方、S＝S（3，4）＝Φd翻を斉次部分への分解とすると、　Sd≠0となるのはd

が3の倍数のときに限る。

定理1（i）タイプ∬γ　の評価写像

φ7：S（3，4）一→R｛五7）＝Q［ρo，ρ1，偽，仙，42，偽阜］

はS（3，4）からR（昂）へのウエイト比　3：懲の（つまり、すべて鋸についてS36

はR（E7）i4dにうつされる〉単射準同型である。
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　（ii）D∈S（3，4）を平面4次曲線の判別式とする（この不変式はD∈S27　か

つDげ）≠0となるのは∫＝0が非特異、という性質で特徴付けられる）。このと
き，φ7（D）は、定数倍を除きR（E7）の判別式δ7に等しい。ここに、δ7はW（』ヲ7）

の基本交代式の平方でウエイト126である。

定理2（1）タイプE6の評価写像

φ6：s（3，4）一→R（E6）－Q［Po，P1，ρ2，σo，q1，q2］

は5（3，4）からR（E§）へのウエイト比3：8の準詞型である。

　（ii）D∈S（3，4）を平面4次曲線の判別式とするとき，φ6（D）は定数倍を除

きR（∫ζ6）の判別式δ6に等しい。ここに、δ6はW（E6）の基本交代式の平方でウ

エイト72である。

　（111）φ6は単射ではなく、Keア（φ6）は次数60の元を含む。　（多分、生成元だろ
う）

証明は［12］を参照されたい。
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