
 
 

 
超音波スペクトロスコピーを用いた 

炭素繊維強化複合材料積層板の 

層間界面特性評価に関する研究 

 

 

 
石井 陽介 

  



 
 

 
 



目次 

i 
 

目次 

第 1  緒論 .............................................. 1 章

1.1 炭素繊維強化複合材料 ................................................... 1 
1.2 ＣＦＲＰ積層板......................................................... 1 
1.3 ＣＦＲＰ積層板の非破壊検査 ............................................. 2 
1.4 ＣＦＲＰ積層板の超音波非破壊検査 ....................................... 3 

1.4.1 欠陥検出 .............................................................. 3 
1.4.2 ボイド含有率評価 ...................................................... 6 
1.4.3 異方性粘弾性特性評価 .................................................. 6 

1.5 接着層や不完全接触界面の超音波非破壊評価 ............................... 9 
1.5.1 ＣＦＲＰ積層板の層間樹脂リッチ領域 .................................... 9 
1.5.2 スプリング界面モデルに基づく接着層や不完全接触界面の健全性評価 ........ 10 

1.6 本研究の目的および本論文の構成 ........................................ 13 
1.7 第 1章の参考文献 ...................................................... 14 

第 2  層間にスプリング界面を有する積層構造中の一次元弾性章

波動場の理論解析 .......................................... 27 

2.1 緒言 ................................................................. 27 
2.2 伝達マトリクス法による垂直入射超音波の反射・透過率の理論計算 .......... 27 
2.3 フロケの定理による反射率の直接的表現の導出および反射率の零点に関する考察 

  ..................................................................... 32 
2.4 第 2章の結言.......................................................... 37 
2.5 第 2章の参考文献 ...................................................... 37 

第 3  反射スペクトル極点周波数分布による層間界面垂直剛性章

とプライ縦波速度の評価 .................................... 39 

3.1 緒言 ................................................................. 39 
3.2 無次元パラメータの再定義 .............................................. 39 
3.3 層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の評価法の提案 ........................ 41 
3.4 提案した評価手法の適用可能性に関する考察 .............................. 43 

3.4.1 評価に用いる極点周波数の個数 ......................................... 43 



目次 

ii 
 

3.4.2 本評価手法の有効性 ................................................... 43 
3.4.3 プライの粘弾性特性の影響 ............................................. 47 
3.4.4 過渡波形の適用 ....................................................... 50 
3.4.5 層間界面垂直剛性の不均一性の影響 ..................................... 54 

3.5 第 3章の結言.......................................................... 56 
3.6 第 3章の参考文献 ...................................................... 58 

第 4  実験的検討 ―提案手法の妥当性検証および吸水したＣＦＲ章

Ｐ積層板の層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の評価― ........ 59 

4.1 緒言 ................................................................. 59 
4.2 超音波測定装置........................................................ 59 
4.3 提案手法の妥当性検証 .................................................. 61 

4.3.1 ＣＦＲＰ直交積層板の層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の評価 ............ 61 
4.3.2 同定値の妥当性検証 ................................................... 64 

4.4 吸水したＣＦＲＰ積層板の層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の評価 ........ 65 
4.4.1 背景 ................................................................. 65 
4.4.2 吸水試験 ............................................................. 65 
4.4.3 積層方向に関する平均的伝搬速度と減衰係数の評価 ....................... 68 
4.4.4 層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の評価 ............................... 70 

4.5 第 4章の結言.......................................................... 77 
4.6 第 4章の参考文献 ...................................................... 77 

第 5  層間にスプリング界面を有する積層構造中の斜角入射超章

音波伝搬挙動の理論解析 .................................... 81 

5.1 緒言 ................................................................. 81 
5.2 スティフネスマトリクス法による斜角入射超音波の反射・透過率の理論計算 .. 82 

5.2.1 背景 ................................................................. 82 
5.2.2 解析モデル ........................................................... 82 
5.2.3 プライ中を伝搬する弾性波の波数および偏向方向の計算 .................... 84 
5.2.4 プライのスティフネスマトリクスの計算 ................................. 86 
5.2.5 層間界面のスティフネスマトリクスの計算 ............................... 87 
5.2.6 グローバルスティフネスマトリクスの計算 ............................... 88 
5.2.7 複素振幅反射・透過率の計算 ........................................... 89 



目次 

iii 
 

5.3 一方向強化ＣＦＲＰ積層板の透過スペクトルに及ぼす層間界面剛性と入射角度の

影響  ..................................................................... 90 
5.4 無限積層構造における分散関係 .......................................... 94 

5.4.1 フロケ波数の計算 ..................................................... 94 
5.4.2 有限積層構造の透過特性との比較 ....................................... 98 

5.5 空間的・時間的に有限幅を有する超音波ビームの透過特性 ................. 101 
5.5.1 ガウシアンビームの励起および反射・透過特性の定式化 ................... 102 
5.5.2 平面調和波の透過特性との比較 ........................................ 107 

5.6 測定値との比較....................................................... 113 
5.6.1 実験方法 ............................................................ 113 
5.6.2 一方向強化ＣＦＲＰ積層板における振幅透過率の周波数および入射角度依存性 .. 

  .................................................................... 114 
5.7 第 5章の結言......................................................... 119 
5.8 第 5章の参考文献 ..................................................... 119 

第 6  結論 ............................................ 123 章

6.1 本論文の結論......................................................... 123 
6.2 将来の展望 .......................................................... 124 
6.3 第 6章の参考文献 ..................................................... 126 

付録 ..................................................... 129 

付録 A 式(2.32)の導出 ..................................................... 129 
付録 B 非定常動弾性有限要素法の定式化 ..................................... 131 
付録 C 四次ルンゲ・クッタ法による陽的時間積分の定式化 ...................... 135 
付録 D 一般化セルフコンシステントモデルによる有効媒質近似 .................. 137 
付録 E 異方性弾性体中での波数を求める六次方程式(5.15)の係数 ................ 139 
付録 F フロケ波特性方程式(5.40)および式(5.41)の導出 ........................ 140 
付録 G ストップバンド発生条件式(5.46)の導出................................ 146 
付録の参考文献 ............................................................ 148 

本研究に関連する論文および発表 ........................... 149 

定期刊行誌掲載論文 ........................................................ 149 
国際会議発表 .............................................................. 149 
国内会議発表 .............................................................. 150 



目次 

iv 
 

謝辞 ..................................................... 151 

本論文に関連する著作権について ........................... 153 



1.1 節 炭素繊維強化複合材料 

1 
 

 緒論 第1章

1.1 炭素繊維強化複合材料 

炭素繊維強化複合材料（Carbon Fiber Reinforced Plastic，以下 CFRP）は炭素繊維を強化材，

樹脂を母材とした複合材料である．CFRP はアルミニウムや鋼などの単一素材からなる金属

材料に比べ高比強度，高比剛性，低熱膨張性，高耐腐食性，高 X 線透過性といった特性を

有し[1], [2]，航空機，宇宙機，自動車，新幹線，深海捜査艇や掃海艇，電波望遠鏡，風力発電

機のブレード，コンクリート構造物の補強材，圧力容器，テニスラケットやゴルフクラブ

といったスポーツ用品，カメラやノートパソコンといった電子機器の筐体，X 線撮影装置の

天板など様々な産業分野で実用されている[1]–[10]． 

CFRP の成型方法としては，樹脂に浸した炭素繊維をマンドレルに巻き付け筒状に成形後

硬化炉で硬化させるフィラメントワインディング法，炭素繊維をあらかじめ樹脂に含浸さ

せた中間素材（プリプレグシート）を巻き付けた後に硬化させるシートワインディング法，

プリプレグシートを積層し金型で加熱・加圧するプレス成形法，積層したプリプレグシー

トを真空バッグに入れオートクレーブ中で加熱・加圧するオートクレーブ成形法，金型に

シート状の炭素繊維（プリフォーム）を配置し樹脂を流し込んで硬化させる樹脂注入成形

法（RTM 法：Resin Transfer Molding），樹脂注入を真空下で行う真空樹脂注入成形法（VaRTM

法：Vacuum Assisted RTM），短繊維と樹脂からなるペレットを溶解させ金型内に射出する射

出成形法などがある[1], [2], [11]．そのなかでも特にオートクレーブ法は，表面平滑性，寸法安

定性に優れた高強度の製品製造が可能なため，航空機や宇宙機用構造部材の成形に広く用

いられている[1], [2]． 

CFRP は 1980 年代以降に航空機やスポーツ用途を中心に市場が拡大され，2000 年代に入

って需要が急増した．そして今後も航空機用途を筆頭に，その他の産業用途でもさらなる

需要増加が予想されている[7], [12]． 

1.2 ＣＦＲＰ積層板 

長繊維から成る CFRP は，繊維方向に比べて繊維に垂直な方向には剛性や強度が低い．そ

のため，通常は一方向に強化された厚さ 0.1～0.2 mm 程度の薄いプリプレグシートを，繊維

方向を変化させながら積層した積層材料として実用されている．CFRP 積層板の代表的な積

層構成を Fig. 1.1 に示す．なお本論文では，積層板を構成する各層をプライと呼ぶ．全ての

プライの繊維方向が等しい場合を一方向積層（Fig. 1.1(a)），0°と 90°プライを交互に積層し
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た場合を直交積層またはクロスプライ積層（Fig. 1.1(b)），+θ°と-θ°プライを交互に積層した

場合をアングルプライ積層（Fig. 1.1(c)）， 0°，90°，±45°プライを隣接するプライの繊維配

向角度差が 45°となるように積層した場合（Fig. 1.1(d)）もしくは 0°と±120°プライを繊維配

向角度差が 120°となるように積層した場合を擬似等方積層と呼ぶ． 

前節で述べたオートクレーブ法で成形される航空宇宙機用構造部材を含め，現状実用さ

れている CFRP の過半数がこの CFRP 積層板に該当する[2]．本論文では以下この CFRP 積層

板について述べる． 

1.3 ＣＦＲＰ積層板の非破壊検査 

 CFRP の産業分野への適用拡大に伴い，構造健全性や信頼性を確保するための非破壊検査

の重要性が増加している．CFRP 積層板の非破壊検査では主に，外部からの衝撃荷重などに

Fig. 1.1  Various stacking sequences of CFRP laminate. 
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よって発生した層間はく離やトランスバースクラック（プライ内を積層方向に走る樹脂割

れ）の検出，製造段階に発生するボイドの含有率評価，積層構成や繊維方向，繊維含有率

の評価といった検査が行われている[13]–[18]．検査手法としては，目視や打音による官能検査

に加えて，渦電流[19]–[23]，赤外線サーモグラフィ[24]–[28]，X 線[29]–[33]，超音波を利用した検査

法などが用いられている． 

渦電流を用いた渦電流探傷法は電磁誘導を利用した非破壊検査法であり，電流を流した

励磁コイルによって導電性を有する被験体に渦電流を誘導し，欠陥による渦電流変化を検

出することで探傷を行う手法である．CFRP は炭素を有するため導電性を有する．そのため，

従来金属材料に適用されていた本手法が CFRP の非破壊検査にも適用され，層間はく離やト

ランスバースクラックの探傷に用いられている．本手法は，被験体に対して非接触で測定

が行え検査効率が良いといった利点がある一方で，その適用範囲は被験体表面近傍の欠陥

探傷に限定されており，表面下の深い位置にある欠陥は検出が困難である． 

赤外線カメラを用いたパルスサーモグラフィ法では，強力なフラッシュで被験体表面を

瞬間的に加熱し，その後赤外線カメラで表面温度の分布を測定することで欠陥検出を行う．

材料内部に層間はく離などの空気層を有する欠陥が存在する場合，欠陥部で板厚方向への

熱伝導が阻害されるため材料表面と欠陥の間に熱がこもる状態になる．そのため健全部に

比較して表面温度が上昇し，それを赤外線カメラで測定することで内部欠陥の有無を判定

する．本手法は渦電流探傷法と同様に，被験体に非接触で測定が行え，広い面積を短時間

で検査可能といった利点がある．一方で，表面から遠方にある欠陥や十分な空気層を有さ

ない微視欠陥の検出は困難である． 

上記の渦電流や赤外線を用いた手法では検査範囲が被験体表面近傍に限定されるのに対

して，超音波や X 線を用いた非破壊検査法は材料表面から深い位置の欠陥も探傷可能であ

り厚肉部材の検査にも適している．そして，X 線は人体に有害なため安全管理が必要不可欠

である一方で，超音波は人体に無害であり取り扱いが容易である．そのため CFRP 積層板の

非破壊検査では，超音波を用いた検査が最も頻繁に利用されている[18]．次節では，この超

音波非破壊検査について詳細に説明する． 

1.4 ＣＦＲＰ積層板の超音波非破壊検査 

1.4.1  欠陥検出 

CFRP 積層板の超音波非破壊検査に通常用いられている測定法を Fig. 1.2 に示す．測定方

法には大きく分けて，超音波の送受信を一つの探触子で行うパルス・エコー法と，送受信

を個別の探触子で行うピッチ・キャッチ法がある．パルス・エコー法（Fig. 1.2(a)）では，

探触子から被験体に超音波を送信し，欠陥部からの反射波を同じ探触子で受信することで

欠陥検出を行う．ピッチ・キャッチ法では，通常 Fig. 1.2(b)のように，被験体を挟みこむよ

うに送信機と受信機を設置し透過波の減衰量から欠陥の有無を判定する．また，ジェル状



第 1 章 緒論 

4 
 

の音響結合剤であるカプラントを用いて探触子を被験体に直接接触させる接触法（Figs. 

1.2(a)，(b)）に加えて，水中に保持された被験体に対し水を介して超音波の送受信を行う全

没水浸法（Figs. 1.2(c)，(d)）や，被験体‐探触子間だけを局部的に水で満たす局部水浸法な

どがある．特に，接触法では受信波形がカプラントの種類や探触子の押付圧力に影響を受

ける一方で，水浸法は探触子と被験体が水によって理想的に音響結合されているため探触

子を走査させながら被験体の広い領域をスキャンする場合によく用いられる． 

CFRP 積層板に対する現状の非破壊検査では，Figs. 1.2(a)，(c)のように，被験体に対して

超音波を垂直入射させるパルス・エコー法が主流であり[34]–[38]，この手法は層間はく離のよ

うに積層方向に対して垂直方向に広がる欠陥の検出に適している．一方で，トランスバー

スクラックなどのように積層方向に伸びる欠陥に関しては，欠陥部での波動散乱が小さく

なるため検出が困難とされている．それに加えて，被験体の表面および底面近傍に欠陥が

存在する場合，欠陥部からの反射波が表面および底面からの反射波に埋もれてしまうため

欠陥検出が困難になるといった問題点もある． 

上記の垂直入射超音波に加えて，Figs. 1.3(a)，(c)に示すように超音波を CFRP 積層板に斜

角入射させ欠陥部からの反射波を測定することでトランスバースクラックを検出する研究

Fig. 1.2  Measurement techniques of ultrasonic waves at normal incidence to CFRP laminates. 
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も行われており[39]–[42]，欠陥検出に最適な入射角度について検討が行われている．これらの

研究では，入射角度を特定の値に固定した状態で探触子を被験体表面に沿って走査してい

るが，一方で被験体の特定の位置に様々な入射角度で超音波を入射させ，その反射・透過

特性から欠陥検出を行う研究も行われている[43], [44]．このような測定法は超音波ポーラース

キャン[45]–[47]と呼ばれ，欠陥検出以外にもポーラースキャンによる CFRP 積層板の疲労損傷

評価[48]–[51]や積層構成の検査[51], [52]に関する研究が報告されている．また，Figs. 1.3(b)，(d)

に示すように斜角入射により積層板を長手方向に伝搬する板波を発生させ，その伝搬特性

（減衰特性）を利用して内部欠陥を検出する研究も行われている[53]–[59]．等方性媒質中を伝

搬する板波はラム波と呼ばれるのに対して，CFRP のように異方性媒質中を伝搬する板波は

準ラム波と呼ばれる．準ラム波は長距離伝搬が可能なため積層板の広範囲を効率良く検査

できる可能性を秘めており，その応用が期待されている．しかし，板波は速度分散性（伝

搬速度の周波数依存性）や多モード性など非常に複雑な伝搬形態を有するため，CFRP 積層

板非破壊検査の現場では従来の垂直入射超音波による検査が未だ主流である． 

これまでに述べた検査法は，単一の圧電素子を有する超音波探触子を用いた検査である

が，一方で多数の素子が一つの探触子の中に一次元もしくは二次元的に配列されたアレイ

型探触子による探傷に関しても研究が行われている[60]–[64]．この探触子では，各素子間に位

Fig. 1.3  Measurement techniques of ultrasonic waves at oblique incidence to CFRP laminates. 
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相差をつけて発信させることで全体としての超音波ビームの伝搬方向を制御したり，材料

中のある特定点にビームを集束させることが可能である．二次元配列アレイ探触子を用い

れば，各素子で受信した信号に開口合成処理を加えることで材料内部の欠陥を三次元画像

化することも原理上可能である．本手法は従来法のように探触子を走査せずとも被験体の

広範囲を検査可能であり，非破壊検査の高精度化および高効率化につながる新しい検査法

として期待されている． 

1.4.2  ボイド含有率評価 

 ボイドは，CFRP 積層板の製造段階において発生する微小な空孔状欠陥である．これは，

プリプレグ積層時に混入した空気や樹脂中に含まれる揮発性物質が，主に成形時の圧力不

足（真空バッグの破れなど）に起因して，材料内部に残存することで生じる．そして，一

般にボイド体積含有率が 2 %[65]を超えると，層間せん断強度[66]–[70]や曲げ強度[66], [71]，引張

強度[67], [70]，圧縮強度[72]といった機械的特性が大きく低下することが知られている．そのた

め，ボイド含有率評価は重要な課題であり，その非破壊検査に関してこれまで盛んに研究

が行われている． 

 ボイド含有率が増加すると，積層板の巨視的な弾性率が低下（波動伝搬速度が低下）し，

さらに波動散乱による減衰の影響が大きくなる．そのため，超音波を用いたボイド含有率

評価では，Fig. 1.2 のように積層板に対して超音波を垂直入射させ，材料表面および底面か

らの反射波を測定することで波の伝搬速度[73]–[78]や減衰率[77]–[91]を評価する手法が一般に用

いられている．その中でも減衰率はボイド含有率に対して敏感に変化するため，伝搬速度

よりも頻繁に使用されている[65]．減衰の大きさ（減衰係数）に基づく評価に加えて，Hsu and 

Nair[81]は減衰係数の周波数に対する傾きがボイド含有率評価に有効であることを示してい

る．また，斜角入射超音波の伝搬速度や減衰特性を用いると垂直入射時よりも高感度にボ

イド含有率が評価できるといった報告も Park ら[92] によりなされている． 

上記の伝搬速度や減衰特性を用いることで，積層板の積層方向に関する総体的なボイド

含有率が評価できるものの，材料内におけるボイドの偏在状態を評価することは困難であ

る．これに対して Dominguez and Mascaro[93]は，CFRP 積層板の各層間からの反射波に着目

し，そのエネルギーや周波数を用いることで板厚方向のボイド偏在位置を特定する研究を

行っている．また，層間からの反射波の統計モーメントや[94]最大振幅[95]を用いてボイド含

有率を評価する研究も報告されている． 

1.4.3  異方性粘弾性特性評価 

 CFRP 積層板をはじめとする積層構造中の超音波伝搬解析に関しては理論的・実験的研究

がこれまでに盛んに行われており[96], [97]，その結果明らかとなった超音波伝搬特性は，層間

はく離やトランスバースクラックの検出といった探傷試験に加えて，CFRP 積層板の材料特

性評価にも広く利用されている[98], [99]． 

CFRP において炭素繊維の直径や繊維の配置間隔は数 μm 程度であるのに対し，現状の非
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破壊検査で用いられる超音波の周波数は数 MHz 程度であり波長は 0.1～1 mm 程度である．

このようにCFRPの不均質スケールに対して波の波長が十分長い場合CFRPは均質材料と見

なすことができ，一方向に強化されたプライは一般に繊維方向に関して横等方性もしくは

直交異方性を有する均質粘弾性体でモデル化される． 

超音波が材料中を伝搬する速度は，材料の弾性率および質量密度と密接に関係している．

その関係を表したものが次のクリストフェル方程式である． 

 
�𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖 − 𝜌𝜌𝑉𝑉p2𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑖𝑖 = 0,   𝑖𝑖 = 1, 2, 3. (1.1) 

上式では総和規約を用いており，𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖は 4 階弾性係数テンソル，𝑛𝑛𝑖𝑖は波の位相が伝搬する方

向を表す単位ベクトル（𝑛𝑛𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖 = 1）の第𝑗𝑗成分，𝜌𝜌は質量密度，𝑉𝑉pは波の位相速度，𝑝𝑝𝑖𝑖は波の

偏向方向を表すベクトルの第𝑘𝑘成分，𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖はクロネッカーのデルタである．このクリストフェ

ル方程式の詳細に関しては第 5 章で改めて説明する．式(1.1)より，超音波の位相速度𝑉𝑉pを測

定することで，CFRP積層板の異方性弾性率𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖を評価することが可能である．具体的には，

Fig. 1.4(a)に示すように，水中に保持された被験体に対しパルス状の超音波（縦波）を斜角

入射させて，3 種類の屈折波（準縦波と 2 種類の準横波）を発生させる．そしてそれぞれが

被験体底面において再度縦波にモード変換した透過波を被験体下側に設けた受信機で測定

し，その到達時刻から被験体中での各モードの伝搬速度を算出する．この操作を様々な入

射角度 θで行い，式(1.1)から求めた位相速度の理論値をフィッティングさせることで異方性

弾性率𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖を求める[100]–[105]．なお，異方性弾性体中では，一般に波の位相が伝わる速度・

方向はエネルギーが伝わる速度・方向とは異なる．そして実際の測定においてパルス波の

到達時刻から算出される速度は本来エネルギーが材料中を伝わる速度（群速度）であり，

Fig. 1.4  Ultrasonic measurement techniques for stiffness evaluation of CFRP laminates. 
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理論と比較するためには位相速度を測定する必要がある．しかしながら，Fig. 1.4(a)に示す

測定系を用いた場合，群速度に基づいて求めた送受信機間の波動伝搬時間と位相速度に基

づいて求めたそれが厳密に一致することが理論的に証明されている[105], [106]．そのため，パ

ルス波の到達時刻から算出される速度がそのまま位相速度となり，式(1.1)で求めた理論的な

位相速度との比較が可能である． 

Figure 1.4(a)の測定方法では，3 種類の屈折波を測定するために受信機の水平方向位置を調

節する必要がある．また，水‐被験体境界での屈折角は入射角度 θに依存しているため，こ

の位置調整は θを変更する度に行わなければならない．この問題を解決するために提案され

た測定法が Fig. 1.4(b)に示す 2 回透過法である[106], [107]．本手法は，Fig. 1.4(a)において受信機

を設置していた部分に水平方向に十分な長さを有するミラー（通常は表面研磨した金属材

料を使用）を設置し，被験体を実質 2 回透過した波を送信機と同じ探触子で受信するもの

である．この場合スネルの法則により，探触子から送信された波はいかなる入射角度 θにお

いても，往路と復路で必ず同じ伝搬経路を取る．そのため受信機の水平方向位置を変更す

ることなく 2 回透過波を測定可能である． 

上記手法は，一方向強化 CFRP 積層板に加えて，直交積層板や擬似等方積層板を均質な単

一平板と見なしたときの異方性弾性率評価にも適用されている[108]–[110]．さらに積層板内部

の各層間界面での波の屈折を考慮することで，直交積層板を構成するプライの異方性弾性

率を評価する研究も行われている[111]．また，Fig. 1.4 と同様の測定系を用いて水‐被験体境

界での臨界角（屈折角が 90°となる入射角度）を測定し，それを理論値と比較することで

CFRP 積層板の異方性弾性率を評価する研究も報告されている[112]–[117]． 

 伝搬速度に加えて，材料中での波の減衰率を測定することで CFRP 積層板の粘弾性特性が

評価可能である．Hosten ら[118], [119]は，Fig. 1.4(a)と同様の測定系を用いて 3 種類の屈折波そ

れぞれの伝搬速度と減衰率を求め，それを理論値と比較することで一方向積層板の複素弾

性率を評価している．水浸法における水をオイルに変更し，その温度を変化させながら同

様の測定を行うことで，CFRP の粘弾性特性の温度依存性を考察する研究も行われている
[120], [121]．また，岡部と武田[122], [123]は，吸水した一方向 CFRP 積層板に対して同様の測定を

行い，吸水率と粘弾性特性の関係を考察している． 

 ここまでに述べた評価手法は，積層板の板厚が十分大きく，水‐被験体境界で発生した 3

種類の屈折波が時間的に分離して受信されるような場合には有効な手法である．一方で，

板厚が薄い場合には 3 種類の屈折波が重なり合って測定されるため，それぞれの到達時刻

や振幅（減衰率）を同定することが困難である．この課題を解決するために Castaings ら[124]

は，受信した信号全体をフーリエ変換することで振幅透過スペクトルを求め，それを理論

値と比較することで異方性粘弾性特性を評価する手法を提案している．また，積層板を長

手方向に伝搬する準ラム波を測定し，その分散関係（周波数と波数の関係）を理論値と比

較することで，粘弾性特性を評価する研究も行われている[125]–[130]．これらの評価法は，原

理上どのような板厚の積層板でも適用可能である． 
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1.5 接着層や不完全接触界面の超音波非破壊評価 

1.5.1  ＣＦＲＰ積層板の層間樹脂リッチ領域 

 CFRP 積層板には樹脂のみで構成される薄い層間領域が存在し，この領域は層間樹脂リッ

チ領域と呼ばれる．Figure 1.5 に，マイクロスコープで測定した一方向積層板と直交積層板

の断面画像およびその拡大図を示す．どちらの積層構成においても，層間に厚さ数 μm 程度

の樹脂リッチ領域が形成されていることが確認できる．ここでは 2 種類の積層構成の断面

画像を示しているが，その他擬似等方積層など，どのような積層構成でも樹脂リッチ領域

は存在する．そしてこの領域では強化材である炭素繊維が存在せず強度が低下しているた

め，衝撃荷重を受けたときには層間はく離が発生しやすくなる．したがって，1.4.1 節で述

べた層間はく離の検出に加えて，はく離が生じる以前の製造段階や供用段階において，CFRP

積層板の層間の特性を非破壊評価することは非常に重要であると考えられる．しかし，1.4.3 

節で紹介した先行研究では，CFRP 積層板を構成する各プライを完全接着状態（応力と変位

Fig. 1.5  Cross-sections of (a) unidirectional and (b) cross-ply CFRP laminates. 
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が連続）と仮定して理論的検討が行われており，層間樹脂リッチ領域の影響は考慮されて

いない．そして，測定値と理論値の比較に基づいて評価された積層板の材料特性は，層間

樹脂リッチ領域とプライの特性を合わせた積層板の総体的特性であり，CFRP 積層板の層間

特性を直接的に評価した研究は著者の知る限り報告されていない．  

1.5.2  スプリング界面モデルに基づく接着層や不完全接触界面の健全性評価 

 1.4.3 節で述べたように，CFRP 積層板の非破壊検査で用いられる超音波の波長はおよそ

0.1～1 mm 程度であり，それに対して層間樹脂リッチ領域の厚さは数 μm 程度である．この

ように波長に比べて十分薄い領域を含む材料中の超音波伝搬を考える場合，これらの領域

を等価なバネで置き換えてモデル化できることが先行研究で明らかとなっている[131]–[135]．

これがスプリング界面モデルである．Figure 1.6 に示すようにスプリング界面は，波長に比

べて薄い層そのものをモデル化する場合（Fig. 1.6(a)）と，二つの固体材料を突き合わせた

Fig. 1.6  Modeling of (a) a thin layer and (b) a contact interface between two solids by (c) 

spring-type interface. 
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ときに微視的に部分接触している界面（不完全接触界面）をモデル化する場合（Fig. 1.6(b)）

に適用することができる．そしてスプリング界面におけるバネ剛性は界面剛性と呼ばれ，

垂直方向成分（垂直界面剛性𝐾𝐾N）と接線方向成分（接線界面剛性𝐾𝐾T）からなる．Figure 1.6(a)

の場合，界面剛性は薄層の弾性特性や厚さを反映した特性量となる．したがって，界面剛

性を同定することで，例えば固体材料同士を接着接合したときの接着層の劣化状態や厚さ

などを評価することが可能である．同様に，CFRP 積層板の層間樹脂リッチ領域をスプリン

グ界面でモデル化した場合，界面剛性を同定することで樹脂リッチ領域の弾性率や厚さを

評価することができる．Figure 1.6(b)の場合には，界面剛性は固体間の真の接触面積を反映

した特性量となる．例えば界面剛性が無限の場合は固体同士が完全接着している状態を表

し，界面剛性が零の場合には固体同士が完全に分離している状態を表す．したがって，界

面剛性を評価することで固体間の接触状態を評価することが可能である． 

スプリング界面モデルを用いた超音波伝搬解析に関してはこれまでに多くの研究が行わ

れており[136]–[140]，超音波伝搬特性を用いた界面剛性の非破壊評価法も複数提案されている．

単一スプリング界面の場合，垂直入射超音波の反射率または透過率を用いることで界面剛

性を評価できる[141]–[145]．例えば，Fig. 1.6(c)のように同じ材質を有する二つの等方性固体間

にある単一スプリング界面の垂直剛性𝐾𝐾Nおよび接線剛性𝐾𝐾Tは，次の関係から求めることが

できる[145]． 

 

𝐾𝐾N =
𝜌𝜌𝑐𝑐L𝜔𝜔�1 −𝑅𝑅L2

2𝑅𝑅L
, 𝐾𝐾T =

𝜌𝜌𝑐𝑐T𝜔𝜔�1 − 𝑅𝑅T2

2𝑅𝑅T
 . (1.2) 

ここで，𝜌𝜌は固体の質量密度，𝑐𝑐L（𝑐𝑐T）は固体中の縦波（横波）の伝搬速度，𝜔𝜔は角周波数，

𝑅𝑅L（𝑅𝑅T）は縦波（横波）を界面に垂直入射したときの振幅反射率である．垂直入射に加え

て，Pilarski and Rose[146]は斜角入射超音波の反射・透過率から界面剛性を評価している．ま

た，Biwa ら[145]は，固体間接触界面に沿って伝わる界面波の位相速度から接線界面剛性を評

価している．その他にも，ラム波の位相速度や減衰率から薄板の接着部界面剛性を評価す

る研究[147]–[150]や，薄板同士の突き合わせ部におけるラム波の反射・透過特性から突き合わ

せ部界面剛性を評価する研究[151], [152]も行われている． 

 上記の単一界面問題に加えて，Lavrentyev and Rokhlin[153]は二重界面問題に関して界面剛

性の評価を行っている．彼らは，Fig. 1.7 に示すように，固体間接着接合部において接着層

の厚さが波長に比べて無視できない場合を想定し，接着層を粘弾性体，固体‐接着層間界

面をスプリング界面としてモデル化している．そして測定した垂直入射超音波の反射スペ

クトルを理論値にフィッティングさせることで，二重界面の界面剛性を評価している．ま

た，Baltazar ら[154] は，同様のモデルに対して垂直入射と斜角入射超音波の反射スペクトル

を用いることで，界面剛性に加えて接着層の粘弾性特性を同時に評価している．Singher ら
[155]は，薄板同士を接着接合した場合について同様の二重界面によるモデル化を行い，ラム

波の位相速度を用いて界面剛性を評価している． 
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さらに界面数が増加した多重界面問題に関してもいくつか研究が行われている．

Leiderman ら[156]–[158]は特定の界面において界面剛性が局所的に低下している場合に，その空

間分布を斜角入射超音波の反射率から評価する研究を行っている．ただし，彼らは界面剛

性が低下する前の健全状態における多重界面の界面剛性を既知と仮定している．また，彼

らの提案している評価手法は原理上任意の界面数を有する構造に対して適用可能とされて

いるが，実例としては二重界面問題の評価のみが示されている．Jian ら[159]は，垂直入射超

音波の反射波にフィルタリングを施すことで特定の界面からの反射波を抽出し，その振幅

から界面剛性を評価している．彼らの研究は，三重界面問題に対する界面健全性の定性的

評価を対象としており，界面剛性の定量評価やより一般的な多重界面問題に対する検討は

なされていない．Lu and Achenbach[160]は，多重界面を有する材料中の超音波伝搬特性に関し

て一次元伝達マトリクス法による理論解析を実施し，界面ごとに界面剛性がばらついてい

るときに垂直入射超音波の反射・透過率に及ぼす影響を考察している．また，プライの弾

性特性がばらついている場合に関しても Lu[161]により検討が行われている． 

このように，多重界面問題における超音波伝搬特性はある程度検討がなされてはいるも

のの，その界面剛性の定量的評価手法は未だ提案されていない．1.5.1 節で述べた課題であ

る，CFRP 積層板の層間特性の非破壊評価を行うには，多重界面問題における超音波伝搬特

性の理論的基盤の構築および界面剛性評価手法の確立が必要不可欠である． 

Fig. 1.7  Double spring-type interfaces between a layer and two solids. 
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1.6 本研究の目的および本論文の構成 

これまでの節では，CFRP 積層板およびその非破壊検査に関して概説を述べ，特に超音波

を用いた欠陥検出および材料物性・界面特性評価に着目して先行研究を紹介した．1.5.1 節

でも述べたように，CFRP 積層板の層間特性評価は構造健全性や信頼性を保証するうえでき

わめて重要であり，その評価法の確立は喫緊の課題である．また，単一および二重界面問

題に関しては界面剛性評価法が確立されているのに対し，多重界面問題についてはいまだ

未解決の問題であり，その超音波伝搬特性の解明および界面剛性評価法の確立は学術的に

も意義があると考えられる． 

そこで本研究では，層間樹脂リッチ領域をスプリング界面でモデル化した CFRP 積層板の

超音波伝搬解析を実施することで，層間界面が超音波伝搬挙動に及ぼす影響の解明を図る．

そして，得られた知見に基づいて超音波スペクトロスコピーを用いた界面剛性評価法を確

立することを目的とする． 

 

本論文の構成を以下に述べる． 

 第 2 章では，一次元伝達マトリクス法[160], [161]に基づく CFRP 積層板の垂直入射超音波反

射特性の理論解析について述べる．積層板の層間界面をスプリング界面でモデル化し，プ

ライを均質な弾性体とすることで，垂直入射超音波の振幅反射・透過率の計算法を定式化

する．その後，無限積層構造中の波動伝搬を取り扱うフロケの定理を導入し，上記反射率

の直接的表現を導出する．そして超音波反射スペクトルに及ぼす各種パラメータの影響を

検討し，特に反射率が厳密に零となる周波数に関して考察を行う． 

第 3 章では，第 2 章で得られた知見をふまえて，垂直入射超音波反射スペクトルの極点

周波数分布を用いた積層板の層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の非破壊評価手法を提案

する．そして，提案手法の適用可能性に関して検討する． 

第 4 章では実験的検討を行う．はじめに，CFRP 直交積層板に対して第 3 章で提案した評

価法を適用し，同定した層間界面垂直剛性およびプライ縦波速度の妥当性を検証する．次

に，温水中で吸水させた一方向強化 CFRP 積層板に対して提案手法を適用することで，層間

界面垂直剛性およびプライ縦波速度に及ぼす吸水の影響に関して考察を行う． 

第 5 章では，CFRP 積層板の斜角入射超音波伝搬特性の理論解析について述べる．はじめ

にスティフネスマトリクス法[162], [163]の定式化を行い，層間にスプリング界面を有する積層

板に対する斜角入射超音波反射・透過率の計算法を述べる．次に，振幅透過率に及ぼす層

間界面剛性や入射角度の影響を考察する．特に，透過率が著しく低下する周波数帯に着目

し，無限積層構造中を伝搬するフロケ波の分散関係と比較することでその発生挙動（周波

数，層間界面剛性，入射角度依存性）を解明する．また，ガウシアンビームを入射波とし

たときの振幅透過率を理論的に計算し，平面調和波入射時の透過率と比較することで，入

射波の空間的・時間的有限幅が透過特性に及ぼす影響を考察する．最後に一方向強化 CFRP
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積層板に対する測定値と理論値を比較し，ストップバンド発生挙動を考察する． 

第 6 章では，第 2―5 章で得られた結果をまとめ，本論文の結論および将来の展望につい

て述べる． 
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 層間にスプリング界面を有する第2章
積層構造中の一次元弾性波動場の理論

解析 

2.1 緒言 

本章では，積層構造の波動伝搬解析に広く用いられる伝達マトリクス法[1]–[5]を用いて， 

CFRP 積層板に縦波が垂直入射したときの反射特性に関する理論的検討を行う． 

2.2 節では，CFRP 積層板の層間樹脂リッチ領域をスプリング界面でモデル化したときの

垂直入射超音波の振幅反射・透過率計算法を定式化する．2.3 節では，2.2 節で得た結果と

無限周期構造における波動伝搬を扱う理論であるフロケの定理[6]–[8]を組み合わせることで，

反射率の直接的な表現を導出する．そして反射率が厳密に零となる周波数について考察を

加える．2.4 節で本章の結言を述べ，2.5 節に参考文献を示す． 

2.2 伝達マトリクス法による垂直入射超音波の反射・透過

率の理論計算 

解析対象として，Fig. 2.1 に示すような 𝑁𝑁 個のプライおよび𝑁𝑁 − 1個のスプリング界面で

構成される積層板を考え，平面縦波が積層板に垂直入射する状況を考える．積層板の各プ

ライは同じ材料特性（質量密度 𝜌𝜌 ，縦波速度 𝑐𝑐 ，厚さ ℎ）を有し，各界面は同じ層間界面垂

直剛性 𝐾𝐾N を有すると仮定する．界面におけるバネの自然長は無視できるほど小さいと仮定

し，層間界面の位置を 𝑥𝑥 = 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2, … ,𝑋𝑋𝑁𝑁−1とする．そして，積層板の両側（𝑥𝑥 < 𝑋𝑋0,𝑥𝑥 > 𝑋𝑋𝑁𝑁）

には，質量密度 𝜌𝜌0および縦波速度 𝑐𝑐0 の媒質（水浸法の場合は水に対応）が半無限的に続い

ているとする．なお，本解析では積層板への縦波垂直入射を考えており，その結果材料中

で生じる縦波の振動方向（𝑥𝑥方向）は，積層構成に関わらず常にプライの繊維方向に対して

垂直となる．したがって，直交積層板や擬似等方積層板などプライごとに繊維方向が異な

る場合でも，すべてのプライを同じ材料特性を有する弾性体でモデル化することができる．

また，波の振動方向は界面に対して常に垂直であるため，層間界面接線剛性は波動伝搬に

影響を及ぼさない．接線剛性の影響に関しては第 5 章の斜角入射超音波伝搬解析において

述べる． 
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𝑥𝑥方向に伝搬する縦波を考えるとき，位置𝑥𝑥および時間𝑡𝑡における変位𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)は以下の波動 

方程式を満たす． 

 
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝑐𝑐2
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2

,    𝑋𝑋𝑚𝑚 < 𝑥𝑥 < 𝑋𝑋𝑚𝑚+1, 𝑚𝑚 = 0, 1, … ,𝑁𝑁 − 1, (2.1a) 

 
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 𝑐𝑐02
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2

,    𝑥𝑥 < 𝑋𝑋0,𝑥𝑥 > 𝑋𝑋𝑁𝑁. (2.1b) 

また，応力𝜎𝜎(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)は， 

 

𝜎𝜎(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜌𝜌𝑐𝑐2
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

, 𝑋𝑋𝑚𝑚 < 𝑥𝑥 < 𝑋𝑋𝑚𝑚+1, 𝑚𝑚 = 0, 1, … ,𝑁𝑁 − 1, (2.2a) 

 

𝜎𝜎(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜌𝜌0𝑐𝑐02
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

,    𝑥𝑥 < 𝑋𝑋0,𝑥𝑥 > 𝑋𝑋𝑁𝑁, (2.2b) 

で与えられる． 

各層間界面での境界条件は， 

 
𝜎𝜎(𝑋𝑋𝑚𝑚+, 𝑡𝑡) = 𝜎𝜎(𝑋𝑋𝑚𝑚−, 𝑡𝑡) = 𝐾𝐾N�𝑢𝑢�𝑋𝑋𝑚𝑚+, 𝑡𝑡� − 𝑢𝑢�𝑋𝑋𝑚𝑚−, 𝑡𝑡��, 𝑚𝑚 = 1, 2, … ,𝑁𝑁 − 1, (2.3) 

で与えられ，ここで下付き添え字の“𝑚𝑚 +”（“𝑚𝑚−”）は，𝑥𝑥 = 𝑋𝑋𝑚𝑚に右側（左側）から近づ

いたときの当該変数の極限値を表す．また，積層板と半無限媒質の境界（𝑥𝑥 = 𝑋𝑋0 および

𝑥𝑥 = 𝑋𝑋𝑁𝑁）は完全接合状態（応力と変位が連続）として，以下の境界条件を考える． 

Fig. 2.1  An N-layered laminate with interlayer spring-type interfaces embedded between 

semi-infinite media. 
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𝜎𝜎(𝑋𝑋𝑚𝑚+, 𝑡𝑡) = 𝜎𝜎(𝑋𝑋𝑚𝑚−, 𝑡𝑡), 𝑢𝑢(𝑋𝑋𝑚𝑚+, 𝑡𝑡) = 𝑢𝑢(𝑋𝑋𝑚𝑚−, 𝑡𝑡), 𝑚𝑚 = 0,𝑁𝑁. (2.4) 

次に，変位場と応力場を調和波の形を用いて以下のように仮定する． 

 
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑈𝑈(𝑥𝑥) exp(−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡), (2.5a) 

 
𝜎𝜎(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = Σ(𝑥𝑥) exp(−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡). (2.5b) 

ここで，𝑖𝑖は虚数単位（𝑖𝑖2 = −1），𝜔𝜔は角周波数である．このとき，式(2.1)–(2.4)は以下の形

に書き直すことができる． 

 
d2𝑈𝑈
d𝑥𝑥2

+
𝜔𝜔2

𝑐𝑐2
𝑈𝑈 = 0,    𝑋𝑋𝑚𝑚 < 𝑥𝑥 < 𝑋𝑋𝑚𝑚+1, 𝑚𝑚 = 0, 1, … ,𝑁𝑁 − 1, (2.6a) 

 
d2𝑈𝑈
d𝑥𝑥2

+
𝜔𝜔2

𝑐𝑐02
𝑈𝑈 = 0,    𝑥𝑥 < 𝑋𝑋0,𝑥𝑥 > 𝑋𝑋𝑁𝑁, (2.6b) 

 

Σ(𝑥𝑥) = 𝜌𝜌𝑐𝑐2
d𝑈𝑈
d𝑥𝑥

, 𝑋𝑋𝑚𝑚 < 𝑥𝑥 < 𝑋𝑋𝑚𝑚+1, 𝑚𝑚 = 0, 1, … ,𝑁𝑁 − 1, (2.7a) 

 

Σ(𝑥𝑥) = 𝜌𝜌0𝑐𝑐02
d𝑈𝑈
d𝑥𝑥

,    𝑥𝑥 < 𝑋𝑋0,𝑥𝑥 > 𝑋𝑋𝑁𝑁, (2.7b) 

 
Σ(𝑋𝑋𝑚𝑚+) = Σ(𝑋𝑋𝑚𝑚−) = 𝐾𝐾N�𝑈𝑈�𝑋𝑋𝑚𝑚+� − 𝑈𝑈�𝑋𝑋𝑚𝑚−��, 𝑚𝑚 = 1, 2, … ,𝑁𝑁 − 1, (2.8) 

 
Σ(𝑋𝑋𝑚𝑚+) = Σ(𝑋𝑋𝑚𝑚−), 𝑈𝑈(𝑋𝑋𝑚𝑚+) = 𝑈𝑈(𝑋𝑋𝑚𝑚−), 𝑚𝑚 = 0,𝑁𝑁. (2.9) 

式(2.6)を満たす変位場𝑈𝑈(𝑥𝑥)は，𝑥𝑥の正方向に伝搬する縦波𝑈𝑈F(𝑥𝑥)と𝑥𝑥の負方向に伝搬する縦

波𝑈𝑈B(𝑥𝑥)の和として，以下の形で表すことができる． 

 
𝑈𝑈(𝑥𝑥) = 𝑈𝑈F(𝑥𝑥) + 𝑈𝑈B(𝑥𝑥)

= �
𝐴𝐴F𝑚𝑚exp(𝑖𝑖𝑘𝑘𝑥𝑥) + 𝐴𝐴B𝑚𝑚exp(−𝑖𝑖𝑘𝑘𝑥𝑥), 𝑋𝑋𝑚𝑚 < 𝑥𝑥 < 𝑋𝑋𝑚𝑚+1,𝑚𝑚 = 0, 1, … ,𝑁𝑁 − 1,
𝐴𝐴FLexp(𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑥𝑥) + 𝐴𝐴BLexp(−𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑥𝑥), 𝑥𝑥 < 𝑋𝑋0,
𝐴𝐴FRexp(𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑥𝑥) + 𝐴𝐴BRexp(−𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑥𝑥), 𝑥𝑥 > 𝑋𝑋𝑁𝑁.

 (2.10) 

ここで，𝑘𝑘 = 𝜔𝜔/𝑐𝑐および𝑘𝑘0 = 𝜔𝜔/𝑐𝑐0はプライおよび半無限媒質中での波数を表し，𝐴𝐴F𝑚𝑚（𝐴𝐴FL，𝐴𝐴FR）

および𝐴𝐴B𝑚𝑚（𝐴𝐴BL，𝐴𝐴BR）はプライ（半無限媒質）内を𝑥𝑥の正方向および負方向に伝搬する波の
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振幅を表す． 

次に，位置𝑥𝑥における変位ベクトル𝐔𝐔(𝑥𝑥)を 

 

𝐔𝐔(𝑥𝑥) = �𝑈𝑈F
(𝑥𝑥)

𝑈𝑈B(𝑥𝑥)�, (2.11) 

として定義すると，式(2.6a)，(2.7a)，(2.8)，(2.10)より，各層間界面の両側における変位は

以下のように関係づけられる． 

 
𝐔𝐔�𝑋𝑋(𝑚𝑚+1)+� = 𝐒𝐒𝐔𝐔�𝑋𝑋(𝑚𝑚+1)−�, 𝑚𝑚 = 1, 2, … ,𝑁𝑁 − 1. (2.12) 

ここで，𝐒𝐒は界面の散乱マトリクス[4]と呼ばれ，以下で与えられる． 

 

 𝐒𝐒 = �1 + 𝑖𝑖ΛΩ −𝑖𝑖ΛΩ
𝑖𝑖ΛΩ 1 − 𝑖𝑖ΛΩ�. (2.13) 

ここで， 

 

Ω ≡
𝜔𝜔ℎ
𝑐𝑐

, Λ ≡
𝜌𝜌𝑐𝑐2

2𝐾𝐾Nℎ
, (2.14) 

である．Ωは無次元周波数であり，Λはプライと層間界面の剛性比を表す無次元パラメータ

である． 

次に，式(2.10)より，各プライ内の両端における変位は以下のように関係づけられる． 

 
𝐔𝐔�𝑋𝑋(𝑚𝑚+1)−� = 𝐏𝐏𝐔𝐔(𝑋𝑋𝑚𝑚+), 𝑚𝑚 = 0, 1, … ,𝑁𝑁 − 1. (2.15) 

ここで，𝐏𝐏はプロパゲータマトリクス[4]と呼ばれ，以下で与えられる． 

 

𝐏𝐏 = �
exp (𝑖𝑖Ω) 0

0 exp (−𝑖𝑖Ω)�. (2.16) 

また，式(2.6)，(2.7)，(2.9)，(2.10)より，積層板と半無限媒質の境界（𝑥𝑥 = 𝑋𝑋0および 𝑥𝑥 = 𝑋𝑋𝑁𝑁）両

側の変位は以下のように関係づけられる． 

 

𝐔𝐔(𝑋𝑋0+) = 𝐓𝐓SL𝐔𝐔(𝑋𝑋0−), 𝐓𝐓SL =
1
2Ξ

�   1 + Ξ −1 + Ξ
−1 + Ξ    1 + Ξ�, 

(2.17a) 

 

𝐔𝐔(𝑋𝑋𝑁𝑁+) = 𝐓𝐓LS𝐔𝐔(𝑋𝑋𝑁𝑁−), 𝐓𝐓LS = [𝐓𝐓SL]−1 =
1
2
�1 + Ξ 1− Ξ
1 − Ξ 1 + Ξ�. 

(2.17b) 

ここで， 
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Ξ ≡

𝜌𝜌𝑐𝑐
𝜌𝜌0𝑐𝑐0

, (2.18) 

は，プライと半無限媒質の特性音響インピーダンス（𝜌𝜌𝑐𝑐と𝜌𝜌0𝑐𝑐0）の比を表す無次元パラメー

タである． 

ここまでに導出した式(2.12)，(2.15)，(2.17)を用いると，積層板両端における変位の関係

は次のように書くことができる． 

 
𝐔𝐔(𝑋𝑋𝑁𝑁+) = 𝐋𝐋𝐔𝐔(𝑋𝑋0−). (2.19) 

ここで， 

 

𝐋𝐋 = �𝐿𝐿11 𝐿𝐿12
𝐿𝐿21 𝐿𝐿22

� = 𝐓𝐓LS𝐏𝐏[𝐒𝐒𝐏𝐏]𝑁𝑁−1𝐓𝐓SL

= 𝐓𝐓LS𝐒𝐒−1[𝐒𝐒𝐏𝐏]𝑁𝑁𝐓𝐓SL, 
(2.20) 

である． 

 次に，Fig. 2.1 に示すように，単位振幅を持つ縦波調和波が積層板左側から入射し，それ

に伴い反射波および透過波が発生する状況を考える．このとき積層板左側（𝑥𝑥 = 𝑋𝑋0−）およ

び右側（ 𝑥𝑥 = 𝑋𝑋𝑁𝑁+）における変位は次のように表せる． 

 

𝐔𝐔(𝑋𝑋0−) = �𝑈𝑈F
(𝑋𝑋0−)

𝑈𝑈B(𝑋𝑋0−)� = � exp(𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑋𝑋0)
𝑅𝑅 exp(−𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑋𝑋0)�,  (2.21a) 

 

𝐔𝐔(𝑋𝑋𝑁𝑁+) = �𝑈𝑈F
(𝑋𝑋𝑁𝑁+)

𝑈𝑈B(𝑋𝑋𝑁𝑁+)� = �𝑇𝑇 exp(𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑋𝑋𝑁𝑁)
0

�. (2.21b) 

ここで，𝑅𝑅は複素振幅反射率，𝑇𝑇は複素振幅透過率を表す．式(2.19)–(2.21)より，𝑅𝑅および𝑇𝑇は

以下で与えられる． 

 

𝑅𝑅 = −
𝐿𝐿21
𝐿𝐿22

exp(2𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑋𝑋0), (2.22a) 

 

𝑇𝑇 =
𝐿𝐿11𝐿𝐿22 − 𝐿𝐿12𝐿𝐿21

𝐿𝐿22
exp[−𝑖𝑖𝑘𝑘0(𝑋𝑋𝑁𝑁 − 𝑋𝑋0)]. (2.22b) 

式(2.22)を用いることで，任意積層数を有する積層板の反射・透過率を求めることができる． 
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2.3 フロケの定理による反射率の直接的表現の導出およ

び反射率の零点に関する考察 

 本節では，フロケの定理[6]–[8]（またはブロッホの定理[9], [10]）を用いて前節で導いた反射

率 𝑅𝑅 （式(2.22a)）の直接的な表現を求める．なお，フロケの定理は無限周期構造中の波動伝

搬を取り扱う定理であるが，本定理から導かれる結果は有限積層の場合とも密接に関係し

ており，その関係性についても述べる． 

 はじめに，以下で表される伝達マトリクス 𝐇𝐇 を導入する． 

 

𝐇𝐇 ≡ 𝐒𝐒𝐏𝐏 = �𝐻𝐻11 𝐻𝐻12
𝐻𝐻21 𝐻𝐻22

�

= �
(1 + 𝑖𝑖ΛΩ)exp (𝑖𝑖Ω) −𝑖𝑖ΛΩexp (−𝑖𝑖Ω)

𝑖𝑖ΛΩexp (𝑖𝑖Ω) (1− 𝑖𝑖ΛΩ)exp (−𝑖𝑖Ω)�. 
(2.23) 

ここで，関数𝐺𝐺(Ω)を 

 
𝐺𝐺(Ω) ≡ cosΩ − ΛΩ sinΩ, (2.24) 

で定義すると，式(2.23)より，𝐇𝐇は以下の性質を満たす． 

 
det(𝐇𝐇) = 𝐻𝐻11𝐻𝐻22 − 𝐻𝐻12𝐻𝐻21 = 1, (2.25a) 

 
tr(𝐇𝐇) = 𝐻𝐻11 + 𝐻𝐻22 = 2𝐺𝐺(Ω). (2.25b) 

次に，フロケの定理を導入する．Fig. 2.2 に示すようなプライとスプリング界面から成る

Fig. 2.2  An infinite periodic structure with spring-type interlayer interfaces. 
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無限積層構造を考える．このような無限に続く周期構造中を伝搬する波はフロケ波と呼ば

れる．フロケの定理を用いると，一つのプライと一つの界面から構成される周期構造のユ

ニットセル両端における変位は，以下のように関係づけられる． 

 
𝐔𝐔�𝑋𝑋(𝑚𝑚+1)+� = exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ)𝐔𝐔(𝑋𝑋𝑚𝑚+). (2.26) 

ここで𝑖𝑖はフロケ波数[6]–[8]である．一方で，式(2.12)，(2.15)，(2.23)より，ユニットセル両端

における変位の関係は 

 
𝐔𝐔�𝑋𝑋(𝑚𝑚+1)+� = 𝐇𝐇𝐔𝐔(𝑋𝑋𝑚𝑚+), (2.27) 

と書くこともできる．式(2.26)と(2.27)を比較すると，exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ)が伝達マトリクス𝐇𝐇の固有値

であることがわかる．したがって，次の固有多項式が得られる． 

 
[exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ)] 2 − tr(𝐇𝐇)exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ) + det(𝐇𝐇) = 0. (2.28) 

式(2.25)と(2.28)より，exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ)は以下のように求められる． 

 
exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ) = 𝐺𝐺(Ω) ± 𝑖𝑖�1 − [𝐺𝐺(Ω)]2. (2.29) 

式(2.29)で得られる二つの解はそれぞれ，𝑥𝑥の正方向および負方向に伝搬するフロケ波に対応

している．式(2.29)より，−1 ≤ 𝐺𝐺(Ω) ≤ 1のとき𝑖𝑖は実数となる．この場合|exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ)| = 1とな

るため，式(2.26)より，フロケ波はユニットセル一つ分を伝搬したときに位相が変化するだ

けで変位の大きさ|𝐔𝐔|は保存される．このような周波数領域をパスバンドと呼ぶ．一方で

|𝐺𝐺(Ω)| > 1の場合，式(2.29)より𝑖𝑖は複素数となる．これはフロケ波が伝搬するに伴って減衰

することを意味しており，このような周波数帯をストップバンドと呼ぶ． 

Figure 2.3 に無次元周波数Ωと𝐺𝐺(Ω)の関係，そしてΩとフロケ波数𝑖𝑖の関係を合わせて示す．

ただし，Figs. 2.3(b)および(c)は𝑥𝑥の正方向に伝搬するフロケ波の波数を表している．また，

式(2.26)よりフロケ波数は2𝑚𝑚𝑚𝑚（𝑚𝑚は整数）の不定性を有するため，波数の実部（Figs. 2.3(b)）

は曲線が連続となるように，式(2.29)から計算した値に2𝑚𝑚𝑚𝑚を適宜加算している．Figure 2.3

において，周波数Ωが 0 から増加するにしたがい，𝐺𝐺(Ω)は 1 から減少し，フロケ波数実部は

0 から増加し始めることがわかる．そして，あるΩにおいて𝐺𝐺(Ω) = −1となり，𝑖𝑖ℎ = 𝑚𝑚とな

る．この点からは𝐺𝐺(Ω) < −1となり，Im[𝑖𝑖]ℎ > 0となる．つまりこの点でパスバンドが終了

しストップバンドが始まることを表している．ストップバンドの中では常にRe[𝑖𝑖]ℎ = 𝑚𝑚とな

り波数は虚部だけが変化する．Ω = 𝑚𝑚になると再度𝐺𝐺(Ω) = −1，𝑖𝑖ℎ = 𝑚𝑚となり，この点から

は𝐺𝐺(Ω) > −1，Im[𝑖𝑖]ℎ = 0となる．これは，Ω = 𝑚𝑚においてストップバンドが終了し，次の

パスバンドが始まることを意味している．このように周波数の増加とともにパスバンドと

ストップバンドの生成が繰り返される．また，Fig. 2.3 には異なる無次元パラメータΛ（式

(2.14)）に対する結果を合わせて示している．Λが増加する（層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nが低下す

る）とストップバンドの幅が広くなり，ストップバンドにおけるフロケ波数虚部も増加す
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る． 

 フロケ波数は本来，Fig. 2.2 のような無限積層構造中の波動伝搬を特徴づけるパラメータ

であるが，Fig. 2.1 のような有限積層構造中の波動伝搬にも深く関係している．周波数がパ

スバンドに属するとき（ −1 ≤ 𝐺𝐺(Ω) ≤ 1），式(2.29)より以下の関係が成り立つ． 

 
cos(𝑖𝑖ℎ) = 𝐺𝐺(Ω). (2.30) 

そして，固有多項式(2.28)にケーリー・ハミルトンの定理を適用することで以下の関係が得

られる． 

 
𝐇𝐇2 − 2cos(𝑖𝑖ℎ)𝐇𝐇+ 𝐈𝐈 = 0. (2.31) 

ここで𝐈𝐈は 2 × 2 単位行列を表す．パスバンドとストップバンドの境界𝐺𝐺(Ω) = ±1を除いた周

波数領域（−1 < 𝐺𝐺(Ω) < 1）を考えると，式(2.31)より，𝐇𝐇𝑁𝑁は次のように表すことができる

（導出は付録 A に示す）． 

Fig. 2.3  The variation of (a) G(Ω), (b) real part, and (c) imaginary part of Floquet wavenumber 

with the non-dimensional frequency Ω for different Λ. 
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𝐇𝐇𝑁𝑁 =
sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ)
sin(𝑖𝑖ℎ) 𝐇𝐇−

sin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ]
sin(𝑖𝑖ℎ) 𝐈𝐈. (2.32) 

ここで，前節で述べた有限積層構造の場合について考えると，式(2.32)の関係を用いて式

(2.20)は次のように書ける． 

 

𝐋𝐋 =
sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ)
sin(𝑖𝑖ℎ) 𝐓𝐓LS𝐏𝐏𝐓𝐓SL −

sin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ]
sin(𝑖𝑖ℎ) 𝐓𝐓LS𝐒𝐒−1𝐓𝐓SL. (2.33) 

式(2.33)の右辺を具体的に計算することで，式(2.22a)の反射率は−1 < 𝐺𝐺(Ω) < 1のとき，以下

のように書き直すことができる． 

 

𝑅𝑅 =
𝐷𝐷3

𝐷𝐷1 + 𝑖𝑖𝐷𝐷2
exp(2𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑋𝑋0). (2.34) 

ここで， 

 
𝐷𝐷1 = (Ξ2 + 1) sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ) sinΩ + 2ΛΩsin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ], (2.35a) 

 
𝐷𝐷2 = 2Ξ{sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ) cosΩ − sin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ]}, (2.35b) 

 
𝐷𝐷3 = 2ΛΩ sin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ]− (Ξ2 − 1) sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ) sinΩ, (2.35c) 

である．−1 < 𝐺𝐺(Ω) < 1のとき𝐷𝐷3は実数となり，以下の形で書き直すことができる． 

 
𝐷𝐷3 = �𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ + 𝛼𝛼). (2.36) 

ここで，𝐴𝐴，𝐵𝐵および𝛼𝛼は， 

 
𝐴𝐴 = 2ΛΩ cos(𝑖𝑖ℎ)− (Ξ2 − 1) sinΩ , 𝐵𝐵 = −2ΛΩ sin(𝑖𝑖ℎ), (2.37a) 

 

cos𝛼𝛼 =
𝐴𝐴

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2
, sin𝛼𝛼 =

𝐵𝐵
√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2

, (2.37b) 

で与えられる．式(2.34)と(2.36)より，以下の条件を満たすとき，有限積層構造の反射率𝑅𝑅は

零となることがわかる． 

 
𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ + 𝛼𝛼 = 𝑛𝑛𝑚𝑚,     𝑛𝑛 = 0, ±1, ±2, …   . (2.38) 

そして，反射率が零となる周波数Ωおよび零点の数は𝑁𝑁，ΛおよびΞにより決まる． 

異なる𝑁𝑁，ΛおよびΞに対して求めた無次元周波数Ωと振幅反射率|𝑅𝑅|の関係（反射スペクト

ル）を，無限積層構造（𝑁𝑁 = ∞）における振幅反射率と合わせて Figs. 2.4–2.6 に示す．無限
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積層構造における振幅反射率は，パスバンドで|𝑅𝑅| = 0，ストップバンドで|𝑅𝑅| = 1となる．

Figures 2.4，2.5 を比較すると，上述したように無次元パラメータΛはストップバンドの幅を

増減させる効果を有することがわかる．一方で，Figs. 2.5，2.6 の比較から，Ξはパスバンド

に対応する周波数領域において，振幅反射率の極大値を増減させる効果を有することがわ

かる．また，Figs. 2.4–2.6 を見ると，式(2.38)で示したように反射率が零となる周波数がパス

バンドにおいて複数存在することがわかる．周波数Ω = 0から始まるパスバンドではΛおよ

びΞの値に関わらず，Ω = 0を除いて積層数 N = 5 の場合には 4 個の零点，N = 10 の場合には

9 個の零点が存在している．一方でΩ = 𝑚𝑚から始まる二つ目のパスバンドでは，零点の数が

N のみならず，Λおよび ζにも依存している．  

なお，“パスバンド・ストップバンド”は本来無限積層構造に対して使用される用語であ

るが，本論文ではこれ以降，有限積層構造について議論する場合においても，“無限積層構

造に拡張したときにパスバンド・ストップバンドに対応する周波数”を単に“パスバンド・

ストップバンド”と表記する． 

 

Fig. 2.4  The amplitude reflection spectrum of (a) 5-layered and (b) 10-layered laminates for Λ = 

0.1 and Ξ = 3.3, together with the reflection spectrum of the corresponding infinite periodic 

structure. 

 
Fig. 2.5  The same as Fig. 2.4, but for Λ = 0.3 and Ξ = 3.3. 
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Fig. 2.6  The same as Fig. 2.4, but for Λ = 0.3 and Ξ = 6.6. 

 

2.4 第 2 章の結言 

本章では，層間にスプリング界面を有する積層板における積層方向への一次元弾性波伝

搬の理論解析を行った．はじめに，垂直入射超音波の反射・透過率計算法である一次元伝

達マトリクス法の定式化を行った．そして無限積層構造中の波動伝搬を取り扱うフロケの

定理を用いることで，反射率の直接的表現を導出した．超音波反射特性に関して検討した

結果以下のことを示した． 

(1) 任意の積層数を有する積層板の振幅反射率|𝑅𝑅|は 4 個の無次元パラメータΩ（無次元周波

数），𝑁𝑁（積層数），Λ（プライと層間界面の剛性比）およびΞ（プライと半無限媒質の音

響インピーダンス比）によって支配される． 

(2) 無次元パラメータΛは，反射スペクトルのストップバンドとなる周波数帯を伸縮させる

効果を有し，Ξはパスバンドにおける反射率を増減させる効果を有する． 

(3) 無限積層構造（𝑁𝑁 → ∞）でパスバンドとなる周波数帯において，有限積層構造の反射率

が厳密に零となる周波数が必ず複数個存在する（有限積層構造の反射率は周波数に対し

て振動する）．そしてその個数は主に積層数𝑁𝑁に支配される． 
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 反射スペクトル極点周波数分布第3章
による層間界面垂直剛性とプライ縦波

速度の評価 

3.1 緒言 

本章では，第 2 章の理論解析で得られた知見に基づいて，超音波反射スペクトルの極点

周波数分布を用いた積層板の層間界面垂直剛性およびプライ縦波速度の評価手法を提案す

る．3.2 節では評価法確立のために，第 2 章で用いた無次元パラメータを定義し直し，それ

らの反射スペクトルに及ぼす影響を考察する．3.3 節では，反射スペクトルの極点周波数と

無次元パラメータの関係について考察し，それに基づいて層間界面垂直剛性およびプライ

縦波速度の評価手法を提案する．3.4 節では，提案した手法の適用可能性について検討を行

う．3.5 節で本章の結言を述べ，3.6 節に参考文献を示す． 

3.2 無次元パラメータの再定義 

第 2 章の理論解析では，積層板に縦波が垂直入射したときの反射率𝑅𝑅が無次元パラメータ

𝑁𝑁，Ω，Λ，Ξによって支配されることを示した．そして，反射スペクトルにおける零点周波

数およびその個数は𝑁𝑁，Λ，Ξに依存することも示した．したがって，このような周波数に着

目することで，無次元パラメータを評価できる可能性がある． 

 式(2.14)で定義した無次元周波数Ω = 𝜔𝜔ℎ/𝑐𝑐は，角周波数𝜔𝜔とプライ厚さℎおよびプライ縦

波速度𝑐𝑐から決定されるパラメータである．一方で，実際の実験で測定される反射スペクト

ルは有次元パラメータの周波数と反射率の関係である．したがって，理論と実験を直接比

較できるようにするために理論解析における無次元パラメータを以下のように定義し直す． 

 

Ψ ≡
𝜌𝜌𝑐𝑐𝜔𝜔0

2𝐾𝐾N
, Γ ≡

𝜔𝜔0ℎ
𝑐𝑐

, Ξ ≡
𝜌𝜌𝑐𝑐
𝜌𝜌0𝑐𝑐0

, 𝑓𝑓 ≡
𝜔𝜔
𝜔𝜔0

. (3.1) 

ここで，ΨおよびΓは，層間界面のコンプライアンス（界面剛性の逆数）およびプライのス

ローネス（速度の逆数）を表す無次元パラメータである．Ξはプライと半無限媒質の音響イ

ンピーダンス比を表すパラメータであり 2.2 節で述べた定義（式(2.18)）と同じである．そ
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して，𝑓𝑓は無次元周波数であり，𝜔𝜔0は任意の規格化定数を表す．このとき，2.3 節で導出し

た反射率（式(2.34)および(2.35)）は以下の形に書き直される． 

 

𝑅𝑅 =
𝐷𝐷3

𝐷𝐷1 + 𝑖𝑖𝐷𝐷2
exp(2𝑖𝑖𝑘𝑘0𝑋𝑋0), (3.2) 

 
𝐷𝐷1 = (Ξ2 + 1) sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ) sin�Γ𝑓𝑓�+ 2Ψ𝑓𝑓sin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ], (3.3a) 

 
𝐷𝐷2 = 2Ξ�sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ) cos�Γ𝑓𝑓� − sin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ]�, (3.3b) 

 
𝐷𝐷3 = 2Ψ𝑓𝑓 sin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ]− (Ξ2 − 1) sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ) sin�Γ𝑓𝑓�. (3.3c) 

また，パスバンドにおけるフロケ波数を求める式(2.30)は， 

 
cos(𝑖𝑖ℎ) = cos�Γ𝑓𝑓� − Ψ𝑓𝑓 sin�Γ𝑓𝑓�, (3.4) 

となる． 

異なるΨおよびΓに対して求めた無次元周波数𝑓𝑓と振幅反射率|𝑅𝑅|の関係を，無限積層構造

における振幅反射率と合わせて Fig. 3.1 および Fig. 3.2 に示す．Figure 3.1 より無次元パラメ

ータΨは，2.3 節で述べた無次元パラメータΛと同様にストップバンドの幅を増減させる効果

を有する．そして Fig. 3.2 より，Γはスペクトルを周波数方向に伸縮させる効果を有する．

積層数 N およびΞの及ぼす影響に関しては，2.3 節（Figs. 2.4–2.6）で述べたとおりである． 

Fig. 3.1  The amplitude reflection spectrum of a 16-layered laminate when (a) Ψ = 0.03 and (b) 

Ψ = 0.06 for fixed Γ = 0.3 and Ξ = 3, together with the reflection spectrum of the corresponding 

infinite periodic structures. 
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3.3 層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の評価法の提案 

ここまでに示した反射スペクトル（Figs. 2.4–2.6，3.1，3.2）を見ると，反射率が特定の周

波数において極大や極小（零点を含む）を取ることがわかる．実験で測定した反射スペク

トルにおいては，厳密な零点よりもこのような極大・極小値の方が求めやすい．Figure 3.3

に，16 層から成る積層板の反射スペクトルの一つ目および二つ目のパスバンドにおいて極

値を取る周波数𝑓𝑓eと無次元パラメータΨ，Γ，Ξの関係を示す．極点周波数の分布は，Ψ（た

だしΨが小さい領域を除く）およびΓに依存していることがわかる．したがって極点周波数

を用いてこれらの二つのパラメータを評価できる可能性がある．一方で，Fig. 3.3(c)を見る

と，極点周波数はΞにほとんど依存していない．これは，2.3 節で述べたように，Ξは主にパ

Fig. 3.2  The amplitude reflection spectrum of a 16-layered laminate when (a) Γ = 0.3 and (b) Γ 

= 0.5 for fixed Ψ = 0.06 and Ξ = 2, together with the reflection spectrum of the corresponding 

infinite periodic structures. 

Fig. 3.3  The extremal frequencies in the 1st and 2nd passbands of the amplitude reflection 

spectrum of a 16-layered laminate as a function of (a) Ψ for fixed Γ = 0.3 and Ξ = 3, (b) Γ for 

fixed Ψ = 0.03 and Ξ = 3, and (c) Ξ for fixed Ψ = 0.03 and Γ = 0.3. 
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スバンドにおける反射率の大きさを増減させる効果のみを有し，スペクトルの周波数方向

への変化にはほとんど寄与しないためである．したがって，極点周波数分布からΞを精密に

評価することは困難であると考えられる． 

 仮に反射スペクトル極点周波数分布を用いて無次元パラメータΨ，Γ，Ξが評価されたとす

ると，積層板の有次元パラメータである層間界面垂直剛性𝐾𝐾N，プライ縦波速度𝑐𝑐，プライ密

度𝜌𝜌は， 

 

𝐾𝐾N =
1
2
𝜌𝜌0𝑐𝑐0𝜔𝜔0

Ξ
Ψ

, 𝑐𝑐 =
𝜔𝜔0ℎ
Γ

, 𝜌𝜌 =
𝜌𝜌0𝑐𝑐0
𝜔𝜔0ℎ

ΓΞ, (3.5) 

で求められる．ここで，その他の有次元パラメータ（水の密度𝜌𝜌0および音速𝑐𝑐0，プライ厚さ

ℎ，規格化定数𝜔𝜔0）および積層数 𝑁𝑁は既知と仮定している．しかし，上述したようにΞの精

密評価が困難であるため，Ξを用いて計算される𝐾𝐾Nおよび 𝜌𝜌も精密に評価できないことにな

る．この問題を解決するために，新しい無次元パラメータ 

 

Θ ≡ ΓΞ =
𝜌𝜌𝜔𝜔0ℎ
𝜌𝜌0𝑐𝑐0

, (3.6) 

を導入し，Θも既知であると仮定する（つまりプライ密度𝜌𝜌も既知と仮定する）と，界面剛

性およびプライ縦波速度は，以下の形で与えられる． 

 

𝐾𝐾N =
1
2
𝜌𝜌0𝑐𝑐0𝜔𝜔0

Θ
ΨΓ

, 𝑐𝑐 =
𝜔𝜔0ℎ
Γ

. (3.7) 

式(3.7)にはΞが含まれないため，上式を用いることで𝐾𝐾Nおよび𝑐𝑐を精密評価することが可能

となる． 

 以上の結果をふまえて，反射スペクトル極点周波数分布を用いた層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nと

プライ縦波速度𝑐𝑐の評価法を以下に提案する． 

(1) はじめに，積層板に対して超音波反射スペクトルを測定し，極大・極小となる周波数

分布𝜔𝜔𝑞𝑞
e,exp (𝑞𝑞 = 1, … ,𝑚𝑚)を求める．ここで𝑚𝑚は極点数を表す． 

(2) 規格化定数𝜔𝜔0を用いて無次元極点周波数𝑓𝑓𝑞𝑞
e,exp =  𝜔𝜔𝑞𝑞

e,exp/𝜔𝜔0（式(3.1)）を計算する． 

(3) 積層数𝑁𝑁，プライ密度𝜌𝜌，プライ厚さℎ，水の密度𝜌𝜌0および音速𝑐𝑐0が既知であると仮定し，

実験的および理論的な極点周波数の誤差の二乗和で定義される評価関数 

 

𝐽𝐽(Ψ,Γ) =
1
𝑚𝑚
��

𝑓𝑓𝑞𝑞
e,exp − 𝑓𝑓𝑞𝑞

e,the(Ψ,Γ)
𝑓𝑓𝑞𝑞
e,exp �

2𝑚𝑚

𝑞𝑞=1

,  (3.8) 

を最小化する(Ψ,Γ) = (Ψopt,Γopt)を求める．ここで𝑓𝑓𝑞𝑞
e,the(Ψ,Γ), (𝑞𝑞 = 1, … ,𝑚𝑚)は，𝑁𝑁およ

びΘを定数としてΨおよびΓの関数として求めた理論的な極点周波数分布を表す．これら



3.4 節 提案した評価手法の適用可能性に関する考察 

43 
 

は，式(3.2)–(3.4)を用いて十分小さい周波数刻み幅Δ𝑓𝑓 = 1 × 10−4 でスペクトルを計算し

ながら極大・極小を探索することで求める． 

(4) 式(3.7)にΨopt，Γoptおよびその他の既知パラメータを代入し，層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nとプ

ライ縦波速度𝑐𝑐の最適値を求める． 

3.4 提案した評価手法の適用可能性に関する考察 

3.4.1  評価に用いる極点周波数の個数 

3.3 節で示した Figs. 3.3(a), (b)を見ると，一つ目のパスバンドにおける反射スペクトル極

点周波数はΨおよびΓの両者に対して単調減少している．これは，一つ目のパスバンドの極

点だけを用いて評価を行うと，ΨおよびΓの間にトレードオフが生じることを意味している．

一例として，異なるΨおよびΓの値を用いて求めた 16層の積層板の反射スペクトルを Fig. 3.4

に示す．Figures 3.4(a)–(c)を比較すると，ΨおよびΓの値が異なるにもかかわらず一つ目のパ

スバンド（𝑓𝑓 < 10）における極点周波数がほとんど一致していることが確認できる．した

がって，ΨおよびΓを一意に定めるには，一つ目に加えて二つ目のパスバンドに位置する極

点周波数も含めて（ストップバンドの幅に関する情報も含めて）評価を行う必要がある． 

式(3.8)の評価関数を計算するにあたって，あるΨ,Γの値を与えると理論的な極点周波数は

複数個存在するが，その中で測定値𝑓𝑓𝑝𝑝
e,exp

に対応する極点𝑓𝑓𝑝𝑝
e,the(Ψ,Γ)を同定する必要がある．

Figures 3.3(a)，(b)を見ると，一つ目のパスバンドにおける極点の数は，ΨおよびΓに依存し

ていない．そのため測定した極点に対応する理論値がすぐさま定まる．これは例えば，パ

スバンドの端からの極点数を数えることで求められる．一方で，Figs. 3.3(a)，(b)の二つ目の

パスバンドでは極点の数がΨやΓに伴って変化している．そのため，この領域では測定値と

理論値の対応関係が明らかではなく，評価関数を計算するたびに測定した極点に対応する

理論値を検索する必要がある．そこで本論文では，測定値𝑓𝑓𝑝𝑝
e,exp

に対応する可能性のある理

論値をすべて検索し，その中で評価関数が最小となるものを𝑓𝑓𝑝𝑝
e,the(Ψ,Γ)として採用する． 

3.4.2  本評価手法の有効性 

Lavrentyev and Rokhlin[1]は，二つの固体間にある接着層の材料特性（接着層の厚さ，密度，

弾性率）を非破壊評価するに当たり，振幅反射率の材料特性に対する感度解析を行ってい

る．ここでは，彼らの定式化にしたがって反射スペクトル極点周波数の感度解析を実施し，

提案した評価手法の有効性を検討する． 

はじめに，反射スペクトルの極点周波数𝑓𝑓eをパラメータ𝑝𝑝の関数とみなす．ここで𝑝𝑝は，Ψも
しくはΓである．このとき，𝑝𝑝の相対誤差𝜀𝜀𝑝𝑝 = 𝛿𝛿𝑝𝑝/𝑝𝑝と，𝑓𝑓eの相対誤差𝜀𝜀�̃�𝑓e = 𝛿𝛿𝑓𝑓e/𝑓𝑓eは以下の

ように関係づけられる． 
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𝜀𝜀𝑝𝑝 =

𝜀𝜀�̃�𝑓e
𝑋𝑋�̃�𝑓e,𝑝𝑝

. (3.9) 

ここで，  

 

𝑋𝑋�̃�𝑓e,𝑝𝑝 =
𝑝𝑝
𝑓𝑓e
𝜕𝜕𝑓𝑓e

𝜕𝜕𝑝𝑝
, (3.10) 

は，極点周波数𝑓𝑓eのパラメータ𝑝𝑝に対する感度を表す．式(3.9)より，感度が高いとき，極点

周波数の誤差がパラメータ𝑝𝑝の評価に及ぼす影響は小さくなる．つまり，感度が高いほど𝑝𝑝の

評価のロバスト性が向上することになる． 

極点周波数の感度𝑋𝑋�̃�𝑓e,𝑝𝑝は，原理上式(3.2)–(3.4)と(3.10)から求めることができるが，計算が

Fig. 3.4  The amplitude reflection spectrum of a 16-layered laminate for a fixed Θ = 0.84 when 

(a) Ψ = 0.03 and Γ = 0.25, (b) Ψ = 0.05 and Γ = 0.22, and (c) Ψ = 0.07 and Γ = 0.19. 
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極めて煩雑になる．そのため，ここでは極点周波数の代わりに反射率が零になる周波数𝑓𝑓zの
感度𝑋𝑋�̃�𝑓z,𝑝𝑝を考える．この場合感度は反射率の分子である式(3.3c)および式(3.4)，(3.10)から求

めることができ，以下で与えられる． 

 

𝑋𝑋�̃�𝑓z,Ψ =
Ψ
𝑓𝑓z
𝜕𝜕𝑓𝑓z

𝜕𝜕Ψ
=

𝐸𝐸4
𝐸𝐸1𝐸𝐸2 + 𝐸𝐸3

, (3.11a) 

 

𝑋𝑋�̃�𝑓z,Γ =
Γ
𝑓𝑓z
𝜕𝜕𝑓𝑓z

𝜕𝜕Γ
=

𝐸𝐸5
𝐸𝐸1𝐸𝐸2 + 𝐸𝐸3

. (3.11b) 

ここで， 

 
𝐸𝐸1 = 2ΨΓ2𝑓𝑓z(𝑁𝑁 − 1) cos[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ]−𝑁𝑁(Θ2 − Γ2) cos(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ) sin�Γ𝑓𝑓z�, (3.12a) 

 
𝐸𝐸2 = 𝑓𝑓z�(Ψ+ Γ) sin�Γ𝑓𝑓z�+ ΨΓ𝑓𝑓z cos�Γ𝑓𝑓z��, (3.12b) 

 
𝐸𝐸3 = (Θ2 − Γ2)�sin�Γ𝑓𝑓z� − Γ𝑓𝑓z cos�Γ𝑓𝑓z�� sin(𝑖𝑖ℎ) sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ), (3.12c) 

 
𝐸𝐸4 = −Ψ𝑓𝑓z�2Γ2 sin(𝑖𝑖ℎ) sin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ] + 𝐸𝐸1 sin�Γ𝑓𝑓z��, (3.12d) 

 
𝐸𝐸5 = �(Θ2 − Γ2)Γ𝑓𝑓z cos�Γ𝑓𝑓z� − 2Θ2 sin�Γ𝑓𝑓z�� sin(𝑖𝑖ℎ) sin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ]

− 𝐸𝐸1Γ𝑓𝑓z�sin�Γ𝑓𝑓z�+ Ψ𝑓𝑓z cos�Γ𝑓𝑓z��, (3.12e) 

である． 

式(3.11)と(3.12)より求めた𝑓𝑓zのΨに対する感度𝑋𝑋�̃�𝑓z,Ψを Fig. 3.5 に，Γに対する感度𝑋𝑋�̃�𝑓z,Γを

Fig. 3.5  The sensitivity of the zero-reflection frequencies of a 16-layered laminate to Ψ for a 

fixed Θ = 0.84 when (a) Γ = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 with a fixed Ψ = 0.03 and (b) Ψ = 0.02, 0.03, 0.04, 

0.05 with a fixed Γ = 0.3. 
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Fig. 3.6 に示す．積層数は 16，無次元パラメータΘは 0.84 としており，Figs. 3.5(a), 3.6(a)はΨを

固定してΓを変化させた場合の結果を表し，一方で Figs. 3.5(b), 3.6(b)はΓを固定してΨを変化

させた場合の結果を表す．なお，ここでは反射率が零となる周波数に着目しているが，そ

の他の極点周波数の感度に関しても，ほぼ Figs. 3.5，3.6 に描いた曲線上の値を取ると予想

される．Figure 3.5 を見ると，Γが小さくなるもしくはΨが大きくなるに伴ってΨに対する感

度が高くなることがわかる．一方で Fig. 3.6 を見ると，Γが大きくなるもしくはΨが小さくな

るに伴ってΓに対する感度が高くなる．したがって，Γが小さくΨが大きな場合は，Ψを敏感

に評価することが可能である一方でΓを敏感に評価することが困難になる．逆に，Γが大き

くΨが小さな場合は，Γを敏感に評価することが可能である一方でΨを敏感に評価すること

が困難となる．例として，式(3.2)–(3.4)から計算した反射スペクトルを測定値と見なし，そ

れに対して式(3.8)より求めた評価関数をFig. 3.7に示す．Figure 3.7において下付き添え字“o”

はスペクトル計算時に使用したパラメータを表しており，Fig. 3.7(a)はΨo = 0.05，Γo = 0.1 と

した場合，Fig. 3.7(b)はΨo = 0.02，Γo = 0.4 とした場合の結果である．なお，評価関数の計算

には 3.4.1 節の結果をふまえて，一つ目および二つ目のパスバンドにおける極点周波数を使

用している．Figures 3.7(a)，(b)を見ると，両者とも(Ψ,Γ) = (Ψo,Γo)で評価関数が最小値を取

っていることから，3.3 節で提案した評価手法の妥当性が確認できる．また，横軸方向に関

して見ると，Fig. 3.7(a)の方が Fig. 3.7(b)よりも最小値が鋭敏に求まっている．これは上述し

たように，Fig. 3.7(a)の方が極点周波数のΨに対する感度が高いためである．一方で縦軸方向

に関しては，Fig. 3.7(a)は Fig. 3.7(b)より極点周波数のΓに対する感度が低下しているにもか

かわらず，最小値が比較的鋭敏に定まっている．これは Figs. 3.5，3.6 の縦軸を比較すると

わかるように，Γに対する感度が Fig. 3.7(b)より低下したとしてもその大きさは依然としてΨ

に対する感度に比べて高くなるためである． 

Fig. 3.6  The sensitivity of the zero-reflection frequencies of a 16-layered laminate to Γ for a 

fixed Θ = 0.84 when (a) Γ = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 with a fixed Ψ = 0.03 and (b) Ψ = 0.02, 0.03, 0.04, 

0.05 with a fixed Γ = 0.3. 
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したがって，提案した評価手法はΨの小さい領域を除いて，ΨおよびΓを鋭敏に評価可能

であると言える．これは，Ψが層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nに反比例していることから，層間が完全

接着状態に近い場合は鋭敏に評価できないが，界面剛性が低下するとそれを鋭敏に評価で

きることを意味する． 

3.4.3  プライの粘弾性特性の影響 

第 2 章および 3.2 節で述べた理論解析では，積層板のプライを弾性体と仮定していた．し

かし，実際の CFRP 積層板は，超音波の周波数領域において粘弾性特性を有するため，この

ような場合でも提案した評価手法が有効なのか検討する必要がある． 

そこで，ここではプライをケルビン・フォークト型の線形粘弾性体としてモデル化し，

反射スペクトル極点周波数分布に及ぼす粘弾性特性の影響を考察する．なお，積層板両側

の半無限媒質は弾性体と仮定する．ケルビン・フォークト型の粘弾性体では応力𝜎𝜎とひずみ

𝜀𝜀の関係は以下で与えられる． 

 

𝜎𝜎 = 𝐷𝐷𝜀𝜀 + 𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜀𝜀
𝜕𝜕𝑡𝑡

. (3.13) 

ここで，𝐷𝐷は静弾性係数，𝜂𝜂は粘性係数である．第 2 章で述べた伝達マトリックス法の定式

化においてプライ縦波速度𝑐𝑐を周波数に依存する複素縦波速度 

 

𝑐𝑐VE(𝜔𝜔) = �
𝐷𝐷 − 𝑖𝑖𝜔𝜔𝜂𝜂

𝜌𝜌
, (3.14) 

Fig. 3.7  The evaluation function computed for the extremal frequencies of a 16-layered laminate 

for a fixed Θ = 0.84 when the actual non-dimensional parameters are (a) Ψo = 0.05 and Γo = 0.1 

and (b) Ψo = 0.02 and Γo = 0.4. 
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に置き換えることで，プライの粘弾性特性を考慮した場合の反射率を求めることができる．

なお c を𝑐𝑐VE(𝜔𝜔)に置き換えても 2.2 節の議論は有効であり，反射率は(2.22a)で与えられる．

そして，この場合のプライ内を縦波が実際に伝搬する速度は 

 

𝑐𝑐(𝜔𝜔) =
1

Re[1/𝑐𝑐VE(𝜔𝜔)], (3.15) 

で与えられるが，現実の固体材料および実用的に用いられる超音波周波数の範囲では

𝜔𝜔𝜂𝜂/𝐷𝐷 ≪ 1が成り立つため， 

 

𝑐𝑐(𝜔𝜔) ≈ �
𝐷𝐷
𝜌𝜌

, (3.16) 

と近似することができる．したがって，プライ内の縦波伝搬速度は，粘性係数𝜂𝜂や角周波数

𝜔𝜔にはほとんど依存せず，静弾性係数𝐷𝐷と密度𝜌𝜌により決まる． 

Table 3.1 に示す材料定数と，𝐷𝐷 = 15.0 GPa，𝜂𝜂 = 14.0 Pa•s[2] および層間界面垂直剛性𝐾𝐾N = 

Fig. 3.8  The amplitude reflection spectrum of a 16-layered laminate when the plies are modeled 

as elastic and viscoelastic media. 

Table 3.1  Material properties of the laminate and the semi-infinite media. 

Number of plies 𝑁𝑁  16 

Thickness of ply ℎ (mm) 0.135 

Density of ply 𝜌𝜌 (× 103 kg/m3) 1.49 

Longitudinal wave velocity of semi-infinite media (water) 𝑐𝑐0 (km/s) 1.50 

Density of semi-infinite media (water) 𝜌𝜌0 (× 103 kg/m3) 1.00 
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0.2 GPa/μm を用いて求めた振幅反射率を，プライの粘弾性を無視した場合の結果と合わせ

て Fig. 3.8 に示す．そして，粘弾性を考慮した場合と無視した場合の反射スペクトル極点周

波数分布を，層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nおよびプライ静弾性係数𝐷𝐷の関数として Fig. 3.9 に示す．

Figure 3.8 より，プライの粘弾性特性を考慮すると反射率の大きさは変化するが，極値とな

る周波数はほとんど変化していないことが確認できる．また，Fig. 3.9 を見ると，最初のパ

スバンドに対応する周波数領域では，粘弾性の有無に関わらず極点周波数はよく一致して

おり，Fig. 3.10 に示す両者の平均誤差を見ると，それらは最大でも 0.05%以内に納まってい

る．二つ目のパスバンドに対応する周波数領域では，特に𝐾𝐾Nの小さい領域（Fig. 3.9(a)，𝐾𝐾N < 

0.2 GPa/μm）において，粘弾性の影響による極値の消滅が見られ，この傾向は𝐷𝐷の小さい領

域（Fig. 3.9(b)，𝐷𝐷 < 8 GPa）においても確認することができる．このように極値の消滅があ

る特定の領域で見られるものの，存在している極値の位置（周波数）は粘弾性の影響をほ

とんど受けないことがわかる．したがって，CFRP 積層板のようにプライが粘弾性特性を有

する場合でも，プライを弾性体と仮定して求めた反射率（式(3.2)）に基づく反射スペクトル

極点周波数分布を用いて層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nおよびプライ縦波速度𝑐𝑐の評価が可能である

と考えられる． 

 

 

 

Fig. 3.9  The variation of the extremal frequencies of the amplitude reflection spectrum of a 

16-layered laminate with (a) the interlayer interfacial normal stiffness KN for a fixed D = 15.0 GPa 

and (b) the ply static stiffness D for a fixed KN = 1.0 GPa/μm when the plies are modeled as elastic 

and viscoelastic media. 
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Fig. 3.10  Average errors of the extremal frequencies in the first pass-band when the plies are 

modeled as elastic and viscoelastic media. 

 

3.4.4  過渡波形の適用 

 第 2 章および 3.2 節で述べた反射率の理論計算は，周波数領域で定式化を行っている．こ

れは，単一周波数の連続波を送信し続け，波動場が定常振動状態になった状況を考えてい

ることになる．一方で，実際の測定では有限な時間長さを有するパルス状の波を被験体に

送信し反射波を測定する．したがって測定で得られる波形は一般に過渡的（時間領域）で

ある．測定した過渡的反射波形が仮に無限な時間長さを有する場合には，フーリエ変換を

施すことで周波数領域での定式化に基づく解析と同じ結果を得ることができる．しかし，

実際の測定で得られる波形は必ず有限な時間長さで打ち切られるため，この場合でも妥当

な反射スペクトル極点周波数分布が得られるのか検討する必要がある． 

そこで本節では，積層板中の一次元弾性波伝搬の数値解析を実施することで過渡的反射

波形を計算する．そして得られた波形に対して，異なる時間ゲートでフーリエ変換を行う

ことで反射スペクトルを求め，ゲート幅が反射スペクトル極点周波数に及ぼす影響につい

て検討を行う．また，過渡波形に及ぼす層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nおよび静弾性係数𝐷𝐷（プライ縦

波速度𝑐𝑐）の影響についても考察を行う．なお，周波数領域で計算した反射スペクトルを逆

フーリエ変換することでも過渡波形を求めることができるが，ここでは第 2 章で述べた理

論解析の妥当性も検証するために，別途数値解析を行う． 

 数値解析には，粘弾性を含む非定常動弾性問題に対する自作の二次元平面ひずみ有限要
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素コードを用いる．解析モデルとして Fig. 3.11 に示すように，16 層の積層板が水中に保持

されており，そこに縦波が垂直入射する状況を考える．解析領域の上下端には周期境界条

件を設定し，左右両端には，境界での反射を防ぐために無反射境界条件[3]–[5]を設定している．

プライの粘弾性特性のモデル化には前節と同様にケルビン・フォークトモデルを用いる．

また，層間には二重節点を設置しそれらをバネでつなげることでスプリング界面を導入す

る．本解析において解くべき運動方程式は以下のようになる（定式化の詳細は付録 B に示

す）． 

 

𝐌𝐌G  
d2𝐔𝐔(𝑡𝑡)

d𝑡𝑡2
+ 𝐂𝐂G

d𝐔𝐔(𝑡𝑡)
d𝑡𝑡

+ 𝐊𝐊G𝐔𝐔(𝑡𝑡) = 𝐅𝐅(𝑡𝑡). (3.17) 

ここで，𝐌𝐌Gはグローバル質量行列，𝐂𝐂Gはグローバル減衰行列，𝐊𝐊Gはグローバル剛性行列，

𝐔𝐔(𝑡𝑡)は節点変位ベクトル，𝐅𝐅(𝑡𝑡)は節点力ベクトルを表す．ここで，行列𝐌𝐌Gには集中質量近

似（対角化近似）[6], [7]を適用し，式(3.17)の時間積分には動的陽解法として四次ルンデ・ク

ッタ法（付録 C）を用いる．また，行列𝐂𝐂Gおよび𝐊𝐊Gは一般に疎行列となるため，圧縮行格

納方式[8]により非零成分のみを記憶することで計算効率の向上を図る． 

 

Fig. 3.11  Computational model for dynamic finite element analysis. 

 

Fig. 3.12  (a) Exciting waveform and (b) its amplitude spectrum for finite element analysis. 
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解析領域の左側境界において 

 

𝑢𝑢𝑥𝑥1(𝑡𝑡) = exp �−
(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0)2

2𝜎𝜎2
� sin(2𝑚𝑚𝑓𝑓𝑡𝑡), (3.18) 

で表される強制変位を与えることで𝑥𝑥1方向に伝搬する縦波を励起し，同じく左側境界におい

て反射波形を測定する．本解析では，式(3.18)におけるパラメータを𝑡𝑡0 = 0.50 μs，𝜎𝜎 = 0.05 

μs，𝑓𝑓 = 10 MHz とする．このときの時間波形およびそれをフーリエ変換して求めた振幅ス

ペクトルを Fig. 3.12 に示す．Figure 3.12(b)より，入射波形はおよそ 0～20 MHz の周波数成

分を含むことがわかる． 

解析領域の離散化にはすべて同じ大きさの 4 節点アイソパラメトリック要素を用いる．

要素の大きさは数値分散を防ぐために，最低波長（水中で周波数 20 MHz において 0.075 mm）

を 15 分割するように 5 μm × 5 μm とする．さらに本解析では積層方向に関する一次元波動

場の計算を行うことを考慮し，計算量が最小となるように解析領域は𝑥𝑥2方向に要素一つ分だ

けの長さを持つとする．離散化に用いた要素数は 832 個，節点数は 1,692 個である．運動方

程式(3.17)の時間積分における時間ステップ∆𝑡𝑡はクーラン条件を満足するように∆𝑡𝑡 = 1.0 ns

とする．材料定数は Table 3.1 の値を用い，プライの粘性係数は𝜂𝜂 = 14.0 Pa•s とする．これ

らの有限要素プログラムは Fortran90 で作成した． 

 動的有限要素解析により計算した過渡的反射波形を Fig. 3.13 に示す．Figure 3.13(a)は層間

界面垂直剛性𝐾𝐾Nを変化させたときの波形の比較を表し，Fig. 3.13(b)はプライの静弾性係数𝐷𝐷

（縦波速度𝑐𝑐）を変化させたときの波形の比較を表す．Figure 3.13(a)を見ると，𝐾𝐾Nの低下に

伴って底面反射波（積層板底面からの反射波）の到達時刻が遅れていることが確認できる．

これは𝐾𝐾Nが小さいほど，縦波が層間界面を透過する際の位相の遅れが大きくなるためであ

る．さらに，Fig. 3.13(a)より𝐾𝐾Nの低下に伴って表面反射波（積層板表面からの反射波）に続

く持続振動成分（各層間界面で多重反射した波）が大きくなる．これは𝐾𝐾Nが小さいほど，

各層間界面での振幅反射率が大きくなるためである．一方で Fig. 3.13(b)を見ると，静弾性

係数𝐷𝐷の低下に伴い底面反射波の到達時刻が遅れている．これは，式(3.16)より，𝐷𝐷が低下す

ることでプライ縦波速度が低下するためである．さらに，Fig. 3.13(b)より，𝐷𝐷の低下に伴っ

て表面反射波の振幅が小さくなっている．これはプライ縦波速度の低下に伴い，プライの

特性音響インピーダンス𝑍𝑍が水のインピーダンス𝑍𝑍0に近づき，水と積層板の境界における振

幅反射率 

 

𝑅𝑅WL =
𝑍𝑍 − 𝑍𝑍0
𝑍𝑍 + 𝑍𝑍0

, (3.19) 

が低下するためである．これらの特徴を用いることで，過渡的反射波形から層間界面垂直

剛性𝐾𝐾Nやプライ縦波速度𝑐𝑐をある程度評価することは可能であるが，それらを精密に評価す

ることは困難である． 
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次に，有限な時間長さを有する過渡的波形から反射スペクトル極点周波数分布が得られ

るのか検討する．Figure 3.14(a)に示す反射波形を，1.5 < t < 3.0 μs，1.5 < t < 4.5 μs および 1.5 

< t < 6.0 μs の 3 種類の有限時間長さで打ち切り，それをフーリエ変換後入射波のスペクトル

（Fig. 3.12(b)）で除して求めた反射スペクトルを，伝達マトリクス法による理論値とともに

Figs. 3.14(b)–(d)に示す．Figures 3.14(c)，(d)では，過渡波形から計算した反射スペクトル極

点周波数分布が理論と良く一致していることが確認できる（平均誤差は0.2 %以内である）．

一方で Fig. 3.14(b)では，過渡波形から計算したスペクトルに適切な極点分布が現れていな

い．この原因として，時間長さ 1.5 < t < 3.0 μs の中に底面反射波が含まれていないことが挙

げられる．第 2 章の理論解析では，反射スペクトルが周波数に対して振動するのは積層板

が有限厚さ（有限積層数）を有するためであることを示した．そして，過渡的反射波形に

おいて板厚に関する情報が含まれるのは積層板表面および底面からの反射波であるため，

理論と比較可能な極点周波数分布を得るには，表面反射波および底面反射波の両者を含め

てフーリエ変換する必要がある． 

Fig. 3.13  The variation of the reflected waveform from a 16-layered laminate with (a) the 

interlayer interfacial normal stiffness KN for a fixed D = 15.0 GPa and (b) the ply static stiffness D 

for a fixed KN = 1.0 GPa/μm. 



第 3 章 反射スペクトル極点周波数分布による層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の評価 

54 
 

3.4.5  層間界面垂直剛性の不均一性の影響 

第 1 章で示した CFRP 積層板の断面画像（p. 9，Fig. 1.5）を見ると，層間樹脂リッチ領域

の厚さは必ずしも均一ではなく場所ごとに異なっている．そして層間界面剛性は樹脂リッ

チ領域の厚さを反映した特性量であるため，実際の CFRP 積層板では界面ごとに層間界面剛

性がばらついている可能性が考えられる．このような状況下でも積層板全体での代表的な

界面剛性を評価することは重要であると考えられる．そこでここでは，界面剛性が界面ご

とにばらついている場合に提案した評価手法が適用可能かどうか検討する．なお，以下で

は各層間の界面剛性は，ばらつきがある状況下でも互いに近い値を有していると仮定する．

したがって，例えばある特定の界面だけが他と著しく異なる界面剛性を有するような場合

は考えない．またプライ縦波速度に関しては，全てのプライが同じ値（𝑐𝑐 = 3.00 km/s）を有

すると仮定する． 

16 層から成る積層板の層間界面垂直剛性が，平均𝐾𝐾N���� = 0.3 GPa/μm および標準偏差𝜎𝜎𝐾𝐾 = 

Fig. 3.14  (a) The reflection waveform computed by dynamic FEM and its amplitude reflection 

spectrum when the waveform is gated for (b) 1.5–3.0 μs, (c) 1.5–4.5 μs, and (d) 1.5–6.0 μs, 

together with the corresponding reflection spectrum computed by the transfer-matrix method. 
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0.05 GPa/μm の正規分布に従う場合の積層方向への分布を，ばらつきがないときの分布と合

わせて Fig. 3.15(a)に示す．Figure 3.15(a)の右側の縦軸には，式(3.1)に対して Table 3.1 の材料

定数と規格化定数𝜔𝜔0 = 2π × 106 rad/s により求めた無次元パラメータΨの値も示している．

そして，Figure 3.15(a)の層間界面垂直剛性に対して，Γ = 0.283, Θ = 0.84 として伝達マトリ

クス法により求めた反射スペクトルを Fig. 3.15(b)に示す．Figure 3.15(b)を見ると，界面剛性

がばらついている場合は，ばらついていない場合に比較してパスバンドにおける反射率が

大きく乱されるが，極値となる周波数は依然として存在している． 

Figure 3.15(b)の一つ目（0 < 𝑓𝑓 < 8.5）および二つ目（11.2 < 𝑓𝑓 < 17.3）のパスバンドに

ある極点を用いて求めた評価関数を Fig. 3.16 に示す．Figure 3.16 の縦軸と横軸は，Ψo = 4.68 

× 10-2 とΓo = 0.283 (𝐾𝐾N = 𝐾𝐾N���� = 0.3 GPa/μm，c = 3.00 km/s に対応)で規格化している．Figure 

3.16(b)のばらつきがない場合に比較して，Fig. 3.16(a)は若干不明瞭になってはいるものの

Ψ/Ψo = 1.10，Γ/Γo = 1.01（𝐾𝐾N = 0.27 GPa/μm，c = 2.97 km/s に対応)において評価関数が最小

値を取る． 

上記の操作を，𝐾𝐾Nのばらつきの標準偏差が𝜎𝜎𝐾𝐾 = 0.01 GPa/μm の場合と 0.05 GPa/μm の場合

それぞれに対して異なる 1000 通りの𝐾𝐾Nの分布で行った結果をヒストグラムの形で Fig. 3.17 

 

 
Fig. 3.15  (a) The distribution of the fluctuated interlayer interfacial normal stiffness KN 

(non-dimensional parameter Ψ) through the stacking direction of a 16-layered laminate and (b) the 

corresponding amplitude reflection spectrum computed by the transfer-matrix method with Γ = 

0.283 and Θ = 0.84, together with those without fluctuation of KN (Ψ). 
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Fig. 3.16  The evaluation function computed for the extremal frequencies in Fig. 3.15(b), where the 

vertical and horizontal axes are normalized by Ψo = 4.68 × 10-2 and Γo = 0.283 (corresponding to 

𝐾𝐾N = 𝐾𝐾N���� = 0.3 GPa/μm and c = 3.00 km/s), respectively. 

 

に示す．各試行における評価関数の最適化には Fletcher-Reeves 共役勾配法[9]を用いており，

探索時の初期値はΨ/Ψo = Γ/Γo = 0.9 とした．なお，Fig. 3.16 では最適解以外に局所解が存在

していない．したがって，探索時の初期値が図に描かれている範囲内（0.5 < Ψ/Ψo < 1.5，

0.5 < Γ/Γo < 1.5）にある限りは，最適解に収束すると考えられる．Figure 3.17 を見ると，

同定された層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nとプライ縦波速度𝑐𝑐は標準偏差𝜎𝜎𝐾𝐾に依存してばらついては

いるものの，積層方向にほぼ平均した界面剛性と元々すべてのプライで同一にしていた縦

波速度に近い値が本評価法により得られていることがわかる． 

3.5 第 3 章の結言 

 本章では，第 2 章の結果に基づいて，垂直入射超音波の反射スペクトル極点周波数分布

による CFRP 積層板の層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nおよびプライ縦波速度𝑐𝑐の評価手法を提案した． 

はじめに，垂直入射超音波の反射スペクトル極点周波数が，本章で新しく定義し直した

無次元パラメータΨおよびΓに依存することを示した．これにより，極点周波数分布からΨお

よびΓが評価できること，そして同定したΨおよびΓから層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nおよびプライ

縦波速度𝑐𝑐が評価できることを示した．そして提案した評価手法の適用可能性について検討

し，以下のことを示した． 

(1) 本手法により無次元パラメータΨとΓ（𝐾𝐾Nと𝑐𝑐）を一意に定めるためには，反射スペク

トルの一つ目のパスバンドに加えて，二つ目のパスバンドにある極点周波数も含めて

評価を行う必要がある． 
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(2) 本手法は，Ψの小さな領域（層間が完全接着状態に近い場合）を除いてΨとΓを感度良

く評価することが可能である． 

(3) 積層板のプライが粘弾性特性を有する場合でも，プライを弾性体と仮定して計算した

反射スペクトル極点周波数分布を用いて𝐾𝐾Nと𝑐𝑐が評価できる． 

(4) 実際の測定で得られるような過渡的反射波形からでも，表面および底面反射波を含め

るようにしてフーリエ変換すれば，周波数領域（伝達マトリクス法）に基づく結果と

同等の反射スペクトル極点周波数分布が得られる． 

(5) 層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nが界面ごとにばらついている状態でも，本手法によりそれらをお

よそ平均した値を評価することができる． 

Fig. 3.17  The histogram of the evaluated (a) interlayer interfacial normal stiffness KN and (b) ply 

longitudinal wave velocity c for two different standard deviations of the fluctuation of KN with 

fixed 𝐾𝐾N���� = 0.3 GPa/μm and c = 3.00 km/s. 
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 実験的検討 ―提案手法の妥当性第4章
検証および吸水したＣＦＲＰ積層板の層間

界面垂直剛性とプライ縦波速度の評価― 

4.1 緒言 

本章では，第 3 章で提案した層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の評価手法に関する実

験的検討を行う．4.2 節では，実験で用いる超音波測定装置について説明する．4.3 節では，

第 3 章で提案した評価手法を CFRP 直交積層板に適用し，評価された層間界面垂直剛性およ

びプライ縦波速度の妥当性を検証する． 4.4 節では，吸水した CFRP 積層板に対して層間界

面垂直剛性およびプライ縦波速度を評価し，層間およびプライの弾性特性に及ぼす吸水の

影響に関して検討を行う．4.5 節で本章の結言を述べ，4.6 節に参考文献を示す． 

4.2 超音波測定装置 

 CFRP 積層板の超音波測定に用いる実験装置を Fig. 4.1 に示す．本装置は水中に保持され

た被験体に対して超音波の送受信を行う全没水浸型の測定装置であり，Fig. 4.1(a)に示すよ

うに，直交座標 X, Y, Z 軸に沿って探触子を走査させることが可能である．Figure 4.1(b)の探

触子付近の拡大図と，その他の測定機器との配線図を Fig. 4.2 に示す．本測定装置は X, Y, Z

の三軸に加えて，探触子の角度を制御する二つの軸（θ軸と φ軸）を有しており，被験体に

対して任意角度で超音波を入射させることが可能である．なお，本章では垂直入射超音波

の反射波測定を行うため，θ軸と φ軸は θ = 0°，φ = 任意角度に固定して測定を行う．これ

らの二軸を変化させた場合の測定に関しては，第 5 章の斜角入射超音波透過特性の検討に

おいて述べる．また，Fig. 4.2 の音響ミラーに関しても本章の測定では使用せず，その詳細

は第 5 章で説明する． 

本測定系は，Fig. 4.2 に示すように，主にパソコン（MATLAB），ディジタルオシロスコー

プ（Agilent，DSO5034A），パルサーレシーバ（Parametrics，5072PR），モーターコントロー

ラ，ステッピングモータから構成される．はじめにパソコンからモータコントローラに指

示を送ることで探触子を所望の位置に移動させる．その後パソコンからオシロスコープに

波形取得の指示を送る．パルサーレシーバからのスパイク状電圧によって探触子から超音

波を励起し，同じ探触子で被験体からの反射波を受信した後，パルサーレシーバ→ディジ 
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Fig. 4.1  (a) Apparatus for ultrasonic immersion measurement and (b) enlarged view near the 

transducer. 

 

Fig. 4.2  A schematic of the experimental set-up for ultrasonic immersion measurement. 
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タルオシロスコープへと信号を転送する．そしてオシロスコープでディジタイズされた波

形データをパソコンに送る．なお，X, Y 軸は 5 相ステッピングモータ，Z 軸は 2 相ステッピ

ングモータで制御しており，探触子の最小移動量は X, Y 方向に 0.5 μm，Z 方向に 0.1 μm で

ある． 

4.3 提案手法の妥当性検証 

4.3.1  ＣＦＲＰ直交積層板の層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の評価 

本節では，実際の CFRP 積層板に対して第 3 章で提案した評価手法を適用し，層間界面垂

直剛性およびプライ縦波速度の評価を行う．試験片は，16 層からなる CFRP 直交積層板（板

厚 2.16 mm）を用いる．母材はエポキシ樹脂（三菱レイヨン#340，130℃硬化タイプ），強化

材は炭素繊維（三菱レイヨン TR30，直径 7μm，繊維含有率 53.3%）である．超音波探触子

は公称中心周波数 15 MHz の水浸用探触子（Insight，IT1506R）を用いる． 

 水浸させた積層板に対して測定した垂直入射超音波の反射波形を Fig. 4.3(a)上段に示す．

また，パルス波の波長に比べて十分に厚く，研磨加工した表面をもつアルミニウム合金ブ

ロックに対して実験条件（探触子から被験体表面までの距離）を変更せずに測定した反射

波形（参照波形）を Fig. 4.3(a)下段に示す．なお，波形測定時のサンプリング周波数は 100 MHz

（時間ステップ 10 ns）であり，加算平均回数は 100 としている．そして Fig. 4.3(a)の波形を

フーリエ変換して求めた振幅スペクトルを Fig. 4.3(b)に示す．このとき，積層板に対する振

幅反射率|𝑅𝑅|は，積層板反射波のスペクトル𝑆𝑆Lと参照波形のスペクトル𝑆𝑆Alを用いて以下のよ

うに求めることができる． 

 

Fig. 4.3  (a) Experimental reflection waveforms from the 16-layered cross-ply CFRP laminate 

specimen and a polished surface of a thick aluminum alloy block immersed in water and (b) their 

amplitude spectra. 
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|𝑅𝑅| = �

𝑆𝑆L

𝑆𝑆Al
𝑅𝑅WA�. (4.1) 

ここで， 

 
𝑅𝑅WA =

𝜌𝜌w𝑐𝑐w − 𝜌𝜌Al𝑐𝑐Al
𝜌𝜌w𝑐𝑐w + 𝜌𝜌Al𝑐𝑐Al

= −0.84, (4.2) 

は，水（密度𝜌𝜌w = 1.00 × 103 kg/m3，音速𝑐𝑐w = 1.50 km/s）とアルミニウム合金ブロック（密度

𝜌𝜌Al = 2.70 × 103 kg/m3，縦波速度𝑐𝑐Al = 6.38 km/s）の境界における振幅反射率を表す．なお，

CFRP 積層板とアルミニウム合金ブロックの両者の測定において探触子‐被験体間距離を

揃えることで，超音波が水中を伝搬するときのビーム拡散の影響をほぼ相殺することがで

き，一次元波動伝搬に基づく理論解析の結果と比較可能な反射率を得ることができる． 

式(4.1)と(4.2)により求めた CFRP 直交積層板の反射スペクトルを Fig. 4.4 に示す．なお，

探触子から実際に送信されている超音波のスペクトルは，Fig. 4.3(b)のアルミニウム合金ブ

ロック反射スペクトルとほぼ同じと考えることができる．Figure 4.3(b)の周波数が 5 MHz 以

下および 15 MHz 以上ではスペクトルが 10 MHz 近傍の最大値に比べて小さくなっており，

これらを用いて求めた反射率は妥当性に欠けると考えられる．したがって，Fig. 4.4 には 5

Fig. 4.4  Experimental amplitude reflection spectrum for the 16-layered cross-ply CFRP laminate 

specimen, together with the theoretical one computed by the optimized interlayer interfacial 

normal stiffness KN = 1.3 GPa/μm and ply longitudinal wave velocity c = 3.00 km/s . 
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～15 MHz の周波数範囲で結果を示している．Figure 4.4 を見ると，10.5 MHz 近傍に反射率

が比較的大きくなる領域（ストップバンド）が形成されている．次に，Fig. 4.4 において極

値となる周波数分布（計 27 個）を抽出し，それに対して計算した評価関数（式(3.8)，p. 42）

を Fig. 4.5 に示す．なお，評価関数の計算に必要な理論的な極点周波数分布は Table 4.1 の値

（対応する既知無次元パラメータ Θ = 0.84）を用いて求めている．Figure 4.5 を見ると，Ψ = 

1.10 × 10-2，Γ = 0.275 において評価関数が最小値を取る．これらの値を式(3.7)に代入するこ

とで，本実験で用いた試験片の層間界面垂直剛性は𝐾𝐾N = 1.3 GPa/μm，プライ縦波速度は𝑐𝑐 = 

3.08 km/s と同定される． 

 同定した𝐾𝐾Nおよび 𝑐𝑐の値を用いて伝達マトリックス法により求めた反射スペクトルを 

Fig. 4.5  The evaluation function computed for the experimental extremal frequencies of the 

amplitude reflection spectrum shown in Fig. 4.4. 

Table 4.1  Parameters for the evaluation of interlayer interfacial normal stiffness and ply 

longitudinal wave velocity. 

Number of plies 𝑁𝑁  16 

Thickness of ply ℎ (mm) 0.135 

Density of ply 𝜌𝜌 (× 103 kg/m3) 1.49 

Longitudinal wave velocity of semi-infinite media 𝑐𝑐0 (km/s) 1.50 

Density of semi-infinite media (water) 𝜌𝜌0 (× 103 kg/m3) 1.00 

Normalized factor ω0 (rad/s) 2π × 106 
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Fig. 4.4に示す．なおこの計算においてプライの粘弾性特性は無視している．そのためFig. 4.4

を見ると，実験と理論で反射率の大きさは異なっている．一方で，反射率の周波数に対す

る振動挙動，つまり極点周波数については実験と理論が良好に一致していることがわかる． 

4.3.2  同定値の妥当性検証 

次に，試験片の断面観察を行い，4.3.1 節で同定した層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nの妥当性を検証

する．マイクロスコープ（KEYENCE，VHX-500）を用いて撮影した試験片の断面画像を Fig. 

4.6 に示す．画像から層間樹脂リッチ領域の厚さℎrを測定したところ，それらは一定ではな

いもののおよそℎr = 3～10 μm 程度であることがわかった．一方で層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nは，

樹脂リッチ領域の厚さℎr，樹脂の質量密度𝜌𝜌rおよび樹脂の縦波速度𝑐𝑐r（ラメ定数𝜆𝜆r，𝜇𝜇r）を

用いて， 

 

𝐾𝐾N =
𝜆𝜆r + 2𝜇𝜇r

ℎr
=
𝜌𝜌r𝑐𝑐r2

ℎr
, (4.3) 

と概算することができる[1]–[3]．式(4.3)に対してℎr = 3～10 μm および，試験片に用いられて

いる樹脂と同種の樹脂板に対して測定した値𝜌𝜌r = 1230 kg/m3，𝑐𝑐r = 2668 m/s[4]を用いると，層

間界面垂直剛性は𝐾𝐾N = 0.9～2.9 GPa/μm 程度であることがわかった．これより，提案手法に

より同定した𝐾𝐾N = 1.3 GPa/μm は十分妥当な値であると考えられる．また，式(4.3)と𝐾𝐾N = 1.3 

GPa/μm を用いると，試験片の樹脂リッチ領域がすべて一定と考えた場合の厚さはℎr = 6.7 

μm となり，これは断面観察による結果と比較して十分妥当な値であると考えられる． 

 また，提案手法により同定したプライ縦波速度𝑐𝑐 = 3.08 km/s とプライ密度 ρ = 1.49 × 103 

Fig. 4.6  Cross-sections of the cross-ply CFRP laminate specimen (same as Fig. 1.5(b)). 
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kg/m3を用いて積層方向（繊維と垂直方向）に関するプライ弾性率Dを求めるとD = ρc2 = 14.1 

GPa となる．これをマイクロメカニクスモデル（一般化セルフコンシステントモデル）によ

る計算値 14.3 GPa[5]と比較すると，同定した縦波速度の値は十分妥当であると考えられる． 

4.4 吸水したＣＦＲＰ積層板の層間界面垂直剛性とプラ

イ縦波速度の評価 

4.4.1  背景 

  CFRP や GFRP（Glass Fiber Reinforced Plastics）などの高分子材料を母材とする複合材料

は，吸水により機械的特性が低下することが知られている[6]–[18]．そのため吸水による材料

特性変化の非破壊評価は重要な課題であり，これまでに繊維強化複合材料積層板の吸水率

が超音波伝搬特性に及ぼす影響に関して実験的検討が行われている．岡部と武田[19], [20]は，

斜角入射超音波の伝搬速度と減衰率から吸水した一方向強化 CFRP 積層板の異方性粘弾性

特性を評価している．また，Fortineau[21]らは斜角入射超音波の透過スペクトルを用いて二次

元織物 CFRP 積層板の異方性弾性率を評価している．Jayet ら[22]は，GFRP 積層板の積層方

向への伝搬速度と減衰率の周波数依存性に及ぼす吸水率の影響を考察しており，吸水によ

って伝搬速度が低下し減衰率が増加する一方でそれらの周波数依存性はほぼ変化しない結

果を報告している．Neilsen and Toftegaard[23]はポリエチン繊維とスチレン‐イソプレン樹脂

からなる繊維強化複合材料に対して，伝搬速度より算出した一方向および直交積層板の積

層方向弾性率に及ぼす吸水率の影響を考察している．Cinquin ら[24]は，二次元織物 CFRP 積

層板における準ラム波の分散関係（周波数と波数の関係）と吸水率の関係を考察しており，

準ラム波の減衰特性（周波数と波数虚部の関係）が吸水率に大きく依存することを報告し

ている． 

上記の先行研究は，プライと層間界面の特性を合わせた積層板の総体的な評価を対象と

している．そこで本節では，吸水した一方向強化 CFRP 積層板の層間界面垂直剛性およびプ

ライ縦波速度を評価し，これらのパラメータに及ぼす吸水の影響に関して検討する． 

4.4.2  吸水試験 

本実験では，三菱レイヨン社製UDプリプレグTR380G250S（エポキシ樹脂硬化温度：130℃，

炭素繊維径：7 μm，繊維含有率：67 %）16 層から成る一方向強化 CFRP 積層板 （寸法：100 

mm × 80 mm × 3.9 mm）を試験片として用いた．はじめに，真空乾燥機（アズワン，AVO-200NB）

内で試験片を 5 日間 60°C で乾燥させた[19], [20]．その後，電子天秤（A&D，FZ-300i）で試験

片の初期質量 M0を測定し，さらにアルキメデスの原理により初期密度を求めた．次に，恒

温水槽（トーマス科学，T-104NA）で 90°C に保持されたイオン交換水中に試験片を浸漬さ

せ吸水試験を行った．総浸漬時間は 30 日間とし，浸漬開始後 2 日ごとに試験片を水槽から
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取り出し，質量 Mt，板厚，密度および超音波反射波の測定を行った．そして測定した質量

から 

 
𝑊𝑊 =

𝑀𝑀𝑡𝑡 −𝑀𝑀0

𝑀𝑀0
, (4.4) 

の関係式を用いて吸水率𝑊𝑊を求めた． 

垂直入射超音波の反射波測定には，4.3 節と同様の全没水浸法を用いる．そして，用途別

に 2 種類の公称中心周波数（2.25 MHz と 10 MHz）を有する探触子を用いて測定を行う．2.25 

MHz の探触子（Insight, IS0213R）では，積層板表面および底面反射波を測定し，既往の研

究[22]でも実施されている積層方向の平均的伝搬速度および減衰係数の評価を行う．10 MHz

の探触子（Sonix, IS1006R）で測定した反射波形に対しては，4.3 節と同様に反射スペクトル

極点周波数分布から層間界面垂直剛性とプライ縦波速度を評価する．波形測定時のサンプ

リング周波数は 100 MHz（時間ステップ 10 ns），加算平均回数は 100 とする．なお，本測定

は常温水中で行うこと，そして試験片の水浸時間も数十分程度であることから，測定中の

吸水率変化は無視できると仮定する． 

式(4.4)より求めた CFRP 積層板の吸水率と浸漬時間の関係を Fig. 4.7 に示す．吸水率は試

験開始から浸漬時間とともに増加し，30 日後に約 1.7 %でほぼ飽和した．次に，積層板の板

厚および密度と浸漬時間の関係を Fig. 4.8 に示す．浸漬時間の増加とともに，板厚は増加し

密度は減少した． 

Fig. 4.7  History of moisture absorption of the unidirectional CFRP laminate specimen. 
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Fig. 4.8  The variation of (a) thickness and (b) density of the unidirectional CFRP laminate 

specimen with absorption time. 

 
Fig. 4.9  (a) Reference waveform from a polished surface of an aluminum alloy block measured by 

the 2.25 MHz transducer and (b) its amplitude spectrum. 
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4.4.3  積層方向に関する平均的伝搬速度と減衰係数の評価 

ここでは，積層板を単一平板とみなしたときの板厚方向への伝搬速度および減衰係数に 

関して検討を行う．水浸させたアルミニウム合金ブロックに対して中心周波数 2.25 MHz の

探触子により測定した表面反射波およびその振幅スペクトルを Fig. 4.9 に示す．Figure 4.9(b)

より，Fig. 4.9(a)の波はおよそ 1～5 MHz の周波数帯を有しており，実際の試験片に入射さ

れる超音波も同程度の周波数帯を有していると考えられる 

 上記探触子で測定した CFRP 積層板からの反射波を Fig. 4.10 に示す．Figure 4.10 において

約 17 μs に見られる波が積層板表面からの反射波であり，約 19.5 μs に見られる波が積層板

底面からの反射波である．これら二つの波を用いて，積層方向に関する平均的な伝搬速度

𝑐𝑐Lamiおよび減衰係数𝛼𝛼Lamiを 

 
𝑐𝑐Lami =

2𝐻𝐻
𝛥𝛥𝑡𝑡

, (4.5) 

 
𝛼𝛼Lami =

1
2𝐻𝐻

ln�
1− 𝑅𝑅WL

2

𝐴𝐴B/𝐴𝐴S
�, (4.6) 

より求めた．ここで，𝐴𝐴Sおよび𝐴𝐴Bは表面および底面反射波包絡線の最大値，𝛥𝛥𝑡𝑡は最大値間

の時間差である．包絡線は，測定波形を実部，波形のヒルベルト変換を虚部に持つような

信号（解析信号）の絶対値を求めることで描いている．また，式(4.6)において， 

Fig. 4.10  Experimental reflection waveform from the CFRP laminate specimen measured by 

the 2.25 MHz transducer, together with its envelope. 
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𝑅𝑅WL =

𝜌𝜌Lami𝑐𝑐Lami − 𝜌𝜌w𝑐𝑐w 
𝜌𝜌Lami𝑐𝑐Lami + 𝜌𝜌w𝑐𝑐w

, (4.7) 

は水‐積層板境界での振幅反射率であり，𝜌𝜌w = 1.00×103 kg/m3 および𝑐𝑐w = 1.50 km/s は水の

密度および音速である．そして，𝐻𝐻および𝜌𝜌Lamiは積層板の板厚および密度であり，各浸漬

時間ごとに Fig. 4.8 に示す値を用いた．なお，本測定では超音波伝搬特性の周波数依存性が

十分小さいと考えられる低周波数帯を用いているため，速度と減衰は周波数に依存しない

と仮定している．周波数依存を考慮した位相速度や減衰係数は例えば Fig. 4.10 の反射波形

に対して位相スペクトル法[25], [26]を用いることで算出できる．  

式(4.5)–(4.7)より求めた CFRP 積層板の伝搬速度および減衰係数と浸漬時間の関係を Fig. 

4.11 に示す．データ点およびエラーバーは，試験片の異なる点における測定結果の平均値お

Fig. 4.11  The variation of averaged (a) longitudinal wave velocity cLami and (b) attenuation 

coefficient αLami over the stacking direction of the laminate with absorption time. 
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よび標準誤差の±2 倍（95 %信頼区間）を表している．Figure 4.11 を見ると，浸漬時間とと

もに伝搬速度は減少し減衰係数は増加している．これらの傾向は先行研究[22]で報告されて

いる結果と一致している．速度が低下する要因としては，吸水により樹脂が軟化し弾性率

が低下した結果，積層板全体としての弾性率も低下したこと[20]が考えられる．減衰係数が

増大する要因としては，吸水により樹脂が軟化し粘弾性効果が増大したこと[20]や，樹脂の

膨潤により繊維‐母材界面が劣化し，波動散乱の影響が強くなったこと[23]が考えられる．

また，Fig. 4.11 右側に示した浸漬前（吸水率 0 %）との相対比を見ると，伝搬速度は高々5 %

の変化量であるのに対し減衰係数は最大で 100 %近く変化していることがわかる．したがっ

て減衰係数の方が吸水率の変化に対し敏感であり，非破壊評価に有用であると考えられる．

一方で，これらの表面・底面反射波に基づく手法では，層間界面とプライの特性を分離し

て評価することは困難である． 

4.4.4  層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の評価 

次に，第 3 章で提案した評価手法を用いて，吸水した CFRP 積層板の層間界面垂直剛性と

プライ縦波速度を評価する．水浸させたアルミニウム合金ブロックに対して中心周波数 10 

MHz の探触子により測定した表面反射波およびその振幅スペクトルを Fig. 4.12 に示す．

Figure 4.12(b)より，表面反射波は 7 MHz 近傍にピークを有する広帯域の波であり，実際の

試験片に入射される超音波も同程度の周波数帯を有していると考えられる． 

上記探触子を用いて，CFRP 積層板の浸漬開始後 0 日，4 日，30 日（積層板の吸水率は 0 %，

1.0 %，1.7 %に対応）において測定した反射波形を Fig. 4.13(a)に示す．そして，これらの波

形の振幅スペクトルと Fig. 4.12(b)のスペクトルに対して式(4.1)より求めた振幅反射スペク

トルを Fig. 4.13(b)に示す．Figure 4.13(a)を見ると，約 17.5 μs の表面反射波と約 20.2 μs の底

面反射波の間に各層間界面からの反射波を確認でき，その振幅が浸漬時間とともに大きく

なっている．層間界面垂直剛性が低下すると層間界面反射波の振幅が大きくなることから

Fig. 4.12  (a) Reference waveform from a polished surface of an aluminum alloy block measured 

by the 10 MHz transducer and (b) its amplitude spectrum. 
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（cf. 3.4.4 節 Fig. 3.13(a)（p. 53）），吸水によって層間界面垂直剛性が低下していると予想さ

れる．また，Fig. 4.13(b)の反射スペクトルを見ると，浸漬時間が増加するに伴って 6 MHz

近傍に形成されたストップバンドの幅が若干広くなり，その位置が低周波数方向へシフト

している．この傾向から，吸水によって層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nおよびプライ縦波速度𝑐𝑐が低下

していると予想される（cf. 3.2 節 Fig. 3.1 および Fig. 3.2（p. 40））． 

Figure 4.13(b)の反射スペクトル極点周波数に対して，3.3 節で提案した手法により評価し

た層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nおよびプライ縦波速度𝑐𝑐と浸漬時間の関係を Fig. 4.14 に示す．なお，

これらのパラメータの評価にあたって，Fig. 4.8(a)で示した積層板の板厚を積層数（= 16）

で除した値をプライ厚さℎとし，Fig. 4.8(b)で示した積層板の密度をプライ密度𝜌𝜌として用い

た．また，積層板両側の半無限媒質は水として密度𝜌𝜌0 = 1.00 × 103 kg/m3 および音速𝑐𝑐0 = 1.50 

km/s を用い，任意の規格化定数は𝜔𝜔0 = 2π × 106 rad/s とした．Figure 4.14 のデータ点および

エラーバーは Fig. 4.11 と同様に，試験片の異なる点における結果の平均値および 95 %信頼

区間を表す．そして，評価した界面剛性およびプライ縦波速度を用いて伝達マトリクス法

により求めた理論的な反射スペクトルを Fig. 4.13(b)に合わせて示す．Figure 4.13(b)を見ると，

理論ではプライの粘弾性特性を考慮していないため実験値と反射率自体は合わないものの，

測定で得られた極点周波数の分布が理論でも良好に再現されていることが確認できる． 

Figure 4.14 を見ると，浸漬時間の増加に伴い層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nとプライ縦波速度𝑐𝑐がと

もに減少傾向にある．3.4.4 節の Fig. 3.13(a)で示したように，層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nが低下す

ると底面反射波の到達時刻が遅れることから，4.4.3 節の Fig. 4.11(a)で見られた積層方向の

平均的伝搬速度𝑐𝑐Lamiの低下は，プライ縦波速度𝑐𝑐の低下と層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nの低下の両者

Fig. 4.13  (a) Reflection waveforms from the unidirectional CFRP laminate specimen measured by 

the 10 MHz transducer for three different absorption time (0, 4, 30 days) and (b) their reflection 

spectra, together with the theoretical ones computed by the transfer-matrix method with the 

evaluated interlayer interfacial normal stiffness and ply longitudinal wave velocity. 
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によるものだとわかる．プライ縦波速度𝑐𝑐が低下した要因は，4.4.3 節と同様に，吸水によっ

て樹脂が軟化しプライ弾性率が低下したことが考えられる．一方で，層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nが

減少した要因として，樹脂の軟化による弾性率の低下（式(4.3)（p. 64）右辺分子の低下），

そして樹脂の膨潤による樹脂リッチ領域厚さの増加（式(4.3)右辺分母の増加）が考えられる．

また，Fig. 4.14 右側に示した吸水前（吸水率 0 %）との相対比を見ると，プライ縦波速度𝑐𝑐は

高々3 %程度しか変化していないのに対し層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nは最大で 30 %近く変化して

いる．したがって層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nの方が吸水に対してより敏感であるといえる．これ

は，プライの特性が樹脂（体積含有率約 33 %）と繊維の特性から決まる一方で，層間界面

垂直剛性はほぼ樹脂の特性のみで決まることから，樹脂の材料特性変化に伴って層内特性

Fig. 4.14  The variation of (a) interlayer interfacial normal stiffness KN and (b) ply 

longitudinal wave velocity c with absorption time. 
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よりも層間特性の方が大きく変化するためであると考えられる．以下では一般化セルフコ

ンシステントモデル[27], [28]を用いて，Fig. 4.14 で見られた𝐾𝐾Nと𝑐𝑐の相対変化の妥当性に関し

て検討する． 

ここでは，簡単のため以下の仮定を設定する． 

(1) 炭素繊維は吸水しない（吸水前後で炭素繊維の特性は変化せずに樹脂の特性のみが変

化する）． 

(2) 層間樹脂リッチ領域の厚さℎrは吸水前後で変化しない（式(4.3)の関係より，層間界面垂

直剛性𝐾𝐾Nの変化は，樹脂弾性率𝜆𝜆r + 2𝜇𝜇rの変化だけに起因する）． 

(3) 吸水前後で繊維体積含有率𝑉𝑉fは変化しない． 

上記仮定の下で，はじめに吸水前の樹脂弾性率𝜆𝜆rbef + 2𝜇𝜇rbef = 𝐾𝐾Nbefℎr，吸水前の樹脂ポアソ

ン比𝜈𝜈rbef（上付き添え字“bef”は吸水前の材料特性を表す），繊維体積含有率𝑉𝑉fを用いて，

炭素繊維の繊維に垂直方向の弾性特性（せん断弾性率𝜇𝜇fおよびポアソン比𝜈𝜈f）を評価する．

これは，一般化セルフコンシステントモデルにより有効媒質の弾性率𝐶𝐶22および𝐶𝐶44（繊維方

向：𝑥𝑥1）を計算した後，吸水前のプライ密度𝜌𝜌befと， 

 

𝑐𝑐L = �
𝐶𝐶22
𝜌𝜌

,        𝑐𝑐T = �
𝐶𝐶44
𝜌𝜌

, (4.8) 

の関係から求めたプライ縦波速度𝑐𝑐Lおよび横波速度𝑐𝑐Tを測定値にフィッティングさせるこ

とで同定する．𝐶𝐶22および𝐶𝐶44の計算方法は付録 D に示す．そして，𝜆𝜆rbef + 2𝜇𝜇rbef，𝜈𝜈rbef，𝑉𝑉fお

よび同定した𝜇𝜇f，𝜈𝜈fを用いて再度縦波・横波速度を計算し，それらを𝑐𝑐Lbef，𝑐𝑐Tbefとする． 

次に，同定した𝜇𝜇f，𝜈𝜈fおよび，吸水後の樹脂弾性率𝜆𝜆raft + 2𝜇𝜇raft = 𝐾𝐾Naftℎr，吸水後の樹脂ポ

アソン比𝜈𝜈raft（上付き添え字“aft”は吸水後の材料特性を表す），𝑉𝑉fを用いて，一般化セルフ

コンシステントモデルにより有効媒質の弾性率𝐶𝐶22aftを計算し，式(4.8)と吸水後プライ密度

𝜌𝜌aftを用いて吸水後のプライ縦波速度𝑐𝑐Laftを計算する． 

本解析では，繊維体積含有率を𝑉𝑉f = 0.67 とし，吸水前後の層間界面垂直剛性は Fig. 4.14(a)

より𝐾𝐾N 
bef = 0.78 GPa/μm および𝐾𝐾N 

aft = 0.55 GPa/μm，吸水前後のプライ密度は Fig. 4.8(b)より

𝜌𝜌bef = 1.55 × 103 kg/m3 および𝜌𝜌aft = 1.54 × 103 kg/m3 とする．繊維の弾性特性𝜇𝜇fおよび𝜈𝜈fを同定

するときのプライ縦波速度の測定値は Fig. 4.14(b)より 3.06 km/s とする．横波速度は，積層

板に対する横波垂直入射時の表面・底面反射波に対して，ゼロクロス法[25]により算出した

積層方向に関する平均的伝搬速度 1.46 km/s をプライ横波速度の測定値として用いる．吸水

前の樹脂ポアソン比は未知であるため，文献[4]を参考に𝜈𝜈rbef = 0.38 とする．また，層間樹脂

リッチ領域の厚さℎrおよび吸水後の樹脂ポアソン比𝜈𝜈raftも未知であるため，これらのパラメ

ータを変化させて𝑐𝑐Laftを計算する． 

層間樹脂リッチ領域の厚さℎrを変化させたときの，吸水前の樹脂ヤング率𝐸𝐸mbef，同定した
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繊維の弾性特性𝜇𝜇fおよび𝜈𝜈f，同定した値を用いて計算した縦波・横波速度𝑐𝑐Lbefおよび𝑐𝑐Tbefを

Fig. 4.15 に示す．ここで，樹脂のヤング率は， 

 
𝐸𝐸m =

(1 − 2𝜈𝜈r)(1 + 𝜈𝜈r)
(1 − 𝜈𝜈r)

𝐾𝐾Nℎr, (4.9) 

の関係より求めた．Figure 4.15(b)に示す繊維の弾性特性を用いると，一般化セルコンシステ

ントモデルにより計算した吸水前の縦波・横波速度（Fig. 4.15(c)）が上記測定値と良好に一

致することが確認できる．次に，層間樹脂リッチ領域の厚さℎrおよび吸水後の樹脂ポアソン

Fig. 4.15  The variation of (a) Young’s modulus of resin before moisture absorption Em
bef, (b) 

identified shear modulus μf and Poisson’s ratio νf of carbon fiber, and (c) calculated ply 

longitudinal cL
bef and shear cT

bef wave velocity before moisture absorption with thickness of 

interlayer resin-rich regions hr. 
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比𝜈𝜈raftを変化させて計算した吸水前後のプライ縦波速度の相対比を Fig. 4.16 に示す．Figure 

4.16 を見ると，プライ縦波速度の相対的変化量はℎrおよび𝜈𝜈raftに依存するものの，図に示す

範囲内では層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nの変化量（約 30 %）よりも低くなることがわかる．一方で，

Fig. 4.14(b)で見られたプライ縦波速度の相対的変化量（約 3 %）に比べると全体的に変化量

が大きくなっている．この要因として，本解析では層間樹脂リッチ領域厚さℎrを吸水前後で

一定として扱ったが（上記仮定(2)），実際は吸水とともにℎrも変化したと考えられる．そこ

で，以下では吸水による樹脂リッチ領域厚さの変化を考慮に入れて，Fig. 4.16 と同様のプラ

イ縦波速度相対比の計算を行う． 

 積層板の板厚を𝐻𝐻，プライ厚さをℎp，積層数を𝑁𝑁とすると，以下の関係が成り立つ． 

 𝐻𝐻 = 𝑁𝑁ℎp + (𝑁𝑁 − 1)ℎr. (4.10) 

吸水前後で積層板の板厚が 

 Δ𝐻𝐻 = 𝐻𝐻aft − 𝐻𝐻bef, (4.11) 

だけ変化した場合，積層板内の樹脂が均等に吸水したと仮定すると，層間界面一つあたり

の厚さの変化Δℎrは 

Fig. 4.16  The variation of relative ratio of calculated ply longitudinal wave velocity before 

and after moisture absorption with thickness of interlayer resin-rich regions hr and Poisson’s 

ratio of resin after moisture absorption νm
aft. 
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Δℎr =

ℎr
𝑁𝑁ℎp(1− 𝑉𝑉f) + (𝑁𝑁 − 1)ℎr

Δ𝐻𝐻, (4.12) 

で見積もることができる．ここで炭素繊維は吸水しないと仮定した．式(4.10)および(4.12)

より，吸水後の層間樹脂リッチ領域厚さℎraftは，吸水前の厚さℎrbefを用いて以下で与えられ

る． 

 
ℎraft = ℎrbef �1 +

Δ𝐻𝐻
𝐻𝐻bef(1− 𝑉𝑉f) + (𝑁𝑁 − 1)𝑉𝑉fℎrbef

�. (4.13) 

Figure 4.8(a)より吸水前後の積層板板厚を𝐻𝐻bef = 3.94 mm および𝐻𝐻aft = 3.99 mm として，式

(4.13)を用いて計算したプライ縦波速度の相対比を Fig. 4.17 に示す．Figure 4.17 を見ると，

Fig. 4.16 よりも相対的変化量が低下している．これは，吸水に伴う層間樹脂リッチ領域厚さ

の増加を考慮したことにより，吸水前後での樹脂弾性率の変化量が低下したためである．

Figure 4.17（特にℎrbef > 10 μm）が実験結果（相対的変化量約 3 %）に比較的近い値を示して

いることから，Fig. 4.14 で見られたプライ縦波速度と層間界面垂直剛性の相対変化の差は十

分妥当であると考えられる． 

Fig. 4.17  The same as Fig. 4.16, but the thickness change of interlayer resin-rich regions due 

to the moisture absorption is considered. 
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4.5 第 4 章の結言 

 本章では，第 3 章で提案した層間界面垂直剛性およびプライ縦波速度の評価手法に関し

て実験的検討を行った．16 層の CFRP 直交積層板に対して提案手法を適用し，試験片の断

面画像観察に基づく概算値と比較することで同定した層間界面垂直剛性の妥当性を示した．

また，先行研究で報告されているプライ弾性率の計算値と比較することで，提案手法によ

り同定したプライ縦波速度の妥当性を示した． 

 次に，90℃の温水中で吸水させた 16 層の一方向強化 CFRP 積層板に対して，積層方向へ

の平均的な伝搬速度と減衰係数の評価および，提案手法の適用による層間界面垂直剛性と

プライ縦波速度の評価を行った．その結果，以下のことを示した． 

(1) 積層板の吸水率（質量比率）は，温水に浸漬開始とともに単調増加し，30 日後に約 1.7 %

でほぼ飽和した．また，浸漬時間とともに積層板の板厚が増加し密度が減少した． 

(2) 浸漬時間の増加とともに積層方向への平均的な伝搬速度は低下し，減衰係数は増大し

た．浸漬開始前に比べて速度は高々5 %程度しか変化しなかったのに対して，減衰係数

は最大で 100 %近く変化した．したがって，速度に比べて減衰係数の方が吸水による材

料特性変化に対して敏感である． 

(3) 浸漬時間の増加とともに層間界面垂直剛性とプライ縦波速度の両者が低下した．吸水

試験開始前に比べて，プライ縦波速度は高々3 %程度しか変化しなかったのに対して，

層間界面垂直剛性はおよそ 30 %近く変化した．したがってプライの特性に比べて，層

間特性の方が吸水の影響を受けやすいと考えられる． 
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 層間にスプリング界面を有する第5章
積層構造中の斜角入射超音波伝搬挙動

の理論解析 

5.1 緒言 

第 2―4 章では，CFRP 積層板の垂直入射超音波伝搬特性の理論的および実験的検討を行

い，積層板の積層方向に関する特性（層間界面垂直剛性とプライ縦波速度）の評価法を構

築した．これに加えて積層方向以外に関する特性である積層板の層間界面接線剛性やプラ

イの異方性弾性率などの評価も重要な課題である． 

1.4.3 節で述べたように，先行研究において，斜角入射超音波伝搬特性を用いた CFRP 積

層板の異方性粘弾性特性の評価が行われている．しかし，それらは各プライが完全接着状

態であると仮定し，層間樹脂リッチ領域の及ぼす影響に関しては検討されていない．そし

て評価された粘弾性特性はプライと層間界面の特性を合わせた積層板に対する総体的材料

特性である．そのため，CFRP 積層板の層間界面接線方向特性やプライの異方性弾性率の評

価を行うには，層間樹脂リッチ領域の影響を考慮した斜角入射超音波伝搬解析およびその

伝搬挙動の解明が必要不可欠である． 

そこで本章では，層間にスプリング界面を有する積層板における斜角入射超音波伝搬特

性の理論解析を実施し，層間界面剛性や周波数，入射角度が超音波伝搬特性に及ぼす影響

に関して検討する．5.2 節では，スティフネスマトリクス法の定式化を行い，積層板に任意

角度で入射した超音波の複素振幅反射・透過率を計算する．5.3 節では，一方向強化 CFRP

積層板の透過スペクトルに及ぼす層間界面剛性や入射角度の影響を考察する．5.4 節ではフ

ロケの定理を用いて無限積層構造中を伝搬するフロケ波の分散関係を導出する．そして，

5.3 節の有限積層構造における透過スペクトルと比較し，ストップバンド発生挙動を考察す

る．5.5 節では，入射波としてガウシアンビームおよび平面調和波を考えた時の振幅透過率

を比較することで，超音波ビームの空間的・時間的な有限幅が透過特性に及ぼす影響を考

察する．5.6 節では，一方向強化 CFRP 積層板に対する斜角入射超音波透過率の測定値と理

論値の比較を示す．5.7 節で本章の結言を述べ，5.8 節に参考文献を示す． 
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5.2 スティフネスマトリクス法による斜角入射超音波の

反射・透過率の理論計算 

5.2.1  背景 

 ここでは，スティフネスマトリクス法を用いた斜角入射超音波の反射・透過率の理論計

算について述べる．第 2 章で述べた伝達マトリクス法[1]–[5]を三次元問題に拡張することで，

原理上斜角入射超音波の反射・透過率を計算することが可能である．しかし三次元伝達マ

トリクス法は，周波数とプライ厚さの積が大きい場合に数値的不安定性を生じることが知

られている[6]．これは，伝達マトリクス法の定式化において 6 × 6 行列の逆行列を解く必要

があり，周波数・プライ厚さの積が大きい場合にこの行列の条件数が増大するためである．

この問題を解決するために提案されたのが，グローバルマトリクス法[7]–[10]である．本手法

は，有限要素法において要素ごとに求めたローカルマトリクスから解析領域全体のグロー

バルマトリクスを構成する操作と同様に，伝達マトリクス法においてプライごとに（また

は界面ごとに）求めた 6 × 6 行列を組み合わせることでグローバルマトリクスを構成する手

法であり，このグローバルマトリクスからなる連立方程式を解くことで反射・透過率を求

める．この場合，最終的に解かれる連立方程式は良条件になるため，数値的不安定性は生

じない．ただし，本手法は積層数に伴ってグローバルマトリクスの大きさが増大するため，

積層数が多い問題では計算コストがかかるといった欠点がある．グローバルマトリクス法

以外にも伝達マトリクス法の数値的不安定性を解決する方法がいくつか提案されており，

Lowe[11]によりまとめられている．しかしそれらは伝達マトリクス法に比べて定式化が極め

て複雑になり，“行列の積を機械的に繰り返すことで周期構造両端の波動場の関係を求める”

という伝達マトリクス法の簡便さがほとんど失われている．一方で，使用する行列の大き

さを 6 × 6 以下にしたまま，伝達マトリクス法の簡便さを失わずに数値的不安定性を解消し

たのが，Wang and Rokhlin[12], [13]により提案されたスティフネスマトリクス法である．以下

では，このスティフネスマトリクス法の定式化を行うことで，スプリング界面を有する積

層構造における斜角入射超音波の複素振幅反射・透過率を計算する． 

5.2.2  解析モデル 

Figure 5.1 に示すような，𝑁𝑁個のプライ（密度𝜌𝜌，弾性率𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖，厚さℎ）および𝑁𝑁 − 1個の層

間スプリング界面（垂直剛性𝐾𝐾N，接線剛性𝐾𝐾T）で構成される任意の積層構成の CFRP 積層

板を考える．積層板は𝑥𝑥1および𝑥𝑥2方向には無限長さを有すると仮定し，層間界面の𝑥𝑥3座標を

𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍𝑖𝑖  (𝑗𝑗 = 1, 2, . . ,𝑁𝑁 − 1) ，積層板上下面の𝑥𝑥3座標を𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍0,𝑍𝑍𝑁𝑁とする．積層板は完全流体

（密度𝜌𝜌0，音速𝑐𝑐0）中に保持されていると仮定し，積層板に対して角度𝜃𝜃，𝜑𝜑で特徴づけら

れる方向から平面縦波調和波が斜角入射する状況を考える．ここで，𝜃𝜃は入射角度，𝜑𝜑は入

射面と積層板最上部プライの繊維方向に垂直な面の隔たりを表す角度（以下，入射面角度）
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である．入射面と𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥3平面が等しくなるように座標系を取ると，入射波および積層板上

側に生じる反射波，積層板下側に生じる透過波の変位は，それぞれ以下で与えられる． 

 

𝐮𝐮inc = �
𝑢𝑢1inc

𝑢𝑢2inc

𝑢𝑢3inc
� = �

𝑛𝑛1
𝑛𝑛2
𝑛𝑛3
� exp{𝑖𝑖𝑘𝑘0[𝑛𝑛1𝑥𝑥1 + 𝑛𝑛3(𝑥𝑥3 − 𝑍𝑍0)]− 𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡}, (𝑥𝑥3 > 𝑍𝑍0),  (5.1) 

 

𝐮𝐮ref = �
𝑢𝑢1ref

𝑢𝑢2ref

𝑢𝑢3ref
� = 𝑅𝑅 �

𝑛𝑛1
𝑛𝑛2
−𝑛𝑛3

� exp{𝑖𝑖𝑘𝑘0[𝑛𝑛1𝑥𝑥1 − 𝑛𝑛3(𝑥𝑥3 − 𝑍𝑍0)]− 𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡}, (𝑥𝑥3 > 𝑍𝑍0), (5.2) 

 

𝐮𝐮tra = �
𝑢𝑢1tra

𝑢𝑢2tra

𝑢𝑢3tra
� = 𝑇𝑇 �

𝑛𝑛1
𝑛𝑛2
𝑛𝑛3
� exp{𝑖𝑖𝑘𝑘0[𝑛𝑛1𝑥𝑥1 + 𝑛𝑛3(𝑥𝑥3 − 𝑍𝑍0)]− 𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡}, (𝑥𝑥3 < 𝑍𝑍𝑁𝑁). (5.3) 

ここで，𝑖𝑖は虚数単位，𝑘𝑘0 = 𝜔𝜔/𝑐𝑐0は流体中での縦波の波数，𝜔𝜔は角周波数（𝜔𝜔 = 2𝑚𝑚𝑓𝑓，𝑓𝑓：周

波数），𝑡𝑡は時間，𝑅𝑅は複素振幅反射率，𝑇𝑇は複素振幅透過率である．また𝑛𝑛𝑖𝑖  (𝑗𝑗 = 1, 2, 3)は入 

 
Fig. 5.1  An N-layered CFRP laminate with spring-type interlayer interfaces immersed in ideal 

fluid. 



第 5 章 層間にスプリング界面を有する積層構造中の斜角入射超音波伝搬挙動の理論解析 

84 
 

射波の位相が伝搬する方向を表す単位ベクトルの成分であり， 

 
𝑛𝑛1 = − sin𝜃𝜃 , 𝑛𝑛2 = 0, 𝑛𝑛3 = − cos𝜃𝜃, (5.4) 

で与えられる． 

5.2.3  プライ中を伝搬する弾性波の波数および偏向方向の計算 

ここでは，プライ中を伝搬する弾性波の波数および偏向方向を求める．はじめに，以下

に示す微小変位動弾性問題の基礎方程式（運動方程式，応力‐ひずみ関係式，ひずみ‐変

位関係式）を考える．なお，本節では総和規約を用いる． 

 
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

= 𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2

− 𝑓𝑓𝑖𝑖 ,   𝑗𝑗 = 1, 2, 3, (5.5) 

 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑞𝑞𝜀𝜀𝑝𝑝𝑞𝑞,   𝑗𝑗, 𝑙𝑙 = 1, 2, 3, (5.6) 

 

𝜀𝜀𝑝𝑝𝑞𝑞 =
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑞𝑞

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑞𝑞
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑝𝑝

� ,   𝑝𝑝, 𝑞𝑞 = 1, 2, 3. (5.7) 

ここで，𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖は応力テンソルの第𝑗𝑗, 𝑙𝑙成分，𝜀𝜀𝑝𝑝𝑞𝑞は微小ひずみテンソルの第𝑝𝑝, 𝑞𝑞成分，𝑢𝑢𝑖𝑖は変位の

第𝑗𝑗成分，𝑓𝑓𝑖𝑖は体積力の第𝑗𝑗成分を表す．次に，変位を平面調和波の形で仮定する． 

 
𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝑖𝑖exp[𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑡𝑡)],   𝑗𝑗 = 1, 2, 3. (5.8) 

ここで，𝑃𝑃𝑖𝑖は波動の偏向方向を表す単位ベクトル（𝑃𝑃𝑖𝑖𝑃𝑃𝑖𝑖 = 1）の第𝑗𝑗成分，𝑘𝑘𝑖𝑖は波数の第𝑙𝑙成分

である．外力項を無視すると，式(5.5)–(5.8)より以下のクリストフェル方程式が得られる． 

 
�𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑞𝑞𝑘𝑘𝑖𝑖𝑘𝑘𝑞𝑞 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2𝛿𝛿𝑖𝑖𝑝𝑝�𝑃𝑃𝑝𝑝 = 0,   𝑗𝑗 = 1, 2, 3. (5.9) 

ここで，𝛿𝛿𝑖𝑖𝑝𝑝はクロネッカーのデルタを表す．入射波が式(5.1)で与えられるとき，スネルの

法則により，波数ベクトルの𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2平面への射影は解析領域全体で保存される．つまり， 

 
𝑘𝑘1 = 𝑘𝑘0𝑛𝑛1 = −𝑘𝑘0 sin𝜃𝜃 , 𝑘𝑘2 = 𝑘𝑘0𝑛𝑛2 = 0, (5.10) 

となる．プライを繊維方向に関して横等方性を有する均質弾性体と仮定すると，繊維方向

が𝑥𝑥1方向に等しいときの弾性係数行列はフォークト表記で 

 

𝐂𝐂o =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐶𝐶11o 𝐶𝐶12o 𝐶𝐶12o 0 0 0

𝐶𝐶22o 𝐶𝐶23o 0 0 0
𝐶𝐶22o 0 0 0

𝐶𝐶44o 0 0
𝐶𝐶55o 0

sym 𝐶𝐶55o ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, 𝐶𝐶44o =
𝐶𝐶22o − 𝐶𝐶23o

2
, (5.11) 
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と表される．そして，プライの繊維方向が𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2平面内にあり𝑥𝑥1軸と角度𝛼𝛼を成している場

合は，式(5.11)の𝐂𝐂oを𝑥𝑥3軸まわりに−𝛼𝛼だけ回転させることで 

 

𝐂𝐂 = 𝐌𝐌𝐂𝐂o𝐌𝐌T, 𝐌𝐌 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ cos2 𝛼𝛼 sin2 𝛼𝛼 0 0 0 sin 2𝛼𝛼

sin2 𝛼𝛼 cos2 𝛼𝛼 0 0 0 −sin 2𝛼𝛼
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos𝛼𝛼 sin𝛼𝛼 0
0 0 0 − sin𝛼𝛼 cos𝛼𝛼 0

1
2

sin 2𝛼𝛼 −
1
2

sin 2𝛼𝛼 0 0 0 cos 2𝛼𝛼 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, (5.12) 

として弾性係数行列を求めることができる．ここで𝐌𝐌はボンド変換行列[14]である．このとき

の弾性係数行列𝐂𝐂は必ず 

 

𝐂𝐂 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝐶𝐶11 𝐶𝐶12 𝐶𝐶13 0 0 𝐶𝐶16

𝐶𝐶22 𝐶𝐶23 0 0 𝐶𝐶26
𝐶𝐶33 0 0 𝐶𝐶36

𝐶𝐶44 𝐶𝐶45 0
𝐶𝐶55 0

sym 𝐶𝐶66⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, (5.13) 

の形の非零構造を取り，式(5.10)と(5.13)を用いると式(5.9)は以下の形になる． 

�
𝐶𝐶11𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 + 𝐶𝐶55𝑘𝑘32 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2 𝐶𝐶16𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 + 𝐶𝐶45𝑘𝑘32 −�𝐶𝐶13 + 𝐶𝐶55�𝑘𝑘0𝑘𝑘3 sin𝜃𝜃

𝐶𝐶66𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 + 𝐶𝐶44𝑘𝑘32 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2 −�𝐶𝐶36 + 𝐶𝐶45�𝑘𝑘0𝑘𝑘3 sin𝜃𝜃
sym 𝐶𝐶55𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 + 𝐶𝐶33𝑘𝑘32 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2

��
𝑃𝑃1
𝑃𝑃2
𝑃𝑃3
� 

= �
0
0
0
�.      (5.14) 

非自明な偏向方向𝑃𝑃𝑖𝑖が存在するためには，式(5.14)左辺の行列式が零となる必要があり，そ

れを具体的に計算することで，未知数𝑘𝑘3に関する六次方程式が得られる． 

 
𝛽𝛽1𝑘𝑘36 + 𝛽𝛽2𝑘𝑘34 + 𝛽𝛽3𝑘𝑘32 + 𝛽𝛽4 = 0. (5.15) 

ここで𝛽𝛽𝑖𝑖  (𝑗𝑗 = 1, 2, 3, 4)の具体的な形は付録 E に示す．式(5.15)は，𝑘𝑘32に関する三次方程式と

なるため解の公式（カルダノの公式もしくはビエタの公式）により𝑘𝑘32を求めることができ，

その平方根を取ることでプライ中での波数の𝑥𝑥3方向成分𝑘𝑘3が 6 個求まる．そして，求めた𝑘𝑘3
と式(5.14)および偏向方向ベクトルは単位ベクトルという条件（𝑃𝑃𝑖𝑖𝑃𝑃𝑖𝑖 = 1）から，偏向方向𝑃𝑃𝑖𝑖が

求まる．なお，6 個の𝑘𝑘3（𝑃𝑃𝑖𝑖）は，𝑥𝑥3の正方向および負方向に伝搬する 3 種類のバルク波モ

ード（1 種類の縦波と 2 種類の横波）に対応する．一般に異方性弾性体中のバルク波の偏向

方向は，純粋な縦波のように伝搬方向に対して平行ではなく，また純粋な横波のように伝

搬方向に対して垂直でもない．そのため，異方性弾性体中のバルク波モードは準縦波，準
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横波と呼ばれる． 

5.2.4  プライのスティフネスマトリクスの計算 

 ここまでで，プライ内を伝搬する弾性波 6 種類の波数および偏向方向が定まった．次に，

𝑚𝑚番目（𝑚𝑚 = 1, 2, … ,𝑁𝑁）のプライにおける変位を，これらの波の重ね合わせとして 

𝑢𝑢𝑖𝑖 = ��𝐴𝐴𝑠𝑠+𝑃𝑃𝑖𝑖𝑠𝑠+ exp[𝑖𝑖𝑘𝑘3𝑠𝑠+(𝑥𝑥3 − 𝑍𝑍𝑚𝑚)] + 𝐴𝐴𝑠𝑠−𝑃𝑃𝑖𝑖𝑠𝑠− exp[𝑖𝑖𝑘𝑘3𝑠𝑠−(𝑥𝑥3 − 𝑍𝑍𝑚𝑚−1)]�
3

𝑠𝑠=1

 
 

× exp[𝑖𝑖(−𝑥𝑥1𝑘𝑘0 sin𝜃𝜃 − 𝜔𝜔𝑡𝑡)] , 𝑗𝑗 = 1, 2, 3, 𝑍𝑍𝑚𝑚 < 𝑥𝑥3 < 𝑍𝑍𝑚𝑚−1, (5.16) 

と仮定する．ここで，上付き添え字の“𝑠𝑠 +”（“𝑠𝑠 −”）は𝑥𝑥3の正方向（負方向）に伝搬する𝑠𝑠番目の

モード（準縦波と 2 種類の準横波のいずれか）を表し，𝐴𝐴は対応するモードの振幅を表す．

列ベクトル𝐮𝐮(𝑧𝑧)，𝐭𝐭(𝑧𝑧)を 

 

𝐮𝐮(𝑧𝑧) ≡ �
𝑢𝑢1|𝑥𝑥3=𝑧𝑧
𝑢𝑢2|𝑥𝑥3=𝑧𝑧
𝑢𝑢3|𝑥𝑥3=𝑧𝑧

� , 𝐭𝐭(𝑧𝑧) ≡ �
𝜎𝜎13|𝑥𝑥3=𝑧𝑧
𝜎𝜎23|𝑥𝑥3=𝑧𝑧
𝜎𝜎33|𝑥𝑥3=𝑧𝑧

�, (5.17) 

で定義すると，プライ上下端（ 𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍(𝑚𝑚−1)−および𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍𝑚𝑚+）における変位は，式(5.16)か

ら以下のように書ける． 

 

�𝐮𝐮�𝑍𝑍(𝑚𝑚−1)−�
𝐮𝐮(𝑍𝑍𝑚𝑚+)

� = � 𝐏𝐏− 𝐏𝐏+𝐇𝐇+

𝐏𝐏−𝐇𝐇− 𝐏𝐏+
�

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛
𝐴𝐴1−

𝐴𝐴2−

𝐴𝐴3−

𝐴𝐴1+

𝐴𝐴2+

𝐴𝐴3+⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

. (5.18) 

ここで，第 2 章と同様に，下付き添え字の“𝑚𝑚 +”（“𝑚𝑚−”）は，𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍𝑚𝑚に𝑥𝑥3 > 𝑍𝑍𝑚𝑚（𝑥𝑥3 < 𝑍𝑍𝑚𝑚）か

ら近づいたときの当該変数の極限値を表す．式(5.18)右辺の𝐏𝐏± と𝐇𝐇± は 3 × 3 行列であり，プ

ライ厚さℎ = 𝑍𝑍𝑚𝑚−1 − 𝑍𝑍𝑚𝑚を用いると以下で与えられる． 

 

𝐏𝐏± = �
𝑃𝑃1
1± 𝑃𝑃1

2± 𝑃𝑃1
3±

𝑃𝑃2
1± 𝑃𝑃2

2± 𝑃𝑃2
3±

𝑃𝑃3
1± 𝑃𝑃3

2± 𝑃𝑃3
3±
�, (5.19) 

 

𝐇𝐇± = �
exp�±𝑖𝑖𝑘𝑘3

1±ℎ� 0 0
0 exp�±𝑖𝑖𝑘𝑘3

2±ℎ� 0
0 0 exp�±𝑖𝑖𝑘𝑘3

3±ℎ�
�. (5.20) 

次に，式(5.6)，(5.7)，(5.13)，(5.16)から𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍(𝑚𝑚−1)−および𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍𝑚𝑚+における応力を求める
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と以下のように書ける． 

 

�𝐭𝐭�𝑍𝑍(𝑚𝑚−1)−�
𝐭𝐭(𝑍𝑍𝑚𝑚+)

� = � 𝐃𝐃− 𝐃𝐃+𝐇𝐇+

𝐃𝐃−𝐇𝐇− 𝐃𝐃+ �

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛
𝐴𝐴1−

𝐴𝐴2−

𝐴𝐴3−

𝐴𝐴1+

𝐴𝐴2+

𝐴𝐴3+⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

. (5.21) 

ここで， 

 

𝐃𝐃± = 𝑖𝑖 �
𝑑𝑑1
1± 𝑑𝑑1

2± 𝑑𝑑1
3±

𝑑𝑑2
1± 𝑑𝑑2

2± 𝑑𝑑2
3±

𝑑𝑑3
1± 𝑑𝑑3

2± 𝑑𝑑3
3±
�, (5.22) 

 
𝑑𝑑1
𝑠𝑠± = 𝐶𝐶55𝑃𝑃3

𝑠𝑠±𝑘𝑘1 + �𝐶𝐶55𝑃𝑃1
𝑠𝑠± + 𝐶𝐶55𝑃𝑃2

𝑠𝑠±�𝑘𝑘3
𝑠𝑠±, (5.23a) 

 
𝑑𝑑2
𝑠𝑠± = 𝐶𝐶45𝑃𝑃3

𝑠𝑠±𝑘𝑘1 + �𝐶𝐶45𝑃𝑃1
𝑠𝑠± + 𝐶𝐶44𝑃𝑃2

𝑠𝑠±�𝑘𝑘3
𝑠𝑠±, (5.23b) 

 
𝑑𝑑3
𝑠𝑠± = �𝐶𝐶13𝑃𝑃1

𝑠𝑠± + 𝐶𝐶36𝑃𝑃2
𝑠𝑠±�𝑘𝑘1 + 𝐶𝐶33𝑃𝑃3

𝑠𝑠±𝑘𝑘3
𝑠𝑠±, 𝑠𝑠 = 1, 2, 3, (5.23c) 

である．式(5.18)と(5.21)より，𝑚𝑚番目のプライ上下端の変位と応力は以下のように関係づけ

られる． 

 

�𝐭𝐭�𝑍𝑍(𝑚𝑚−1)−�
𝐭𝐭(𝑍𝑍𝑚𝑚+)

� = 𝐊𝐊𝑚𝑚
ply �𝐮𝐮�𝑍𝑍(𝑚𝑚−1)−�

𝐮𝐮(𝑍𝑍𝑚𝑚+)
�. (5.24) 

ここで，6 × 6 行列𝐊𝐊𝑚𝑚
ply

はプライのスティフネスマトリクスであり， 
 

𝐊𝐊𝑚𝑚
ply = � 𝐃𝐃− 𝐃𝐃+𝐇𝐇+

𝐃𝐃−𝐇𝐇− 𝐃𝐃+ � � 𝐏𝐏− 𝐏𝐏+𝐇𝐇+

𝐏𝐏−𝐇𝐇− 𝐏𝐏+
�
−1

, (5.25) 

で与えられる．式(5.25)右辺右側の 6 × 6 行列は条件数が小さくなるため数値的不安定性を伴

うことなく𝐊𝐊𝑚𝑚
ply

が計算可能である[12], [13]． 

5.2.5  層間界面のスティフネスマトリクスの計算 

次に層間界面のスティフネスマトリクスを求める．𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍𝑚𝑚（𝑚𝑚 = 1, 2, … ,𝑁𝑁 − 1）に位置

する層間界面での境界条件は以下で与えられる． 

 
𝜎𝜎13|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚+ = 𝜎𝜎13|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚− = 𝐾𝐾T�𝑢𝑢1|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚+ − 𝑢𝑢1|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚−�, (5.26a) 
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𝜎𝜎23|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚+ = 𝜎𝜎23|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚− = 𝐾𝐾T�𝑢𝑢2|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚+ − 𝑢𝑢2|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚−�, (5.26b) 

 
𝜎𝜎33|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚+ = 𝜎𝜎33|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚− = 𝐾𝐾N�𝑢𝑢3|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚+ − 𝑢𝑢3|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚−�. (5.26c) 

したがって，界面両側の変位と応力は以下のように関係づけられる． 

 

�𝐭𝐭(𝑍𝑍𝑚𝑚+)
𝐭𝐭(𝑍𝑍𝑚𝑚−)� = 𝐊𝐊𝑚𝑚

sp �𝐮𝐮(𝑍𝑍𝑚𝑚+)
𝐮𝐮(𝑍𝑍𝑚𝑚−)�. (5.27) 

ここで，6 × 6 行列𝐊𝐊𝑚𝑚
sp
は層間界面のスティフネスマトリクスであり 

 

𝐊𝐊𝑚𝑚
sp =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐾𝐾T 0 0 −𝐾𝐾T 0 0
0 𝐾𝐾T 0 0 −𝐾𝐾T 0
0 0 𝐾𝐾N 0 0 −𝐾𝐾N
𝐾𝐾T 0 0 −𝐾𝐾T 0 0
0 𝐾𝐾T 0 0 −𝐾𝐾T 0
0 0 𝐾𝐾N 0 0 −𝐾𝐾N⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, (5.28) 

で与えられる．なお，CFRP 積層板の層間樹脂リッチ領域をスプリング界面でモデル化する

場合，層間界面接線剛性 𝐾𝐾Tは，樹脂のせん断弾性係数𝜇𝜇と樹脂リッチ領域厚さℎr を用いて 

 
𝐾𝐾T =

𝜇𝜇
ℎr

, (5.29) 

と概算できる[15]–[17]．式(5.29)および樹脂が等方性材料であるという観点から，本論文では，

層間界面接線剛性は等方的である（𝑥𝑥3軸まわりの座標回転に対して不変）と仮定している．

仮に接線剛性が異方的である（𝑥𝑥3軸まわりの回転に依存する）場合は，式(5.28)にカップリ

ング効果を表す非零成分（(1, 2)成分や(1, 5)成分など）を付け加える必要がある． 

5.2.6  グローバルスティフネスマトリクスの計算 

ここでは，5.2.4 節と 5.2.5 節で求めたローカルスティフネスマトリクスを用いて，積層

板全体としてのグローバルスティフネスマトリクスを求める． 

はじめに，𝑚𝑚番目のプライおよび界面のスティフネスマトリクスを以下の形に分解する． 

 

𝐊𝐊𝑚𝑚
ply = �𝐋𝐋11

A 𝐋𝐋12A

𝐋𝐋21A 𝐋𝐋22A
� , 𝐊𝐊𝑚𝑚

sp = �𝐋𝐋11
B 𝐋𝐋12B

𝐋𝐋21B 𝐋𝐋22B
�. (5.30) 

ここで𝐋𝐋𝐼𝐼𝐼𝐼A ，𝐋𝐋𝐼𝐼𝐼𝐼B  (𝐼𝐼, 𝐽𝐽 = 1, 2)は 3 × 3 行列である．このとき，式(5.24)と(5.27)より，𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍(𝑚𝑚−1)−

および𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍𝑚𝑚−の変位と応力の関係は以下のように書ける． 
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�𝐭𝐭�𝑍𝑍(𝑚𝑚−1)−�
𝐭𝐭(𝑍𝑍𝑚𝑚−)

� = 𝐊𝐊ply+sp �𝐮𝐮�𝑍𝑍(𝑚𝑚−1)−�
𝐮𝐮(𝑍𝑍𝑚𝑚−)

�. (5.31) 

ここで，𝐊𝐊ply+sp
はプライと界面を合わせたスティフネスマトリクスであり， 

 

𝐊𝐊ply+sp = �
𝐋𝐋11A + 𝐋𝐋12A �𝐋𝐋11B − 𝐋𝐋22A �−1𝐋𝐋21A −𝐋𝐋12A �𝐋𝐋11B − 𝐋𝐋22A �−1𝐋𝐋12B

𝐋𝐋21B �𝐋𝐋11B − 𝐋𝐋22A �−1𝐋𝐋21A 𝐋𝐋22B − 𝐋𝐋21B �𝐋𝐋11B − 𝐋𝐋22A �−1𝐋𝐋12B
�, (5.32) 

で与えられる．式(5.32)で得られた𝐊𝐊ply+sp
を再度式(5.30)のように分解し，𝑚𝑚 + 1番目のプラ

イのローカルスティフネスマトリクスとともに，式(5.32)に代入すると𝑚𝑚番目のプライ，𝑚𝑚番

目の界面，𝑚𝑚 + 1番目のプライを合わせたスティフネスマトリクスが得られる．この操作を

再帰的に行うことで，積層板上下面における変位と応力を 

 

�𝐭𝐭
(𝑍𝑍0−)
𝐭𝐭(𝑍𝑍𝑁𝑁+)� = 𝐊𝐊L �𝐮𝐮

(𝑍𝑍0−)
𝐮𝐮(𝑍𝑍𝑁𝑁+)�, (5.33) 

のように関係づける 6 × 6 のグローバルスティフネスマトリクス𝐊𝐊Lが計算できる． 

5.2.7  複素振幅反射・透過率の計算 

 式(5.1)–(5.4)より，𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍0+および𝑥𝑥3 = 𝑍𝑍𝑁𝑁−における変位と応力は以下で与えられる． 

 

𝐮𝐮(𝑍𝑍0+) = �
−(1−𝑅𝑅) sin𝜃𝜃

0
−(1 + 𝑅𝑅) cos𝜃𝜃

�exp[𝑖𝑖(−𝑘𝑘0𝑥𝑥1 sin𝜃𝜃 − 𝜔𝜔𝑡𝑡)], (5.34a) 

 

𝐮𝐮(𝑍𝑍𝑁𝑁+) = �
−𝑇𝑇 sin 𝜃𝜃

0
−𝑇𝑇 cos𝜃𝜃

� exp{𝑖𝑖[𝑘𝑘0(−𝑥𝑥1 sin𝜃𝜃 + 𝐻𝐻 cos𝜃𝜃)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}, (5.34b) 

 

𝐭𝐭(𝑍𝑍0+) = �
0
0

𝑖𝑖𝜌𝜌0𝑐𝑐0𝜔𝜔(1− 𝑅𝑅)
�  exp[𝑖𝑖(−𝑘𝑘0𝑥𝑥1 sin 𝜃𝜃 − 𝜔𝜔𝑡𝑡)], (5.34c) 

 

𝐭𝐭(𝑍𝑍0+) = �
0
0

𝑖𝑖𝜌𝜌0𝑐𝑐0𝜔𝜔𝑇𝑇
�  exp{𝑖𝑖[𝑘𝑘0(−𝑥𝑥1 sin𝜃𝜃 + 𝐻𝐻 cos𝜃𝜃)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}. (5.34d) 

ここで，𝐻𝐻 = 𝑍𝑍0 − 𝑍𝑍𝑁𝑁は積層板の板厚を表す．式(5.33)，(5.34)および積層板‐外部完全流体

間の境界条件 

 
𝑢𝑢3|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚+ = 𝑢𝑢3|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚− , 𝜎𝜎33|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚+ = 𝜎𝜎33|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚− , 

 𝜎𝜎13|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚+ = 𝜎𝜎13|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚− = 𝜎𝜎23|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚+ = 𝜎𝜎23|𝑥𝑥3=𝑍𝑍𝑚𝑚− = 0, 𝑚𝑚 = 0,𝑁𝑁, 
(5.35) 

より，複素振幅反射・透過率は以下で与えられる． 
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𝑅𝑅 =
−�𝜉𝜉 + 𝑆𝑆33L ��𝜉𝜉 + 𝑆𝑆66L �+ 𝑆𝑆36L 𝑆𝑆63L

(𝜉𝜉 − 𝑆𝑆33L )(𝜉𝜉 + 𝑆𝑆66L ) + 𝑆𝑆36L 𝑆𝑆63L
, (5.36a) 

 

𝑇𝑇 =
−2𝜉𝜉𝑆𝑆63L

(𝜉𝜉 − 𝑆𝑆33L )(𝜉𝜉 + 𝑆𝑆66L ) + 𝑆𝑆36L 𝑆𝑆63L
exp(−𝑖𝑖𝑘𝑘0𝐻𝐻 cos𝜃𝜃). (5.36b) 

ここで， 

 

𝜉𝜉 =
cos𝜃𝜃
𝑖𝑖𝜌𝜌0𝑐𝑐0𝜔𝜔

, (5.37) 

である．また，𝑆𝑆𝐼𝐼𝐼𝐼L  (𝐼𝐼, 𝐽𝐽 = 3, 6)はグローバルスティフネスマトリクス𝐊𝐊Lの逆行列の成分を表

す．式(5.36)を用いることで，任意の積層構成の積層板に任意角度で入射した縦波の反射・

透過率を計算することができる． 

5.3 一方向強化ＣＦＲＰ積層板の透過スペクトルに及ぼ

す層間界面剛性と入射角度の影響 

 ここでは，水中に保持された 11 層から成る一方向強化 CFRP 積層板における斜角入射超

音波透過特性に関して検討を行う．式(5.36b)と Table 5.1 に示すパラメータを用いて求めた

振幅透過率|𝑇𝑇|と周波数および界面剛性の関係を，入射角度𝜃𝜃 = 10°，20°，30°，40°の場合に

ついて Figs. 5.2，5.3 に示す．なお，入射面角度は𝜑𝜑 = 45°としている．Figures 5.2，5.3 の縦

軸には，層間界面垂直剛性および層間界面接線剛性を取っており，それぞれプライ厚さと

プライ弾性率で規格化している．図に示されている範囲は，0.08 ≤ 𝐾𝐾N ≤ 8 GPa/μm（Fig. 5.2），

  

Table 5.1  Material properties of the ply and the surrounding ideal fluid (water). 

Elastic constants of ply (GPa) 

(transverse isotropy with x1 as fiber direction is 

assumed.) 

C11 81.5 

C13 4.9 

C33 15.2 

C44 3.2 

C66 6.9 

Density of ply ρ (× 103 kg/m3) 1.50 

Thickness of ply h (mm) 0.19 

Density of fluid ρ0 (× 103 kg/m3) 1.00 

Wave speed in fluid c0 (km/s) 1.50 
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0.04 ≤ 𝐾𝐾T ≤ 4 GPa/μm（Fig. 5.3）に対応する．また，Figs. 5.2，5.3 の横軸は，プライ厚さと𝑥𝑥3方向

へのプライ縦波速度�𝐶𝐶33/𝜌𝜌（第 2―4 章で扱ったパラメータ c に対応）で規格化した周波数

を表し，図に示されている範囲は 0 ≤ 𝑓𝑓 ≤ 16 MHz に対応している． 

 Figures 5.2，5.3 を見ると，透過率は周波数や界面剛性のみならず入射角度にも強く依存

していることが確認できる．これは，入射角度に伴って材料内を伝搬するバルク波モード

の数が変化することに起因している．プライ内を伝搬する 3 種類のバルク波モード（準縦

波，伝搬速度の速い準横波，伝搬速度の遅い準横波）の臨界角と入射面角度𝜑𝜑の関係を Fig. 

5.4 に示す．臨界角は屈折角が 90°になるときの入射角度を表し，この角度を超えると材料

中を波が板厚方向に伝搬できないことを示している．なお，本来積層板の透過特性を考察

Fig. 5.2  The variation of amplitude transmission coefficient of a 16-layered unidirectional CFRP 

laminate with the normalized frequency and the normalized interlayer interfacial normal stiffness 

for four different angles of incidence (θ = 0º, 10º, 20º, 40º) with fixed interfacial shear stiffness 

KTh/C66 = 1 (KT = 0.04 GPa/μm) and angle for plane of incidence φ = 45º. 
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するためには，次節で説明するフロケ波に対する臨界角[18]を考える必要がある．しかし，

一方向積層の場合は，フロケ波とバルク波の臨界角が極めて近い値を取る．したがって本

節では，バルク波の臨界角を用いて議論を行う．Figure 5.4を見ると，臨界角が入射面角度𝜑𝜑に

依存している．これはプライ弾性率が異方性を有するためである．𝜑𝜑 = 45°では，各モード

の臨界角は，16°，36°，56°となる． 

Figures 5.2(a)，5.3(a)の垂直入射では，第 2 章でも述べたように，材料内では純縦波のみが

積層方向（𝑥𝑥3方向）に伝搬する．そしてその振動方向は層間界面に対して常に垂直となるた

め，振幅透過率は層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nには依存するが，接線剛性𝐾𝐾Tには依存しない．入射

角度が 0°から増加すると（Figs. 5.2(b)，5.3(b)），純縦波が準縦波になり，それに加えて 2 種

Fig. 5.3  The variation of amplitude transmission coefficient of a 16-layered unidirectional CFRP 

laminate with the normalized frequency and the normalized interlayer interfacial shear stiffness 

for four different angles of incidence (θ = 0º, 10º, 20º, 40º) with fixed interfacial normal stiffness 

KNh/C33 = 10 (KN = 0.8 GPa/μm) and angle for plane of incidence φ = 45º. 



5.3 節 一方向強化ＣＦＲＰ積層板の透過スペクトルに及ぼす層間界面剛性と入射角度の影

響 

93 
 

類の準横波も材料中を伝搬する．そしてこれらの 3 種類のモードは一般に層間界面に平行

な方向にも振動成分を有する．したがって透過率は層間界面接線剛性𝐾𝐾Tの影響も受けるよ

うになり，垂直入射の場合に比べて複雑な周波数および界面剛性依存性を示す．入射角度𝜃𝜃 

= 20°では（Figs. 5.2(c)，5.3(c)），準縦波の臨界角 16°を超えているため準縦波は板厚方向へ

伝搬しない．そのため，2 種類の準横波のみが材料中を板厚方向へ伝搬するが，透過率の周

波数および界面剛性依存性は依然として複雑になる．さらに入射角度が増加し𝜃𝜃 = 40°にな

ると（Figs. 5.2(d)，5.3(d)），伝搬速度の速い準横波の臨界角 36°を超えるため，伝搬速度の

遅い準横波のみが材料中を板厚方向に伝搬する．そして，伝搬するモードが 1 種類のみ（純

縦波）である垂直入射の場合（Figs. 5.2(a)，5.3(a)）と同様に，透過率の周波数および界面剛

性依存性は比較的単純になる． 

さらに，Figs. 5.2，5.3 を見ると，例えば Fig. 5.2(a)の𝐾𝐾Nℎ/𝐶𝐶33  = 1 における 0.28  

≤ 𝑓𝑓ℎ(𝜌𝜌/𝐶𝐶33)1/2 ≤ 0.50 や 0.65 ≤ 𝑓𝑓ℎ(𝜌𝜌/𝐶𝐶33)1/2 ≤ 1 のように，透過率が著しく低下する周波

数帯が形成されている．そして，それらの発生する位置や幅は，層間界面剛性および入射

角度に依存していることが確認できる． 

Fig. 5.4  The critical angle of three bulk modes at the water-ply interface as a function of the 

angle for plane of incidence φ. 
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5.4 無限積層構造における分散関係 

 ここでは，無限周期構造を伝搬するフロケ波の分散関係を用いることで，前節で確認さ

れた振幅透過率が著しく低下する周波数帯に関してその発生挙動を考察する． 

5.4.1  フロケ波数の計算 

 ここではフロケ波数の計算方法について述べる．Figure 5.5 に示すような任意のプライ数

および界面数からなるユニットセルが無限に繰り返される周期構造を考える．そしてユニ

ットセル上下面の𝑥𝑥3座標を𝑍𝑍U，𝑍𝑍Lとし，ユニットセルのスティフネスマトリクスを𝐊𝐊とする

と，ユニットセル上下面の変位と応力の関係は以下のように書ける． 

 

�𝐭𝐭
(𝑍𝑍U)
𝐭𝐭(𝑍𝑍L)� = 𝐊𝐊�𝐮𝐮

(𝑍𝑍U)
𝐮𝐮(𝑍𝑍L)�. (5.38) 

一方で，フロケの定理[19]–[21]を用いると，ユニットセル上下面の変位と応力の関係は 

Fig. 5.5  An infinitely laminated composite and its unit-cell 
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�𝐭𝐭(𝑍𝑍U)
𝐮𝐮(𝑍𝑍U)� = exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎu) �𝐭𝐭

(𝑍𝑍L)
𝐮𝐮(𝑍𝑍L)�, (5.39) 

と書くこともできる．ここで，𝑖𝑖は無限周期構造中を伝搬するフロケ波の波数の𝑥𝑥3方向成分

を表す．また，ℎu = 𝑍𝑍U − 𝑍𝑍Lはユニットセルの𝑥𝑥3方向長さを表す．式(5.38)と(5.39)よりフロ

ケ波数𝑖𝑖は以下の方程式を満足する． 

 
𝐴𝐴3 cos(3𝑖𝑖ℎu) + 𝐴𝐴2 cos(2𝑖𝑖ℎu) + 𝐴𝐴1 cos(𝑖𝑖ℎu) + 𝐴𝐴0 = 0. (5.40) 

ここで， 

 𝐴𝐴3 = det(𝐊𝐊21), (5.41a) 

 
𝐴𝐴2 =

1
2

[det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 + 𝐊𝐊21) + det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 − 𝐊𝐊21)]− det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11), (5.41b) 

 
𝐴𝐴1 =

1
2

[det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 + 𝐊𝐊21) − det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 + 𝐊𝐊12) + det(𝐊𝐊21 − 𝐊𝐊12)] = 

𝐴𝐴1 = −2det(𝐊𝐊21), 

(5.41c) 

 
𝐴𝐴0 =

1
4

[det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 + 𝐊𝐊12 − 𝐊𝐊21) + det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 + 𝐊𝐊21 − 𝐊𝐊12)]− 𝐴𝐴2, (5.41d) 

であり，𝐊𝐊𝐼𝐼𝐼𝐼 (𝐼𝐼, 𝐽𝐽 = 1, 2)は 

 

𝐊𝐊 = �𝐊𝐊11 𝐊𝐊12
𝐊𝐊21 𝐊𝐊22

�, (5.42) 

で与えられる 3 × 3 行列である．式(5.40)および(5.41)の導出は付録 F に示す． 

 式(5.40)は，−𝑚𝑚/ℎu ≤ Re[𝑖𝑖] ≤ 𝑚𝑚/ℎuの範囲で，𝑖𝑖に関して 6 個の解を有する．そして，それ

らを𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑗𝑗 = 1, 2, … , 6)とすると，𝑖𝑖1 = −𝑖𝑖4，𝑖𝑖2 = −𝑖𝑖5，𝑖𝑖3 = −𝑖𝑖6といった関係がある．すなわ

ち，6 個の解のうち 3 個は𝑥𝑥3の正方向に伝搬するフロケ波に対応し，残りの 3 個は𝑥𝑥3の負方

向に伝搬するフロケ波を表す．式(5.40)より，𝑖𝑖は 

 

𝑖𝑖 =
2𝑚𝑚𝑚𝑚 + arg(𝑋𝑋)

ℎu
− 𝑖𝑖

ln(𝑋𝑋)
ℎu

, (5.43) 

で求められる．ここで𝑚𝑚は整数であり，𝑋𝑋（= exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎu)）は以下の二次方程式の解である． 

 
𝑋𝑋2 − 𝜂𝜂𝑋𝑋 + 1 = 0. (5.44) 
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ここで，𝜂𝜂は以下の三次方程式の解である． 

 
𝐴𝐴3𝜂𝜂3 + 𝐴𝐴2𝜂𝜂2 + (𝐴𝐴1 − 3𝐴𝐴3)𝜂𝜂 + 2(𝐴𝐴0 − 𝐴𝐴2) = 0. (5.45) 

本論文では以下，𝑥𝑥3の正方向に伝搬するフロケ波のみに着目し，それらの波数を𝑖𝑖1，𝑖𝑖2，

𝑖𝑖3とする．なお，フロケ波数の𝑥𝑥1および𝑥𝑥2方向成分は，ユニットセルのスティフネスマトリ

クス𝐊𝐊を計算するときの初期条件として与える．これらの値は 5.2 節でも述べたように無限

周期構造全体にわたって保存される（スネルの法則）． 

 ここで，5.3 節で考えた一方向積層板の積層数を無限にした構造を考える．この場合，ユ

ニットセルは，一つのプライと一つのスプリング界面で構成され，ユニットセル厚さℎuは

プライ厚さℎと等しくなる．Table 5.1 に示したプライの材料特性を使用して求めたフロケ波

分散関係をFig. 5.6に示す．ここで，入射面角度は𝜑𝜑 = 45°，規格化界面剛性は𝐾𝐾Nℎ/𝐶𝐶33 = 12.5，

𝐾𝐾Tℎ/𝐶𝐶66 = 2.8（𝐾𝐾N = 1 GPa/μm，𝐾𝐾T = 0.1 GPa/μm に対応）としている．Figures 5.6(a)–(d)に示

す𝜃𝜃は，フロケ波数の𝑥𝑥1方向成分を水中からの入射角度に換算した値を表す．また，式(5.43)

の𝑚𝑚は，フロケ波数実部の曲線が連続になるように定めている． 

 フロケ波は，一般にプライ中を伝搬するバルク波（準縦波と 2 種類の準横波）の線形和

（重ね合わせ）で表される[20]．しかし，ここで考えているような一方向積層構造では，フ

ロケ波はある特定のバルク波モードが支配的な伝搬形態となる．例えば，層間界面剛性が

𝐾𝐾N = 𝐾𝐾T = ∞の場合，プライ同士は完全接着状態となり，層間界面では波動散乱が起こらな

い．この場合，無限周期構造はプライと同じ材料特性を持つ無限媒質になり，フロケ波は

プライ中を伝わるバルク波と完全に等しくなる．また，フロケ波数の𝑥𝑥1，𝑥𝑥2方向成分が零（𝑥𝑥3
方向に伝搬）のときフロケ波は，単一のバルク波モード（純縦波と 2 種類の純横波のいず

れか）のみで構成される．このような理由から，Fig. 5.6 では 3 種類のフロケ波をそれぞれ

の支配的なバルク波モードで表記している． 

 Figure 5.6 を見ると，ある特定の周波数領域においてフロケ波数の虚部が非零の値を取る

ことが確認できる．これらの領域がストップバンドである．なお，Fig. 5.6(a)の“L”で示す

分散関係（純縦波のみで構成されるフロケ波）は，2.3 節で示した積層方向に伝搬するフロ

ケ波分散関係（Figs. 2.3(b), (c)）と同様のものである．ストップバンドは，以下の条件を満

たすときに生成される（導出は付録 G に示す）． 

 
Re[𝑖𝑖𝛼𝛼]ℎu/𝑚𝑚 + Re�𝑖𝑖𝛽𝛽�ℎu/𝑚𝑚 = 2𝑛𝑛. (5.46) 

ここで𝑛𝑛は整数である．式(5.46)は，ストップバンドにおいて各ユニットセル境界からの反

射波の位相が整合し，互いに強め合うことを示している．この現象はブラッグ反射と呼ば

れる．𝛼𝛼 = 𝛽𝛽のときは，1 種類のフロケ波だけでブラッグ反射が起こり，その結果 Fig. 5.6

に“L”，“T1”，“T2”，“QL”，“QT1”，“QT2”で表記されるストップバンドが形成される．

一方で，𝛼𝛼 ≠ 𝛽𝛽のときは，2 種類のフロケ波が組み合わさってブラッグ反射が起こり，その

結果“QL-QT1”，“QL-QT2”，“QT1-QT2”で表記されるストップバンドが形成される． 
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Fig. 5.6  The dispersion relation of Floquet waves propagating in a unidirectional infinite laminate 

structure for four different corresponding angles of incidence from water (θ = 0º, 10º, 20º, 40º) with 

fixed interlayer interfacial normal stiffness KNh/C33 = 12.5 (KN = 1 GPa/μm), shear stiffness KTh/C66 

= 2.8 (KT = 0.1 GPa/μm), and angle for plane of incidence φ = 45º. 
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 𝜃𝜃 = 0°のとき（Fig. 5.6(a)），前述したように，3 種類のフロケ波モードはそれぞれ純縦波

（“L”）と純横波（“T1”と“T2”）に等しくなる．そして，これらの波は層間界面において

モード変換を生じない．つまり，純縦波（純横波）が界面に垂直入射しても発生する反射

波・透過波は必ず純縦波（純横波）のみとなる．したがって，Fig. 5.6(a)では，単一フロケ

波モードによるストップバンドだけが生じ，異なるモードが組み合わさったストップバン

ド（例えば“L-T1”など）は発生しない．𝜃𝜃 = 10°では（Fig. 5.6(b)），フロケ波は準縦波と

準横波の両者から構成される．そしてこれらのバルク波モードは界面でモード変換を生じ

る．つまり，準縦波（準横波）が界面に斜角入射すると，準縦波（準横波）に加えて準横

波（準縦波）も反射波・透過波として発生する．そのため，Fig. 5.6(b)では単一フロケ波モ

ードのストップバンドに加えて，異なるフロケ波モード間のストップバンド（“QL-QT1”

など）も形成される．これは，𝜃𝜃 = 20°のとき（Fig. 5.6(c)）も同様である．ただし，Fig. 5.6(c)

では，準縦波が臨界角を超えているため，準縦波が支配的なフロケ波モードは積層方向に

伝搬しない．これは，Fig. 5.6(c)のフロケ波数虚部（赤線）がすべての周波数帯で非零とな

っている点からも確認できる．したがって，準縦波が支配的なフロケ波モードはストップ

バンドの形成に寄与せず，準横波が支配的な二つのフロケ波モードによってのみストップ

バンドが形成される．𝜃𝜃 = 40°のときは（Fig. 5.6(d)），伝搬速度の速い準横波の臨界角を超

えているため，それが支配的なフロケ波モードも積層方向に伝搬できなくなる．そのため，

伝搬速度の遅い準横波が支配的なフロケ波モードによってのみストップバンドが形成され

る． 

5.4.2  有限積層構造の透過特性との比較 

 5.2.7 節の式(5.36b)により求めた有限積層構造の振幅透過スペクトルを，積層数𝑁𝑁 = 2，5，

10，20，40 の場合について Fig. 5.7 に示す．材料定数は Table 5.1 の値を使用し，入射角度

は𝜃𝜃 = 10°，入射面角度は𝜑𝜑 = 45°，規格化界面剛性は𝐾𝐾Nℎ/𝐶𝐶33 = 12.5，𝐾𝐾Tℎ/𝐶𝐶66 = 2.8（𝐾𝐾N = 

1 GPa/μm，𝐾𝐾T = 0.1 GPa/μm に対応）としている．Figure 5.7 を見ると，𝑓𝑓ℎ(𝜌𝜌/𝐶𝐶33)1/2 = 0.43

および 0.87 付近に見られる透過率の低下する周波数帯が，積層数の増加とともにより明瞭

になることが確認できる．そしてこれらの領域は，対応するフロケ波分散関係（Fig. 5.6(b)）

におけるストップバンドと良好に対応している．これより，積層数が有限な場合でも積層

板内部でブラッグ反射が起こり，その結果透過スペクトルにおいてストップバンドが形成

されることがわかる．また，Fig. 5.6(b)において準横波が支配的なフロケ波のストップバン

ド（“QT1”，“QT2”，“QT1-QT2”）に対応する周波数帯を Fig. 5.7 で見ると，透過率の低下

する領域が形成されていない．これは，有限積層構造中の波動場が主に準縦波によって支

配されているためである．つまり，準横波が支配的なフロケ波がストップバンドに入って

いる場合でも，超音波は準縦波として積層板を透過することができるため透過率が低下し

ない． 

 次に，積層方向に伝搬可能な（ストップバンドに入っていない）フロケ波モードの数と

周波数および層間界面剛性の関係を Fig. 5.8 と Fig. 5.9 に示す．計算に用いたパラメータは
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Figs. 5.2，5.3 に使用したものと同じであり，図中の𝜃𝜃は Fig. 5.6 と同様に，フロケ波数の𝑥𝑥1方

向成分を水中からの入射角度に換算した値を表す．なお Figs. 5.8(a)，5.9(a)（𝜃𝜃 = 0°）におい

ては，Figs. 5.2，5.3 の有限積層構造透過率と比較するために，3 種類のフロケ波のうち純縦

波から構成されるモードのみを数えている．これは，有限積層構造と外部完全流体を考え

た場合，横波は発生せず純縦波のみで透過特性が支配されるためである．Figures 5.8，5.9

と Figs. 5.2，5.3 を比較すると，Figs. 5.8，5.9 において伝搬可能なフロケ波モードの数が零

になるとき（白い領域）に Figs. 5.2，5.3 の透過率が低下している．したがって，前述した

ように有限積層構造においてもブラッグ反射によりストップバンドが形成されることがわ

かる．しかし，Figs. 5.2，5.3 で透過率が低下しているとき，Figures 5.8，5.9 で伝搬可能なフ

ロケ波モードの数が必ずしも零にはなっていない．例えば，Fig. 5.2(b)と Fig. 5.8(b)の 0.70 

≤ 𝑓𝑓ℎ(𝜌𝜌/𝐶𝐶33)1/2 ≤ 0.76，1 ≤ 𝐾𝐾Nℎ/𝐶𝐶33 ≤ 3 の範囲を比較すると，透過率は著しく低下してい

るが，Fig. 5.8(b)に“QT2”で示すように，伝搬速度の遅い準横波が支配的なフロケ波モー

ドは積層方向に伝搬可能である．これは前述したように，有限積層構造の斜角入射超音波

透過率はある特定のバルク波モードによってほぼ支配されており（𝜃𝜃 = 10°のときは準縦波，

𝜃𝜃 = 20°のときは伝搬速度の速い準横波），その他のバルク波モードが積層板を透過できるか

どうかにはほとんど影響を受けないためである． 

Fig. 5.7  The amplitude transmission spectrum for different number of plies (N = 2, 5, 10, 20, 40) 

for fixed interlayer interfacial normal stiffness KNh/C33 = 12.5 (KN = 1 GPa/μm), shear stiffness 

KTh/C66 = 2.8 (KT = 0.1 GPa/μm), angle of incidence θ = 10º, and angle for plane of incidence φ = 

45º. 
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 また，Figs. 5.2(d)，5.3(d)（𝜃𝜃 = 40°）の𝑓𝑓ℎ(𝜌𝜌/𝐶𝐶33)1/2 = 0.02 近傍に透過率が比較的低下す

る領域が見受けられるが，一方で Figs. 5.8(d)，5.9(d)を見ると対応する領域でストップバン

ドが形成されていない．これは，積層板が有限厚さを有することに起因すると考えられる．

つまり，入射角度や周波数が積層板を長手方向（𝑥𝑥1方向）に伝搬する準ラム波の励起条件に

一致し，その結果透過率が低下したと考えられる． 

 本解析では，入射面角度を𝜑𝜑 = 45°に固定して説明を行ったが，その他の𝜑𝜑の値における

透過特性（ストップバンド発生挙動）に関しても同様の議論で説明することが可能である． 

 

 

Fig. 5.8  The variation of the number of propagating Floquet waves with the normalized frequency 

and the normalized interfacial normal stiffness for four different corresponding angles of incidence 

from water (θ = 0º, 10º, 20º, 40º) with fixed KTh/C66 = 1 (KT = 0.04 GPa/μm) and angle for plane of 

incidence φ = 45º. 
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Fig. 5.9  The variation of the number of propagating Floquet waves with the normalized frequency 

and the normalized interfacial shear stiffness for four different corresponding angles of incidence 

from water (θ = 0º, 10º, 20º, 40º) with fixed KNh/C33 = 10 (KN = 0.8 GPa/μm) and angle for plane of 

incidence φ = 45º. 

 

5.5 空間的・時間的に有限幅を有する超音波ビームの透過

特性 

 前節までに述べた斜角入射超音波伝搬解析では，入射波として平面調和波を仮定してい

た．一方で，実際の測定において探触子から発生する超音波は空間的・時間的に有限な幅

を有する．そこで本節では，5.2 節で述べた単一入射角度および単一周波数における斜角入

射超音波伝搬特性を様々な入射角度（𝑥𝑥1方向波数成分）および周波数に関して重ね合わせる
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ことで，ガウシアンビームの過渡的な反射・透過挙動を求める．そして，その振幅透過率

を計算し，平面調和波の透過率と比較することで，超音波ビームの空間的・時間的な有限

幅が透過特性に及ぼす影響を考察する． 

5.5.1  ガウシアンビームの励起および反射・透過特性の定式化 

ここでは，ガウシアンビームが完全流体（密度𝜌𝜌0および音速𝑐𝑐0）中を伝搬すると仮定する．

流体中での応力は垂直成分のみが非零となり，総和規約を用いて以下のように書ける． 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜌𝜌0𝑐𝑐02
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑝𝑝

𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 ,   𝑗𝑗, 𝑙𝑙 = 1, 2, 3. (5.47) 

式(5.47)より，5.2.3 節で示した運動方程式(5.5)は，流体中において以下のように書ける． 

 

𝜌𝜌0𝑐𝑐02
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑝𝑝𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

= 𝜌𝜌0
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2

− 𝑓𝑓𝑖𝑖 ,        𝑗𝑗 = 1, 2, 3. (5.48) 

ここで， 

 

𝑢𝑢𝑖𝑖 = −
𝜕𝜕Φ
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

,  (5.49) 

 

𝑓𝑓𝑖𝑖 = −𝜌𝜌0𝑐𝑐02
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

,         𝑗𝑗 = 1, 2, 3, (5.50) 

を満たすような変位および外力スカラーポテンシャルΦ，𝜕𝜕を導入し，𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥3平面内での二

次元問題を考えると，式(5.48)は以下のようになる． 

 

�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥12
+
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥32
−

1
𝑐𝑐02

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑡𝑡2
�Φ = −𝜕𝜕. (5.51) 

ただし，式(5.51)では空間座標に依存しない項は無視している． 

次に Fig. 5.10 に示すような，(𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) = (𝑥𝑥1o,𝑥𝑥3o)に原点を取り，𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥3座標系と角度𝛼𝛼を成

す𝜂𝜂 − 𝜉𝜉座標系を考える．ただし，𝑥𝑥3o > 0と仮定する．𝑥𝑥2軸と平行な線源が𝜂𝜂軸上に連続的に

並んでいると仮定すると，音軸が𝜉𝜉軸と等しくなるようなガウシアンビームを励起する外力

ポテンシャルは以下の形で表すことができる． 

 

𝜕𝜕(𝑡𝑡, 𝜂𝜂, 𝜉𝜉) = 𝑔𝑔(𝑡𝑡)
1

√𝑚𝑚𝑤𝑤o
exp �− �

𝜂𝜂
𝑤𝑤0
�
2
� 𝛿𝛿(𝜉𝜉). (5.52) 

ここで，𝑔𝑔(𝑡𝑡)は加振波形，𝑤𝑤0はビームの幅を定めるスポット径，𝛿𝛿(∙)はディラックのデルタ

関数である．これに対して，線源で励起された波動は𝜂𝜂軸近傍において平面波として伝搬す

ると近似し[22], [23]，さらに𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥3o上に線源が連続的に並んでいると仮定すると，式(5.52)は
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𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥3座標系において以下のように書き直せる． 

𝜕𝜕(𝑡𝑡,𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) = 𝑔𝑔(𝑡𝑡)
1

√𝑚𝑚𝑤𝑤o
exp �− �

cos𝛼𝛼
𝑤𝑤0

�
2

(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o)2� exp[−𝑖𝑖𝑘𝑘0(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o) sin𝛼𝛼]𝛿𝛿(𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥3o). 

 (5.53) 

ここで，𝑘𝑘0 = 𝜔𝜔/𝑐𝑐0（𝜔𝜔：角周波数）は流体中での波数を表す．式(5.53)は，𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥3o上に並ぶ

線源を遅延（exp[−𝑖𝑖𝑘𝑘0(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o) sin𝛼𝛼]）を与えて加振することにより𝜉𝜉軸方向に伝搬するガ

ウシアンビームを励起することを示している． 

 次に，𝑡𝑡および𝑥𝑥1に関する二次元フーリエ変換および逆変換を以下で定義する． 

 

𝐹𝐹�(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1) = � d𝑡𝑡� d𝑥𝑥1
∞

−∞

∞

−∞
𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑥𝑥1) exp{−𝑖𝑖[𝑘𝑘𝑥𝑥1(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}, (5.54a) 

Fig. 5.10  A schematic of Gaussian beam excitation. 
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𝐹𝐹(𝑡𝑡,𝑥𝑥1) =
1

(2𝑚𝑚)2 � d𝜔𝜔� d𝑘𝑘𝑥𝑥1
∞

−∞

∞

−∞
𝐹𝐹�(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1) exp{𝑖𝑖[𝑘𝑘𝑥𝑥1(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}. (5.54b) 

ここで，𝑘𝑘𝑥𝑥1は波数の𝑥𝑥1方向成分である．式(5.53)を式(5.51)右辺に代入し，両辺を二次元フ

ーリエ変換すると以下の式が得られる． 

�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥32
+ 𝑘𝑘𝑥𝑥32 �Φ�(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) = −𝑔𝑔�(𝜔𝜔)

1
cos𝛼𝛼

exp �− �
𝑤𝑤0(𝑘𝑘0 sin𝛼𝛼 − 𝑘𝑘𝑥𝑥1)

2 cos𝛼𝛼
�
2

� 𝛿𝛿(𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥3o). (5.55) 

ここで，𝑘𝑘𝑥𝑥3は波数の𝑥𝑥3方向成分であり， 

 
𝑘𝑘𝑥𝑥32 = 𝑘𝑘02 − 𝑘𝑘𝑥𝑥12 , (5.56) 

で与えられる．また， 

 

𝑔𝑔�(𝜔𝜔) = � d𝑡𝑡
∞

−∞
𝑔𝑔(𝑡𝑡) exp(𝑖𝑖𝜔𝜔𝑡𝑡), (5.57) 

は加振波形𝑔𝑔(𝑡𝑡)の時間に関するフーリエ変換を表す． 

 一方で，一次元ヘルムホルツ方程式の基本解のうち点源からの外向き伝搬に対応する解

は， 

 

�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥32
+ 𝛽𝛽2�𝐺𝐺(𝑥𝑥3,𝑥𝑥3o) = −𝛿𝛿(𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥3o),        𝛽𝛽2 > 0, (5.58a) 

 

𝐺𝐺(𝑥𝑥3,𝑥𝑥3o) = �

𝑖𝑖
2𝛽𝛽

exp(𝑖𝑖𝛽𝛽|𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥3o|) , 𝛽𝛽 ≠ 0,

___
1
2

|𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥3o|, ___, 𝛽𝛽 = 0,
 (5.58b) 

で与えられる[24]．ここでは𝑥𝑥3の負方向に伝搬するガウシアンビーム（0 ≤ 𝛼𝛼 < 𝑚𝑚/2 ）を考え

るためRe[𝑘𝑘𝑥𝑥3] > 0，Im[𝑘𝑘𝑥𝑥3] = 0（−𝑘𝑘0 < 𝑘𝑘𝑥𝑥1 < 𝑘𝑘0）と仮定すると，式(5.58)より式(5.55)の解

は 

Φ�(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
𝑔𝑔�(𝜔𝜔)

2𝑘𝑘𝑥𝑥3cos𝛼𝛼
exp �− �

𝑤𝑤0(𝑘𝑘0 sin𝛼𝛼 − 𝑘𝑘𝑥𝑥1)
2 cos𝛼𝛼

�
2

� exp(𝑖𝑖𝑘𝑘𝑥𝑥3|𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥3o|), (5.59) 

となる．式(5.49)，(5.54b)，(5.59)より完全流体中での変位は以下の形で与えられる． 

𝑢𝑢1(𝑡𝑡,𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
1

(2𝑚𝑚)2 � d𝜔𝜔� d𝑘𝑘𝑥𝑥1
𝑖𝑖0

−𝑖𝑖0

∞

−∞
𝑈𝑈�1(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) exp{𝑖𝑖[𝑘𝑘𝑥𝑥1(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}, (5.60a) 
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𝑢𝑢3(𝑡𝑡,𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
1

(2𝑚𝑚)2 � d𝜔𝜔� d𝑘𝑘𝑥𝑥1
𝑖𝑖0

−𝑖𝑖0

∞

−∞
𝑈𝑈�3(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) exp{𝑖𝑖[𝑘𝑘𝑥𝑥1(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}. (5.60b) 

ここで， 

𝑈𝑈�1(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
𝑔𝑔�(𝜔𝜔)𝑘𝑘𝑥𝑥1

2𝑘𝑘𝑥𝑥3cos𝛼𝛼
exp �− �

𝑤𝑤0(𝑘𝑘0 sin𝛼𝛼 − 𝑘𝑘𝑥𝑥1)
2 cos𝛼𝛼

�
2

� exp(𝑖𝑖𝑘𝑘𝑥𝑥3|𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥3o|), (5.61a) 

𝑈𝑈�3(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
 𝑔𝑔�(𝜔𝜔)sgn(𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥3o)

2 cos𝛼𝛼
exp �− �

𝑤𝑤0(𝑘𝑘0 sin𝛼𝛼 − 𝑘𝑘𝑥𝑥1)
2 cos𝛼𝛼

�
2

� exp(𝑖𝑖𝑘𝑘𝑥𝑥3|𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥3o|) , (𝑥𝑥3 ≠ 𝑥𝑥3o), 

 (5.61b) 

であり，sgn(∙)は符号関数である．なお，式(5.59)は𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥3oにおいて𝑥𝑥3に関して微分可能で

ないため，式(5.61b)は𝑥𝑥3 ≠ 𝑥𝑥3oとしている． 

 次に，Fig. 5.10 に示すように−𝐻𝐻 ≤ 𝑥𝑥3 ≤ 0に積層板が配置されていると仮定すると，入射

波，反射波および透過波の変位は以下で与えられる． 

 

入射波（0 < 𝑥𝑥3 < 𝑥𝑥3o）： 

𝑢𝑢1inc(𝑡𝑡,𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
1

(2𝑚𝑚)2 � d𝜔𝜔� d𝑘𝑘𝑥𝑥1
𝑖𝑖0

−𝑖𝑖0

∞

−∞
𝑈𝑈�1inc(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) exp{𝑖𝑖[𝑘𝑘𝑥𝑥1(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}, (5.62a) 

𝑢𝑢3inc(𝑡𝑡,𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
1

(2𝑚𝑚)2 � d𝜔𝜔� d𝑘𝑘𝑥𝑥1
𝑖𝑖0

−𝑖𝑖0

∞

−∞
𝑈𝑈�3inc(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) exp{𝑖𝑖[𝑘𝑘𝑥𝑥1(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}, (5.62b) 

𝑈𝑈�1inc(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
𝑔𝑔�(𝜔𝜔)𝑘𝑘𝑥𝑥1

2𝑘𝑘𝑥𝑥3cos𝛼𝛼
exp �− �

𝑤𝑤0(𝑘𝑘0 sin𝛼𝛼 − 𝑘𝑘𝑥𝑥1)
2 cos𝛼𝛼

�
2

� exp[𝑖𝑖𝑘𝑘𝑥𝑥3(𝑥𝑥3o − 𝑥𝑥3)],   (5.62a) 

𝑈𝑈�3inc(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
𝑔𝑔�(𝜔𝜔)

2 cos𝛼𝛼
exp �− �

𝑤𝑤0(𝑘𝑘0 sin𝛼𝛼 − 𝑘𝑘𝑥𝑥1)
2 cos𝛼𝛼

�
2

� exp[𝑖𝑖𝑘𝑘𝑥𝑥3(𝑥𝑥3o − 𝑥𝑥3)].   (5.62b) 

 

反射波（𝑥𝑥3 > 0）： 

𝑢𝑢1ref(𝑡𝑡, 𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
1

(2𝑚𝑚)2 � d𝜔𝜔� d𝑘𝑘𝑥𝑥1
𝑖𝑖0

−𝑖𝑖0

∞

−∞
𝑈𝑈�1ref(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) exp{𝑖𝑖[𝑘𝑘𝑥𝑥1(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}, (5.63a) 
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𝑢𝑢3ref(𝑡𝑡, 𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
1

(2𝑚𝑚)2 � d𝜔𝜔� d𝑘𝑘𝑥𝑥1
𝑖𝑖0

−𝑖𝑖0

∞

−∞
𝑈𝑈�3ref(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) exp{𝑖𝑖[𝑘𝑘𝑥𝑥1(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}, (5.63b) 

𝑈𝑈�1ref(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3)

=====
𝑅𝑅(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1)𝑔𝑔�(𝜔𝜔)𝑘𝑘𝑥𝑥1

2𝑘𝑘𝑥𝑥3cos𝛼𝛼
exp �− �

𝑤𝑤0(𝑘𝑘0 sin𝛼𝛼 − 𝑘𝑘𝑥𝑥1)
2 cos𝛼𝛼

�
2

� exp[𝑖𝑖𝑘𝑘𝑥𝑥3(𝑥𝑥3o + 𝑥𝑥3)],   (5.63c) 

𝑈𝑈�3ref(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
𝑅𝑅(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1)𝑔𝑔�(𝜔𝜔)

2 cos𝛼𝛼
exp �− �

𝑤𝑤0(𝑘𝑘0 sin𝛼𝛼 − 𝑘𝑘𝑥𝑥1)
2 cos𝛼𝛼

�
2

� exp[𝑖𝑖𝑘𝑘𝑥𝑥3(𝑥𝑥3o + 𝑥𝑥3)].   (5.63d) 

 

透過波（𝑥𝑥3 < −𝐻𝐻）： 

𝑢𝑢1tra(𝑡𝑡, 𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
1

(2𝑚𝑚)2 � d𝜔𝜔� d𝑘𝑘𝑥𝑥1
𝑖𝑖0

−𝑖𝑖0

∞

−∞
𝑈𝑈�1tra(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) exp{𝑖𝑖[𝑘𝑘𝑥𝑥1(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}, (5.64a) 

𝑢𝑢3tra(𝑡𝑡, 𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
1

(2𝑚𝑚)2 � d𝜔𝜔� d𝑘𝑘𝑥𝑥1
𝑖𝑖0

−𝑖𝑖0

∞

−∞
𝑈𝑈�3tra(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) exp{𝑖𝑖[𝑘𝑘𝑥𝑥1(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1o)−𝜔𝜔𝑡𝑡]}, (5.64b) 

𝑈𝑈�1tra(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3)

=====
𝑇𝑇(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1)𝑔𝑔�(𝜔𝜔)𝑘𝑘𝑥𝑥1

2𝑘𝑘𝑥𝑥3cos𝛼𝛼
exp �− �

𝑤𝑤0(𝑘𝑘0 sin𝛼𝛼 − 𝑘𝑘𝑥𝑥1)
2 cos𝛼𝛼

�
2

� exp[𝑖𝑖𝑘𝑘𝑥𝑥3(𝑥𝑥3o − 𝑥𝑥3)],   (5.64c) 

𝑈𝑈�3ref(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =
𝑇𝑇(𝜔𝜔,𝑘𝑘𝑥𝑥1)𝑔𝑔�(𝜔𝜔)

2 cos𝛼𝛼
exp �− �

𝑤𝑤0(𝑘𝑘0 sin𝛼𝛼 − 𝑘𝑘𝑥𝑥1)
2 cos𝛼𝛼

�
2

� exp[𝑖𝑖𝑘𝑘𝑥𝑥3(𝑥𝑥3o − 𝑥𝑥3)].   (5.64d) 

ここで，𝑅𝑅(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1)および 𝑇𝑇(𝜔𝜔, 𝑘𝑘𝑥𝑥1)は，5.2 節のスティフネスマトリクス法により求めた単一

周波数および単一𝑥𝑥1方向波数成分（単一入射角度）における複素振幅反射・透過率（式(5.36)）

を表す．なお，式(5.10)で述べたように流体の音速および周波数が既知の場合は，引数とし

て入射角度を与えることと𝑥𝑥1方向波数成分を与えることは等価である． 

 式(5.62)–(5.64)により求めた，一方向強化 CFRP 積層板（16 層）に対するガウシアンビー

ムの反射・透過挙動の具体例を以下に示す．ここでは線源における加振波形を 

 

𝑔𝑔(𝑡𝑡) = exp �−
(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0)2

2𝜎𝜎2
� cos(2𝑚𝑚𝑓𝑓𝑡𝑡), (5.65) 

で与える．ここで𝑡𝑡0 = 0.50 μs，𝜎𝜎 = 0.05 μs，𝑓𝑓 = 8 MHz とする．このときの𝑔𝑔(𝑡𝑡)およびそ
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の振幅スペクトル|𝑔𝑔�(𝜔𝜔)|を Fig. 5.11に示す．Figure 5.11(b)より，加振波形はおよそ 0～18 MHz 

の周波数成分を含むことがわかる．外部完全流体（水）および積層板の材料定数は Table 5.1

（p. 90）の値を使用し，ビームの入射角度は𝛼𝛼 = 10°，スポット径は𝑤𝑤0 = 3 mm，入射面角度

は𝜑𝜑 = 45°，層間界面剛性は𝐾𝐾N = 1 GPa/μm，𝐾𝐾T = 0.1 GPa/μm とする．また，線源の位置は𝑥𝑥3o = 

5 mm とする．このときのガウシアンビームの変位場 

 

𝑢𝑢(𝑡𝑡, 𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) =

⎩
⎨

⎧��𝑢𝑢1inc�
2 + �𝑢𝑢3inc�

2 + �𝑢𝑢1ref�
2

+ �𝑢𝑢3ref�
2

, 0 < 𝑥𝑥3 < 𝑥𝑥3o,

�(𝑢𝑢1tra)2 + (𝑢𝑢3tra)2,                   , 𝑥𝑥3 < −𝐻𝐻,
 (5.66) 

を Fig. 5.12 に示す．Figure 5.12 を見ると，𝑥𝑥3o = 5 mm の線源を遅延を与えながら加振するこ

とで斜めに伝搬するガウシアンビームが励起され，それが積層板で反射・透過する様子が

確認できる．なお，式(5.62)–(5.64)における連続二次元フーリエ逆変換は，実際は離散二次

元フーリエ逆変換を行っている．この場合，𝑥𝑥1方向に周期性を仮定していることになるため，

Fig. 5.12(j)から確認できるように，計算領域左右端（𝑥𝑥1 = ±10 mm）が周期境界になる． 

5.5.2  平面調和波の透過特性との比較 

次に，ガウシアンビームを入射した場合の振幅透過率を求め，平面調和波入射時の透過

率と比較する．Figure 5.13 に示すように，積層板を透過したガウシアンビームを

(𝑥𝑥1,𝑥𝑥3) = �𝑥𝑥1R,𝑥𝑥3R� = �(𝐻𝐻 + 𝑥𝑥3o) tan𝛼𝛼 ,−𝐻𝐻 − 𝑥𝑥3o�に設置した探触子で受信する状況を考える．

受信機の中心軸が𝜉𝜉軸と等しくなるように設定すると，受信機表面（𝜉𝜉 = �𝑥𝑥3o − 𝑥𝑥3R�/ cos𝛼𝛼）

における変位の𝜉𝜉方向成分𝑢𝑢𝜉𝜉は𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥3Rにおける透過波変位を用いて以下で与えられる． 

 

 

 

Fig. 5.11  (a) The excitation waveform and (b) its amplitude spectrum for the computation of 

Gaussian beam propagation. 
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Fig. 5.12  Snapshots of Gaussian beam propagation for a 16-layered unidirectional CFRP laminate 

immersed in water.  
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𝑢𝑢𝜉𝜉(𝑡𝑡, 𝜂𝜂, 𝜉𝜉)�
𝜉𝜉=

�𝑥𝑥3o−𝑥𝑥3R�
cos𝛼𝛼

= 𝑢𝑢1tra �𝑡𝑡 +
�𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1R� sin𝛼𝛼

𝑐𝑐0
, 𝑥𝑥1,𝑥𝑥3��

𝑥𝑥1=𝑥𝑥1R+
𝜂𝜂

cos𝛼𝛼,   𝑥𝑥3=𝑥𝑥3R
sin𝛼𝛼

+ 𝑢𝑢3tra �𝑡𝑡 +
�𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1R� sin𝛼𝛼

𝑐𝑐0
, 𝑥𝑥1,𝑥𝑥3��

𝑥𝑥1=𝑥𝑥1R+
𝜂𝜂

cos𝛼𝛼,   𝑥𝑥3=𝑥𝑥3R
cos𝛼𝛼. 

(5.67) 

ここで，受信機表面近傍において波動は平面波として伝搬すると仮定して遅延時間

（�𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1R� sin𝛼𝛼 /𝑐𝑐0）を計算している．探触子の受信特性をスポット径𝑤𝑤0のガウス関数で

表現し，探触子の幅を 2𝑤𝑤0とすると，受信機によって観測される時間波形𝑢𝑢Rec(𝑡𝑡)は，受信

機表面に沿って式(5.67)を積分することで，以下のように与えられる． 

 
𝑢𝑢Rec(𝑡𝑡) =

1
√𝑚𝑚𝑤𝑤o

� d𝜂𝜂
𝑤𝑤0

−𝑤𝑤0

𝑢𝑢𝜉𝜉(𝑡𝑡, 𝜂𝜂, 𝜉𝜉)�
𝜉𝜉=

�𝑥𝑥3o−𝑥𝑥3R�
cos𝛼𝛼

exp �−�
𝜂𝜂
𝑤𝑤0
�
2
�. (5.68) 

 一例として，ビーム入射角度𝛼𝛼 = 5°，𝑥𝑥3o = 6 mm としたときの𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥3Rにおける透過波変

位と時間および𝑥𝑥1の関係を Fig. 5.14 に示す．なお，ここでは Table 5.2 に示す複素弾性率を

使用することでプライの粘弾性特性を考慮しており，また入射面角度を𝜑𝜑 = 90°としている．

その他のパラメータおよび加振波形は Fig. 5.12 に用いた値と同様である．Figure 5.14(a)は，

Fig. 5.13  A schematic of reception of transmitted Gaussian beam. 
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積層板が無い状態で水中のみを伝搬したときの変位場を表し，Fig. 5.14(b)は 16 層の一方向

強化 CFRP 積層板がある場合の変位場を表す．Figure 5.14 を見ると，Fig. 5.14(a)より Fig. 

5.14(b)の方が透過波の到達時刻が速い．これは水中よりも積層板中の方が超音波伝搬速度が

速いためである．また，ガウシアンビームが斜めに伝搬するため，𝑥𝑥3を固定した場合𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1R

が小さい方が波の到達時刻が速くなる． 

これらの変位場に対して式(5.68)により求めた時間波形を Fig. 5.15(a)に示す．積層板があ

る場合の波形において 9.5 μs 付近に見られる波が積層板を透過して受信点に直接到達した

波であり，11.5 μs 付近に見られる波は，積層板中を 1.5 往復した波に対応している．Figure 

5.15(a)の波形をフーリエ変換して求めた振幅スペクトルを Fig. 5.15(b)に示し，スペクトルの

比を取ることで求めた振幅透過率を Fig. 5.15(c)に示す．Figure 5.15(c)の 8 MHz および 16 

MHz 付近に透過率が低下している周波数帯が確認できる．なお，周波数の増加とともに透

過率が低下傾向を示しているが，これはプライの粘弾性による減衰の影響である． 

 上記ガウシアンビーム透過率の計算を，様々なビーム入射角度および入射面角度に対し

て行った結果を Fig. 5.16 に示す．また，スティフネスマトリクス法（式(5.36b)）により求

めた平面調和波入射時の透過率を Fig. 5.16 に合わせて示す．例えば，Figs. 5.16(a)，(b)の入 

Fig. 5.14  Diaplacement field of transmitted Gaussian beam at x3 = x3
R = -8.09 mm in the (a) 

absence and (b) presence of a 16-layered unidirectional CFRP laminate. 

Table 5.2  Complex elastic constants of ply (transverse isotropy with x1 as fiber direction is 

assumed.) (GPa). 

C11 81.5 – 2.90i 

C13 4.9 – 0.33i 

C33 15.2 – 0.29i 

C44 3.2 – 0.14i 

C66 6.9 – 0.24i 
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Fig. 5.15  (a) Transmitted waveforms of a Gaussian beam with the angle of incidence 5°, (b) 

their amplitude spectra, and (c) amplitude transmission spectrum. 
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Fig. 5.16  The variation of amplitude transmission coefficient of a 16-layered unidirectional CFRP 

laminate with the frequency and angle of incidence for different angles for plane of incidence (φ = 0°, 

45°, 90°) when the incident wave is a Gaussan beam and a harmonic plane wave. 

 

射角度≤ 10°および周波数 8 MHz 近傍のように，平面調和波入射時に見られるストップバン

ドがガウシアンビームに基づく透過率においても確認できる．したがって，実際の測定に

おいて空間的・時間的な有限幅を有する超音波ビームを用いても，5.3 節，5.4 節で議論し

たストップバンドが測定可能であると考えられる．一方で，Figs. 5.16(e)，(f)を比較すると，

例えば入射角度 10°付近および周波数≤ 6 MHz において両者に違いが見られる．この要因と
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して，式(5.68)の積分範囲を有限区間としている（受信機が空間的に有限幅を有している）

点が挙げられる．また，Fig. 5.15(a)のガウシアンビーム透過波形において，図に示す時間範

囲では透過波振幅が十分小さくなるまで低下していることがわかる．そのため，この波形

から求めた振幅スペクトル（Fig. 5.15(b)）は，無限積分区間で時間フーリエ変換した結果と

ほぼ同等であると考えられる．したがって，ガウシアンビームと平面調和波の比較におい

て，ビームの有する有限な時間幅が及ぼす影響はほとんどないと考えられる． 

5.6 測定値との比較 

 本節では，一方向強化 CFRP 積層板に対する斜角入射超音波の振幅透過率を測定し，理論

値との比較を行う． 

5.6.1  実験方法 

 ここでは，第 4 章の実験的検討で使用したものと同じ測定装置を用いて斜角入射超音波

の測定を行う．4.2 節で示した測定装置概略図を再度 Fig. 5.17 に示す．本測定では，X, Y, Z

の三軸を固定した状態で，θ軸と φ軸を変化させることで斜角入射超音波の透過波を測定す

る．具体的には，探触子から発生した超音波ビームは，被験体を透過後，被験体下部に設

置した音響ミラーで反射され，被験体を下側から再度透過した後，送信機と同じ探触子で

受信される．これは，第 1 章でも紹介した 2 回透過法（Fig. 1.4(b)）である．音響ミラーは

Fig. 5.17  A schematic of the experimental set-up for ultrasonic double-through transmission 

measurement. 
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研磨加工した表面をもつ円柱形状のステンレス鋼であり，直径 50 mm，厚さは 30 mm であ

る．直径は水‐被験体境界におけるビームの屈折の影響を受けないように十分大きくして

おり，厚さはミラー底面からの反射波が測定結果に影響を及ぼさないように十分長くして

いる．超音波がミラー中を厚さ方向に 1 往復するのにおよそ 10 μs かかるため，2 回透過波

の測定では最初に到達する信号から最大で 10 μs の時間長さで測定している．また，θ，φ

軸はどちらも 5 相ステッピングモータで制御しており，最小角度移動量は θ，φ 軸ともに

0.0036°である． 

 θ = 0°の設定および被験体の位置調整は次のようにして行った． 

(1) はじめに，被験体が無い状態で θをおよそ 180°回転させて，Fig. 5.17 のミラーと探触子

の位置が逆転した状態にする． 

(2) 全体を Z 軸正方向に移動させて，ミラーを水の外に出す． 

(3) 探触子から水面に向かって超音波を送信し，水‐空気境界からの反射波振幅が最大と

なるような θを求める． 

(4) θ軸を-180°回転させた点を θ = 0°として設定する． 

(5) 被験体を設置し，表面反射波の到達時刻が被験体表面全体に渡って等しくなるように

被験体固定用治具の調整を行い，被験体を水平に設置する． 

試験片は，厚さ約0.19 mmのプライ11層からなる一方向強化CFRP積層板（板厚2.09 mm）

を用いる．母材はエポキシ樹脂（三菱レイヨン#340，130℃硬化タイプ），強化材は炭素繊

維（三菱レイヨン TR30，直径 7 μm，繊維含有率 60.6 %）である．超音波探触子は公称中心

周波数 10 MHz の水浸用探触子（Insight，IS1013R）を用いる． 

5.6.2  一方向強化ＣＦＲＰ積層板における振幅透過率の周波数および入射角度

依存性 

Figure 5.17 の測定系に対して，積層板が無い状態で測定した参照波形（水中で探触子‐ミ

ラー間を 1 往復した波）およびその振幅スペクトルを Fig. 5.18 に示す．なお，波形測定時

のサンプリング周波数は 100 MHz であり，加算平均回数は 100 としている．Figure 5.18(b)

より，参照波形は 9 MHz 近傍にピークを有する広帯域の波であり，探触子から発生する超

音波も同程度の周波数帯域を有していると考えられる． 

次に，積層板を水中に設置し，様々な入射角度 θおよび入射面角度 φ（φ = 0°は繊維に垂

直な面に対応）で測定した 2 回透過波の振幅を Fig. 5.19 に示す．Figure 5.19 を見ると，CFRP

の異方性の影響により，透過波は入射角度 θ のみならず入射面角度 φ にも依存することが

確認できる．Figure 5.19(a)において約 80 μs に到達する波が，積層板を直接 2 回透過した波

であり，それ以降に続く波が積層板内部（層間界面および積層板‐水境界）で多重反射し

た後に到達する波である．また Fig. 5.19(b)の θ = 26°付近は準縦波臨界角に対応しており，

これより大きな入射角度では，積層板内部を準横波として透過した波が測定される．そし
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て準横波は準縦波に比べ材料中での伝搬速度が遅いため，θ ≥ 26°では透過波の到達時刻が遅

くなる．その他の φ における結果についても，臨界角が φ によって変化する点を考慮すれ

ば同様の説明ができる．その中でも特に Fig. 5.19(c)では，θ = 16°付近の準縦波臨界角に加え

て，θ = 34°付近に伝搬速度が速い準横波の臨界角も現れている．つまり，θ ≤ 16°では準縦波，

16° ≤ θ ≤ 34°では伝搬速度の速い準横波，θ ≥ 34°では伝搬速度の遅い準横波として材料中を

伝搬した波が透過波として測定される． 

 Figure 5.19 の波形を 79～88 μs の区間でフーリエ変換し，Fig. 5.18(b)の参照スペクトルで

除して求めた透過率を Fig. 5.20 および Fig. 5.21 に示す．なお，本節では 2 回透過波を測定

しているため，そこから算出される結果は振幅透過率の 2 乗 |𝑇𝑇|2である．また，スティフネ

スマトリクス法（式(5.36b)）により求めた透過率の理論値を Figs. 5.20，5.21 に合わせて示

す．これらの理論値は，Table 5.1およびTable 5.2の値と層間界面垂直剛性𝐾𝐾N = 2.8 GPa/μm，

接線剛性𝐾𝐾T = 0.8 GPa/μm として計算した結果である．計算で用いた材料定数の中で，プラ

イ複素弾性率（独立なパラメータ 10 個）と層間界面剛性（独立なパラメータ 2 個）につい

ては，透過率の測定値（Figs. 5.20(a)，(d)，(g)，(j)，(m)，Figs. 5.21(a)，(d)）と理論値の誤

差二乗和が最小になるように最適化することで求めた．なお最適化にはネルダー・ミード

法（滑降シンプレックス法）[25]を用いた．プライ複素弾性率に関しては，積層板の総体的

な特性ではあるものの Hosten and Castaings[26]により評価された一方向強化 CFRP 積層板の

複素弾性率と比較して，十分妥当な値であると考えられる．層間界面垂直剛性𝐾𝐾Nに関して

は，第 4 章の実験的検討で評価した値と比較して十分妥当であると考えられる．接線剛性𝐾𝐾T
に関しては，CFRP 積層板の接線剛性を評価した研究が報告されていないため直接的な比較

対象が存在しない．一方で界面剛性の比𝐾𝐾T/𝐾𝐾N  = 0.27 に関して見ると，Fraisse ら[27]が評価

した 2 枚のガラス板間のエポキシ接着層界面剛性比𝐾𝐾T/𝐾𝐾N  = 0.23 と近くなることから，𝐾𝐾T = 

0.8 GPa/μm は十分妥当な値であると考えられる．また，Figs. 5.20，5.21 に，層間界面を完 

Fig. 5.18  (a) Reference waveform measured by the 10 MHz transducer and (b) its amplitude 

spectrum. 
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Fig. 5.19  The variation of amplitude of measured transmitted waves for the 11-layered 

unidirectional CFRP laminate specimen with the angle of incidence θ when the angle for plane of 

incidence φ is (a) 0°, (b) 15°, (c) 30°, (d) 45°, (e) 60°, (f) 75°, and (g) 90°. 
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Fig. 5.20  Experimental and theoretical squared amplitude transmission coefficients of the 

11-layered unidirectional CFRP laminate specimen for various frequencies and angles of incidence 

with φ = 0°, 15°, 30°, 45°, and 60°, together with the theoretical results for the perfect bonding of 

interlayer interfaces. 
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Fig. 5.21  The same as Fig. 5.20, but with φ = 75° and 90°. 

全接着状態（𝐾𝐾N = 𝐾𝐾T = ∞）と仮定した場合の理論値も合わせて示す． 

測定結果において，例えば Figure 5.20(a)の θ = 30°付近や Fig. 5.20(m)の θ = 8°付近など，

広い周波数帯で透過率が低下している領域は，Fig. 5.19 の説明でも述べたように準縦波・準

横波の臨界角に起因している．この傾向は，界面剛性を考慮した場合（Figs. 5.19，5.20 の 2

列目）と考慮しない場合（3 列目）どちらの理論でも良好に再現されている．これは，臨界

角（厳密にはフロケ波の臨界角）が水の音響特性とプライ弾性率でほぼ決まるためである．

また，測定結果において透過率が周波数方向に振動している様子が確認できるが，これは 

第 2 章の垂直入射超音波伝搬解析でも述べたように，積層数が有限であることに起因する．

この傾向に関しても界面剛性を考慮するか否かに関わらず理論により比較的良好に再現さ

れている．さらに，Fig. 5.20(d)の 8 MHz 近傍などのように狭い周波数帯で透過率が低くな

っている領域（ストップバンド）が測定結果に見られる．これらの発生挙動を理論と比較

すると，層間界面の影響を無視した場合にはストップバンドが再現されていない．これは，

一方向積層で𝐾𝐾N = 𝐾𝐾T = ∞の場合，層間界面において波動散乱が一切生じないためである．

一方で，層間界面の影響を考慮した理論では測定結果に見られるストップバンド発生挙動

が良好に再現されていることがわかる． 
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5.7 第 5 章の結言 

 本章では，CFRP 積層板の斜角入射超音波透過特性に関して理論的検討を行った．はじめ

に，層間にスプリング界面を有する積層板の斜角入射超音波の反射・透過率の計算法を定

式化した．そして，一方向強化 CFRP 積層板の斜角入射超音波透過率に及ぼす層間界面剛性，

周波数，入射角度の影響を考察した．次に，無限積層構造中を伝搬するフロケ波の分散関

係を導出し，有限積層構造の透過率と比較することでストップバンド発生挙動を考察した．

また，入射波としてガウシアンビームを用いたときの透過率を計算し，平面調和波入射に

よる透過率と比較することで，ビームの空間的・時間的有限幅が透過特性に及ぼす影響を

考察した．最後に一方向強化 CFRP 積層板の斜角入射超音波透過率を測定し，理論値との比

較を行った．その結果，以下のことを示した． 

(1) 一方向強化 CFRP 積層板の透過特性は，層間界面剛性および周波数に強く依存し，その

依存性は入射角度に伴い変化する．これは，材料中を伝搬するバルク波モードの数が

入射角度とともに変化するためである．また，透過スペクトルにおいて透過率が著し

く低下する周波数帯が形成され，それらの発生位置や幅が層間界面剛性および入射角

度に依存する． 

(2) 無限積層構造中を伝搬するフロケ波がストップバンドに入るとき，そこでは必ずブラ

ッグ反射が生じている．そしてストップバンドには，単一のフロケ波モードのみで形

成される場合と二つのモードが組み合わさって形成される場合の 2 種類がある．フロ

ケ波のストップバンドと有限積層構造の透過率が低下する周波数帯が良好に対応する

ことから，有限積層構造の場合においても層間界面での波動散乱によるブラッグ反射

が生じ，ストップバンドが形成される． 

(3) 入射波が空間的・時間的に有限幅を有する場合でも，透過スペクトルにおいて平面調

和波入射時と同様のストップバンドが形成される． 

(4) 11 層の一方向強化 CFRP 積層板に対して測定した斜角入射超音波透過率においてスト

ップバンドが確認でき，その発生挙動（周波数，入射角度，入射面角度への依存性）

が層間界面の影響を考慮した理論により良好に再現される． 
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 結論 第6章

6.1 本論文の結論 

近年の航空宇宙分野をはじめとする CFRP 積層板の適用拡大に伴い，超音波非破壊検査の

重要性が増している．特に CFRP 積層板の層間界面特性（層間樹脂リッチ領域の特性）の非

破壊評価は構造健全性や信頼性を保証するうえできわめて重要であり，その評価法の確立

は喫緊の課題である．ところが既往の研究では，積層板を構成するプライ同士を完全接着

状態と仮定した超音波伝搬特性の理論的・実験的検討がほとんどであり，層間界面特性が

超音波伝搬特性に及ぼす影響に関する系統的な研究および，層間界面特性を直接的かつ定

量的に評価する手法はこれまでに報告されていなかった． 

そこで本研究では，CFRP 積層板の薄い層間樹脂リッチ領域をスプリング界面でモデル化

することで，層間界面特性が超音波伝搬特性に及ぼす影響の理論的検討を行った．そして，

超音波スペクトロスコピーを用いた層間界面特性の評価法を提案した． 

 

 第 2 章では，CFRP 積層板の垂直入射超音波反射特性の理論解析を行った．一次元伝達マ

トリクス法とフロケの定理を用いて超音波振幅反射率の計算法を定式化し，反射率が 4 個

の無次元パラメータ（無次元周波数Ω，積層数𝑁𝑁，プライと層間界面の剛性比Λ，プライと

半無限媒質の音響インピーダンス比Ξ）によって支配されることを示した．さらに，反射ス

ペクトルにおいて反射率が厳密に零となる点が必ず複数個存在し，その個数および周波数

が無次元パラメータ𝑁𝑁，Λ，Ξに依存することを示した． 

 

 第 3 章では，第 2 章で得た知見をふまえて，垂直入射超音波の反射スペクトル極点周波

数分布を用いた CFRP 積層板の層間界面垂直剛性およびプライ縦波速度の評価法を提案し

た．そして，その適用可能性に関して検討を行い，以下のことを示した． 

(1) 反射スペクトルの一つ目のパスバンドに加えて，二つ目のパスバンドにある極点周波

数も含めて評価を行うことで，層間界面垂直剛性とプライ縦波速度を一意に定めるこ

とが可能である． 

(2) 本手法は，層間界面垂直剛性の大きな領域を除いて，層間界面垂直剛性とプライ縦波

速度を感度良く評価することが可能である． 

(3) 積層板を構成するプライが未知の粘弾性特性を有する場合でも，本手法により層間界

面垂直剛性とプライ縦波速度が評価可能である． 

(4) 実際の測定で得られるような過渡的反射波形に対しても，フーリエ変換により反射ス

ペクトル極点周波数分布を求めた後に本手法を適用することで，層間界面垂直剛性と
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プライ縦波速度が評価可能である． 

(5) 層間界面垂直剛性が界面ごとにばらついている場合でも，本手法によりそれらをおよ

そ平均した値を評価することができる． 

先行研究で行われている CFRP 積層板の材料特性評価では，層間界面とプライの特性を合

わせた積層板の総体的特性が評価されていた．それに対して本章で提案した評価法は，層

間の特性とプライの特性を個別に評価することができ，従来法では困難であった層間特性

の直接的・定量的評価が可能である．また，先行研究で行われている単一スプリング界面

や二重スプリング界面などの界面剛性評価に比較して，本手法は積層数に制約を設けてお

らず，任意の積層数を有する積層板に対して適用可能である． 

 

第 4 章では，第 3 章で提案した評価手法に関して実験的検討を行った．はじめに，CFRP

直交積層板に対して提案手法を適用し層間界面垂直剛性およびプライ縦波速度を評価した．

そして試験片の断面観察や先行研究の報告値と比較することで，本手法による同定値の妥

当性を示した．次に，温水中で吸水させた一方向強化 CFRP 積層板に対して本手法を適用す

ることで，層間界面垂直剛性およびプライ縦波速度に及ぼす吸水の影響に関して考察を行

った．その結果，積層板の温水浸漬時間の増加とともに層間界面垂直剛性とプライ縦波速

度の両者が低下することがわかった．また，吸水前に比べてプライ縦波速度は高々3 %程度

しか変化しなかったのに対して層間界面垂直剛性はおよそ 30 %近く変化し，プライの特性

に比べて層間特性の方が吸水の影響を受けやすいことがわかった． 

 

第 5 章では，CFRP 積層板の斜角入射超音波伝搬特性の理論的検討を行った．はじめに層

間にスプリング界面を有する積層板に対する斜角入射超音波反射・透過率の計算法を定式

化した．次に一方向強化 CFRP 積層板の振幅スペクトルに関して考察することで，振幅透過

率が著しく低下する周波数帯が形成されること，またその幅や位置が層間界面剛性や入射

角度に強く依存することを示した．そしてこれらの領域が，無限積層構造中を伝搬するフ

ロケ波がストップバンドとなる周波数帯と良好に対応することを示し，有限積層構造中で

もブラッグ反射が生じた結果ストップバンドが形成されることを明らかにした．また，ガ

ウシアンビームを入射波としたときの振幅透過率を理論的に計算した結果，入射波が空間

的・時間的有限幅を有する場合でも透過スペクトルにストップバンドが形成されることが

わかった．最後に一方向強化 CFRP 積層板に対する測定値と理論値を比較し，測定値におい

てもストップバンドが確認されること，そしてその発生挙動（入射角度や入射面角度依存

性）が理論により良好に再現されることを示した． 

6.2 将来の展望 

 本論文第 3 章で確立した垂直入射超音波反射スペクトルによる層間界面垂直剛性および
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プライ縦波速度の評価では，すべてのプライおよびすべての界面が同じもしくは互いに近

い特性を有すると仮定し，その平均的な値を評価した．これに加えて，ある特定の界面の

健全性が低下している場合にその位置や界面剛性を非破壊評価可能な手法の確立が今後の

課題として挙げられる．本論文で提案した評価法では，反射波形のすべてをフーリエ変換

して得たスペクトルに着目して評価を行っているため，時間に関する情報はすべて失われ

ている．そのため，健全性が損なわれた特定の界面の位置に関する情報を得るためには，

例えば時間‐周波数解析などを用いて時間に関する情報を保持しながら評価を行う必要が

あると考えられる．また，特定の界面が他と著しく異なる界面剛性を有する場合に反射ス

ペクトルに及ぼす影響に関しても検討を行う必要がある．このような評価手法が確立でき

れば，例えば航空宇宙産業や自動車産業で近年利用されている CFRP 積層板同士を接着フィ

ルムにより二次接着した構造物の接着界面健全性評価などに応用できると考えられる． 

また，ある特定の界面だけではなく，すべての界面やプライで異なる界面剛性や縦波速

度を有している場合に，その積層方向への分布を評価可能な手法の確立が次なる課題とし

て挙げられる．本論文でも取り扱った吸水した CFRP 積層板の場合，吸水前と飽和吸水率に

おいては材料特性は積層方向にほぼ一様であると考えられる．一方で，その間の吸水過程

では，積層板表面もしくは底面に近い部分ほど中心部分より局所的な吸水率が大きいと予

想され（フィックの法則），層間やプライの材料特性も積層方向に分布している（中心部に

比べて表面・底面近傍ほど界面剛性・プライ縦波速度が低下する）と考えられる．本論文

第 4 章ではそれらの積層方向への平均的な値を評価したが，もしそれらの分布状態を非破

壊評価できれば，吸水による材料特性評価を理解する上でさらに有用な知見が得られると

期待できる． 

 第 5 章で述べた斜角入射超音波伝搬解析では，一方向強化 CFRP 積層板に着目して検討を

行った．一方で，直交積層板や擬似等方積層板といった積層構成に関しても斜角入射超音

波伝搬特性の理論的検討が必要であると考えられる．特にプライごとに繊維方向が異なる

場合は，プライ同士が完全接着状態であったとしても（層間樹脂リッチ領域の影響を無視

したとしても），隣接するプライの音響インピーダンスの差異により層間で波動散乱が生じ

る．したがって，一方向積層の場合には見られないストップバンド発生挙動が予想され，

その理論的解明は重要な課題であると考えられる．これらの斜角入射超音波伝搬特性が明

らかになれば，CFRP 積層板の層間界面接線剛性を評価可能な非破壊評価法の確立につなが

ると期待できる． 

また，本論文では積層板の特定の限られた領域の界面剛性評価に着目したが，今後の展

開として，積層板を長手方向に伝搬する準ラム波の伝搬特性（分散関係）を活用すること

で，積層板の広範囲の界面剛性を高効率に評価可能な手法の確立も課題として挙げられる． 

 

本論文 3.4.2 節において述べたように，第 3 章で提案した評価手法は層間界面垂直剛性が

完全接着状態に近い場合にそれを敏感に評価することが困難である．これは，例えば CFRP
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積層板の長期運用に伴う層間界面の損傷（吸湿や紫外線による劣化など）を考えた場合に，

界面剛性が健全状態から十分低下して初めてそれらを検知できるということを意味する．

したがって，次なる課題として，層間界面健全性が低下し始めた早期段階においてそれら

を検出できる非破壊評価法の確立が挙げられる．この課題の解決策として非線形超音波法

の適用が考えられる． 

非線形超音波法は，材料中における非線形な波動伝搬特性に着目して材料健全性評価を

行う手法である[1]．例えば，第 1 章 Fig. 1.6(b)（p. 10）で示したような固体間不完全接触界

面に対して大振幅の超音波を入射した場合，界面の部分接触による非線形な開閉口挙動（縦

波の圧縮相は界面を部分透過し引張相は反射する）に起因して，入射波（基本波）周波数

の整数倍周波数を有する高調波が発生する．そして高調波の発生挙動は界面の接触状態に

よって敏感に変化するため，高調波を測定することで従来の基本波反射・透過特性に基づ

く検査では精密評価困難な場合（界面が完全接着状態に近くなり基本波反射・透過率がほ

とんど変化しない場合）においても敏感に界面接触状態を評価できる可能性がある．CFRP

積層板の層間樹脂リッチ領域においても，例えば劣化による樹脂の応力‐ひずみ関係の微

弱な非線形性の変化や，集積したマイクロクラックの開閉口挙動などに起因して高調波が

発生すると予想される．これらの高調波を観測することで，層間界面健全性が低下し始め

た早期段階で高感度に損傷が評価できる可能性がある． 

固体間接触部や層間樹脂リッチ領域などの不完全界面における高調波発生挙動に関して

理論解析や数値解析を行う場合，界面を非線形なスプリング界面でモデル化することがで

きる[2]–[8]．そして，単一界面問題や二重界面問題[9], [10]における高調波発生挙動に関しては

これまでに理論的・実験的研究が行われている．一方で，多重非線形界面における高調波

の発生・伝搬特性に関する研究はこれまでに報告がなされていない．積層板のように界面

数が複数になる場合，各界面で発生した高調波は積層構造の影響を受けながら伝搬した後

に観測されるため，最終的に反射・透過波として測定される高調波は単一界面問題では見

られない強い周波数依存性を示すと考えられる．そのため，多重界面における高調波発生・

伝搬の理論的把握は極めて重要な課題であり，これらが解明できれば，非線形超音波法を

用いた CFRP 積層板の高感度層間界面健全性評価法の確立につながると期待できる． 
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付録 

付録 A 式(2.32)の導出 

ここでは，2.3 節で述べた以下の式(2.32) 

 

𝐇𝐇𝑁𝑁 =
sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ)
sin(𝑖𝑖ℎ) 𝐇𝐇−

sin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ]
sin(𝑖𝑖ℎ) 𝐈𝐈, (2.32) 

の導出について説明する． 

はじめに，本文中で述べた式(2.31) 

 
𝐇𝐇2 − 2cos(𝑖𝑖ℎ)𝐇𝐇+ 𝐈𝐈 = 0, (2.31) 

の両辺に𝐇𝐇𝑁𝑁−1を掛けることで以下の関係が得られる．  

 
𝐇𝐇𝑁𝑁+1 − 2cos(𝑖𝑖ℎ)𝐇𝐇𝑁𝑁 +𝐇𝐇𝑁𝑁−1 = 0. (A.1) 

次に，式(A.1)を以下のように書き換える． 

 
𝐇𝐇𝑁𝑁+1 − 𝑎𝑎𝐇𝐇𝑁𝑁 = 𝑏𝑏(𝐇𝐇𝑁𝑁 − 𝑎𝑎𝐇𝐇𝑁𝑁−1). (A.2) 

ここで， 

 
𝑎𝑎 = exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ) , 𝑏𝑏 = exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ), (A.3) 

である．式(A.2)は次のように展開することができる． 

 
𝐇𝐇𝑁𝑁+1 − 𝑎𝑎𝐇𝐇𝑁𝑁 = 𝑏𝑏(𝐇𝐇𝑁𝑁 − 𝑎𝑎𝐇𝐇𝑁𝑁−1) 

𝐇𝐇𝑁𝑁+1 − 𝑎𝑎𝐇𝐇𝑁𝑁 = 𝑏𝑏2(𝐇𝐇𝑁𝑁−1 − 𝑎𝑎𝐇𝐇𝑁𝑁−2) 

𝐇𝐇𝑁𝑁+1 − 𝑎𝑎𝐇𝐇𝑁𝑁 = aaa ⋮ 

𝐇𝐇𝑁𝑁+1 − 𝑎𝑎𝐇𝐇𝑁𝑁 = 𝑏𝑏𝑁𝑁−1(𝐇𝐇2 − 𝑎𝑎𝐇𝐇) 

𝐇𝐇𝑁𝑁+1 − 𝑎𝑎𝐇𝐇𝑁𝑁 = 𝑏𝑏𝑁𝑁(𝐇𝐇− 𝑎𝑎𝐈𝐈). 

(A.4) 

また，式(A.2)は 

 
𝐇𝐇𝑁𝑁+1 − (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝐇𝐇𝑁𝑁 + 𝑏𝑏𝑎𝑎𝐇𝐇𝑁𝑁−1 = 0, (A.5) 

と書くことができるため，𝑎𝑎と𝑏𝑏は交換可能であることがわかる．したがって式(A.4)は， 

 
𝐇𝐇𝑁𝑁+1 − 𝑏𝑏𝐇𝐇𝑁𝑁 = 𝑎𝑎𝑁𝑁(𝐇𝐇− 𝑏𝑏𝐈𝐈), (A.6) 
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と書くこともできる．パスバンド（−1 < 𝐺𝐺(Ω) < 1）では常に𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏が成立するため，式(A.4)

と(A.6)の差を取ると𝐇𝐇𝑁𝑁は 

 

𝐇𝐇𝑁𝑁 =
𝑎𝑎𝑁𝑁 − 𝑏𝑏𝑁𝑁

𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
𝐇𝐇 −

𝑎𝑎𝑁𝑁𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑁𝑁

𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
𝐈𝐈, (A.7) 

と表される．式(A.3)を式(A.7)に代入することで， 

 

𝐇𝐇𝑁𝑁 =
sin(𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ)
sin(𝑖𝑖ℎ) 𝐇𝐇−

sin[(𝑁𝑁 − 1)𝑖𝑖ℎ]
sin(𝑖𝑖ℎ) 𝐈𝐈, (A.8) 

となり，式(2.32)が導出される． 
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付録 B 非定常動弾性有限要素法の定式化 

ここでは，ケルビン・フォークト型粘弾性を含む非定常動弾性問題に対する二次元平面

ひずみ有限要素法の定式化を述べる．なお，以下では総和規約を使用する． 

Figure B.1 に示すような体積𝑉𝑉および面積𝑆𝑆を有する系に対して，以下の微小変位動弾性問

題の基礎方程式（運動方程式，応力‐ひずみ関係式，ひずみ‐変位関係式）および力学的・

幾何学的境界条件を考える． 

 
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

= 𝜌𝜌
𝜕𝜕2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2

− 𝐹𝐹𝑖𝑖0,   𝑖𝑖 = 1, 2, 3, (B.1) 

 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡

,   𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1, 2, 3, (B.2) 

 

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =
1
2
�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

� ,   𝑘𝑘, 𝑙𝑙 = 1, 2, 3, (B.3) 

 
𝑇𝑇𝑖𝑖 = 𝑇𝑇𝑖𝑖0   on 𝑆𝑆𝜎𝜎 , 𝑖𝑖 = 1, 2, 3, (B.4) 

 
𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑖𝑖0   on 𝑆𝑆𝑢𝑢, 𝑖𝑖 = 1, 2, 3. (B.5) 

ここで，𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖は応力テンソル，𝜌𝜌は質量密度，𝑢𝑢𝑖𝑖は変位，𝐹𝐹𝑖𝑖0は既知体積力，𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖は弾性係数テ

ンソル，𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖は粘性係数テンソル，𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖は微小ひずみテンソル，𝑇𝑇𝑖𝑖0は既知表面力，𝑢𝑢𝑖𝑖0は既知

変位，𝑆𝑆𝜎𝜎および𝑆𝑆𝑢𝑢は表面力および変位が規定されている表面を表す．式(B.1)と(B.4)より以

下の式が成り立つ． 

 
Fig. B.1  An elastic body of volume V. 



付録 

132 
 

 

−� 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖 �
∂𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝐹𝐹𝑖𝑖0 − 𝜌𝜌
∂2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2

�
𝑉𝑉

d𝑉𝑉 + � 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖�𝑇𝑇𝑖𝑖 − 𝑇𝑇𝑖𝑖0�
𝑆𝑆𝜎𝜎

d𝑆𝑆 = 0. (B.6) 

ここで，𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖は仮想変位であり，変位境界条件（式(B.5)）を乱さないように， 

 
𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖 = 0   on 𝑆𝑆𝑢𝑢, 𝑖𝑖 = 1, 2, 3, (B.7) 

とする．式(B.6)左辺左側積分の第一項を変形すると以下のようになる． 

 

� 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖
∂𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝑉𝑉

d𝑉𝑉 = �
𝜕𝜕�𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖�

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝑉𝑉
d𝑉𝑉 −�

∂(𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑉𝑉

d𝑉𝑉 

� 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖
∂𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝑉𝑉

𝑑𝑑𝑉𝑉 = � 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖
𝑆𝑆

d𝑆𝑆 − �
1
2
�
∂(𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+
∂�𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖�
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�
𝑉𝑉

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖d𝑉𝑉 

� 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖
∂𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝑉𝑉

𝑑𝑑𝑉𝑉 = � 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑇𝑇𝑖𝑖
𝑆𝑆𝜎𝜎

d𝑆𝑆 −� 𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑉𝑉

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖d𝑉𝑉. 

(B.8) 

ここで，𝑛𝑛𝑖𝑖は系表面における外向き単位法線ベクトル，𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖は仮想変位によるひずみを表す．

なお，式(B.8)の式変形ではガウスの発散定理とコーシーの関係式を用いた．式(B.8)より，

式(B.6)は以下の形に書き直せる． 

 

� �𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖  𝜌𝜌
∂2𝑢𝑢𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡2

�
𝑉𝑉

d𝑉𝑉 = � 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝐹𝐹𝑖𝑖0
𝑉𝑉

d𝑉𝑉 + � 𝛿𝛿𝑢𝑢𝑖𝑖𝑇𝑇𝑖𝑖0d𝑆𝑆
𝑆𝑆𝜎𝜎

. (B.9) 

 ここで，𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 平面における二次元平面ひずみ問題を考え，ベクトルを以下で定義する． 

 

𝛔𝛔 = �
𝜎𝜎11
𝜎𝜎22
𝜎𝜎12

� , 𝛆𝛆 = �
𝜀𝜀11
𝜀𝜀22

2𝜀𝜀12
�, 

𝐮𝐮 = �
𝑢𝑢1
𝑢𝑢2� , 𝐅𝐅0 = �𝐹𝐹1

0

𝐹𝐹20
� , 𝐓𝐓0 = �𝑇𝑇1

0

𝑇𝑇20
�. 

(B.10) 

このとき，応力‐ひずみ関係式(B.2)は， 

 

𝛔𝛔 = 𝐃𝐃𝛆𝛆 + 𝐄𝐄
𝜕𝜕𝛆𝛆
𝜕𝜕𝑡𝑡

,   (B.11) 

と書ける．ここで行列𝐃𝐃，𝐄𝐄はフォークト表記を用いて， 

 

𝐃𝐃 = �
𝐶𝐶11 𝐶𝐶12 𝐶𝐶16

𝐶𝐶22 𝐶𝐶26
sym 𝐶𝐶66

� , 𝐄𝐄 = �
𝜂𝜂11 𝜂𝜂12 𝜂𝜂16

𝜂𝜂22 𝜂𝜂26
sym 𝜂𝜂66

�,   (B.12) 

で与えられる． 
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式(B.10)と(B.11)より，式(B.9)は以下のように書ける． 

 

� �𝛿𝛿𝛆𝛆T𝐃𝐃𝛆𝛆+ 𝛿𝛿𝛆𝛆T𝐄𝐄
𝜕𝜕𝛆𝛆
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝛿𝛿𝐮𝐮T 𝜌𝜌
∂2𝐮𝐮
𝜕𝜕𝑡𝑡2

�
𝑉𝑉

d𝑉𝑉 = � 𝛿𝛿𝐮𝐮T𝐅𝐅0
𝑉𝑉

d𝑉𝑉 + � 𝛿𝛿𝐮𝐮T𝐓𝐓0d𝑆𝑆
𝑆𝑆𝜎𝜎

. (B.13) 

ここで上付き添え字“T”は転置を表す．次に，解析対象𝑉𝑉を有限要素に分割し，有限要素

内における変位ベクトル𝐮𝐮を，節点ベクトル𝐔𝐔eを用いて， 

 
𝐮𝐮 = 𝐍𝐍𝐔𝐔e, (B.14) 

と仮定する．ここで𝐍𝐍は形状関数（内挿関数）行列を表す．このとき，有限要素内のひずみ

ベクトルは 

 
𝛆𝛆 = 𝐀𝐀𝐍𝐍𝐔𝐔e = 𝐁𝐁𝐔𝐔e, (B.15) 

と表せる．ここで， 

 

𝐀𝐀 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

0

0
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, (B.16) 

であり，𝐁𝐁はひずみ‐変位行列である． 

 式(B.14)と(B.15)より，式(B.13)は以下のように書ける． 

 

�𝛿𝛿𝐔𝐔eT �� 𝜌𝜌𝐍𝐍T𝐍𝐍
𝑉𝑉e

d𝑉𝑉
d2𝐔𝐔e

d𝑡𝑡2
+� 𝐁𝐁T𝐄𝐄𝐁𝐁

𝑉𝑉e
d𝑉𝑉

d𝐔𝐔e

d𝑡𝑡
+ � 𝐁𝐁T𝐃𝐃𝐁𝐁

𝑉𝑉e
d𝑉𝑉𝐔𝐔e

−� 𝐍𝐍T𝐅𝐅0
𝑉𝑉e

d𝑉𝑉 −� 𝐍𝐍T𝐓𝐓0 d𝑆𝑆
𝑆𝑆e

� = 0. 
(B.17) 

ここで，Σは全要素に関する足し合わせを表し，𝑉𝑉eおよび𝑆𝑆eは有限要素の体積および表面を

表す．ある一つの要素に注目すると，𝛿𝛿𝐔𝐔eの任意性から以下の運動方程式が得られる． 

 

𝐌𝐌e  
d2𝐔𝐔e

d𝑡𝑡2
+ 𝐂𝐂e

d𝐔𝐔e

d𝑡𝑡
+ 𝐊𝐊e𝐔𝐔e = 𝐅𝐅e. (B.18) 

ここで，𝐌𝐌eは要素質量行列，𝐂𝐂eは要素減衰行列，𝐊𝐊eは要素剛性行列，𝐅𝐅eは要素の節点に作

用する外力ベクトルであり，それぞれ以下で表される． 

 

𝐌𝐌e = � 𝜌𝜌𝐍𝐍T𝐍𝐍
𝑉𝑉e

d𝑉𝑉, (B.19a) 
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𝐂𝐂e = � 𝐁𝐁T𝐄𝐄𝐁𝐁
𝑉𝑉e

d𝑉𝑉, (B.19b) 

 

𝐊𝐊e = � 𝐁𝐁T𝐃𝐃𝐁𝐁d𝑉𝑉
𝑉𝑉e

, (B.19c) 

 

𝐅𝐅e = � 𝐍𝐍T𝐅𝐅0
𝑉𝑉e

d𝑉𝑉 +� 𝐍𝐍T𝐓𝐓0 d𝑆𝑆
𝑆𝑆e

. (B.19d) 

式(B.18)を全要素に関して足し合わせることで，解析領域全体での運動方程式 

 

𝐌𝐌G  
d2𝐔𝐔
d𝑡𝑡2

+ 𝐂𝐂G
d𝐔𝐔
d𝑡𝑡

+ 𝐊𝐊G𝐔𝐔 = 𝐅𝐅, (B.20) 

が得られる．ここで，𝐌𝐌Gはグローバル質量行列，𝐂𝐂Gはグローバル減衰行列，𝐊𝐊Gはグローバ

ル剛性行列，𝐔𝐔は全節点変位ベクトル，𝐅𝐅は全節点力ベクトルを表す． 
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付録 C 四次ルンゲ・クッタ法による陽的時間積分の定式化 

 ここでは，動的有限要素解析における運動方程式 

 

𝐌𝐌G  
d2𝐔𝐔(𝑡𝑡)

d𝑡𝑡2
+ 𝐂𝐂G

d𝐔𝐔(𝑡𝑡)
d𝑡𝑡

+ 𝐊𝐊G𝐔𝐔(𝑡𝑡) = 𝐅𝐅(𝑡𝑡), (3.17) 

の陽的時間積分の計算法を示す． 

 全節点速度ベクトル𝐕𝐕(𝑡𝑡)を導入し，式(3.17)を連立一階微分方程式の形に書き直すと以下

のようになる． 

 
d𝐕𝐕(𝑡𝑡)

d𝑡𝑡
= (𝐌𝐌G)−1[𝐅𝐅(𝑡𝑡)− 𝐊𝐊G𝐔𝐔(𝑡𝑡)− 𝐂𝐂G𝐕𝐕(𝑡𝑡)], (C.1a) 

 
d𝐔𝐔(𝑡𝑡)

d𝑡𝑡
= 𝐕𝐕(𝑡𝑡). (C.1b) 

このとき，四次ルンゲ・クッタ法を用いると時間ステップ∆𝑡𝑡経過後の変位および速度は以

下のように計算される． 

 

𝐕𝐕(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝐕𝐕(𝑡𝑡) +
∆𝑡𝑡
6

(𝐤𝐤1 + 2𝐤𝐤2 + 2𝐤𝐤3 + 𝐤𝐤4), (C.2a) 

 

𝐔𝐔(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) = 𝐔𝐔(𝑡𝑡) +
∆𝑡𝑡
6

(𝐦𝐦1 + 2𝐦𝐦2 + 2𝐦𝐦3 + 𝐦𝐦4). (C.2b) 

ここで，ベクトル𝐤𝐤𝑖𝑖，𝐦𝐦𝑖𝑖 (𝑗𝑗 = 1, 2, 3, 4)は以下で与えられる． 

 
𝐦𝐦1 = 𝐕𝐕(𝑡𝑡), (C.3a) 

 
𝐤𝐤1 = (𝐌𝐌G)−1[𝐅𝐅(𝑡𝑡)− 𝐊𝐊G𝐔𝐔(𝑡𝑡)− 𝐂𝐂G𝐦𝐦1], (C.3b) 

 

𝐦𝐦2 = 𝐕𝐕(𝑡𝑡) + 𝐤𝐤1
∆𝑡𝑡
2

, (C.3c) 

 

𝐤𝐤2 = (𝐌𝐌G)−1 �𝐅𝐅(𝑡𝑡)−𝐊𝐊G �𝐔𝐔(𝑡𝑡) + 𝐦𝐦1
∆𝑡𝑡
2 �

− 𝐂𝐂G𝐦𝐦2�, (C.3d) 
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𝐦𝐦3 = 𝐕𝐕(𝑡𝑡) + 𝐤𝐤2
∆𝑡𝑡
2

, (C.3e) 

 

𝐤𝐤3 = (𝐌𝐌G)−1 �𝐅𝐅(𝑡𝑡)−𝐊𝐊G �𝐔𝐔(𝑡𝑡) + 𝐦𝐦2
∆𝑡𝑡
2 �

−𝐦𝐦3�, (C.3f) 

 
𝐦𝐦4 = 𝐕𝐕(𝑡𝑡) + 𝐤𝐤3∆𝑡𝑡, (C.3g) 

 
𝐤𝐤4 = (𝐌𝐌G)−1{𝐅𝐅(𝑡𝑡)− 𝐊𝐊G[𝐔𝐔(𝑡𝑡) + 𝐦𝐦3∆𝑡𝑡]− 𝐂𝐂G𝐦𝐦4}. (C.3h) 
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付録 D 一般化セルフコンシステントモデルによる有効媒

質近似 

繊維方向（x1 方向）に関して横等方性を有する繊維と等方性母材から成る繊維強化複合材

料を考えるとき，繊維に垂直方向に関する有効媒質の弾性率𝐶𝐶22，𝐶𝐶44は以下で与えられる． 

 
𝐶𝐶22 = 𝐾𝐾23 + 𝜇𝜇23, (D.1a) 

 
𝐶𝐶44 = 𝜇𝜇23. (D.1b) 

ここで，𝐾𝐾23は有効媒質の𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3平面における平面ひずみ体積弾性率， 𝜇𝜇23は𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3平面内

のせん断弾性率である．一般化セルフコンシステントモデル[1], [2]を用いると，𝐾𝐾23は以下で

与えられる． 

 
𝐾𝐾23 = 𝐴𝐴m +

𝑉𝑉f
1

𝐴𝐴f − 𝐴𝐴m
+ 1 − 𝑉𝑉f
𝐴𝐴m + 𝜇𝜇m

. (D.2) 

ここで，𝑉𝑉fは繊維体積含有率，𝜇𝜇mは母材のせん断弾性率であり， 

 
𝐴𝐴m =

𝜇𝜇m
1 − 2𝜈𝜈m

,     𝐴𝐴f =
𝜇𝜇23f

1− 2𝜈𝜈23f
, (D.3) 

である．ここで，𝜈𝜈mは母材のポアソン比，𝜇𝜇23f および𝜈𝜈23f は繊維の𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3面内におけるせ

ん断弾性率およびポアソン比である． 

一方で，𝜇𝜇23は以下の二次方程式の解として与えられる． 

 

𝐵𝐵1 �
𝜇𝜇23
𝜇𝜇m

�
2

+ 2𝐵𝐵2 �
𝜇𝜇23
𝜇𝜇m

� + 𝐵𝐵3 = 0. (D.4) 

ここで， 

 
𝐵𝐵1 = 3𝑉𝑉f(1− 𝑉𝑉f)2 �

𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

− 1� �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

+ 𝜂𝜂f�

+ ��
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

+ 𝜂𝜂f� 𝜂𝜂m − �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

𝜂𝜂m − 𝜂𝜂f�𝑉𝑉f
3� �𝑉𝑉f𝜂𝜂m �

𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

− 1� − �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

𝜂𝜂m + 1��, 
(D.5a) 



付録 

138 
 

 
𝐵𝐵2 = −3𝑉𝑉f(1− 𝑉𝑉f)2 �

𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

− 1� �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

+ 𝜂𝜂f�

+
1
2 �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

𝜂𝜂m + �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

− 1�𝑉𝑉f + 1� �(𝜂𝜂m − 1) �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

+ 𝜂𝜂f� − 2 �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

𝜂𝜂m − 𝜂𝜂f�𝑉𝑉f
3�

+
𝑉𝑉f
2

(𝜂𝜂m + 1) �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

− 1� �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

+ 𝜂𝜂f + �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

𝜂𝜂m − 𝜂𝜂f�𝑉𝑉f
3�, 

(D.5b) 

 
𝐵𝐵3 = 3𝑉𝑉f(1− 𝑉𝑉f)2 �

𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

− 1� �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

+ 𝜂𝜂f�

+ �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

𝜂𝜂m + �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

− 1�𝑉𝑉f + 1� �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

+ 𝜂𝜂f + �
𝜇𝜇23f
𝜇𝜇m

𝜂𝜂m − 𝜂𝜂f�𝑉𝑉f
3�, 

(D.5c) 

であり， 

 
𝜂𝜂m = 3 − 4𝜈𝜈m,     𝜂𝜂f = 3 − 4𝜈𝜈23f, (D.6) 

である． 
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付録 E 異方性弾性体中での波数を求める六次方程式

(5.15)の係数 

5.2.3 節で述べた，プライ中を伝搬するバルク波の波数を求める式 

 
𝛽𝛽1𝑘𝑘36 + 𝛽𝛽2𝑘𝑘34 + 𝛽𝛽3𝑘𝑘32 + 𝛽𝛽4 = 0, (5.15) 

の係数𝛽𝛽𝑖𝑖  (𝑗𝑗 = 1, 2, 3, 4)は，以下で与えられる． 

 
𝛽𝛽1 = 𝐶𝐶33(𝐶𝐶44𝐶𝐶55 − 𝐶𝐶452 ), (E.1) 

 
𝛽𝛽2 = (𝐶𝐶11𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2)𝐶𝐶33𝐶𝐶44 + (𝐶𝐶66𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2)𝐶𝐶33𝐶𝐶55

+ (𝐶𝐶55𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2)(𝐶𝐶44𝐶𝐶55 − 𝐶𝐶452 ) + [2𝐶𝐶45(𝐶𝐶36 + 𝐶𝐶45)(𝐶𝐶13 + 𝐶𝐶55)

− 2𝐶𝐶16𝐶𝐶33𝐶𝐶45 − 𝐶𝐶44(𝐶𝐶13 + 𝐶𝐶55)2 − 𝐶𝐶55(𝐶𝐶36 + 𝐶𝐶45)2]𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃, 
(E.2) 

 
𝛽𝛽3 = [2(𝐶𝐶13 + 𝐶𝐶55)(𝐶𝐶36 + 𝐶𝐶45)− 𝐶𝐶33𝐶𝐶16]𝐶𝐶16𝑘𝑘04 sin4 𝜃𝜃

− [(𝐶𝐶11𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2)(𝐶𝐶36 + 𝐶𝐶45)2 + (𝐶𝐶66𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2)(𝐶𝐶13 + 𝐶𝐶55)2  

+ +2(𝐶𝐶55𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2)𝐶𝐶11𝐶𝐶45]𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃, 
(E.3) 

 
𝛽𝛽4 = [(𝐶𝐶11𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2)(𝐶𝐶66𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2)− 𝐶𝐶162 𝑘𝑘04 sin4 𝜃𝜃]  

×× (𝐶𝐶55𝑘𝑘02 sin2 𝜃𝜃 − 𝜌𝜌𝜔𝜔2). (E.4) 
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付録 F フロケ波特性方程式(5.40)および式(5.41)の導出 

ここでは，5.4.1 節で述べたフロケ波数を求める方程式 

 
𝐴𝐴3 cos(3𝑖𝑖ℎu) + 𝐴𝐴2 cos(2𝑖𝑖ℎu) + 𝐴𝐴1 cos(𝑖𝑖ℎu) + 𝐴𝐴0 = 0, (5.40) 

およびその係数 

 𝐴𝐴3 = det(𝐊𝐊21), (5.41a) 

 
𝐴𝐴2 =

1
2

[det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 + 𝐊𝐊21) + det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 − 𝐊𝐊21)]− det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11), (5.41b) 

 
𝐴𝐴1 =

1
2

[det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 + 𝐊𝐊21) − det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 + 𝐊𝐊12) + det(𝐊𝐊21 − 𝐊𝐊12)] = 

𝐴𝐴1 = −2det(𝐊𝐊21), 

(5.41c) 

 
𝐴𝐴0 =

1
4

[det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 + 𝐊𝐊12 − 𝐊𝐊21) + det(𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 + 𝐊𝐊21 − 𝐊𝐊12)]− 𝐴𝐴2, (5.41d) 

の導出を行う． 

 本文中で述べた以下の式 

 

�𝐭𝐭
(𝑍𝑍U)
𝐭𝐭(𝑍𝑍L)� = 𝐊𝐊�𝐮𝐮

(𝑍𝑍U)
𝐮𝐮(𝑍𝑍L)�, (5.38) 

 

�𝐭𝐭(𝑍𝑍U)
𝐮𝐮(𝑍𝑍U)� = exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎu) �𝐭𝐭

(𝑍𝑍L)
𝐮𝐮(𝑍𝑍L)�, (5.39) 

 

𝐊𝐊 = �𝐊𝐊11 𝐊𝐊12
𝐊𝐊21 𝐊𝐊22

�, (5.42) 

を用いることで，次の関係式が得られる． 

 
[𝐊𝐊21exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎu)− 𝐊𝐊12exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖ℎu) + 𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11]𝐮𝐮(𝑍𝑍U) = 𝟎𝟎. (F.1) 

式(F.1)において，𝐮𝐮(𝑍𝑍U)が非自明解を持つためには， 

 
det[𝐊𝐊21exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎu)− 𝐊𝐊12exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖ℎu) + 𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11] = 0, (F.2) 

を満たす必要がある．ここで，式(F.2)左辺に現れる 3 × 3 行列を，列ベクトルを用いて 
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𝐊𝐊21 ≡ [𝐚𝐚1, 𝐚𝐚2, 𝐚𝐚3], (F.3) 

 
𝐊𝐊12 ≡ [𝐛𝐛1, 𝐛𝐛2, 𝐛𝐛3], (F.4) 

 
𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11 ≡ 𝐌𝐌 ≡ [𝐦𝐦1, 𝐦𝐦2, 𝐦𝐦3], (F.5) 

と表し，さらに 

 
𝑋𝑋 = exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎu), (F.6) 

とすると，式(F.2)は以下のように書ける． 

det[𝐊𝐊21exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎu)− 𝐊𝐊12exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖ℎu) + 𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11] 

= det[𝐚𝐚1𝑋𝑋 − 𝐛𝐛1𝑋𝑋−1 +𝐦𝐦1, 𝐚𝐚2𝑋𝑋 − 𝐛𝐛2𝑋𝑋−1 + 𝐦𝐦2, 𝐚𝐚3𝑋𝑋 − 𝐛𝐛3𝑋𝑋−1 + 𝐦𝐦3]

= 𝐵𝐵1𝑋𝑋3 + 𝐵𝐵2𝑋𝑋2 + 𝐵𝐵3𝑋𝑋 + 𝐵𝐵4 + 𝐵𝐵5𝑋𝑋−1 + 𝐵𝐵6𝑋𝑋−2 + 𝐵𝐵7𝑋𝑋−3

= 0. 

(F.7) 

ここで， 

 
𝐵𝐵1 = det[𝐚𝐚1, 𝐚𝐚2, 𝐚𝐚3], (F.8a) 

 
𝐵𝐵2 = det[𝐚𝐚1, 𝐚𝐚2, 𝐦𝐦3] + det[𝐚𝐚1, 𝐦𝐦2, 𝐚𝐚3] + det[𝐦𝐦1, 𝐚𝐚2, 𝐚𝐚3], (F.8b) 

 
𝐵𝐵3 = −det[𝐚𝐚1, 𝐚𝐚2, 𝐛𝐛3] − det[𝐚𝐚1, 𝐛𝐛2, 𝐚𝐚3] − det[𝐛𝐛1, 𝐚𝐚2, 𝐚𝐚3]

+ det[𝐚𝐚1, 𝐦𝐦2, 𝐦𝐦3] + det[𝐦𝐦1, 𝐚𝐚2, 𝐦𝐦3] + det[𝐦𝐦1, 𝐦𝐦2, 𝐚𝐚3], (F.8c) 

 
𝐵𝐵4 = −det[𝐚𝐚1, 𝐛𝐛2, 𝐦𝐦3]− det[𝐚𝐚1, 𝐦𝐦2, 𝐛𝐛3] − det[𝐛𝐛1, 𝐦𝐦2, 𝐚𝐚3]

− det[𝐛𝐛1, 𝐦𝐦2, 𝐚𝐚3] − det[𝐦𝐦1, 𝐚𝐚2, 𝐛𝐛3] − det[𝐦𝐦1, 𝐛𝐛2, 𝐚𝐚3]

+ det[𝐦𝐦1, 𝐦𝐦2, 𝐦𝐦3], 
(F.8d) 

 
𝐵𝐵5 = det[𝐚𝐚1, 𝐛𝐛2, 𝐛𝐛3] + det[𝐛𝐛1, 𝐚𝐚2, 𝐛𝐛3] + det[𝐛𝐛1, 𝐛𝐛2, 𝐚𝐚3]

− det[𝐛𝐛1, 𝐦𝐦2, 𝐦𝐦3]− det[𝐦𝐦1, 𝐛𝐛2, 𝐦𝐦3]− det[𝐦𝐦1, 𝐦𝐦2, 𝐛𝐛3], (F.8e) 

 
𝐵𝐵6 = det[𝐛𝐛1, 𝐛𝐛2, 𝐦𝐦3] + det[𝐛𝐛1, 𝐦𝐦2, 𝐛𝐛3] + det[𝐦𝐦1, 𝐛𝐛2, 𝐛𝐛3], (F.8f) 

 
𝐵𝐵7 = −det[𝐛𝐛1, 𝐛𝐛2, 𝐛𝐛3], (F.8g) 
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である． 

 一方で， 

det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊21) + det(𝐌𝐌−𝐊𝐊21)

= det[𝐦𝐦1 + 𝐚𝐚1, 𝐦𝐦2 + 𝐚𝐚2, 𝐦𝐦3 + 𝐚𝐚3] + det[𝐦𝐦1 − 𝐚𝐚1, 𝐦𝐦2 − 𝐚𝐚2, 𝐦𝐦3 − 𝐚𝐚3]

= 2{det(𝐌𝐌) + det[𝐚𝐚1, 𝐚𝐚2, 𝐦𝐦3] + det[𝐚𝐚1, 𝐦𝐦2, 𝐚𝐚3] + det[𝐦𝐦1, 𝐚𝐚2, 𝐚𝐚3]}, 
(F.9) 

より， 

 

𝐵𝐵2 =
1
2

[det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊21) + det(𝐌𝐌−𝐊𝐊21)]− det(𝐌𝐌), (F.10a) 

となる．同様にして以下の関係が成り立つ． 

 
𝐵𝐵1 = det(𝐊𝐊21), (F.10b) 

 

𝐵𝐵3 =
1
2

[det(𝐊𝐊21 + 𝐌𝐌) + det(𝐊𝐊21 −𝐌𝐌)]− det(𝐊𝐊21)

−
1
2

[det(𝐊𝐊12 + 𝐊𝐊21) + det(𝐊𝐊12 − 𝐊𝐊21)] + det(𝐊𝐊12), 
(F.10c) 

 

𝐵𝐵4 =
1
2

[det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊12 − 𝐊𝐊21) + det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊21 − 𝐊𝐊12)]

−
1
2

[det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊21) + det(𝐌𝐌−𝐊𝐊21)] + det(𝐌𝐌)

−
1
2

[det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊12) + det(𝐌𝐌−𝐊𝐊12)] + det(𝐌𝐌),  

(F.10d) 

 

𝐵𝐵5 =
1
2

[det(𝐊𝐊21 + 𝐊𝐊12) + det(𝐊𝐊21 − 𝐊𝐊12)]− det(𝐊𝐊21)

−
1
2

[det(𝐊𝐊12 + 𝐌𝐌) + det(𝐊𝐊12 −𝐌𝐌)] + det(𝐊𝐊12), 
(F.10e) 

 

𝐵𝐵6 =
1
2

[det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊12) + det(𝐌𝐌−𝐊𝐊12)]− det(𝐌𝐌), (F.10f) 
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𝐵𝐵7 = −det(𝐊𝐊12). (F.10g) 

次に，無限周期構造のユニットセルの伝達マトリックスを𝐇𝐇とするとき，ユニットセル上

下面での変位と応力は以下のように関係づけられる． 

 

�𝐭𝐭
(𝑍𝑍U)
𝐮𝐮(𝑍𝑍U)� = 𝐇𝐇�𝐭𝐭(𝑍𝑍L)

𝐮𝐮(𝑍𝑍L)�. (F.11) 

伝達マトリックス𝐇𝐇の固有値は，ある 3 個の組とそれらの逆数の計 6 個で構成されること[3]

を考慮し，𝐇𝐇の固有値を 

 

𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2,𝜆𝜆3,
1
𝜆𝜆1

,
1
𝜆𝜆2

,
1
𝜆𝜆3

, (F.12) 

とすると，𝐇𝐇の固有多項式𝜙𝜙(𝜆𝜆)は， 

 

𝜙𝜙(𝜆𝜆) = (𝜆𝜆 − 𝜆𝜆1)(𝜆𝜆 − 𝜆𝜆2)(𝜆𝜆 − 𝜆𝜆3) �𝜆𝜆 −
1
𝜆𝜆1
� �𝜆𝜆 −

1
𝜆𝜆2
� �𝜆𝜆 −

1
𝜆𝜆3
�, (F.13) 

となる．式(F.13)右辺を展開し𝜆𝜆の次数ごとに整理すると以下のようになる． 

 
𝜙𝜙(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆6 − 𝐼𝐼1𝜆𝜆5 + 𝐼𝐼2𝜆𝜆4 − 𝐼𝐼3𝜆𝜆3 + 𝐼𝐼2𝜆𝜆2 − 𝐼𝐼1𝜆𝜆 + 1. (F.14) 

ここで， 

𝐼𝐼1 = 𝜆𝜆1 + 𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆3 +
1
𝜆𝜆1

+
1
𝜆𝜆2

+
1
𝜆𝜆3

, (F.15a) 

𝐼𝐼2 = 𝜆𝜆1𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆2𝜆𝜆3 + 𝜆𝜆3𝜆𝜆1 +
1

𝜆𝜆1𝜆𝜆2
+

1
𝜆𝜆2𝜆𝜆3

+
1

𝜆𝜆3𝜆𝜆1
+
𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆3
𝜆𝜆1

+
𝜆𝜆3 + 𝜆𝜆1
𝜆𝜆2

+
𝜆𝜆1 + 𝜆𝜆3
𝜆𝜆3

+ 3, (F.15b) 

𝐼𝐼3 = 2𝐼𝐼1 + 𝜆𝜆1𝜆𝜆2𝜆𝜆3 +
1

𝜆𝜆1𝜆𝜆2𝜆𝜆3
+
𝜆𝜆2𝜆𝜆3
𝜆𝜆1

+
𝜆𝜆3𝜆𝜆1
𝜆𝜆2

+
𝜆𝜆1𝜆𝜆2
𝜆𝜆3

+
𝜆𝜆1
𝜆𝜆2𝜆𝜆3

+
𝜆𝜆2
𝜆𝜆3𝜆𝜆1

+
𝜆𝜆3
𝜆𝜆1𝜆𝜆2

, (F.15c) 

である．式(5.39)と(F.11)より𝑋𝑋 = exp(𝑖𝑖𝑖𝑖ℎu)は伝達マトリックス𝐇𝐇の固有値となるため，𝑋𝑋は𝐇𝐇

の固有多項式を満たす．したがって 

 
𝜙𝜙(𝑋𝑋) = 𝑋𝑋6 − 𝐼𝐼1𝑋𝑋5 + 𝐼𝐼2𝑋𝑋4 − 𝐼𝐼3𝑋𝑋3 + 𝐼𝐼2𝑋𝑋2 − 𝐼𝐼1𝑋𝑋 + 1 = 0, (F.16) 

と書くことができ，式(F.16)に𝑋𝑋−3を掛けることで， 

 
𝑋𝑋3 − 𝐼𝐼1𝑋𝑋2 + 𝐼𝐼2𝑋𝑋 − 𝐼𝐼3 + 𝐼𝐼2𝑋𝑋−1 − 𝐼𝐼1𝑋𝑋−2 + 𝑋𝑋−3 = 0, (F.17) 
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となる． 

 式(F.7)，(F.10)，(F.17)より以下の関係が得られる． 

 
det(𝐊𝐊21) = −det(𝐊𝐊12), (F.18a) 

 
1
2

[det(𝐌𝐌+𝐊𝐊21) + det(𝐌𝐌−𝐊𝐊21)] − det(𝐌𝐌) 

=
1
2

[det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊12) + det(𝐌𝐌−𝐊𝐊12)]− det(𝐌𝐌), 
(F.18b) 

 
det(𝐊𝐊21 + 𝐌𝐌) + det(𝐊𝐊21 −𝐌𝐌)− det(𝐊𝐊12 + 𝐊𝐊21) − det(𝐊𝐊12 − 𝐊𝐊21) 

= det(𝐊𝐊21 +𝐊𝐊12) + det(𝐊𝐊21 − 𝐊𝐊12) − det(𝐊𝐊12 + 𝐌𝐌)− det(𝐊𝐊12 −𝐌𝐌). 
(F.18c) 

ここで，式(F.18b)より， 

 
det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊21) = det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊12) + det(𝐌𝐌−𝐊𝐊12) − det(𝐌𝐌−𝐊𝐊21), (F.19) 

となり，式(F.19)より式(F.18c)は以下の形になる． 

 
det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊12) = det(𝐊𝐊12 + 𝐊𝐊21) + det(𝐌𝐌−𝐊𝐊21). (F.20) 

 式(F.18)–(F.20)を用いることで，式(F.7)は，以下の形に書き直せる． 

 
𝐴𝐴3 cos(3𝑖𝑖ℎu) + 𝐴𝐴2 cos(2𝑖𝑖ℎu) + 𝐴𝐴1 cos(𝑖𝑖ℎu) + 𝐴𝐴0 = 0. (F.21) 

ここで， 

 𝐴𝐴3 = det(𝐊𝐊21), (F.22a) 

 
𝐴𝐴2 =

1
2

[det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊21) + det(𝐌𝐌−𝐊𝐊21)] − det(𝐌𝐌), (F.22b) 

 
𝐴𝐴1 =

1
2

[det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊21) − det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊12) + det(𝐊𝐊21 − 𝐊𝐊12)]

− 2det(𝐊𝐊21), 
(F.22c) 

 
𝐴𝐴0 =

1
4

[det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊12 − 𝐊𝐊21) + det(𝐌𝐌+ 𝐊𝐊21 − 𝐊𝐊12)]− 𝐴𝐴2, (F.22d) 

である．式(F.22)に𝐌𝐌 = 𝐊𝐊22 − 𝐊𝐊11を代入することで，フロケ波数を求める方程式(5.40)およ
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びその係数を与える式(5.41)が導出される． 
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付録 G ストップバンド発生条件式(5.46)の導出 

 ここでは，5.4.1 節で述べたフロケ波のストップバンド発生条件 

 
Re[𝑖𝑖𝛼𝛼]ℎu/𝑚𝑚 + Re�𝑖𝑖𝛽𝛽�ℎu/𝑚𝑚 = 2𝑛𝑛, (5.46) 

の導出について説明する． 

はじめに，本文中で述べた式(5.43) 

 

𝑖𝑖 =
2𝑚𝑚𝑚𝑚 + arg(𝑋𝑋)

ℎu
− 𝑖𝑖

ln(𝑋𝑋)
ℎu

, (5.43) 

より，フロケ波数の𝑥𝑥3方向成分𝑖𝑖を以下の形で仮定する． 

 

𝑖𝑖 =
2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎 + 𝑖𝑖𝑏𝑏

ℎu
. (G.1) 

ここで，−𝑚𝑚 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 𝑚𝑚と𝑏𝑏は実数である．このとき式(5.44) 

 
𝑋𝑋2 − 𝜂𝜂𝑋𝑋 + 1 = 0, (5.44) 

は以下の形で書き直すことができる． 

 

cosh𝑏𝑏 cos𝑎𝑎 − 𝑖𝑖 sinh𝑏𝑏 sin𝑎𝑎 =
𝜂𝜂
2

. (G.2) 

フロケ波のバンド構造は，𝜂𝜂の値にしたがって以下の四つの場合に分類することができる． 

(a) |Re[𝜂𝜂]| < 2, Im[𝜂𝜂] = 0, (G.3) 

(b) |Re[𝜂𝜂]| = 2, Im[𝜂𝜂] = 0, (G.4) 

(c) |Re[𝜂𝜂]| > 2, Im[𝜂𝜂] = 0, (G.5) 

(d) Im[𝜂𝜂] ≠ 0. (G.6) 

(a)の場合（|Re[𝜂𝜂]| < 2, Im[𝜂𝜂] = 0） 

 式(G.2)は以下の形に帰着する． 

 

𝑎𝑎 = ±cos−1 �
Re[𝜂𝜂]

2
�, (G.7) 
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𝑏𝑏 = 0. (G.8) 

ここで，式(G.7)の“±”は，𝑥𝑥3の正方向および負方向に伝搬するフロケ波の組に対応する．

式(G.1)と(G.8)よりフロケ波数𝑖𝑖は実数となり，これはストップバンドの外側（パスバンド）

に対応する． 

(b)の場合（|Re[𝜂𝜂]| = 2, Im[𝜂𝜂] = 0） 

式(G.2)は以下の形に帰着する． 

 

𝑎𝑎 = �0, if Re[𝜂𝜂] = +2,
𝑚𝑚, if Re[𝜂𝜂] = −2, (G.9) 

 
𝑏𝑏 = 0. (G.10) 

これは，単一のフロケ波モードによるストップバンドとパスバンドの境界に対応する． 

(c)の場合（|Re[𝜂𝜂]| > 2, Im[𝜂𝜂] = 0） 

式(G.2)は以下の形に帰着する． 

 

𝑎𝑎 = �0, if Re[𝜂𝜂] > +2,
𝑚𝑚, if Re[𝜂𝜂] < −2, (G.11) 

 

𝑏𝑏 = ln �
|Re[𝜂𝜂]|

2
±��

Re[𝜂𝜂]
2

�
2

− 1� ≠ 0. (G.12) 

式(G.1)，(G.11)，(G.12)より，これは単一のフロケ波モードによるストップバンドに対応し，

𝛼𝛼 = 𝛽𝛽としたときの式(5.46)が導かれる． 

(d)の場合（Im[𝜂𝜂] > 0） 

式(G.2)より以下の関係が導かれる． 

 
𝑎𝑎 ≠ 0, 𝑎𝑎 ≠ 𝑚𝑚, (G.13) 

 
𝑏𝑏 ≠ 0. (G.14) 

ここで，Braga and Herrmann[4]によると，式(5.44)および(5.45) 

 
𝑋𝑋2 − 𝜂𝜂𝑋𝑋 + 1 = 0, (5.44) 



付録 

148 
 

 
𝐴𝐴3𝜂𝜂3 + 𝐴𝐴2𝜂𝜂2 + (𝐴𝐴1 − 3𝐴𝐴3)𝜂𝜂 + 2(𝐴𝐴0 − 𝐴𝐴2) = 0, (5.45) 

から𝑋𝑋 = 𝑋𝑋0が解として求められたとき，その逆数および複素共役（1/𝑋𝑋0および𝑋𝑋0∗）も必ず

式(5.44)と(5.45)を満足する．なお，Braga and Herrmann[4]はプライ同士が完全接着状態である

と仮定しているが，この性質は層間にスプリング界面を導入した場合においても成立する．

上記性質を用いると，ユニットセルの伝達マトリクスの不変量（付録 F，式(F.15)）が全て

実数になる．そして付録 F で示したように，式(5.45)左辺の係数はこれらの不変量だけで表

すことができるため，式(5.45)は実係数三次方程式となる．したがって，式(5.45)の解𝜂𝜂 = 𝜂𝜂0が

求められたとき，その複素共役𝜂𝜂 = 𝜂𝜂0∗も必ず式(5.45)の解になる．ここで，𝜂𝜂 = 𝜂𝜂0から求め

たフロケ波数を 

 

𝑖𝑖𝛼𝛼 =
2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎 + 𝑖𝑖𝑏𝑏

ℎu
, (G.15) 

とすると，𝜂𝜂 = 𝜂𝜂0∗に対応するフロケ波のうち𝑖𝑖𝛼𝛼と同じ𝑥𝑥3方向に伝搬するモードの波数𝑖𝑖𝛽𝛽は

必ず以下の形を取る． 

 

𝑖𝑖𝛽𝛽 =
2𝑙𝑙𝑚𝑚 − 𝑎𝑎 + 𝑖𝑖𝑏𝑏

ℎu
. (G.16) 

ここで，𝑙𝑙は整数であり𝑚𝑚と異なっていてもかまわない．式(G.13)–(G.16)より，これは二つの

異なるフロケ波モードが同時にストップバンドに入ることを表し，𝛼𝛼 ≠ 𝛽𝛽としたときの式

(5.46)が導かれる． 
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