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1序

, 体内の感染症数理モデルは常微分方程式，遅れのある常微分方程式等によって研究されてきた。

病気の存続，病態の変動などの観点から，平衡点の安定性が重要な問題である。近年，Lyapunov関

数，汎関数による平衡点の大域安定性の研究が飛躍的に発展した。

本稿においては，体内の感染症モデルとして現れる簡単な常微分方程式モデルの Lyapunov関数

を用いて，より複雑な常微分方程式モデルの Lyapunov関数を構成する系統的な方法の一つを述べ

る。最初に免疫変数を含まないいモデルから免疫変数を含むモデルへの拡大を扱う。できるだけ

多くのモデルを統一的に扱えるようにするため、最初に一般的な枠組みを用意する。次に，病原体

が未感染細胞に感染する際に減少する効果，すなわち吸収効果を無視したモデルから吸収効果を考

えたモデルへの拡大を扱う。今回は，特に incidence関数が非線形な場合を取り扱った。
遅れのある微分方程式に対する Lyapunov汎関数の系統的な構成について，以前 Kajiwara et $al.[4]$

で行った。本稿ではそれとは異なる観点から時間遅れの無い方程式に対する Lyapunov 関数の構

成を扱っている。

2 免疫変数の追加

本節では，体内の感染症数理モデルにおいて，免疫変数の無いモデルから免疫変数を含むモデル
にリアプノブ関数を拡大する方法について述べる。

2.1 一般的な構成

次の方程式

$\frac{dx}{dt}=f(x)$ , (1)

は，免疫を含まないモデルを一般的に書いたものである。通常のベクトル記法を用いている。

免疫変数を取り込むために必要な関数について準備する。関数 $q(z)$ は $z>0$ に対して正値，微分
可能で $q(z)/z$ が単調非増加とする。正の定数 $m,$ $p$ に対して，$\hat{x}_{1}$ , . . . , $\hat{x}_{i}$ , . . . , $\hat{x}_{n},,$ $\hat{x}_{n+1}$ は

$f_{j}(\hat{x}_{1}, \ldots,\hat{x}_{n})=0 (j=1, . .., n, j\neq i)$ ,

$f_{i}(\hat{x}_{1}, \ldots,\hat{x}_{n})-p\hat{x}_{i}\hat{x}_{n+1}=0, \hat{x}_{i}q(\hat{x}_{n+1})-m\hat{x}_{n+1}=0.$
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を満たす正の定数とする。

$9j(x)(j=1, \ldots, n)$ を

$g_{j}(x)=f_{j}(x)(j\neq i) , g_{i}(x)=f_{i}(x)-p\hat{x}_{n+1}x_{i},$

で定義し，$g(x)=t(91(x),$ $g_{2}(x),$
$\ldots,$

$g_{n}(x)$ ) と置く。

(1) を少し変形した次の微分方程式

$\frac{dx}{dt}=g(x)$ , (2)

を考える。 $\hat{x}=t(\hat{x}_{1}, \ldots,\hat{x}_{n})$ は (2) の内部平衡点となる。

x◇ $=(x, x_{n+1})$ と置き，hj(x◇) $(i=1, \ldots, n+1)$ を

$h_{j}(x^{◇})=f_{j}(x) (j=1, \ldots, n, j\neq i) , h_{i}(x^{◇})=f_{i}(x)-px_{n+1^{X}i},$

$h_{n+1}(x^{◇})=x_{i}q(x_{n+1})-mx_{n+1},$

と定義する。 また h(x◇) $=t(h_{1}(x^{◇}),$ $h_{2}(\tilde{x}),$
$\ldots,$

$h_{n+1}(x^{◇})$ ) と置く。次の微分方程式

$\frac{dx^{◇}}{dt}=h(x^{◇})$ (3)

を考えよう。 これは (1) に免疫変数を追加したモデルであり，これに対して Lyapunov 関数を自然

に構成することを考える。 $(\hat{x},\hat{x}_{n+1})$ は (3) の内部平衡点となる。

(2) の $\hat{x}$ における Lyapunov 関数 $U(x)$ が $c>0$ を定数として

$U(x)=c(x_{i}-\hat{x}_{i}\log x_{i})+\tilde{U}(x)$ ,

の形で表されており，$\tilde{U}(x)$ は $x_{i}$ に依存しないとする。 $V$ を次のように定義する。

$V$ (x◇) $=U( x)+\int_{\hat{x}_{n+1}}^{x_{n+1}}\frac{cp(\tau-\hat{x}_{n+1})}{q(\tau)}d\tau$

定理 1. V(x◇) は (3) の $(\hat{x},\hat{x}_{n+1})$ における Lyapunov関数である。

$R_{+}$ 上の未定関数 $W(x_{n+1})$ によって

$V(x^{◇})=U(x)+W(x_{n+1})$ ,

と置き $W$ の満たすべき性質を求めることによって，発見的に証明することができる。

なお，免疫変数が 2つ以上の場合であっても同様に扱うことができる。

2.2 具体例への適用

Section 2.1の方法をもっと具体的なモデルに適用する。
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2.2.1 体液性免疫モデル

次の体液性免疫モデルを考えよう。

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-f(x, v) , \frac{dy}{dt}=f(x, v)-ay,$

(4)
$\frac{dv}{dt}=ary-lyv-pzv, \frac{dz}{dt}=q(z)v-mz.$

このモデルでは $x$ は未感染細胞，$y$ は感染細胞，$v$ は病原体，$z$ は体液性免疫の量を表す。 $f(x, v)$ ,

$q(z)$ は次を満たすと仮定する。

1. $f(x, v)>0,$ $f_{x}(x, v)>0,$ $f_{v}(x, v)>0$ であり，$x>0$ かつ $v>0$ のときん v $(x, v)\leq 0$ となる。

2. $x>0$ かつ $v>0$ のとき $f(x, O)=0,$ $f(O, v)=0$ となる。

3. $q(z)$ は Section 2.1と同じ性質を満たす。

このモデルでは $R_{0=\frac{r}{b}\neq(\lambda/d,0)}^{\partial_{v}}$ である。

$q(z)$ が一般的な状況では内部平衡点の存在を示すことが難しいので，次の 2つの場合を考え，そ
れらを分けて取り扱う。

Case $Az/q(z)$ は狭義単調増加，$\lim_{zarrow+0^{Z}}/q(z)=0,$ $\lim_{zarrow\infty}z/q(z)=\infty$ とする。 この場合

$s(z)=mz/q(z)$ と置く。

命題 2. $q(z)$ が Case $A$ の場合，内部平衡点が存在する条件は埼 $>1$ である。

Case $B$ ある正の定数 $q$ に対して $q(z)=qz$ とする。

命題 3. $q(z)$ が Case $B$の場合，内部平衡点が存在する条件は次である。

$\frac{\triangleright m}{rq}<f(\frac{1}{d}(\lambda-\frac{bm}{rq}), \frac{m}{q})$

以下では，$q(z)$ に対して Case $A$ , Case $B$ などの仮定はせずに，単に内部平衡点 $(\hat{x},\hat{y},\hat{v},\hat{z})$ の存在

を仮定して (4) の Lyapunov 関数の構成を行う。 Section 2.1におけるように，補助的に次のモデル

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-f(x, v) , \frac{dy}{dt}=f(x, v)-ay, \frac{dv}{dt}=ary-(b+p\hat{z})v$ (5)

を考える。 この方程式は内部平衡点 $(\hat{x},\hat{y},\hat{v})$ を持つ。

$y=(x, y, v)$ と置く。 関数 $U(y)$ を

$U( y)=x-\int_{\hat{x}}^{x}\frac{f(\hat{x},\hat{v})}{f(\tau,\hat{v})}d\tau+(y-\hat{y}\log y)+\frac{1}{r}(v-\hat{v}\log v)=\frac{1}{r}(v-\hat{v}\log v)+\tilde{U}(y)$ ,

と定義する。 $\tilde{U}$ は変数 $v$ を含まず，$U$ は Section 2.1の形である。 このとき，Korobeinikov[6] によ

り $U$ は (5) の $(\hat{x},\hat{y},\hat{v})$ における Lyapunov 関数である。

$x=(x, y, v, z)$ とし

$V(x)=U(y)+W(z)$

$=x- \int_{\hat{x}}^{x}\frac{f(\hat{x},\hat{v})}{f(\tau,\hat{v})}d\tau+(y-\hat{y}\log y)+\frac{1}{r}(v-\hat{v}\log v)+\int_{\hat{z}}^{z}\frac{p(\tau-\hat{z})}{rq(\tau)}d\tau.$

と置く。 Section 2.1の一般論により $V(x)$ は (4) における $(\hat{x},\hat{y},\hat{v},\hat{z})$ Lyapunov 関数になることが

わかる。
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2.2.2 細胞性免疫モデル

細胞免疫モデル

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-f(x, v) , \frac{dy}{dt}=f(x, v)-ay-pzy,$

$\frac{dv}{dt}=ary-bv, \frac{dz}{dt}=yq(z)-mz.$

(6)

も同じ方法で扱うことができる。 $f(x, v)$ と $q(z)$ は体液性免疫モデルと同じ条件を満たすとする。
体液性免疫モデルと同様にして，CaseA及び CaseBの場合に内部平衡点の存在条件を求めるこ
とができ，さらに内部平衡点が存在する場合，Lyapunov関数を構成することができる。 (6) におい
て $f(x, v)=\beta xv,$ $q(z)=qz$ とすると Nowak and Bangham [8] モデルが得られる。 このモデルに

対しては内部平衡点の存在条件は容易であり，Pang et al. [9] は始めてこのモデルの Lyapunov関
数を構成した。 この Lyapunov 関数は，我々の方法によって直ちに得られる。

2.3 補足

$q(z)=qz^{a}(0<a<1)$ は $q(z)$ の条件を満たす。 $q(z)=qz^{a}$ に対する $W(z)$ は

$W(z)= \frac{1}{q}(\frac{1}{2-a}z^{2-a}-\frac{\hat{z}}{1-a}z^{1-a}+\frac{\hat{z}^{2-a}}{(2-a)(1-a)})$ .

である。

Gomez-Acevedo and Li [1] は $q(z)=qz/(z+K)$ を用いて

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-\beta xy, \frac{dy}{dt}=\sigma\beta xy-ay-pyz, \frac{dz}{dt}=\frac{qyz}{z+K}-ez,$

を考えた。 内部平衡点が存在する条件は $\sigma\beta\lambda q<a(dq+\beta eK)$ である。彼らは次の関数

$V(x, y, z)=x- \hat{x}\log x+\frac{1}{\sigma}(y-\hat{y}\log y)+\frac{p(\hat{z}+K)}{\sigma q}(z-\hat{z}\log z)$ ,

を用い，Lyapunov 関数となることを示した。本稿の Lyapunov 関数は彼らのものとは異なる。
$q(z)$ の条件 3をはずすことはできない。次のモデル

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-\beta xy, \frac{dy}{dt}=\sigma\beta xy-ay-pyz, \frac{dz}{dt}=yq(z)-ez$

は，Lang and Li [7] による。 $q(z)=z^{n}/(z^{n}+K)$ であり，$n\geq 2$ のときに内部平衡点が不安定にな
ることが示されている。 この場合 $q(z)$ に対して条件 3が満たされていない。

3 吸収効果

病原体が未感染細胞に感染するとき，外部の病原体の数は 1つ減少する。 これを吸収効果という。
病原体が大きい場合は無視できない。吸収効果が存在するとモデルの解析は随分難しくなる。
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3.1 免疫を含まないモデル

体内の感染モデルで吸収効果を考え，incidence関数を $f(x)v$ の形としたモデル

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-f(x)v, \frac{dy}{dt}=f(x)v-ay, \frac{dv}{dt}=ary-uf(x)v-bv$ . (7)

を考える。 $u\geq 0$ は吸収効果の量を表している。関数 $f(x)$ は次を満たすとする。

1. $f(x)$ は $f(0)=0$ であり $x>0$ で狭義単調増加である。

2. $f(x)$ は $x_{1}>0,$ $x_{2}>0$ に対して次を満たす。

$( \frac{f(x_{1})}{x_{1}}-\frac{f(x_{2})}{x_{2}})(f(x_{1})-f(x_{2}))\leq 0$ (8)

$f(x)$ が $C^{2}$ 級のとき，2番めの条件は $x>0$ で $f”(x)\leq 0$ と表すことができる。基礎再生産比 $R_{0}$

は $R0=rf(\lambda/d)(uf(xo)+b)$ である。

命題 4. (7) に内部平衡点が存在するための必要十分条件は $R_{0}>1$ である。

吸収効果を考えないモデルの Lyapunov関数を用いて吸収効果を考えた (7) の Lyapunov関数を

構成する。 (7) に Lyapunov 関数を構成するために，次のモデルを考える。

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-f(x)v, \frac{dy}{dt}=f(x)v-ay, \frac{dv}{dt}=ary-(uf(x^{*})+b)v$ . (9)

$x=(x, y, v)$ と置き，この方程式が定めるベクトル場を $f(x)$ と書く。 このモデルは吸収効果を考え

ないモデルと同じ形であり，同じ内部平衡点 $(x^{*}, y^{*}, v^{*})$ を持つ。

関数 $U(x)$ を

$U( x)=\int_{x^{*}}^{x}\frac{f(\xi)-f(x^{*})}{f(\xi)}d\xi+(y-y^{*}\log y)+\frac{1}{r}(v-v^{*}\log v)$ .

で定義する。 (9) に沿った時間微分は Korobeinikov [6] により

$\dot{U}(x)=\nabla U(x)\cdot f(x)\leq 0$

となる。 もとの方程式 (7) に沿った時間微分 $\dot{U}(x)$ は

$\dot{U}(x)=\nabla U(x)\cdot f(x)+\frac{1}{r}(1-\frac{v^{*}}{v})(u(f(x^{*})-f(x)))v=\nabla U(x)\cdot f(x)+\frac{u}{r}(v-v^{*})(f(x^{*})-f(x))$ .

である。第 2項の符号は定まらない。

第 2項の処理のため $T(x)$ を

$T( x)=-\frac{u}{r}(\int_{x^{*}}^{x}\frac{f(\xi)-f(x^{*})}{f(\xi)}d\xi)$ .

と定義する。 $f(x)$ の性質より，次の補題が成り立ち，これが重要である。
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補題 5. $f(x)$ は次を満たす。

$(1- \frac{f(x)}{f(x^{*})})(\frac{f(x^{*})}{f(x)}-1)\leq(1-\frac{x}{x}*)(\frac{f(x^{*})}{f(x)}-1)$ .

$V(x)=U(x)+T(x)$ と置く。

定理 6. $r>u(1+ \frac{v^{*}f(x^{*})}{dx^{*}})$ であるとき，$V$ は (7) の内部平衡点における Lyapunov関数である。

$R_{0}\leq 1$ のとき，病気のない平衡点 $(\lambda/d, 0,0)$ が大域安定であることも示されるが，詳細は省略
する。

注意 3.1. $f(x)=\beta x$ のときはここで作られた Lyapunov 関数は Iggidr et al. [3] にょるものと同じ
である。

3.2 免疫を含むモデル

吸収効果を考えたモデルに免疫変数を追加する。最初に体液性免疫モデルを考える。

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-f(x)v, \frac{dy}{dt}=f(x)v-ay,$

$\frac{dv}{dt}=ary-uf(x)v-bv-pvz, \frac{dz}{dt}=vq(z)-mz,$

(10)

ここで $q(z)$ は Section 2.2の条件 3を満たすとすする。このモデルでは $R_{0}=rf(\lambda/d)/(uf(x_{0})+b)$

である。

Case $A$ , Case $B$ の場合に内部平衡点の存在を調べる。

命題 7. $q(z)$ が Case $A$ のとき (10) が内部平衡点を持つための条件は $R_{0}>1$ である。

命題 8. $q(z)$ が Case $B$のとき (10) が内部平衡点を持つための条件は次である。

$f( \frac{1}{d}(\lambda-\frac{m}{q}\frac{b}{(r-u)}))>\frac{b}{r-u}$ . (11)

以下では内部平衡点 $(\hat{x},\hat{y},\hat{v},\hat{z})$ が存在することを仮定し，Case $A,$ $B$ であることは仮定しない。
$x=(x, y, v, z)$ , $y=(x, y, v)$ と置く。次のモデルを補助的に考える。 これは吸収効果があり免疫が
ないモデルの形をしている。

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-f(x)v, \frac{dy}{dt}=f(x)v-ay,$

(12)
$\frac{dv}{dt}=ary-uf(x)v-(b+p\hat{z})v$

これは (7) と同じ形のモデルであり内部平衡点 $(\hat{x},\hat{y},\hat{v})$ を持つ。 そのとき Section3.1の議論にょ
り次の関数 $U(y)$

$U( y)=(1-\frac{u}{r})\int_{\hat{x}}^{x}\frac{f(\xi)-f(\hat{x})}{f(\xi)}d\xi+(y-\hat{y}\log y)+\frac{1}{r}(v-\hat{v}\log v)$
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は $r>u(1+ \frac{\hat{v}f(\hat{x})}{d\hat{x}})$ のとき (12) の $(\hat{x},\hat{y},\hat{v})$ における Lyapunov 関数である。

Section 2と同様に $V(x)$ を

$V(x)=U(y)+W(z)$

$=(1- \frac{u}{r})\int_{\hat{x}}^{x}\frac{f(\xi)-f(\hat{x})}{f(\xi)}d\xi+(y-\hat{y}\log y)+\frac{1}{r}(v-\hat{v}\log v)+\int_{\hat{z}}^{z}\frac{p(\tau-\hat{z})}{rq(\tau)}d\tau$ .
(13)

と定義する。

定理 9. $r>u(1+ \frac{\hat{v}f(\hat{x})}{d\hat{x}})$ のとき $V(x)$ は (10) の $(\hat{x},\hat{y},\hat{v},\hat{z})$ における Lyapunov関数である。

LaSalle不変原理により $(\hat{x},\hat{y},\hat{v},\hat{z})$ は大域安定になることが示される。 内部平衡点が存在しない

場合にも Lyapunov 関数を用い境界平衡点のどれかに対して Lyapunov 関数を構成することがで

きる。 詳細は省略する。

注意 3.2. $f(x)=\beta x,$ $q(z)=qz$ のとき，Kajiwara and Sasaki [5] によって Lyapunov 関数が得ら

れている。 Kajiwara and Sasaki [5] においては，細胞性免疫モデルでも同様の Lyapunov 関数が

得られている。 ただし，そこでは面倒な計算行われていた。

注意 3.3. Qesmi et al. [10] において，肝細胞移植に関連して，肝細胞と赤血球の両方に肝炎ウィル
スが感染するモデルが提案されている。 このモデルでは，両方の感染において吸収効果が取り込ま
れている。 このモデルに対して，Section 3.1で構成した Lyapunov関数を用いて，容易に Lyapunov

関数を構成することができる。Qesmi et al. [10] においては Lyapunov関数についての議論は
ない。
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