
 
 
 
 

非線形フィルタ理論に基づく 

データ同化手法を応用した 

洪水予測手法に関する研究 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2016 年 
 
 
 
 

辻倉 裕喜 
 
 
 
 



 

 



 

i 

 
 

目  次 
 
 

第 1 章 緒 論 ...................................................................................... 1 
 

第 2 章 非線形フィルタ理論に基づくデータ同化手法とその洪水予測分

野への適用性 .......................................................................... 5 

2.1 概 説 .............................................................................................................................. 5 

2.2 非線形フィルタ理論に基づくデータ同化手法 ................................................................ 7 

2.2.1 ベイズ推定の基礎 ...................................................................................................... 7 

2.2.2 Extended Kalman Filter（EKF：拡張カルマンフィルタ） .................................... 15 

2.2.3 Unscented Kalman Filter（UKF：アンセンテッドカルマンフィルタ） ................ 22 

2.2.4 Ensemble Kalman Filter（EnKF：アンサンブルカルマンフィルタ） ................... 28 

2.2.5 Particle Filter（PF：粒子フィルタ） ...................................................................... 33 

2.3 各フィルタリング手法の洪水予測分野への適用性 ....................................................... 39 

参考文献 .................................................................................................................................. 40 

 

第 3 章 洪水到達時間の短い流域を対象にした水位予測モデルの構築に

関する研究 ............................................................................ 41 

3.1 概 説 ............................................................................................................................ 41 

3.2 対象流域の概要と洪水予測上の課題 ............................................................................. 42 

3.2.1 対象流域の概要 ....................................................................................................... 42 

3.2.2 洪水予測上の課題 .................................................................................................... 42 

3.3 水位予測モデルの構築 ................................................................................................... 45 

3.3.1 水位予測の基本的な考え方 ..................................................................................... 45 

3.3.2 水位予測モデルの概要 ............................................................................................ 45 

3.3.3 水位予測モデルの基礎式 ......................................................................................... 46 

3.3.4 定数の自己回帰モデル ............................................................................................ 47 



 

ii 

3.4 データ同化手法の適用 ................................................................................................... 48 

3.4.1 フィルタリング手法の選定 ..................................................................................... 48 

3.4.2 フィルタリング手法の適用 ..................................................................................... 49 

3.4.3 Unscented Kalman Filter（UKF）のアルゴリズム ................................................. 49 

3.5 水位予測モデルの適用結果 ............................................................................................ 52 

3.5.1 水位の推定結果の評価 ............................................................................................ 52 
3.5.2 定数 brcb ,, の推定結果の評価 .................................................................................. 52 

3.5.3 定数cの fa, への分解試算 ..................................................................................... 52 

3.5.4 逆算流量の評価 ....................................................................................................... 56 

3.5.5 予測水位の精度検証 ................................................................................................ 56 

3.6 結 語 ............................................................................................................................ 56 

参考文献 .................................................................................................................................. 59 

 

第 4 章 貯留関数法に基づく洪水予測モデルにおけるパラメータ変動に

関する解釈 ............................................................................ 61 

4.1 概 説 ............................................................................................................................ 61 

4.2 貯留関数法に基づく洪水予測モデルのパラメータの分析 ............................................ 62 
4.2.1 流出係数 f と貯留関数法の定数 kの解釈 ............................................................... 62 

4.2.2 貯留関数法の定数 pの解釈 .................................................................................... 65 

4.3 洪水予測モデルに用いる貯留関数法の定数の推定 ....................................................... 66 

4.3.1 洪水予測モデルの概要 ............................................................................................ 66 

4.3.2 ベースフローが 0 に近い場合の逓減特性値 21kf  ................................................... 66 

4.3.3 ベースフローを考慮した場合の逓減特性値 21kf  ................................................... 66 

4.3.4 逓減特性値のばらつきの要因 ................................................................................. 70 

4.4 フィルタリングによる定数変化の分析 ......................................................................... 70 

4.4.1 洪水予測モデルの基礎式 ......................................................................................... 70 

4.4.2 定数の自己回帰モデル ............................................................................................ 72 

4.4.3 フィルタリング手法の適用 ..................................................................................... 72 

4.4.4 流出係数や貯留関数法の定数等の変化 ................................................................... 73 

4.4.5 予測流量の精度検証 ................................................................................................ 73 

4.5 結 語 ............................................................................................................................ 73 

参考文献 .................................................................................................................................. 77 



目 次 

iii 

第 5 章 洪水中の粗度係数等の変化に着目した水位予測手法の適用上の

課題と対応 ............................................................................ 79 

5.1 概 説 ............................................................................................................................ 79 

5.2 水位予測モデルの構築 ................................................................................................... 80 

5.2.1 水位予測モデルの構成 ............................................................................................ 80 

5.2.2 不定流モデルの基礎式 ............................................................................................ 81 

5.3 フィルタリング手法の適用 ............................................................................................ 88 

5.3.1 Particle Filter（PF）のアルゴリズム ...................................................................... 88 

5.3.2 リサンプリング ....................................................................................................... 90 

5.3.3 システムノイズの追加 ............................................................................................ 90 

5.4 水位（流量）予測方法 ................................................................................................... 90 

5.4.1 枚方地点の流量予測方法 ......................................................................................... 90 

5.4.2 枚方上流地点の水位予測方法 ................................................................................. 91 

5.5 適用条件の違いによるデータ同化結果の評価 .............................................................. 92 

5.5.1 状態量の違いによるデータ同化結果の評価 ........................................................... 92 

5.5.2 粒子数の違いによるデータ同化結果の評価 ......................................................... 100 

5.5.3 観測値更新を行う対象観測所の違いによるデータ同化結果の評価 ..................... 101 

5.6 結 語 .......................................................................................................................... 104 

参考文献 ................................................................................................................................ 106 

 

第 6 章 河口砂州崩壊の影響を受ける河道区間の水位予測手法の開発に

関する研究 .......................................................................... 107 

6.1 概 説 .......................................................................................................................... 107 

6.2 熊野川の河口砂州の変動 ............................................................................................. 108 

6.3 洪水予測（水位予測）モデルの構築 ............................................................................ 111 

6.3.1 分布型流出モデルの適用 ........................................................................................ 111 

6.3.2 水位予測モデルの構築 ........................................................................................... 118 

6.3.3 不定流モデルの基礎式 ........................................................................................... 119 

6.4 水位予測方法 ................................................................................................................ 120 

6.4.1 フィルタリング手法の適用 ................................................................................... 120 

6.4.2 成川地点等の水位予測方法 ................................................................................... 121 



 

iv 

6.5 フィルタリング手法の違いによるデータ同化結果の評価 .......................................... 122 

6.5.1 状態量の変化 ......................................................................................................... 122 

6.5.2 予測水位の精度検証 .............................................................................................. 125 

6.5.3 フィルタリング手法の適用性評価 ........................................................................ 138 

6.6 結 語 .......................................................................................................................... 139 

参考文献 ................................................................................................................................ 139 

 

第 7 章 結 論 .................................................................................. 141 
 

付 録 主な記号の説明 .................................................................... 144 
 

謝 辞 
 



1 

 
 
 
 
 

第1章  
 
 

緒 論 
 
 

洪水予測技術には様々なものがあるが，上下流の水位の相関関係等に基づき評価地点の水位を

直接予測する手法と，降雨から流出量を評価する流出解析モデルを基本とする手法の 2 つに分類

することができる． 
前者の最も単純なモデルとしては，洪水予測地点の水位と上流観測地点の水位との経験的相関

による水位相関法が挙げられる．水位相関法は大流域の大規模洪水を比較的精度良く予測できる

が，基本的なモデルでは降雨パターンの違いを考慮する仕組みがなく中規模洪水に対する適用性

に課題があることが指摘されている 1) ．また，中小流域に適用する場合には，降雨流出から河道

水位の変化までの時間が短いため，上流の水位だけでなく流域への降雨量も考慮して下流の水位

を予測するといった工夫が必要となる 2),3) ． 
流出解析モデルでは，基本的に降雨量を入力データとして流出量を評価し，流量を水位に換算

することで水位ハイドログラフを予測する．洪水予測に用いられるという観点では，比較的少数

のパラメータで流出現象の非線形性を表現できるモデルとして貯留関数法が広く利用されてきた．

貯留関数法は，流出事象に応じてパラメータの調整が必要になることと，ピーク流量はある程度

再現できるもののピーク時刻の予測精度の確保が困難となる傾向があることが指摘されている 1) ． 
上記の水位相関法や貯留関数法は，各手法に限界があるものの，両者とも比較的簡便な仕組み

で実用的な予測ができるといった点においては，実務上有効な洪水予測手法である．したがって，

2つに分類した手法それぞれについての精度向上に向けた取り組みが必要であると認識している．

しかしながら，本研究では，透明性や説明性の観点から，基本的には，より工学的な立場をとる

流出解析モデルを基本とする手法について，その予測精度の向上に向けた検討を行うものとする． 
洪水予測に貯留関数法等のいわゆる集中型流出モデルを用いる際には，流出解析モデルの構築，

パラメータの設定，流域の初期貯留量の算定が予測精度の確保に重要となる．パラメータの設定

については，パラメータを現実的な範囲でばらつかせた多数のアンサンブル予測を行い，その中

から観測値に近い結果を出力するものを選択していく手法が検討されている 4) ．また，流域での

初期貯留量を直接算定することは事実上困難であることもあり，Kalman Filter 5) に代表される

データ同化手法を用いた補正方法が検討されている 6) ． 
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分布型流出モデルの洪水予測への適用も増えている．分布型流出モデルは，比較的狭い区画を

対象として流出過程を記述することにより，集中型流出モデルの観念的なモデル化に比べ，より

力学的な立場で流出プロセスを記述できる点が特徴である． 
昨今の局所的な豪雨による災害の頻発や，水防法改正等に伴う身近な流域における洪水予測の

要求もあるなか，レーダ雨量などによる降雨の空間分布を直接考慮できる分布型流出モデルは，

中小流域への適用性が高いと考えられる．しかしながら，河道形状や流量観測データ等が十分に

整備されていない中小河川の洪水予測に対しては，分布型流出モデルの説明性を活用することが

困難であるため，これらの情報を必要としない洪水予測手法の開発が必要であると考える． 
水位と流量を水位流量関係式（以下，H-Q 式という）で関連付けることに起因する流量や水位

の不確かさは，洪水予測モデルの実行や検証において大きな障害となる．また，観測態勢が構築

されていても，発生頻度の小さい大規模出水時の観測データが不十分あるいは取得できていない

ことにより，大規模洪水に対する H-Q 式の精度には限界があることが多い． 
一次元や二次元の不定流計算を使用した水位算定や，不定流計算と多地点の水位観測データを

用いた流量算定技術などにより，水位算定の高度化を図っていくことは，大規模出水や流量観測

データの少ない河川における洪水予測の精度向上に貢献できるとものと考えられる 7) ． 
洪水予測では水位予測の精度が高いことが第一に要求されることから，観測水位などを用いて

河道の状態量のデータ同化を行うことも精度向上に効果的である．佐山ら 8) は，河道追跡モデル

の流量を，バイアス補正カルマンフィルタを用いて同化している．立川ら 9) は，非線形現象への

適用性に優れるとされる粒子フィルタを使用して，河道での洪水伝搬過程の同化を行っている． 
以上の洪水予測技術の現状と課題を踏まえ，本研究においては，以下に示す検討を実施する． 
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洪水予測技術のなかでも本研究の主題であり水防上重要な水位予測については，特に H-Q 式の

精度向上が容易ではないため，降雨量や流量の予測精度の向上が水位予測に十分に活かされない

こと，また，不定流モデルを導入して水位を直接算出することも行われているが，洪水中に変化

する河道状況をリアルタイムの水位予測に反映する手段がないことが技術的に解決されていない．

そこで本研究では，『流出モデルの基礎式と H-Q 式を組合せ降雨から水位を直接予測するモデル

を開発し，モデル定数を非線形フィルタによりデータ同化して水位予測の精度を向上させる方法』

や，『不定流モデルにおける粗度係数や河床変動高といった状態量を非線形フィルタによりデータ

同化して水位予測の精度を向上させる方法』等，様々な特性を有する河川流域を対象に高精度な

水位予測手法を開発することを目的とした． 
第 2 章では，非線形フィルタ理論に基づくデータ同化手法として，Kalman Filter 5) を基礎と

する Extended Kalman Filter，Unscented Kalman Filter，および Ensemble Kalman Filter と，

Particle Filter の一般形やアルゴリズムについて記述する．また，各手法の特徴や長所・短所を

踏まえた上で，洪水予測分野への適用性を比較して，次章以降の水位予測手法の開発に使用する

フィルタリング手法を評価する． 
第 3 章では，洪水到達時間の短い中小河川流域を対象として，観測水位に対してデータ同化を

行いながら降雨から水位を直接予測するモデル（水位予測モデル）を開発し，適用性を評価する．

使用実績の多い貯留関数法の基礎式と H-Q 式を組み合わせた「水位予測モデル」の基礎式を導出

し，基礎式における定数等を自己回帰モデルで表現する．観測水位に対するデータ同化手法には，

洪水到達時間が短く計算時間を短縮する必要がある中小河川流域を対象とすることを考慮して，

複雑な非線形モデルにも対応でき，計算機への負荷も軽減できるフィルタリング手法を選定する．

さらに，洪水中に H-Q 式が変化すると考えられる急流河川（土器川）と緩流河川（旧吉野川）を

対象として，実洪水における水位予測モデルの適用結果を示し，水位の再現性，定数の推定結果，

流量の推定結果に対する評価を行い，水位予測モデルの適用性について考察する． 
第 4 章では，第 3 章で用いた貯留関数法の定数の変動要因を分析して，流出予測の精度向上を

図る．まず，18 ダムにおける洪水低減部の流入量を分析し，流域面積の関数として貯留関数法の

定数の推定式を求める．推定式から得られる値を用いて変動幅を規定した貯留関数法の定数や，

流出係数等を自己回帰モデルで表現し，ダム流入量に対してデータ同化を行う流出予測モデルを

開発する．さらに，実洪水における流出予測モデルの適用結果を示して，ダム流入量の再現性，

定数の推定結果に対する評価を行い，流出予測モデルの適用性について考察する． 
第 5 章では，淀川三川合流部の複雑な流況を表現するために，不定流モデルにデータ同化手法

を組み合わせた水位予測手法を開発して，適用上の課題とその対応方法を示す．淀川三川の流量

と残流域等の流量に乗じる補整係数のみを状態量としてデータ同化の対象とした場合について，

フィルタリング後境界流量の流量観測値等に対する再現性を確認する．一方，粗度係数に乗じる

補整係数を状態量に追加した場合についても境界流量の再現性を確認して，両者の再現性の比較

から粗度係数を状態量として選択する必要性を評価する．さらに，粗度係数に乗じる補整係数を

三川毎に個別に設定するなど状態量の数を増やした場合について，粒子数を増やすなど境界流量

の再現性を確保するために必要と考えられる対応措置による効果を評価する．また，観測値更新

を行う対象を枚方地点流量のみではなく，合流前の各河川の観測所水位も追加した多点フィルタ

とすることによる効果や影響についても，水位の再現性や境界流量の再現性によって評価する． 
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第 6 章では，熊野川における河口砂州崩壊の影響を受ける河道区間を対象に，不定流モデルに

データ同化手法を組み合わせた水位予測手法を開発して，適用性を評価する．砂州フラッシュを

表す状態量として，下流端断面の河床変動高を設定することにより，砂州崩壊の影響を考慮する．

さらに，流量に乗じる補整係数も合わせて状態量として設定することにより，観測水位に対する

データ同化を可能とする水位予測手法を開発する．また，実洪水に対して特徴の異なる 2 種類の

フィルタリング手法を組み合わせた水位予測手法を適用し，下流端断面の河床変動高の妥当性，

流量の再現性，水位の再現性などの比較から，非線形性の強い状態量推定に対して適用性の高い

フィルタリング手法を評価する． 
第 7 章では，本研究で得られた成果をまとめて結論とする． 
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第2章  
 
 

非線形フィルタ理論に基づくデータ同

化手法とその洪水予測分野への適用性 
 
 
2.1 概 説 

 
洪水予測分野においては，物理法則に基づき時空間シミュレーションモデル（洪水予測モデル）

を構成し，この計算を実施することで，洪水流量や河道水位などの再現や予測を行うことになる．

その際に，これらのシステムの持つ非線形性が原因となり，初期条件や境界条件さらにはモデル

パラメータの与え方によって，シミュレーション結果が実現象から乖離した不適切なものとなる

ことが問題となる．データ同化の目的は，これらシミュレーションにおける初期条件や境界条件

ならびにモデルパラメータを，実際の観測データに基づいて適切なものに構成することである．

また予測においては，こうして得られた諸変数を用いることにより，精度の向上が見込まれる．

データ同化には逐次型と非逐次型のものがある．本論では，Kalman Filter（カルマンフィルタ）

などに代表される，観測データを得るたびにシステムの状態変数を修正する逐次型を対象とする． 
Kalman Filter は観測データに基づいて線形確率システムにおける状態ベクトルを逐次的に

推定するフィルタリング理論であり，工学を始めとする非常に多くの分野の動的システムの状態

および未知パラメータの推定問題に応用されている． 
多くの革新をもたらした Kalman Filter ではあるが，システムの線形性やノイズのガウス性が

損なわれる場合には，観測データに基づく状態ベクトルの条件付き確率分布は非ガウス性となり，

フィルタリング問題を解析的に解くことはほとんど不可能となる．実際のところ非線形システム

に対するフィルタリング問題は線形システムに対するフィルタリング問題よりはるかに難しく，

様々な近似手法（非線形フィルタ理論）が提案されている．例えば，システムモデルを線形化し

それに Kalman Filter の理論を適用して近似的な条件付き期待値と誤差共分散行列を計算する

方法や，状態ベクトルの条件付き確率分布を多数の粒子（アンサンブルとも呼ぶ）により近似し

モンテカルロ法によって条件付き確率分布の時間変化を追跡する方法など，多くの工夫と応用が

なされてきた． 
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表 2.1 非線形フィルタの分類 1) 

 名 称 略称 日本語訳 

局所的方法 

Extended Kalman Filter EKF 拡張カルマンフィルタ 

Equivalently Linearized Kalman Filter EqKF 等価線形化カルマンフィルタ 

Unscented Kalman Filter UKF アンセンテッドカルマンフィルタ 

Ensemble Kalman Filter EnKF アンサンブルカルマンフィルタ 

大域的方法 

Gaussian Sum Filter GSF ガウス和フィルタ 

Point Mass Filter PMF 質点フィルタ 

Particle Filter PF 粒子フィルタ 

 
表 2.1 は非線形フィルタの分類を示したものである 1) ．非線形フィルタリングに関しては，

多くの近似手法が提案されており，同表に記載のあるものだけではない．例えば，Particle Filter
（粒子フィルタ）と呼ばれる手法の中には Gaussian Particle Filter（ガウシアン粒子フィルタ）

などいくつかのバリエーションがある．また，他の非線形フィルタと Particle Filter を融合した

非線形フィルタも発表されている 2) ．表 2.1 の局所的方法は，状態ベクトルの条件付き期待値

および誤差共分散行列の時間推移を近似的に計算する方法であり，事後確率分布はガウス分布と

仮定される．一方，大域的方法は，状態ベクトルの条件付き確率分布の時間推移を数値的に評価

した上で，条件付き期待値を計算する． 
Extended Kalman Filter（EKF：拡張カルマンフィルタ）は非線形システムを状態ベクトル

の推定値のまわりでテーラー展開して得られる 1 次近似システムに Kalman Filter を適用して，

推定値を更新していく方法であり 3) ，1 次フィルタと呼ばれている． 
Equivalently Linearized Kalman Filter（EqKF：等価線形化カルマンフィルタ）は条件付き

確率分布をガウス分布と仮定して，2 乗誤差規範のもとで非線形要素を線形近似するという方法

に基づくもので，EKF より推定精度は高いがアルゴリズムの導出は複雑である 4) ． 
Unscented Kalman Filter（UKF：アンセンテッドカルマンフィルタ）は 1990 年代の中頃に

発表され 5) ，非常に多くの関連した研究が行われている．確率ベクトルが非線形要素を通過した

ときの出力ベクトルの平均値と共分散行列を近似的に評価する Unscented Transformation（UT）
を利用した非線形フィルタである． 

Ensemble Kalman Filter（EnKF：アンサンブルカルマンフィルタ）は気象予測分野で開発

されたデータ同化，すなわち状態ベクトルと未知パラメータの同時推定アルゴリズムである 6) ．

気象モデルは非線形で状態ベクトルが高次元（104～106）であり，初期状態の不確定性は高いが，

多くの観測データが存在する．こうした場合，誤差共分散行列の正確な時間更新は不可能である．

アンサンブルと呼ばれるシステムのコピーを多数準備し，それらにランダムな初期条件とノイズ

のサンプルを与えて，それぞれの時間更新のシミュレーションを行う．新しい観測データを得る

と，各アンサンブルの状態ベクトルから平均値と共分散行列を計算し，観測データと組み合せて

観測更新を行う．アンサンブルを用いるという意味では Particle Filter と考え方は類似している

が，EnKF はアンサンブルの分布ではなく，平均値と共分散行列に着目した局所的方法であり，

アンサンブルの共分散行列から Kalman Gain（カルマンゲイン）を数値的に求めるものである． 
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Gaussian Sum Filter（GSF：ガウス和フィルタ）は非ガウスの事後確率分布を複数のガウス

分布の線形結合で近似することで，フィルタの推定精度を改善しようとするものである 7) ．また，

Point Mass Filter（PMF：質点フィルタ）は状態ベクトルの条件付き確率分布の時間的な推移

を記述する Kolmogorov の関数方程式を数値的に解く方法である 8) ．実際には，合成積分を含む

関数方程式を解くには時間と空間を離散化する必要があり，空間領域を制限しなければならない． 
Particle Filter（PF：粒子フィルタ）は状態ベクトルの条件付き確率分布を多数の粒子により

近似する方法である．このモンテカルロ・サンプリングの方法に基づいた PF は近年非常に多く

関心を集めており，文献も多数発表されている 2),9),10) ．PF の時間更新ステップは EnKF とほぼ

同じであるが，観測更新ステップにおいてはリサンプリングを利用するため，Kalman Gain を

用いないところがEnKFと異なる点である．PFは任意の分布のノイズを扱うことが可能である． 
本章では，2.2 において，非線形フィルタで用いるベイズ推定の基礎について確認した上で，

表 2.1 に示す非線形フィルタの内，より一般的なデータ同化手法として，Kalman Filter を基礎

とする局所的方法である EKF，UKF，EnKF と，大域的方法である PF を取り上げ，各手法の

理論やアルゴリズムを記述する．また，2.3 では，各手法の特徴や長所・短所を踏まえた上で，

洪水予測分野への適用性を比較して，次章以降の研究に用いるフィルタリング手法を評価する． 
なお，本章における主な記号の説明については，巻末の付録を参照されたい． 
 
 

2.2 非線形フィルタ理論に基づくデータ同化手法 
 

2.2.1 ベイズ推定の基礎 
本項では，非線形フィルタで用いるベイズ推定の基礎と多次元ガウス分布について記述する． 
 
(1) 確率変数の推定 

パラメータ推定問題は観測データに基づいて未知パラメータの推定値を求める問題である．

観測値が与えられたとき未知パラメータに関する情報はすべて事後確率分布に含まれている． 
未知パラメータを xとして観測値を yとする．yに関する xの事後確率密度関数を yxp

とおくと，ベイズの定理から 

yp
xpxyp

yxp a  (2.1) 

を得る．ただし， xyp は xに関する yの条件付き確率密度関数であり， xpa は xの事前 
確率密度関数である．式(2.1)には事前確率密度関数，条件付き確率密度関数，事後確率密度

関数の 3 種類の密度関数が存在する． 
ここで，簡単な線形モデル 

vxy ，  2,~ axNx ，  2,0~ vNv  (2.2) 

を考える．ただし，ノイズvは未知パラメータ xとは独立であるとし，xを固定すると，式(2.2)
から xy は vの分布に従うので， 
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2
22

1

22
1 xy

v

vexyp  (2.3) 

が成立する．よって，式(2.1)右辺の分子は 

2
2

2
2 2

1
2

1

22 2
1

2
1 xxxy

av
a

avexpxyp  (2.4) 

となる．上式右辺の指数部分を とおくと， 

2

2

2

2

22
2

222

2

2

2

2112
vavavava

yxxyxxxyxx  (2.5) 

を得る．ここで， 

222
111

va
，  

22
va

yx  (2.6) 

とおき，式(2.5)を xについて整理すると， 

2
22

22
2

112 xyx
av

 (2.7) 

となる．したがって， 

2
22

22
2 2

1
2

1

22 2
1

2
1 xyx

av
a

avexpxyp  (2.8) 

が成立する．また，上式を xについて積分して 

2
222

1

22

2

22
2 xy

av
a

avedxxpxypyp  (2.9) 

を得る．よって，式(2.1)から事後確率密度関数は 

22
22

1

22
1 x

a e
yp

xpxyp
yxp  (2.10) 

となる． yxp はガウス分布 2,mN となり，mと 2 は 

22

1

22
11

vava

yxm ，  
222

111

va
 (2.11) 

で与えられる．条件付き期待値は事前期待値 xと観測値 y の加重平均である．また，分散の

逆数を精度と考えると，事後精度は事前精度とサンプルの精度の和となって向上している．

式(2.11)のmを変形すると， 



第 2 章 非線形フィルタ理論に基づくデータ同化手法とその洪水予測分野への適用性 

9 

yxm
va

a

va

v
22

2

22

2
 (2.12) 

となる． 2
a が非常に小さければ，事前情報の精度が非常に高いので，観測値よりも事前情報

xを信頼し，逆に 2
v が小さい場合には，観測値 yを信頼するという結果を示している． 

ここで，式(2.10)の事後確率密度関数には式(2.2)のモデルにおいて yがもたらす xに関する

すべての情報が含まれている．以下では，事後確率分布に基づき未知パラメータの推定値を

求めるためのベイズ推定について記述する． 
 

(2) ベイズ推定 

未知パラメータを x，推定値を yfx̂ とおくと，推定誤差は 

yfxe  (2.13) 

となる．まず，誤差eの大小を評価するための損失関数 0el を導入する．xと yはともに

確率変数であるから， el は確率変数となる．よって， el の期待値としてベイズリスク 

dydxyxpyfxlyfxlEfR ,  (2.14) 

を定義する．ベイズリスクを最小にする yf をベイズ推定値という． ypyxpyxp ,  
を用いると，式(2.14)は 

dyypdxyxpyfxlfR  (2.15) 

となる．さらに，条件付きベイズリスク 

dxyxpyfxlyyfxlEfRc  (2.16) 

を定義すると，ベイズリスクは条件付きベイズリスク fRc の yp に関する期待値となる．

式(2.16)右辺の被積分関数 yfxl と yxp はともに非負であるため，任意の固定された

yに対し fRc を最小にする yfx̂ を求めれば，それはベイズリスク fR を最小にする． 
任意の推定値 yg に対して gRfR cc ，すなわち， 

yygxlEyyfxlE ， yg  (2.17) 

が成立すると仮定する．上式の yに関する期待値を計算すると， 

yygxlEEyyfxlEE  (2.18) 

となる．これは， gRfR ， gと等価である． 
 
ベイズ推定値は式(2.16)の条件付きベイズリスクを最小にすることによって求めることが

できる．以下では，図 2.1 に示す 3 つの損失関数に対するベイズ推定値を計算する． 



 

10 

 

 

図 2.1 損失関数 

 
1) 2 乗誤差 

2eel を考える．このとき，条件付きベイズリスクは 

dxyxpyfxyyfxEfRc
22  (2.19) 

となる．式(2.19)を yf について偏微分して0とおくと， 

02 dxyxpxyf
f
fRc  (2.20) 

となるので，積分を実行すると， 

yxEdxyxxpyf  (2.21) 

を得る．よってベイズ推定値は yに関する xの条件付き期待値となる．このベイズ推定値 
を“最小分散推定値”という．条件付き期待値の性質から xEyxEEyfE  
となるので，最小分散推定値は不偏推定値である． 

 
2) 絶対誤差 

eel を考える．このとき，条件付きベイズリスクは 

fRc  dxyxpyfx  

 
yf

yf
dxyxpyfxdxyxpxyf  (2.22) 

となる．式(2.22)を yf について偏微分して0とおくと， 

yf

yf
dxyxpdxyxp  (2.23) 

を得る．これからベイズ推定値 yf は事後確率密度関数 yxp の中央値となる．この 
ベイズ推定値を“絶対誤差推定値”という． 

 

e0 0 0e e

el el el
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3) 一様誤差 

一様誤差の損失関数は， 0として， 

e
e

el
,1
,0

 (2.24) 

で与えられる．この場合， が十分小さいとすると，条件付きベイズリスクは 

yyfpdxyxpfR
yf

yfc 211  (2.25) 

と近似できる．したがって， fRc を最小にする yf は事後確率密度関数 yxp を最大

にする yf で， yxp のモードとなる．このベイズ推定値を“MAP 推定値”という． 
MAP 推定値 MAPx̂ は MAP 方程式 

0
log

MAPx̂xx
yxp

 (2.26) 

を解くことにより求められる．ベイズの定理から式(2.26)は 

0loglog
MAPx̂x

a xpxyp
x

 (2.27) 

となる．また， xpa が一様分布であれば， xpa は xによらないので，MAP 推定値は 
“最尤推定値”に帰着する． 

 
事後確率密度関数 yxp がガウス分布であれば，上記の 3 つのベイズ推定値は一致する．

また，損失関数 el が対称かつ下に凸で，事後確率分布 yxp が条件付き期待値に関して 
対称であれば，ベイズ推定値は最小分散推定値に等しいことが知られている 1) ．したがって，

かなり広いクラスの損失関数と事後確率分布に対してベイズ推定値は条件付き期待値により

与えられることが分かる．このことが最小分散推定値が広く用いられる理由となっている． 
 

(3) 多次元ガウス分布 

(2)で記述したように，最小分散推定値は条件付き期待値 

dxyxxpyxEx :ˆ  (2.28) 

で与えられる．したがって，最小分散推定値を計算するには，条件付き確率密度関数 yxp
を必要とする．しかし，実際には， yxp が正確に与えられる場合はまれであり，たとえ，

yxp が正確に与えられたとしても，一般に式(2.28)の積分計算は非常に困難である． 
ここで，結合確率密度関数 yxp , が多次元ガウス分布である場合について，条件付き確率 

密度関数および条件付き期待値の計算を行う． nx R は未知パラメータベクトル， py R  
は観測ベクトルとし，それらの平均値ベクトルおよび共分散行列を以下のように定義する． 
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xEx : ，  yEy :  (2.29) 

yyyyExxyyE
yyxxExxxxE

yyyx

xyxx :  (2.30) 

ここで，
yyyx

xyxx: とおくと， yx, の結合確率密度関数は 

yy
xx

yyxxyxp pn
1

212 2
1exp

2
1,  (2.31) 

となる． の行列式，逆行列を計算するために，以下の公式 

ICD
I

D
CBDA

I
BDI

DC
BA

1

11 0
0

0
0

 (2.32) 

を利用する．ただし，逆行列の存在は仮定する． xxA ， xyB ， yxC ， yyD と 

おき，両辺の行列式を計算すると， 

yyyyyxyyxyxx
1  (2.33) 

を得る．ただし， yxyyxyxx
1: である．簡単のために， xxa : ， yyb : と 

おくと，式(2.31)の指数部の 2 次形式は 21 を除いて， 

b
a

ba 1  
b
a

I
I

I
I

ba yyxy

yyyxyy 00
00 1

1

1

1  

 bbbaba yyyyxyyyxy
1111  (2.34) 

となる．また，ここで， yyx yyxy
1: とおくと， xba yyxy

1 となるので， 

式(2.31)は 

xxyxp n
1

212 2
1exp

2
1,  

 yyyy yy
yy

p
1

212 2
1exp

2

1
 (2.35) 

と表すことができる．ここで， 

1
2

1 1
2
1

212 n
dxe

xx

n R
 (2.36) 

が成立するので，周辺確率密度関数 dxyxpyp , は 
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yyyyyp yy
yy

p
1

212 2
1exp

2

1
 (2.37) 

となる．したがって，条件付き確率密度関数 

xxyxp n
1

212 2
1exp

2
1  (2.38) 

を得る．ここで，結合確率密度関数が ypyxpyxp , のように yxp と yp の積に

分解されたので， x と yは独立で 0yxE が成立する．よって， xと yが結合 
ガウス分布に従うとき，データ yに基づく xの最小分散推定値および推定誤差共分散行列は 

yyxyxEx yyxy
1ˆ  (2.39) 

yxyyxyxxyyxExyxExEyx 1var  (2.40) 

となる．また，最小分散推定値 x̂は不偏推定値であり， yxEx と yは独立である． 

 
次に，一般線形回帰モデル 

vHxy ，  PxNx ,~ ，  RNv ,0~  (2.41) 

を考える． py R ， nx R ， pv R であり，かつ xと vは独立であるとする．このとき， 
結合確率密度関数 yxp , を求める． 

式(2.41)から xyp は以下の多次元ガウス分布となる． 

2
12

1

2

1
R

Hxy

p
e

R
xyp  (2.42) 

ただし， zRzz R
12

1 である．また， xypxpyxp , から 

2
1

2
1 2

1
2
1

2
1, RP

Hxyxx

pn e
RP

yxp  (2.43) 

を得る．上式の指数部分を とおくと， 

2  22
11 RP Hxyxx  

 22
11 RP xxHxHyxx  

 222
111 HRHRP xxxHyxx  

 xHyRHxxxxHRxHy 11  (2.44) 

となる．ここで， 
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HRHPM 111  (2.45) 

とおくと， 

2  22
11 RM xHyxx  

 xHyRHxxxxHRxHy 11  

 
xHy
xx

RHR
RHM

xHyxx
11

11
 (2.46) 

を得る．よって，上式と式(2.31)の指数部分を比較すると， 

xHy ，  
11

11
1

RHR
RHM

 (2.47) 

が成立する．また，式(2.31)と式(2.43)の係数が等しいことから， RP を得る．次に， 

式(2.32)を用いて，上式の 1を三角行列とブロック対角行列の積に分解すると， 

IH
I

R
P

I
HI 0

0
0

0 1

1
1  (2.48) 

となる．ここで，式(2.48)の逆行列を計算すると， 

RHPHHP
PHP

I
HI

R
P

IH
I

00
00

 (2.49) 

を得る．これから， yxp , の共分散行列は 

Pxx ，  PHxy ，  RHPHyy  (2.50) 

となる．したがって，以下の式が成立する． 

RHPHHP
PHP

xH
x

Nyxp ,~,  (2.51) 

 
さらに，式(2.51)から yp と yxp を求め，結合確率密度関数 yxp , の別表現を与える． 

まず，式(2.50)の共分散行列を用いて， 

11 VPHK yyxy ，  RHPHV  (2.52) 

とおく．式(2.45)を用いると， 11 RMHVPHK が成立する． 
yxp , が式(2.51)で与えられるとき，式(2.37)および式(2.38)から 

2
12

1

2

1
V

xHy

p
e

V
yp  (2.53) 
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2
12

1

2

1
M

x

n
e

M
yxp  (2.54) 

を得る．ただし， xHyKx である．したがって， 

2
1

2
1 2

1
2
1

2

1, VM
xHyx

pn
e

VM
yxp  (2.55) 

が成立する． 
 
式(2.43)と式(2.55)から，式(2.5)と式(2.7)の右辺が互いに等しいというスカラーの場合での

結果を多次元に拡張した以下の恒等式を得る． 

2222
1111 VMRP xHyxHxyxx  (2.56) 

ただし， xHyVPHx 1 ， RHPHV ， HPVPHPM 1 である．また，

VMRP が成立する．この恒等式は次項以降の非線形フィルタの誘導に使用する． 

 
2.2.2 Extended Kalman Filter（EKF：拡張カルマンフィルタ） 
本項では，まず非線形フィルタリングの概要を説明する．次に，歴史的に最も古く分かり易い

近似非線形フィルタである EKF について理論やアルゴリズムを記述する． 
 
(1) 非線形フィルタリング 

以下の離散時間非線形確率システムについて考える． 

tttt wxfx 1  (2.57) 

tttt vxhy  (2.58) 

ただし， n
tx R は状態ベクトル， p

ty R は観測ベクトルで， n
tw R はシステムノイズ，

p
tv R は観測ノイズである．ノイズは平均値0のガウス白色ノイズで，その共分散行列は 

ts
t

t
ss

t

t

R
Q

vw
v
w

E
0

0
，  ,1,0, st  (2.59) 

であるとする．ただし， 0tQ ， 0tR である．初期状態 0x は 00,PxN に従い，さらに，

00xwE t ， 00xvE t ， ,1,0t と仮定する．また非線形特性である tf ： nR → nR
および th ： nR → pR はそれぞれ 

tnttn

tntt

tt

xxf

xxf
xf

,,1,

,,1,1

,,

,,
 (2.60) 
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tnttp

tntt

tt

xxh

xxh
xh

,,1,

,,1,1

,,

,,
 (2.61) 

で与えられるとする． 
時刻0から t までの観測データの集合を t

t yyY ,,0 とおき，観測データ tY に基づいて，

時刻 mt における状態ベクトル mtx の最小分散推定値を求める．すなわち，ベイズリスク 

2ˆ tmtmt xxEJ ，  1,0m  (2.62) 

を最小にする最適推定値 tmtx̂ を与える状態推定問題を考える． 

式(2.21)から，式(2.62)を最小にするベイズ推定値 tmtx̂ は以下のとおり tY に関する mtx の 

条件付き期待値で与えられる． 

n mt
t

mtmt
t

mttmt dxYxpxYxEx
R

ˆ  (2.63) 

推定問題は 0m ， 0m ， 0m に従い，それぞれ予測問題，濾波問題，平滑問題となる．

以下では，主として 0m （フィルタリング）と 1m （1 段予測推定）の場合を考える． 
条件付き確率密度関数の時間的な推移 1t

t Yxp → t
t Yxp → t

t Yxp 1 を与える更新式 

は以下のようになる． 
 
1) 観測更新ステップ 

1

1

t
t

t
tttt

t Yyp
Yxpxyp

Yxp  (2.64) 

2) 時間更新ステップ 

n t
t

ttt
t

t dxYxpxxpYxp
R 11  (2.65) 

 

t
tt yYY ,1 であるから，ベイズの定理を用いると， 

1

11

1

1 ,
,

,,
t

t

t
t

t
tt

t
t

t
ttt

t Yyp
YxpYxyp

Yyp
YyxpYxp  (2.66) 

となる．ここで，式(2.58)から ty は tx が与えられると過去のデータ 1tY とは独立であるから，

tt
t

tt xypYxyp 1, が成立する．よって式(2.64)を得る．また，再びベイズの定理から 

nn t
t

t
t

ttt
t

tt
t

t dxYxpYxxpdxYxxpYxp
RR

,, 111  (2.67) 

となる．ここで，式(2.59)から tw と tv は独立，式(2.57)から 1tx は tx が与えられるとデータ tY
とは独立となるので， tt

t
tt xxpYxxp 11 , が成立する．よって式(2.65)を得る． 
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観測更新および時間更新ステップは，それぞれ濾波および 1 段予測ステップに対応する． 
これらの方程式を解くために必要となる初期分布は，仮定から 000 ,~ PxNx である． 

 
式(2.64)，(2.65)の更新式は無限次元であるが，ガウス白色ノイズを受ける線形システムの

場合には，条件付き確率密度関数はガウス分布となるので，その期待値と誤差共分散行列は

Kalman Filter で与えられる．したがって，ガウス白色ノイズを受ける線形システムの場合

には，Kalman Filter 以外のフィルタを考える必要はなかった． 
しかし，本項以降で取り扱う非線形システムの場合には，式(2.64)，(2.65)の条件付き確率

密度関数は非ガウス分布となるので，最適フィルタを求めることは事実上不可能である 1) ．

式(2.63)の条件付き期待値を計算する理論式は存在するが 1),11) ，実際それに基づいて最適な

アルゴリズムを実現することは不可能である．このため，非線形フィルタリングにおいては

近似フィルタについて考えることが必要不可欠であり，近似推定値の誤差共分散行列を評価

することは理論的にも実際的にも非常に有用である． 
 

(2) EKF のアルゴリズムの導出 
ここでは，後述の式(2.68)に基づき，式(2.63)の条件付き期待値（ 0,1m ）を MAP 推定

の立場から近似的に計算するという方針で EKF のアルゴリズムを導く．また，非線形関数の 

tt xf ， tt xh はヤコビアンが必要となるため，微分可能であると仮定する． 

 
1) 観測更新ステップ 

観測更新ステップ ttttt yPx ,,ˆ 11  → tttt Px ,ˆ の近似アルゴリズムを考える．ここで，

式(2.68)を仮定し，条件付き確率密度関数 1t
t Yxp はガウス分布 

2
1

1
1ˆ

2
1

1

1

2

1 ttP
ttt xx

tt
n

t
t e

P
Yxp  (2.68) 

に従うものとする．ただし， ,1,0t である． 
まず，式(2.58)から tx が与えられたときの ty の条件付き確率密度関数は 

2
12

1

2

1
tR

ttt xhy

t
ptt e
R

xyp  (2.69) 

となる．よって，式(2.64)，(2.68)，(2.69)から tY に基づく tx の事後確率密度関数 

2
1

2
1

1
1 2

1ˆ
2
1

1 tR
ttt

ttP
ttt xhyxx

t
t e

c
Yxp  (2.70) 

を得る．ただし，cは tx には依存しない正規化の定数である． 
以下では，式(2.70)の事後確率密度関数を最大にする MAP 推定値 ttx̂ を近似的に求める 

ことを考える．すなわち， 
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22
1 11

1
ˆ2

ttt RtttPttt xhyxx  (2.71) 

を最小にする近似解 ttt xx ˆ を求める． 

EKF では，非線形関数 tt xh を線形化して，式(2.71)を最小化する近似解を求めている．

tt xh を 1 段予測推定値 1ˆ ttx の近傍でテーラー展開すると， 

1
ˆ

1 ˆˆ
1

ttt
xxt

t
ttttt xx

x
hxhxh

ttt

 (2.72) 

を得る．ただし，ヤコビアンは式(2.61)から 

np

tn

tp

t

tp

t

tp

tn

t

t

t

t

t

t

t
t

x
h

x
h

x
h

x
h

x
h

x
h

x
hH R

,

,

,2

,

,1

,

,

,1

,2

,1

,1

,1

 (2.73) 

で与えられる．以下では， 1ˆ ttt xx におけるヤコビアンを 

1ˆ

ˆ
ttt xxt

t
t x

hH  (2.74) 

とおく． tt xh を式(2.72)右辺の第 2 項までで近似して，式(2.71)に代入すると， 

2
11

2
1 11

1
ˆˆˆˆ2

ttt RttttttttPttt xxHxhyxx  (2.75) 

を得る．式(2.56)左辺と上式を比較すると， 

txx ，  1ˆ ttxx ，  1ttPP  

11 ˆˆˆ ttttttt xHxhyy ，  tHH ˆ ，  tRR  (2.76) 

となるので，式(2.56)から 

2
1

2
11 ˆ2

tt VttttMt xhyx  (2.77) 

が成立する．ただし， 

1
1

11 ˆˆˆ tttttttttt xhyVHPx  

1
1

11
ˆˆ

tttttttttt PHVHPPM  (2.78) 

tttttt RHPHV ˆˆ
1  
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である．明らかに 2 を最小にするのは ttx̂ であり，かつ ttt MP となる．よって， 

濾波推定値と推定誤差共分散行列は 

11 ˆˆˆ ttttttttt xhyKxx  (2.79) 

11
ˆ

tttttttt PHKPP  (2.80) 

となる．ただし， pn
tK R は EKF の Kalman Gain であり， 

1
11

ˆˆˆ
ttttttttt RHPHHPK  (2.81) 

で与えられる． 
 

2) 時間更新ステップ 

時間更新ステップ tttt Px ,ˆ  → tttt Px 11 ,ˆ の近似アルゴリズムを考える．ここでは， 

時刻 t における条件付き期待値と共分散行列 

t
ttt YxEx̂ ，  t

tttttttt YxxxxEP ˆˆ  (2.82) 

が与えられていると仮定する．式(2.57)から， tY に関する 1tx の条件付き期待値は 

t
tt

t
ttttt YxfEYwxfEx 1ˆ  (2.83) 

となる．ここで， tt xf は微分可能であるから， ttt xx ˆ の近傍でテーラー展開すると， 

ttt
xxt

t
ttttt xx

x
fxfxf

ttt

ˆˆ
ˆ

 (2.84) 

となる．ただし，ヤコビアンは式(2.60)から 

nn

tn

tn

t

tn

t

tn

tn

t

t

t

t

t

t

t
t

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
fF R

,

,

,2

,

,1

,

,

,1

,2

,1

,1

,1

 (2.85) 

で与えられる．以下では， ttt xx ˆ におけるヤコビアンを 

ttt xxt

t
t x

fF
ˆ

ˆ  (2.86) 

とおく． tF̂ は ttx̂ の関数であるから t
t yyY ,,0 の関数であることに留意し，式(2.84) 

の tY に関する条件付き期待値をとると， 
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t
tt YxfE  t

ttttttt YxxFExf ˆˆˆ  

 t
ttttttt YxxEFxf ˆˆˆ  

 0ˆ ttt xf  (2.87) 

を得る．よって，式(2.83)の 1 次近似式は以下のようになる． 

ttttt xfx ˆˆ 1  (2.88) 

次に，1 段予測誤差共分散行列を計算する．定義と式(2.88)から 

ttP 1  t
tttttt YxxxxE 1111 ˆˆ  

 t
tttttttttttt YxfwxfxfwxfE ˆˆ  

 t
tttttttttt YxfxfxfxfE ˆˆ  

 t
tttttt YwxfxfE ˆ  

 t
tt

t
tttttt YwwEYxfxfwE ˆ  (2.89) 

を得る． t
t xxX ,,0 ， ttt YXZ , とおく． tt YZ であり， tttttt xfxf ˆ:

は tZ の関数である．また仮定から 0t
t ZwE であることに留意すると，式(2.89)右辺 

の第 2 項は 

0tt
tt

tt
tt

t
tt YZwEEYZwEEYwE  (2.90) 

となる．同様に第 3 項も0であり，第 4 項は明らかに tQ となる．式(2.89)右辺の第 1 項を

評価するために式(2.84)の近似式を利用すると， ttttt xxF ˆˆ となるので， 

t
t

ttttttt
t

tt FYxxxxEFYE ˆˆˆˆ  (2.91) 

が成立する．よって，式(2.89)は近似的に以下のようになる． 

ttttttt QFPFP ˆˆ
1  (2.92) 

すなわち，ヤコビアンを用いて予測誤差共分散行列が近似的に計算される． 
 

Kalman Filter において，Kalman Gain はデータと無関係にシステム行列およびノイズの

統計的性質から決定されるが，EKF においては，推定誤差共分散行列およびフィルタゲイン 

は tF̂ ， tĤ を通して推定値（観測データ）に依存することが特徴である． 
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(3) EKF のアルゴリズムのまとめ 

EKF のアルゴリズムをまとめると，以下のとおりとなる． 
 
① 初期値を 010ˆ xx ， 010 PP とおき， 0t とする． 

② 観測更新ステップ Input： ttttt yPx ,,ˆ 11  → Output： tttt Px ,ˆ  

 a) 観測ヤコビアン 

1ˆ

ˆ
ttt xxt

t
t x

hH  (2.93) 

 b) EKF Kalman Gain 

1
11

ˆˆˆ
ttttttttt RHPHHPK  (2.94) 

 c) 濾波推定値 

11 ˆˆˆ ttttttttt xhyKxx  (2.95) 

 d) 濾波推定誤差共分散行列 

11
ˆ

tttttttt PHKPP  (2.96) 

③ 時間更新ステップ Input： tttt Px ,ˆ  → Output： tttt Px 11 ,ˆ  

 a) 1 段予測推定値 

ttttt xfx ˆˆ 1  (2.97) 

 b) 状態遷移ヤコビアン 

ttt xxt

t
t x

fF
ˆ

ˆ  (2.98) 

 c) 予測誤差共分散行列 

ttttttt QFPFP ˆˆ
1  (2.99) 

④ t ← 1t としてステップ②へ戻る． 
 
以上のステップを繰り返すことにより，濾波推定値 ttx̂ ，1 段予測推定値 ttx 1ˆ が逐次的に 

計算できる． 

EKF のアルゴリズムの最大の特徴は，ヤコビアン tF̂ ， tĤ を用いて推定誤差共分散行列や 
Kalman Gain が近似計算されている点にある．したがって，非線形性が強くて，ヤコビアン

による近似精度が良くない場合には，フィルタの性能が低下するのはやむを得ない． 
 



 

22 

2.2.3 Unscented Kalman Filter（UKF：アンセンテッドカルマンフィルタ） 
UKF は EKF と同じように条件付き期待値と推定誤差共分散行列を扱うので，これは事後確率

分布をガウス分布で近似していることに相当する．ここでは，確率ベクトルが非線形要素を通過

したときの出力の平均値と共分散行列，および入出力の相互共分散行列に近似的な評価を与える

Unscented Transformation（UT）法を利用した UKF について理論やアルゴリズムを記述する． 
 
(1) Unscented Transformation（UT） 

確率ベクトル nx R の平均値と共分散行列を x， xxとする．また， xgy を任意の

非線形要素 g： nR → pR とする．UT は yの平均値 yと共分散行列 yy，および xと y の
相互共分散行列 xyを近似的に計算する方法である． 

まず， 12n 個の組 niWx ii 2,,1,0,, を式(2.100)，(2.101)を満足するように選ぶ． 

x

n

i

ii xW
2

0
 (2.100) 

xx

n

i
x

i
x

ii xxW
2

0
 (2.101) 

ただし， iW は重み係数であり，以下の正規化条件が成立しているものとする． 

1
2

0

n

i

iW  (2.102) 

集合 nix i 2,,1,0, を xの分布を代表（近似）する 点という．対応する重み係数 iW
は負の値をとることも許容されるが，非負にとるのが一般的である．このとき，yの平均値 y

と共分散行列 yy， xyを近似的に計算する UT 法のアルゴリズムは以下のとおりである． 

 
1) UT 法 

① 12n 個の 点に対して，その非線形変換を計算する．すなわち， ii xgy ， 
  ni 2,,1,0 とおく． 

② 変換された 12n 個の点の重み付き平均値を計算する． 

n

i

ii
y yW

2

0
 (2.103) 

③ 共分散行列を以下のように計算する． 

n

i
y

i
y

ii
yy yyW

2

0
 (2.104) 

n

i
y

i
x

ii
xy yxW

2

0
 (2.105) 

 



第 2 章 非線形フィルタ理論に基づくデータ同化手法とその洪水予測分野への適用性 

23 

2) 点の選択 

式(2.100)～(2.102)を満足する 点と重み係数 iW は，以下のように与えられる．まず， 
0xx の平方根行列 nnB R を 

BBxx ，  nbbB 1  (2.106) 

とする．このとき， 12n 個の 点と重み係数を 

xx 0 ， 
n

W 0  

ix
i bnx ， 

n
W i

2
1

， ni ,,1  (2.107) 

ix
in bnx ， 

n
W in

2
1

， ni ,,1  

のように定める．ただし， n
ib R は行列Bの第 i列ベクトル， R は調整パラメータ 

である．上で与えた 点と重み係数が式(2.100)，(2.102)を満足することは明らかであり， 
また， xxnnbbbb 11 であるから，式(2.101)も満足する． 

 
多次元の場合は， 点を決定するために式(2.106)の共分散行列の平方根行列を必要とする．

平方根行列の計算には特異値分解やコレスキー分解を用いる 1) ． 
 

(2) UKF のアルゴリズムの導出 

UKF は，UT 法による近似計算によって条件付き期待値とその誤差共分散行列を逐次的に

求めるので，どのような非線形システムにも適用可能である．ここでは，条件付き確率密度

関数がガウス分布に従うという仮定の下，UKF のアルゴリズムを導く． 
 
1) 観測更新ステップ 

観測更新ステップ ttttt yPx ,,ˆ 11  → tttt Px ,ˆ のアルゴリズムを考える．ここでは，

式(2.108)を仮定し，条件付き確率密度関数 1t
t Yxp はガウス分布 

11
1 ,ˆ ttttt

t
t PxxNYxp  (2.108) 

に従うものとする．ただし， ,1,0t である． 

まず， tx と ty の結合条件付き確率密度関数 1, t
tt Yyxp を導出する．ベイズの定理と 

式(2.58)から式(2.64)を得た過程と同様にして， 

11, t
ttt

t
tt YxpxypYyxp  (2.109) 

を得る． tt RNv ,0~ と式(2.108)の仮定から右辺の 2 つの条件付き確率密度関数は共に

ガウス分布である．よって， 1, t
tt Yyxp はガウス分布となる． 
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次に， 1, t
tt Yyxp の平均値と共分散行列を求める．式(2.108)と式(2.58)から， ty の 

条件付き期待値を求めればよい．式(2.58)から 

111
1ˆ t

tt
t

ttt
t

ttt YxhEYvxhEYyEy  (2.110) 

が得られる．ここで，事後確率密度関数 1t
t Yxp に対する 点および重み係数の集合を

niWx i
h

i
tt 2,,1,0,,ˆ 1 とすると，条件付き期待値は 

n

i

i
ttt

i
h

t
tttt xhWYxhEy

2

0
1

1
1 ˆˆ  (2.111) 

となる．また， ty の条件付き共分散行列は以下のようになる． 

1ttV  1
11

1 ˆˆvar t
tttttt

t
t YyyyyEYy  

 1
11 ˆˆ t

tttttttttt YyvxhyvxhE  (2.112) 

ここで， 1ˆ: ttttt yxh とおくと，上式は 

1111
1

t
tt

t
tt

t
tt

t
tttt YvEYvEYvvEYEV  (2.113) 

と表すことができる．また， 1, ttt YXZ とおくと， 1tt YZ であり，かつ tは
tZ の

関数である．仮定から 0t
t ZvE であるので， 

0111 t
t

t
t

tt
tt

t
tt YZvEEYZvEEYvE  (2.114) 

となる．よって，式(2.113)右辺の最後の 2 項は0であり，式(2.113)右辺の最初の 2 項を

計算すると， 

t

n

i
tt

i
ttttt

i
ttt

i
htt RyxhyxhWV

2

0
11111 ˆˆˆˆ  (2.115) 

を得る．さらに， tx と ty の条件付き共分散行列は 

1ttU  1
11

1 ˆˆ,cov t
tttttt

t
tt YyyxxEYyx  

 1
11 ˆˆ t

tttttttt YyvxhxxE  (2.116) 

で与えられる． 1ˆ: tttt xx とおくと， t は
tZ の関数であるから，式(2.114)と同様に

01t
tt YvE となるので，次式を得る． 

n

i
tt

i
ttttt

i
tt

i
htt yxhxxWU

2

0
11111 ˆˆˆˆ  (2.117) 

以上をまとめると， tt yx , の条件付き期待値と共分散行列は 
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1

11
ˆ
ˆ

tt

ttt

t

t

y
x

Y
y
x

E  (2.118) 

11

111var
tttt

ttttt

t

t

VU
UP

Y
y
x

 (2.119) 

となる（式(2.51)参照）．式(2.52)から，Kalman Gain に相当するゲイン行列を 

1
11 ttttt VUK  (2.120) 

と定義すると，式(2.39)から濾波推定値 

11 ˆˆˆ tttttt
t

ttt yyKxYxEx  (2.121) 

および式(2.40)から濾波推定誤差共分散行列 

1
1

111var tttttttt
t

ttt UVUPYxP  (2.122) 

を得る．これが観測更新ステップのアルゴリズムである． 
よって，上で得られた ttx̂ および ttP を用いて，次の時間更新ステップでは，濾波事後 

確率密度関数を以下のとおりガウス分布と仮定する． 

ttttt
t

t PxxNYxp ,ˆ  (2.123) 

 
2) 時間更新ステップ 

時間更新ステップでは，時刻 t までの観測データ t
t yyY ,,0 に基づいて時刻 1t

における状態ベクトル 1tx の 1段予測推定値 ttx 1ˆ およびその共分散行列 ttP 1 を計算する． 

まず， 1tx の 1 段予測推定値は 

t
tt

t
ttt

t
ttt YxfEYwxfEYxEx 11ˆ  (2.124) 

となる．ここで， 0t
t

t wEYwE を用いた．また， 1tx の条件付き共分散行列は 

ttP 1  t
tttttt

t
t YxxxxEYx 11111 ˆˆvar  

 t
tttttttttt YxwxfxwxfE 11 ˆˆ  

 tttttttt xxfxxfE 11 ˆˆ  

 t
tttttttttttt Ywxxfxxfwww 11 ˆˆ  (2.125) 

となる．これは式(2.89)とほぼ同じ式であるから式(2.92)を導いたのと同じ方法を用いる． 

t
t xxX ,,0 ，および ttt YXZ , とおく． tt YZ であり， ttttt xxf 1ˆ: は

tZ の関数である．また仮定から 0t
t ZwE であることに留意すると， 
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0t
t

t
t

tt
tt

t
tt YZwEEYZwEEYwE  (2.126) 

が成立する．したがって，予測誤差共分散行列は 

ttP 1  tt
t

tt wwEYE  

 t
t

tttttttt QYxxfxxfE 11 ˆˆ  (2.127) 

のようになる．ここで，仮定 ttttt
t

t PxxNYxp ,ˆ を用いて，UT 法のための 点と

重み係数の集合を niWx i
f

i
tt 2,,1,0,,ˆ とおくと，式(2.124)から以下の式を得る． 

n

i

i
ttt

i
ftt xfWx

2

0
1 ˆˆ  (2.128) 

また，式(2.127)から以下の式を得る． 

t

n

i
tt

i
tttt

i
tt

i
ftt QxxfxxfWP

2

0
111 ˆˆˆˆ  (2.129) 

 
(3) UKF のアルゴリズムのまとめ 

UKF のアルゴリズムをまとめると，以下のとおりとなる． 
 
① 初期値を 010ˆ xx ， 010 PP とおき， 0t とする． 

② 観測更新ステップ Input： ttttt yPx ,,ˆ 11  → Output： tttt Px ,ˆ  

 a) 点と重み係数 

1
0

1 ˆˆ tttt xx ， 
h

h
h n

W 0  

itttt
i
tt Pnxx 111 ˆˆ ， 

h

i
h n

W
2

1
， ni ,,1  (2.130) 

itttt
ni
tt Pnxx 111 ˆˆ ， 

h

ni
h n

W
2

1
， ni ,,1  

  ただし， i は第 i列ベクトルである． 

 b) 点の th による変換 

i
ttt

i
tt xhy 11 ˆˆ ，  ni 2,,1,0  (2.131) 

 c) 出力の 1 段予測推定値 

n

i

i
tt

i
htt yWy

2

0
11 ˆˆ  (2.132) 
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 d) 条件付き共分散行列 

t

n

i
tt

i
tttt

i
tt

i
htt RyyyyWV

2

0
11111 ˆˆˆˆ  (2.133) 

n

i
tt

i
tttt

i
tt

i
htt yyxxWU

2

0
11111 ˆˆˆˆ  (2.134) 

 e) UKF Kalman Gain 

1
11 ttttt VUK  (2.135) 

 f) 濾波推定値 

11 ˆˆˆ tttttttt yyKxx  (2.136) 

 g) 濾波推定誤差共分散行列 

1
1

111 tttttttttt UVUPP  (2.137) 

③ 時間更新ステップ Input： tttt Px ,ˆ  → Output： tttt Px 11 ,ˆ  

 a) 点と重み係数 

tttt xx ˆˆ 0 ， 
f

f
f n

W 0  

itttt
i
tt Pnxx ˆˆ ， 

f

i
f n

W
2

1
， ni ,,1  (2.138) 

itttt
ni
tt Pnxx ˆˆ ， 

f

ni
f n

W
2

1
， ni ,,1  

 b) 点の tf による変換 

i
ttt

i
tt xfx ˆˆ 1 ，  ni 2,,1,0  (2.139) 

 c) 1 段予測推定値 

n

i

i
tt

i
ftt xWx

2

0
11 ˆˆ  (2.140) 

 d) 予測誤差共分散行列 

t

n

i
tt

i
tttt

i
tt

i
ftt QxxxxWP

2

0
11111 ˆˆˆˆ  (2.141) 

④ t ← 1t としてステップ②へ戻る． 
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以上のステップを繰り返すことにより，濾波推定値 ttx̂ ，1 段予測推定値 ttx 1ˆ が逐次的に 

計算できる． 
UKF のアルゴリズムは，ステップ②と③の繰り返しごとに 点を生成している．しかし， 

ステップ③-b)で生成される 点 i
ttx 1ˆ を 2 回目以降のステップ②-b)で使用することができる 

ので，ステップ②-a)における 点の生成は最初の 1 回だけにすることも可能である． 
 

2.2.4 Ensemble Kalman Filter（EnKF：アンサンブルカルマンフィルタ） 
EnKF の特徴は，システムの状態ベクトルの動きをアンサンブルと呼ばれる粒子の集合により

近似して，アンサンブル平均によって求めた状態ベクトルや出力ベクトルの共分散行列を用いて

Kalman Gain を数値的に計算することである．以下，EnKF の理論やアルゴリズムを記述する． 
 
(1) EnKF のアルゴリズムの導出 

式(2.57)，(2.58)のコピーであるM 個のシステムを以下のように準備する． 

i
t

i
tt

i
t

i
t

i
tt

i
t

i
vxhy

wxfx
S 1

，  Mi ,,1  (2.142) 

ただし， iS は i番目のシステム，
i
tx は iS の状態ベクトル，その集合 Mix it ,,1, を

アンサンブル（あるいは粒子）という．また，
i
tw ，

i
tv は平均値0，共分散行列 tQ ， tR に 

従うシステムノイズおよび観測ノイズのサンプルであり，乱数によって生成する．さらに， 
システム iS に初期値 Mix i ,,1,10 をランダムに与える． 

観測データ 1tY に基づくシステム iS の状態ベクトル
i
tx の 1 段予測推定値の集合を 

MnM
tttttttt xxxX R1

2
1

1
11 ,,,  (2.143) 

で表す．このようなM 個の要素からなる行列をアンサンブル行列という．このアンサンブル 
行列は， 1tY に基づく状態ベクトル tx の条件付き確率分布が 

M

i

i
ttt

t
t xx

M
Yxp

1
1

1 1  (2.144) 

のように近似されていることを意味する． はディラックのデルタ関数である（2.2.5 参照）． 
次に，新しい観測値 ty が得られると，式(2.143)のアンサンブル行列と ty に基づいて時刻 t

における濾波推定値からなるアンサンブル行列 

MnM
tttttttt xxxX R,,, 21  (2.145) 

を求める．このとき， tY に基づく tx の条件付き確率密度関数は以下のように近似される． 

M

i

i
ttt

t
t xx

M
Yxp

1

1  (2.146) 
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さらに，時間更新によって，新しいアンサンブル行列 ttX 1 を求めて，以下同様の手順を 

繰り返し実行する． 
 
1) 観測更新ステップ 

システム iS の状態ベクトル Mix it ,,1, の 1 段予測推定値の集合である式(2.143)
のアンサンブル行列 1ttX が与えられているとする．このとき，アンサンブル平均から tx  

の 1 段予測推定値は 

M

i

i
tt

M
tt x

M
x

1
11

1  (2.147) 

となる（
M
はM 個のアンサンブル平均）．よって，状態ベクトル

i
tx の 1 段予測誤差は 

M
tt

i
tt

i
tt xxx 111

~ ，  Mi ,,1  (2.148) 

で与えられるので，予測誤差アンサンブル行列 

MnM
tttttttt xxxX R1

2
1

1
11

~,,~,~~  (2.149) 

を得る．また，予測誤差共分散行列は以下の式で与えられる． 

111
~~

1
1

tttt
M
tt XX

M
P  (2.150) 

次に，式(2.142)を参照して， tt RNvp ,0~ に従って生成された独立なノイズ
i
tv と

1 段予測推定値 i
ttx 1を用いて， 

i
t

i
ttt

i
tt vxhy 11 ，  Mi ,,1  (2.151) 

とおき，アンサンブル行列 

MpM
tttttttt yyyY R1

2
1

1
11 ,,,  (2.152) 

を定義する．さらに，アンサンブル平均を 

M

i

i
tt

M
tt y

M
y

1
11

1  (2.153) 

とおくと，これが出力 ty の 1 段予測推定値となる．ノイズ
i
tv の平均値は0であるから，

式(2.153)右辺は近似的に
M
i

i
tttM xh

1 1
1 に等しくなる．したがって，システム iS の出力の

1 段予測誤差は 

M
tt

i
tt

i
tt yyy 111

~ ，  Mi ,,1  (2.154) 

で与えられる．これより，以下の出力の予測誤差アンサンブル行列を得る． 
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MpM
tttttttt yyyY R1

2
1

1
11

~,,~,~~  (2.155) 

ここで，式(2.155)および式(2.149)の予測誤差アンサンブル行列を用いて， 

pp
tttt

M
tt YY

M
V R111

~~
1

1  (2.156) 

pn
tttt

M
tt YX

M
U R111

~~
1

1  (2.157) 

を定義する（式(2.115)，(2.117)参照）． M
ttV 1は ty の条件付き共分散行列， M

ttU 1は tx と ty  

の条件付き共分散行列である．このとき，時刻 tにおける Kalman Gain は 

pnM
tt

M
tt

M
t VUK R1

11  (2.158) 

で与えられる（式(2.120)参照）． 

ここで，実際の観測値 ty を用いると，システム iS の状態ベクトル
i
tx の濾波推定値は 

i
ttt

M
t

i
tt

i
tt yyKxx 11 ，  Mi ,,1  (2.159) 

となり，以下の濾波アンサンブル行列 

MnM
tttttttt xxxX R,,, 21  (2.160) 

を得る．このとき， tx の濾波推定値はアンサンブル平均 

M

i

i
tt

M
tt x
M

x
1

1  (2.161) 

で与えられ，システム iS の状態ベクトルの濾波推定誤差 

M
tt

i
tt

i
tt xxx~ ，  Mi ,,1  (2.162) 

を得る．したがって，濾波推定誤差アンサンブル行列は 

MnM
tttttttt xxxX R~,,~,~~ 21  (2.163) 

となる．これから，濾波推定誤差共分散行列は 

tttt
M
tt XX

M
P ~~

1
1  (2.164) 

で与えられる． 

式(2.151)において，観測ノイズ
i
tv を予測値 i

ttt xh 1 に意図的に加えているが，これは

アンサンブル Miy itt ,,1,1 が縮退することを防ぐために必要なステップである． 
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2) 時間更新ステップ 
式(2.160)のアンサンブル行列 ttX が与えられているとする．ノイズ tw の分布 tQN ,0

から得られるM 個のサンプルを Miw i
t ,,1, とおき，式(2.142)に基づいて， 

i
t

i
ttt

i
tt wxfx 1 ，  Mi ,,1  (2.165) 

を生成する．このとき，条件付き確率密度関数 t
t Yxp 1 を近似するアンサンブル行列は 

MnM
tttttttt xxxX R1

2
1

1
11 ,,,  (2.166) 

となる．したがって，状態ベクトルの 1 段予測推定値は 

M

i

i
tt

M
tt x
M

x
1

11
1  (2.167) 

で与えられる．ノイズ
i
tw の平均値は0であるから，上式の右辺は近似的に

M
i

i
tttM xf1

1 に 

等しくなる．よって，システム iS の状態ベクトルの 1 段予測誤差は 

M
tt

i
tt

i
tt xxx 111

~ ，  Mi ,,1  (2.168) 

となる．したがって，以下の予測誤差アンサンブル行列および予測誤差共分散行列を得る． 

MnM
tttttttt xxxX R1

2
1

1
11

~,,~,~~  (2.169) 

tttt
M
tt XX
M

P 111
~~

1
1  (2.170) 

 
(2) EnKF のアルゴリズムのまとめ 

EnKF のアルゴリズムをまとめると，以下のとおりとなる． 
 
① 初期ベクトルの平均値 0x と共分散行列 0P から MxxxX 10

2
10

1
1010 ,,, を生成し， 

  0t とおく． 

② 観測更新ステップ Input： ttt yX ,1  → Output： M
tttt xX ,  

 a) 予測誤差アンサンブル行列 

M
tttttttt xxxX 1

2
1

1
11

~,,~,~~  (2.171) 

 b) システム iS の出力ベクトルの予測値 

i
t

i
ttt

i
tt vxhy 11 ，  Mi ,,1  (2.172) 

 c) 出力の予測誤差アンサンブル行列 

M
tttttttt yyyY 1

2
1

1
11

~,,~,~~  (2.173) 
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 d) 共分散行列 

111
~~

1
1

tttt
M
tt YY

M
V  (2.174) 

111
~~

1
1

tttt
M
tt YX

M
U  (2.175) 

 e) EnKF Kalman Gain 

1
11

M
tt

M
tt

M
t VUK  (2.176) 

 f) システム iS の濾波推定値 

i
ttt

M
t

i
tt

i
tt yyKxx 11 ，  Mi ,,1  (2.177) 

 g) 濾波アンサンブル行列 

M
tttttttt xxxX ,,, 21  (2.178) 

 h) 濾波推定値 

M

i

i
tt

M
tt x
M

x
1

1  (2.179) 

③ 時間更新ステップ Input： ttX  → Output： M
tttt xX 11 ,  

 a) システム iS の予測アンサンブル 

i
t

i
ttt

i
tt wxfx 1 ，  Mi ,,1  (2.180) 

 b) 予測アンサンブル行列 

M
tttttttt xxxX 1

2
1

1
11 ,,,  (2.181) 

 c) 1 段予測推定値 

M

i

i
tt

M
tt x
M

x
1

11
1  (2.182) 

④ t ← 1t としてステップ②へ戻る． 
 
以上のステップを繰り返すことにより，濾波推定値 M

ttx ，1 段予測推定値 M
ttx 1 が逐次的に 

計算できる． 
なお，EnKF のアルゴリズムには推定誤差共分散行列 M

ttP ， M
ttP 1 の計算は含まれていない． 

アルゴリズムで状態ベクトルの共分散行列の計算を必要としないことが EnKF の利点であり，

これは状態ベクトルの次元nが大きいときに効果がある 12) ． 
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2.2.5 Particle Filter（PF：粒子フィルタ） 
PF は観測データに基づく状態ベクトルの条件付き確率分布を多数の粒子で近似的に表現して，

ベイズの定理を応用しその時間推移を数値的に評価するものである．本項では，リサンプリング

を用いた PF の理論やアルゴリズムを記述する． 
 
(1) 非線形確率システム 

以下の離散時間非線形確率システムについて考える． 

tttt wxfx ,1  (2.183) 

tttt vxhy ,  (2.184) 

ただし， n
tx R は状態ベクトル， p

ty R は観測ベクトルで， m
tw R はシステムノイズ，

p
tv R は観測ノイズである． tw ， tv は平均値0の互いに無相関な白色ノイズで，かつ初期 

状態ベクトル 0x とは無相関であるとする．さらにノイズの分布は一般に非ガウス分布であり， 

tt wpw ~ ，  tt vpv ~ ，  00 ~ xpx  (2.185) 

で与えられるとする．また ttt wxf , および ttt vxh , はn次元および p次元非線形ベクトル

関数であり，ノイズは状態ベクトル tx に対して必ずしも加法的であるとは限らないとする． 
観測データ t

t yyY ,,0 に基づく状態ベクトル tx の条件付き確率密度関数の時間的な

推移 1t
t Yxp → t

t Yxp → t
t Yxp 1 を与える更新式は式(2.64)，(2.65)のとおりである． 

 
(2) PF のアルゴリズムの導出 

PF の考え方は，事後確率分布をその分布から独立にサンプルされた多数の粒子で近似的に

表現することである．EnKF と同様に，分布を近似する粒子の集まりをアンサンブルという． 
以下では，1 段予測確率密度関数 1t

t Yxp およびフィルタ確率密度関数 t
t Yxp を近似 

するM 個の粒子からなるアンサンブルをそれぞれ 

M
tttttttt xxxX 1

2
1

1
11 ,,,  (2.186) 

M
tttttttt xxxX ,,, 21  (2.187) 

とおく．このことは，2 つの事後確率密度関数が 

M

i

i
ttt

t
t xx

M
Yxp

1
1

1 1
 (2.188) 

M

i

i
ttt

t
t xx

M
Yxp

1

1
 (2.189) 

のように近似されていることに相当する． x ， nx R はディラックのデルタ関数であり，

以下の性質がある． 
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1
n

dxx
R

；  0x ， 0x  (2.190) 

agdxaxxg
nR

，  xg ：連続関数 (2.191) 

ここで，式(2.188)，(2.189)について，デルタ関数による事後確率密度関数の近似における

重みがすべて等しく M1 となっていることに留意する．PF はアンサンブルの時間的な推移 

1ttX → ttX → ttX 1 を，モンテカルロ法によって数値的に計算するアルゴリズムである． 

言い換えると，PF は初期分布に対応するアンサンブルを与えて，システムノイズのサンプル

によってアンサンブルを推移させる時間更新ステップおよびリサンプリングによる観測更新

ステップを繰り返すことにより，非線形確率システムのフィルタリング問題を数値的に解く

ことができる． 
 
1) 時間更新ステップ 
システムノイズ tw を考慮して式(2.65)を変形すると， 

t
t

ttttt
t

t dxYxpdwxwxpYxp ,11  (2.192) 

となる．ただし， tx および tw の積分範囲はそれぞれ nR および mR であるが，省略する． 

tttttttt xwpwxxpxwxp ,, 11 であるから， 

t
t Yxp 1  t

t
ttttttt dxYxpdwxwpwxxp ,1  

 ttt
t

tttt dwdxwpYxpwxxp ,1  (2.193) 

となる．また条件付き結合確率分布 t
t

t
t

tt wpYxpYwxp , に従うM 個の独立な

サンプルの組を i
t

i
tt wx , ， Mi ,,1 とする．すなわち，結合確率分布を以下のように 

近似する． 

M

i

i
tt

i
tttt

t
t wwxx

M
wpYxp

1

1
 (2.194) 

ここで，式(2.194)を式(2.193)に代入すると，デルタ関数の性質から 

t
t Yxp 1  tt

M

i

i
tt

i
tttttt dwdxwwxx

M
wxxp

1
1

1,  

 
M

i

i
t

i
ttt wxxp

M 1
1 ,1  (2.195) 

を得る．式(2.183)において， tx と tw が与えられると 1tx は確定するので， 

M

i

i
t

i
tttt

t
t wxfx

M
Yxp

1
11 ,1  (2.196) 
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となる．ここで， 

i
t

i
ttt

i
tt wxfx ,1 ，  Mi ,,1  (2.197) 

とおくと， 

M

i

i
ttt

t
t xx

M
Yxp

1
111

1
 (2.198) 

を得る．したがって，式(2.197)，(2.198)から 

M
tttttttt xxxX 1

2
1

1
11 ,,,  (2.199) 

は事後確率密度関数 t
t Yxp 1 から独立にサンプルされたM 個のアンサンブルであると 

考えられる．ここで，式(2.197)，(2.199)と式(2.165)，(2.166)をそれぞれ比較すると，PF
の時間更新ステップは EnKF の場合と同じであることが分かる． 

 
2) 観測更新ステップ 

式(2.198)で 1: tt とした事後確率密度関数 1t
t Yxp を近似するM 個の粒子 1ttX  

が与えられたとする．この事後確率密度関数に対応する経験分布は 

M

i

i
tttt xxI

M
xF

1
11

1  (2.200) 

となる．ただし， I は単位ステップ関数であり， 

ax
ax

axI
,0
,1

 (2.201) 

で定義される．すなわち，式(2.200)の右辺は単位ステップ関数の和となっている． 
ここで，新しく観測値 ty が得られたとする． t

tt yYY ,1 となるので，事後確率密度

関数 t
t Yxp は式(2.64)から 

t
t

ttt

t
tttt

t dxYxpxyp
Yxpxyp

Yxp
1

1

 (2.202) 

となる．式(2.202)右辺の分母を tC とおき， 1t
t Yxp を式(2.188)で置き換えて，デルタ 

関数の性質を用いると， 

M

i

i
tt

M

i

i
tttttt M
dxxx

M
xypC

11
1

11  (2.203) 

を得る．ただし， 

i
tttt

i
t xxyp 1 ，  Mi ,,1  (2.204) 
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は i
ttt xx 1が与えられたときの ty の条件付き確率密度関数で，式(2.184)と tv の確率密度

関数 tvp から計算できる．これは観測値 ty が与えられた場合の状態ベクトル i
ttt xx 1  

の尤度である．このとき，式(2.202)は 

M

i

i
ttt

t
tt

t
t xx

MC
xypYxp

1
1

1  (2.205) 

となる．上式から以下の式を得る． 

ti
ttt Yxxp 1  i

tttt
t

xxyp
MC 1
1  

 i
tM

j
j
t

i
t ~

1

，  Mi ,,1  (2.206) 

式(2.206)は tY に基づく粒子 i
ttx 1の事後確率分布であり，

i
t

~ は粒子 i
ttx 1の条件付き 

確率を与える．よって，式(2.206)に対応する経験分布は 

M

i

i
tt

i
ttt xxIxF

1
1

~  (2.207) 

となる．これは点 i
ttx 1， Mi ,,1 において大きさ

i
t

~ ， Mi ,,1 のジャンプをする 

階段関数である． 
以上で事後確率分布の近似式を記述したが，これを次のステップの時間更新式に用いる 

ためには，式(2.207)の分布を式(2.200)と同様に等確率の粒子 i
ttx ， Mi ,,1 を用いて， 

M

i

i
tttt xxI

M
xF

1

1  (2.208) 

のように近似し直す必要がある．すなわち，式(2.207)に示すような分布関数を，式(2.200)
と同様にジャンプの大きさがすべて M1 である分布関数で置き換えなければならない．

リサンプリングによってこの置き換えを実行するのが PF であり，EnKF との違いはこの

リサンプリングにある． 
 

(3) リサンプリング 

上述のように，式(2.207)から式(2.208)を導くには，粒子 i
ttx 1を確率

i
t

~ でリサンプリング 

すればよい．すなわち，新しい粒子 

M
tttttttt xxxX ,,, 21  (2.209) 

を求めるためには，アンサンブル M
tttttttt xxxX 1

2
1

1
11 ,,, からの復元抽出を用いる．

言い換えると，各 Mj ,,1 に対して，粒子 j
ttx を 
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M
t

M
tt

ttt
j
tt

x

x
x

~,

~,

1

11
1

 (2.210) 

によって定義すると，これは以下の重み付き確率測度から一様確率測度への変換となる． 

M
tt

M
tttt xx

~~ 1
1

1
1  → 

MM
xx M
tttt

11

1
 (2.211) 

図 2.2 には PF のアルゴリズムの概念図を示す．リサンプリングでは小さい尤度（確率）

の粒子を×印で示すように消滅させ，大きな尤度をもつ粒子を増殖させてその個数を増やす． 
新しく求まったアンサンブル M

tttttttt xxxX ,,, 21 を事後確率密度関数 t
t Yxp から

独立にサンプルされた実現値と考える．リサンプリングの手順の一例を以下に示す． 
 

 

図 2.2 Particle Filter のアルゴリズムの概念図（樋口 10) より引用） 

 
＜リサンプリングの手順の一例＞ 

 各 Mj ,,1 について，以下のステップ(ⅰ)～(ⅲ)を繰り返す． 

 
 (ⅰ) 一様乱数 1,0j

t を生成する． 
 (ⅱ) 次の条件を満足する番号 iを見つける． 

i

k

k
t

j
t

i

k

k
t

1

1

1

~~  (2.212) 

 (ⅲ) 新しい粒子を i
tt

j
tt xx 1: とおく． 

 

i
t

~
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(4) PF のアルゴリズムのまとめ 

PF のアルゴリズムをまとめると，以下のとおりとなる． 
 
① 事前分布 0xp に従って，初期アンサンブル MxxxX 10

2
10

1
1010 ,,, を生成して， 

  0t とおく． 
② 観測更新ステップ Input： ttt yX ,1  → Output： tttt xX ˆ,  

 a) 尤度の計算 

i
tttt

i
t xxyp 1 ，  Mi ,,1  (2.213) 

M
j

j
t

i
ti

t

1

~ ，  Mi ,,1  (2.214) 

 b) リサンプリングにより濾波アンサンブル行列を計算 

M
tttttttt xxxX ,,, 21  (2.215) 

 c) 濾波推定値 

M

i

i
tttt x

M
x

1

1ˆ  (2.216) 

③ 時間更新ステップ Input： ttX  → Output： tttt xX 11 ˆ,  

 a) システムノイズのサンプルを生成 

t
i
t wpw ~ ，  Mi ,,1  (2.217) 

 b) 予測アンサンブル行列 

i
t

i
ttt

i
tt wxfx ,1 ，  Mi ,,1  (2.218) 

M
tttttttt xxxX 1

2
1

1
11 ,,,  (2.219) 

 c) 1 段予測推定値 

M

i

i
tttt x

M
x

1
11

1ˆ  (2.220) 

④ t ← 1t としてステップ②へ戻る． 
 
以上のステップを繰り返すことにより，濾波推定値 ttx̂ ，1 段予測推定値 ttx 1ˆ が逐次的に 

計算できる． 
PF は Kalman Gain を用いない方法であり，観測更新ステップにおいて解析的・数値的に

計算される Kalman Gain を用いる EKF，UKF，EnKF とは基本的に異なった方法である． 
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2.3 各フィルタリング手法の洪水予測分野への適用性 
 
本論において対象とする洪水流量や河道水位の高精度な予測には，シミュレーションモデルの

境界条件やパラメータさらには河道諸元といった状態ベクトル，および観測ベクトルについて，

非線形性の強い変化を逐次推定し，予測に活用することが求められるため，前節までに記述した

非線形フィルタ理論に基づくデータ同化手法は極めて有用と考える． 
表 2.2 に前節までに記述した非線形フィルタリング手法の特徴比較を示す． 
 

表 2.2 非線形フィルタリング手法の特徴比較 

項 目 
Extended 

Kalman Filter 
（EKF） 

Unscented 
Kalman Filter 

（UKF） 

Ensemble 
Kalman Filter 
（EnKF） 

 
Particle Filter 

（PF） 

基本的な考え方 

ヤコビアンを計算

して，それを使用

し，Kalman Gain
や誤差共分散行列

を解析的に求める． 

σ点および重み係数

を設定し，UT 法を

用いることにより，

平均と共分散行列

を近似的に求める．

アンサンブル平均

により共分散行列

を求め，それを使用

し，Kalman Gain
を数値的に求める．

尤度の計算および

リサンプリングを

行い，アンサンブル

（粒子）の時間推移

を数値的に求める．

状態空間モデル 非線形モデルにも

対応可． 
非線形モデルにも

対応可． 
非線形モデルにも

対応可． 
非線形性の顕著な

モデルにも対応可．

条件付き確率分布 ガウス分布 ガウス分布 ガウス分布 任意の分布 

観測更新の方法 Kalman Gain Kalman Gain Kalman Gain リサンプリング 

時間更新の方法 ヤコビアン UT 法 ノイズサンプル ノイズサンプル 

1 サイクル演算回数 1 回 σ 点数 アンサンブル数 粒子数 

演算時間 中 短 長 長 

 
EKF は，ヤコビアンを用いて誤差共分散行列や Kalman Gain を近似計算する 1 次フィルタ

であるため，非線形性が強くヤコビアンによる近似精度が良くない場合には，フィルタの性能が

低下する可能性がある．また，オンラインの洪水予測において非線形モデルのヤコビアンを計算

しなければならず，短時間での予測結果が求められるような中小流域への適用には不向きである． 
UKF は，UT 法による近似計算によって条件付き期待値と誤差共分散行列を逐次的に求める 

2 次フィルタであるため，一般的に EKF よりも非線形モデルに対する適用性は高い．条件付き

確率分布にガウス分布を仮定しているため，非線形性（非定常性を含む）が強い場合には注意を

要する．また，1 サイクルにおいて 点数（2×状態数＋1）分の演算回数しか必要としないため，

短時間での予測結果が求められるような中小流域への適用に有利である． 
EnKF は，状態ベクトルの条件付き確率分布をアンサンブルと呼ばれる粒子の集合により近似

して，アンサンブル平均によって状態ベクトルや出力ベクトルの共分散行列と Kalman Gain を

求める 2 次フィルタであるため，UKF と同様，一般的に非線形モデルに対する適用性は高い．

条件付き確率分布にガウス分布を仮定しているため，アンサンブル数を増加させても必ず分布の

近似精度や状態の推定精度が上がるとは限らない 13) ．また，1 サイクルでアンサンブル数分の

演算回数を必要とするため，予測計算時間の制約が少ない大流域への適用に限定される． 
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PF は，状態ベクトルの条件付き確率分布を多数の粒子で近似的に表現して，ベイズの定理を

応用し，時間推移をモンテカルロ法によって計算するフィルタであるため，非線形・非ガウスの

状態空間モデルに対する適用性が高い．なお，EnKF とは異なり，粒子数を増加させれば分布の

近似精度は上がる 13) ．また，1 サイクルにおいて粒子数分の演算回数を必要とするため，予測

計算時間の制約が少ない大流域への適用に限定される．ここで，大流域への適用に限定した場合，

上記から，EnKF よりも PF の方が有利な点が多い． 
以上の各種の非線形フィルタリング手法の特徴や長所・短所を踏まえ，中小流域を対象とした

『第 3 章 洪水到達時間の短い流域を対象にした水位予測モデルの構築に関する研究』，および

ダム流域を対象とした『第 4 章 貯留関数法に基づく洪水予測モデルにおけるパラメータ変動に

関する解釈』においては，UKF を適用し，大流域を対象とした『第 5 章 洪水中の粗度係数等

の変化に着目した水位予測手法の適用上の課題と対応』，『第 6 章 河口砂州崩壊の影響を受ける

河道区間の水位予測手法の開発に関する研究』においては，PF を適用する．なお，第 6 章では，

同一条件における非線形カルマンフィルタとの適用性比較の観点から，UKF も適用している． 
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第3章  
 
 

洪水到達時間の短い流域を対象にした

水位予測モデルの構築に関する研究 
 
 
3.1 概 説 

 
洪水予測において，雨量から流量を予測し，流量から水位流量関係式（以下，H-Q 式という）

を使用して水位を予測する方法が一般的であり，予測誤差には，降雨の誤差，流出モデルの誤差，

H-Q 式の誤差が考えられる． 
近年，情報通信技術の発達，演算能力の飛躍的な向上に伴い，レーダ雨量等の大量で高精度な

降雨データを使用することが多くなってきた．また，流出モデルにおいては，降雨～流出過程の

物理的なメカニズムを反映させた分布型流出モデル 1) 等により流量を高精度に推定することが

可能となってきた．しかし，H-Q 式の精度は従来からほとんど変わらないため，降雨とモデルの

精度向上による流量推定の精度向上の成果が水位の予測精度に十分に反映されていない場合が

ある．一方で，実際の洪水管理の現場では，避難判断等の基準は水位であることから，この予測

精度が重要となる． 
H-Q 式の精度向上のための方策として，流量観測の高度化等が図られているが，直轄河川でも

十分とは言えず，ましてや自治体が管理する河川では流量観測自体行われていないことが多い．

また，不定流モデルの導入等が考えられている 2) が，特に洪水到達時間の短い流域においては，

計算時間を短縮する必要があることから高次な演算処理を適用できない等の問題がある．さらに，

こうした流域の急流河川では洪水中に河床の変動を伴うこと，緩流河川では背水の影響を受ける

ことなどにより，何らかの H-Q 式を用意したとしても洪水中に変化するといった問題があり，

リアルタイムで逐次 H-Q 式を修正する有効な手段がないのが現状である． 
そこで，H-Q 式を介さず直接，降雨から水位を予測できるモデルを構築し，洪水時に逐次観測

される水位に対して予測モデルを同化させることができれば，上記の問題の大部分が解消され，

河床の変動が著しい河川，背水の影響を受ける河川，流量観測資料のない河川等における水位の

予測精度が向上するものと考えられる 3) ． 
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本章では，洪水到達時間の短い流域を対象にして，観測水位に対してデータ同化を行いながら

降雨量から水位を直接予測するモデル（水位予測モデル）を構築し，その適用性等を検討する．

まず，3.2 では対象流域の概要と洪水予測上の課題について，実績データに基づいた整理を行う．

3.3 では使用実績の多い貯留関数法 4) の基礎式と H-Q 式を組み合わせた「水位予測モデル」の

基礎式を導出し，基礎式における定数を自己回帰モデルで表現する．3.4 では観測水位に対する

データ同化（最適定数の推定）手法として，洪水到達時間が短く計算時間を短縮する必要がある

流域に適用することを考慮し，複雑な非線形モデルにも対応でき，かつ計算機への負荷も小さい

フィルタルング手法を選定して，基礎式やアルゴリズム等を整理・構築する．3.5 では洪水中に

H-Q 式が変化すると考えられる急流河川（土器川）と緩流河川（旧吉野川）を対象にした実洪水

における水位予測モデルの適用結果（データ同化実験の結果）を示し，観測水位の再現性，定数

の推定結果，流量の推定結果等に対する評価を行い，水位予測モデルの適用性について考察する．

3.6 では本章で得られた結果を要約して結語としている． 
 
 

3.2 対象流域の概要と洪水予測上の課題 
 

3.2.1 対象流域の概要 
1 流域の貯留関数法により流出モデルを構築できる 100～300km2の流域面積 5) で，洪水中に

河床が変動する 6) 土器川流域と，河口から背水の影響を受ける 7) 旧吉野川流域を対象とする． 
土器川は香川県の西部に位置し，瀬戸内海に注ぐ河川である．流域面積は 127km2（基準地点

祓川橋：106.7km2）で，河床勾配は河口部の感潮区間では約 1/1,200 であるが，中・下流部では

1/400～1/100，上流部では 1/100 以上と全国有数の急流河川である 6)（図 3.1 参照）． 
旧吉野川は吉野川第十地点で吉野川本川から分かれ，宮川内谷川等の支川を合わせて東流し，

今切川を分派しつつ紀伊水道に注ぐ河川である．流域面積は 211km2（基準地点大寺橋：98.7km2）

で，河床勾配は今切川との分派下流で 1/20,000～1/10,000，今切川で 1/10,000～1/5,000，分派

上流で 1/5,000 以上と緩流河川の様相を呈している 7)（図 3.2 参照）． 
 

3.2.2 洪水予測上の課題 
国土交通省が公開している水文・水質データベース 8) から，祓川橋（土器川）の実績水位と

H-Q 式から換算した流量（以下，H-Q 換算流量という），各観測所の実績テレメータ雨量データ

を取得し，水収支等を分析することにより，洪水予測上の課題を明らかにする． 
データが取得できる 2003 年から 2012 年までの期間において，概ねの流量が 100m3/s 以上の

洪水を対象に，図 3.1 に示す 5 観測所のテレメータ雨量と祓川橋の H-Q 換算流量を取得した．

まず，ティーセン法 9) により総雨量を算定し，次に，H-Q 換算流量のハイドログラフから水平

分離法によって総流出高を算定して，図 3.3 に示す総雨量と総流出高の関係を把握した．ここで，

総雨量と H-Q 式が正確であれば総流出高は総雨量より小さいはずであるが，総流出高が総雨量

より大きい洪水がある．これは，ティーセン法による流域平均雨量，H-Q 式，もしくは観測水位

に含まれる誤差によるものと考えられ，流域平均雨量や観測水位の誤差が大きいとは考えにくい

ことから，主に H-Q 式の誤差に起因しているものと考えられる． 
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図 3.1 土器川流域の概要図 

 

 
 

図 3.2 旧吉野川流域の概要図 

 

 
図 3.3 総雨量と総流出高の関係（土器川：祓川橋） 
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流出モデルと H-Q 式が一定の精度を保持していれば，流出モデルで算定した流量と H-Q 換算

流量は概ね一致する．祓川橋を対象に貯留関数法（式(3.3)～(3.5)参照）の kをパラメータとして

推定した流出高を，流出係数と H-Q 式を仮定し流量から水位に換算して実績水位と比較すると

図 3.4 に示すとおりとなる． 
ここで，土器川は細長い流域であるため，流域平均雨量の算定においては，洪水の流下による

時間的な遅れを考慮した．各雨量観測所から祓川橋までの流下距離を算定して，クラーヘン式 10) 

により遅れ時間を推定し，遅れ時間分ずらした各観測所のハイエトグラフをもとにティーセン法

により流域平均雨量を算定した． 
流出係数 f は，累加雨量 tR が大きくなると 1 に近づく傾向を式(3.1)に示すように指数関数

で表現した．式(3.1)中の は，実績のデータから算定し 0.02 とした． 

tRtf exp1  (3.1) 

また，H-Q 式は，水文・水質データベースから取得した実績水位と H-Q 換算流量の関係より

式(3.2)で仮定した． 

27.1100 HQ  (3.2) 
 

 

 

図 3.4 貯留関数法の定数の違いによる水位推定結果（土器川：祓川橋） 
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推定水位の範囲に入っている．しかし，水位の低減部においては，k =10～30 で実績水位を再現

できない．以上の考察から，流出モデルにより算定した流量を H-Q 式により換算する方法では，

精度の高い水位予測は困難であることが示唆される． 
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3.3 水位予測モデルの構築 
 

3.3.1 水位予測の基本的な考え方 
従来から水位予測は図 3.5 に示すフローで行われている．観測水位から H-Q 式で流量に換算

し，一方で流出モデルにより雨量から流量を推定して，状態量のフィルタリングを行う．状態量

としては流出係数等を調整する．この場合，雨量誤差や H-Q 式の誤差を流出係数等にしわ寄せ

することになるため，雨量誤差が大きいとき，あるいは H-Q 式が変化する場合には，予測水位

の信頼性が大きく低下する可能性がある． 
 

 

図 3.5 従来の水位予測のフロー 

 
本章で提示する水位予測のフローは，図 3.6 に示すとおりである．水位予測モデルにより雨量

から水位を推定し，観測水位を用いて状態量のフィルタリングを行う．予測段階でも，雨量から

水位を直接推定する方法となっている．流出係数を仮定することにより流量を逆算できるように

なっているが，流量の逆算結果が水位予測結果に影響しないことが分かる． 
 

 

図 3.6 本章の水位予測のフロー 

 
3.3.2 水位予測モデルの概要 

1 流域の貯留関数法による流出モデル（以下，貯留関数モデルという）を基本とし，算定した

流量が H-Q 式から得られる流量と等しいとしたもので，定数 pを 1/2 に固定し式を簡便にした

ものを提示する．図 3.7 に示す概念図より，流量項を消去することができるため，雨量から直接

水位を推定できることが分かる． 
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図 3.7 水位予測モデルの概念図 

 
3.3.3 水位予測モデルの基礎式 

(1) 基礎式の導出 

貯留関数法の基礎式は式(3.3)～(3.6)に示すとおりである．なお，モデルに入力する雨量に

ベースフロー分も加算することで，洪水前の基底流量を表現している． 

tqtr
dt
tds  (3.3) 

trTltrtr ba  (3.4) 

ptkqts  (3.5) 

tAqtftQ
6.3

1  (3.6) 

ここに， s：貯留高(mm)，t：時間(hr)，r：モデルに直接入力する降雨量(mm/hr)， ar ：

テレメータ等から推定される流域平均雨量(mm/hr)，Tl：遅れ時間(hr)， br ：ベースフロー

に相当する雨量(mm/hr)， q：流出高(mm)，Q：実流域流量(m3/s)， pk , ：貯留関数モデル

の定数( p =1/2)， f ：流出係数， A：流域面積(km2)である．また， t は時間の関数である

ことを示している．ここで，貯留高の連続性は保証されない． 
H-Q 式は，式(3.7)に示すとおり流量を水位の二次式で表現する．H-Q 式の右辺の括弧の中

は bH と表すことが多いが，本章では bH としている．これは，bに流量がゼロとなる

基準面からの高さという水理的な意味を持たせるためである．また，定数 ba, は時間の関数

としている． 

2tbtHtatQ  (3.7) 

ここに，H：基準面からの水位(m)， ba, ：定数である． 

式(3.8)に示す定数cを導入し，式(3.5)，(3.6)，(3.7)を用いて式(3.3)をHと rの関数にする

ことにより，本章の水位予測モデルの基礎式である式(3.9)を導くことができる． 

trTltrtr ba

ts

21tkqts

tq

2

6.3
1 tbtHtatAqtftQ
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21

6.3 ta
Atftc  (3.8) 

21 tbtH
tc

trtc
dt

tbtHdk  (3.9) 

 
(2) 解析方法 

式(3.9)は，水位が雨量と k，b，cの 3 つの定数で表現できることを示している．また，

式(3.9)は， t時間内においては，雨量および定数が一定と仮定することにより解析的に時間

積分が可能となる．積分した結果は双曲線関数等で表現され，式(3.10)～(3.14)が導かれる．

これらの式は，関数に既知量を代入することにより水位を推定できるため，繰り返し計算を

必要とせず，解の安定性を保持できる． 
 
① 1//1 21trtctbtH  のとき 

tbt
k
trtrtctH

21
21 tanh  ， 211 //1tanh trtctbtH  (3.10) 

② 1//1 21trtctbtH  のとき 

1tHtH  (3.11) 

③ 1//1 21trtctbtH  のとき 

tbt
k
trtrtctH

21
21 coth  ， 211 //1coth trtctbtH  (3.12) 

④ 0tr  のとき 

tb
tkcttbtH

tbtHtkctH
1

1  (3.13) 

⑤ 0tr  のとき 

tbt
k
trtrtctH

21
21 cot  ， 211 //1cot trtctbtH  (3.14) 

 
3.3.4 定数の自己回帰モデル 
定数cは流出係数 f と H-Q 式の定数aの関数である．洪水中に流出係数と H-Q 式が変化する

ことを想定すると，定数cは複雑に変化する．これを水理水文学的な知見からモデル化すること

は容易ではない．そこで，定数の変化を確率過程として考え，自己回帰モデルを適用する． 
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(1) 定数（状態量）の選定 
cb, は時間とともに変化するパラメータである．この 2 つの状態量をフィルタリングする

ことによって水位を推定できるが，洪水初期の低水流量時と洪水終了後の無降雨時の水位の

再現性に配慮し，ベースフローに相当する雨量 br を加えた 3 つのパラメータを状態量とする．

なお，洪水前後の雨量によらない変動を調整する状態量として， br はマイナス値となること

も想定する．貯留関数法の定数 kは相対的に変動が小さいと考え，状態量として選定しない． 
 

(2) 定数（状態量）の次数と係数 

自己回帰モデルは簡便なものとして，式(3.15)～(3.17)に示すとおりとし，次数は 1とする．

次数 1 の場合は，自己回帰係数は自己相関係数である．定数bは洪水中に常に大きな変動を

しないため，自己相関係数は 1.0 に近いと考え，自己回帰係数 b=1.0 と設定する． 
定数cは流出係数 f と H-Q 式の定数aの関数で正値である．また，aは一定幅で変動し，

f は 0～1 の値であるため，cも一定幅で変動するものと想定する．そこで， maxcc （ maxc は

cの最大値）の Logit 関数で自己回帰モデルを表現することとし，自己回帰係数 c =0.75 と

設定する． br は洪水中にbよりも大きく変動するものと考え，自己回帰係数 r =0.8 とする． 

tetbtb bb 1  0.1b  (3.15) 

tectcctc cc maxmax 1logitlogit  75.0c  (3.16) 

tetrtr rbrb 1  8.0r  (3.17) 

なお， teb ， tec ， ter は定数と無相関の誤差項とし，誤差分布に正規分布を仮定する． 

 
 

3.4 データ同化手法の適用 
 

3.4.1 フィルタリング手法の選定 
非線形モデルのフィルタリング手法には，Extended Kalman Filter 11) が多く使用されてきた

が，共分散行列が不安定になることが指摘されている 12) ．洪水予測においては，推定した洪水

波形が実績波形と時間的にずれている場合，観測値と推定値が交差する時刻付近において観測値

と推定値の誤差が急激にプラスからマイナスに変化することにより，共分散行列が不安定になる． 
この不安定性を解決すべく考案されたものが，統計量を近似する Ensemble Kalman Filter 13)

（EnKF）である．一方，誤差分布が正規分布ではなくても適用できる Particle Filter 14)（PF）
等も提案されている．しかし，これらの手法は統計量の近似にモンテカルロ近似を使用しており，

数百から数千回の解析を必要とするため，計算機への負荷が大きく計算時間を要する． 
本章で構築した水位予測モデルは，高速かつ安定的に一定精度で予測結果を提供できることを

期待したものである．そのため，EnKFやPFは本章で構築した水位予測モデルにはなじまない．

このため，“2×状態数＋1”回の解析で統計量を近似できる Unscented Transformation（UT）
法を使用し，計算機への負荷を小さくできる Unscented Kalman Filter 15)（UKF）を採用する． 
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3.4.2 フィルタリング手法の適用 
(1) フィルタの基礎式の整理 

時間更新ステップ式と観測値更新ステップ式からなる． 
時間更新ステップ式は式(3.15)～(3.17)で表され， 11 ttx ， 1ttx を状態量ベクトルとして， 

式(3.18)のとおり簡易な線形式で表現できる．定数の状態量は式(3.19)で表され，係数行列は

式(3.20)となる． nq はシステムノイズである．また，サフィックス 11 tt は 1 ステップ前の

状態量を示し， 1tt は 1 ステップ前の情報から時間更新した結果を示している．なお， tt は

現時刻における観測値更新した結果であることを示す． 

ntttt qAxx 111  (3.18) 

1max111 logit ttbtttttt rccbx  (3.19) 

8.000
075.00
000.1

00
00
00

r

c

b

A  (3.20) 

観測値更新ステップ式は，式(3.21)で表現することができ， 1ttt xF は式(3.10)～(3.14)を

示している． 1tty は観測推定値， nr は観測ノイズである． 

nttttt rxFy 11  (3.21) 

 
(2) システムノイズと観測ノイズの設定 

システムノイズについては，後述の水位予測モデルを運用した感度分析の結果から，bの
ノイズは bH の 6％として， bH が大きくなるとbが変動しやすくなるように設定する．

maxlogit cc のノイズは，土器川で 0.03，旧吉野川で 0.3 として， br のノイズは 1.0mm/hr
とする．土器川のシステムノイズの分散を式(3.22)に示す． 

0.10.100
003.003.00
0006.0 22 bH

Qn  (3.22) 

観測ノイズについても，後述の水位予測モデルの運用結果から， bH の 5％と仮定し，

分散を式(3.23)のとおりとする． 

2205.0 bHRn  (3.23) 

 
3.4.3 Unscented Kalman Filter（UKF）のアルゴリズム 
二次の統計量である状態量の誤差共分散行列を UT 法 15) によって「 点」で近似することが

UKF の特徴である．アルゴリズムの詳細については，第 2 章を参照されたい． 
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(1) 状態量の観測値更新方法 

Kalman Gain（G）は，式(3.24)に示すとおり誤差共分散行列から求めることができる．

Kalman Gain によって状態量を更新する式は，Kalman Filter 16) と同一であり式(3.25)より

与えられる．また，状態量の誤差共分散行列の時間更新については，式(3.26)で与えられる．

なお，表記は片山 17) を参考にした．式(3.24)～(3.26)の変数は式(3.27)～(3.31)で定義される． 

1
11 tttt VUG  (3.24) 

11 ˆˆˆ ttttttt yyGxx  (3.25) 

1
1

111 tttttttttt UVUPP  (3.26) 

 

① 状態量の誤差共分散行列（ iW ：後述する 点“ i”における重み，以下同じ） 

n

n

i
tt

i
tttt

i
tt

i
tt QxxxxWP

2

0
11111 ˆˆ  (3.27) 

② 状態量と観測推定値の誤差共分散行列 

n

i
tt

i
tttt

i
tt

i
tt yyxxWU

2

0
11111 ˆˆ  (3.28) 

③ 観測推定値の誤差共分散行列 

n

n

i
tt

i
tttt

i
tt

i
tt RyyyyWV

2

0
11111 ˆˆ  (3.29) 

④ 観測推定値 

n

i

i
tt

i
tt yWy

2

0
11ˆ  (3.30) 

⑤ 状態量推定値 

n

i

i
tt

i
tt xWx

2

0
11ˆ  (3.31) 

 
(2) UT 法の概要 

2 つの状態量がある場合を想定して UT 法を概説する．図 3.8 のとおり， 21, xx 平面上に

独立な状態量の誤差分布を仮定する．2 軸の一方を長軸，他方を短軸とした誤差分布になる．

これを， 21, yy 平面上の誤差分散特性を反映した分布に変換することを UT 法という． 
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図 3.8 UT 法と 点の概念図（足立ら 18) より引用） 

 

21, xx 平面上の 2 軸上に状態量から観測推定値を算定する「 点」を設定する．2 変数の

場合， 点は 5 となり，これを一般化するとn次元では 12n となる． 
 

(3) 点の設定方法 
状態量 1ttx の誤差共分散行列 1ttP は，特異値分解により式(3.32)に示すとおり平方根行列 

で表現できるものとする． 

111 tttttt PPP  (3.32) 

点の数は 12n 個で，式(3.33)～(3.35)で表現される． 
 
① 0i  のとき 

1
0

1 ˆ tttt xx  
n

W 0  (3.33) 

② ni ~1  のとき 

i
tttt

i
tt Pnxx 111 ˆ  

n
W i

2
1  (3.34) 

③ nni 2~1  のとき 

i
tttt

i
tt Pnxx 111 ˆ  

n
W in

2
1  (3.35) 

 
ここに， ix ： 点 iにおける状態量， x̂：状態量の期待値， i

ttP 1
：誤差共分散行列の

平方根行列の i列の値， iW ： 点 iにおける重み， ：チューニングパラメータである． 
Julier 15) を参考に， 3n と設定する． 



 

52 

3.5 水位予測モデルの適用結果 
 
洪水の立ち上がりが急な 2004 年 10 月洪水（土器川・旧吉野川共通：台風 23 号）と，洪水の

立ち上がりが緩やかな 2011 年 9 月洪水（土器川：台風 12 号，旧吉野川：台風 15 号）について，

水位予測モデルを適用した結果を示す．貯留関数法の定数 kは水位予測モデルの精度に影響する

パラメータであり，ここでは k =20 と仮定し，水位の推定結果や定数の変動状況を評価した上で，

適用性を確認する． 
 

3.5.1 水位の推定結果の評価 
土器川（祓川橋）における水位の推定結果を図 3.9，図 3.10，旧吉野川（大寺橋）における

水位の推定結果を図 3.11，図 3.12 のそれぞれ最上段の図に示す．観測値の誤差分布を正規分布

と仮定すると式(3.36)に示す 95%信頼区間が得られるで，これと実績水位を比較する． 

11111 96.1ˆ96.1ˆ tttttttttt VyyVy  (3.36) 

これらの図より，観測水位が概ね 95%信頼区間に挟まれていることが分かるため，推定結果

に大きな問題はないと評価できる． 
 

3.5.2 定数 brcb ,, の推定結果の評価 
土器川（祓川橋）における定数b，c， br の推定結果を図 3.9，図 3.10，旧吉野川（大寺橋）

における定数b， c， br の推定結果を図 3.11，図 3.12 のそれぞれ 2 段目の図に示す． 
土器川（祓川橋）においては，定数cは洪水中大きく変化せず，bと br で誤差を調整した結果

となっている．洪水ピーク付近でベースフロー br による誤差の調整ができなくなるとbが小さく

なり，観測水位との調整を行う傾向にある．急流河川では，洪水中に掃流力が大きくなり，ある

水深を超過すると河床が変動すると考えられ，この傾向を概ね表現した結果となっていると評価

できる． 
旧吉野川（大寺橋）においては， br による誤差の調整ができなくなるとbだけでなくcも変化

して，観測水位との調整を行う傾向にある．緩流河川では，洪水中に背水の影響を受けるため，

H-Q 式の勾配であるaを含む cが変化しやすくなったと考えられ，河道特性を概ね表現した結果

となっていると評価できる． 
 

3.5.3 定数cの fa, への分解試算 
定数cを aと f に分解する方法については，有効な方法がない．一つの試算として f を式(3.1)

で与えaと分解する． 
土器川（祓川橋）における定数の分解結果を図 3.9，図 3.10 のそれぞれ 3 段目の図に示す．

これらの図より，洪水の立ち上がり部で aが次第に大きくなる傾向を示していることが分かる．

流出係数 f が妥当な値であれば，定数 aがこのように流出係数 f に追随する変化を示すことは

考えにくいため，洪水期間中の f には，式(3.1)で与えた指数関数等の仮定は成立しない可能性

があると考えられる． 
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図 3.9 土器川（祓川橋）への水位予測モデルの適用結果（2004 年 10 月・台風 23 号） 
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図 3.10 土器川（祓川橋）への水位予測モデルの適用結果（2011 年 9 月・台風 12 号） 
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図 3.11 旧吉野川（大寺橋）への水位予測モデルの適用結果（2004 年 10 月・台風 23 号） 

 

 
図 3.12 旧吉野川（大寺橋）への水位予測モデルの適用結果（2011 年 9 月・台風 15 号） 
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3.5.4 逆算流量の評価 
流出係数 f を仮定することにより得られた H-Q 式から算定した流量を逆算流量とする．一方，

流出係数 f を仮定して，貯留関数法により算定した流量を推定流量とする．図 3.9，図 3.10 の

それぞれ 4 段目の図には，土器川（祓川橋）におけるこれらの算定結果を比較したものを示す．

図 3.9（2004 年 10 月・台風 23 号）では，逆算流量と推定流量が概ね一致しており，図 3.10
（2011 年 9 月・台風 12 号）では，逆算流量と推定流量が乖離していることが分かる．これは，

定数bと br の調整においてその変化がより大きいことに起因し，乖離が大きくなると考えられる． 
また，図 3.9，図 3.10 の洪水ともに，H-Q 換算流量と逆算流量・推定流量が乖離している．

これは，H-Q 式は流量観測成果等から作成されたものであるが，これを正しいものとして換算に

用いることは必ずしも適切でないことを示唆している． 
逆算流量は，定数 cb, をフィルタリング手法により推定し，この結果を反映した H-Q 式から

算定した流量であるため，一定の精度を担保しているものと考えられる．すなわち，不確実性の

高い流量に対してではなく，水位に対してフィルタリングを行うことにより，H-Q 式の各定数を

推定し流量を逆算する方法は，流量観測が十分に行われていない中小河川や，観測流量の精度に

誤差が伴うような河川の洪水予測に，有効な手法であると推察される． 
 

3.5.5 予測水位の精度検証 
実際の洪水予測では，上記までのフィルタリング計算により得られた現時刻における状態量の

期待値を用い，予測雨量をモデルに入力し，将来の水位を時々刻々予測することになる．そこで，

実績雨量を予測雨量に見立てて入力し，1時間毎に予測計算を行い，予測水位の精度を検証する． 
土器川（祓川橋）における水位の予測結果を図 3.13，図 3.14，旧吉野川（大寺橋）における

水位の予測結果を図 3.15，図 3.16 に示す． 
これらの図より，観測水位が概ね 95%信頼区間に挟まれていることが分かるため，予測結果

に大きな問題はないと評価できる．しかしながら，両河川・全対象洪水ともに，特に 3 時間先の

予測水位の期待値における観測水位に対する誤差がやや大きくなっている．これは，貯留関数法

で仮定した定数 kの与え方に課題を残していることが主な要因であると考えられる． 
 
 

3.6 結 語 
 
本章では，「水位予測モデル」を提示し，河床変動や背水の影響により洪水中に H-Q 式が変化

する特性を有する河川に適用した結果を示した．本章で得られた成果は，以下のとおりである． 
 
  本章では，貯留関数法と H-Q 式を組み合わせて構築した「水位予測モデル」を提示した．

このモデルは，演算過程で流量を使用しないことから，H-Q 換算流量と雨量が整合しない

河川や流量観測成果がない水位観測所を対象にしたものである．河道高さを表す定数bの
システム誤差を，水位が高くなると変動する特性を表現するために bH の関数で与えた．

流出係数 f とH-Q式の定数aからなる定数cは，Logit関数で自己回帰モデルを仮定した．

その結果，観測水位に対して予測モデルを同化（状態量を推定）できることが分かった． 
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図 3.13 土器川（祓川橋）における 1・3 時間先の水位予測結果（2004 年 10 月・台風 23 号） 

 

 
図 3.14 土器川（祓川橋）における 1・3 時間先の水位予測結果（2011 年 9 月・台風 12 号） 
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図 3.15 旧吉野川（大寺橋）における 1・3 時間先の水位予測結果（2004 年 10 月・台風 23 号） 

 

 
図 3.16 旧吉野川（大寺橋）における 1・3 時間先の水位予測結果（2011 年 9 月・台風 15 号） 
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  フィルタリング手法には，二次の統計量を近似する UKF を採用した．統計量については

正規分布を仮定することにより得られる 点を使用したが，問題はなかった．この結果，

UKF は水位予測モデルにおける定数（状態量）のフィルタリング手法として有効な手法

の一つであることが確認された． 
  洪水予測においては，降雨誤差，モデル誤差，H-Q 式の変化等により予測誤差を伴うが，

リアルタイムで運用しているときに，個別にこれらの誤差量を特定することは困難である．

このような状況の下でも，流出係数 f と H-Q 式の定数aからなる定数cなどの状態量を

フィルタリングし，予測モデルを観測水位に対して同化できることが分かった． 
  提示した水位予測モデルは，雨量から直接水位を予測できる．さらに，実績雨量で行った

水位の再現結果が良好で，フィルタリングによる状態量の調整がほとんど行われない場合

には，逆算流量が概ね貯留関数法による推定流量と一致することが分かった． 
  貯留関数法の定数 kの設定に課題は残るものの，現時刻の状態量の推定結果から 3 時間先

までの予測水位を算定した結果，観測水位が概ね 95%信頼区間に挟まれており，本章で

提示した水位予測モデルの適用性は高いことが確認された． 
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第4章  
 
 

貯留関数法に基づく洪水予測モデルに

おけるパラメータ変動に関する解釈 
 
 
4.1 概 説 

 
流出現象を地下水流動，表面流等の物理的あるいは概念的な表現で記述している流出モデルが

多様化されている．雨量と流出の応答関係を見ると，雨量が緩やかに増加するパターンと，集中

豪雨などの急激に猛烈な降雨が発生するパターンでは，流出現象を表現する流出モデルは異なる

と考えられる． 
第 3 章で，中小流域（300km2以下）程度の洪水予測をより簡易に行えるように，貯留関数法

を使用した「水位予測モデル」の提案を行った．これは，水位流量関係式（以下，H-Q 式という）

が洪水中に変化することによる水位予測の精度低下という問題に対して取り組んだ成果である．

このモデルは，貯留関数法と現時刻の状態量を推定できる Unscented Kalman Filter 1)（UKF）
を組み合わせたもので，定数（状態量）を逐次フィルタリングして，その定数を用いて水位予測

を行うものである 2),3) ．定数は流出係数と H-Q 式の定数で，流量観測資料がなくても水位予測

ができる仕組みになっている． 
UKF は近似的に最適解を求めるものであり，誤差分布がガウス分布とみなせる洪水予測では，

UKF は Particle Filter 4) と同程度の精度を持ち，演算時間が短く，状態量を推定するエンジン

としては実用的であることが分かっている 5) ． 
しかしながら，洪水予測モデルには基礎式中の定数の総合化といった課題が依然残されている．

H-Q 式に関する定数は流量観測値がなくても，水位観測地点の横断測量と簡単な水理解析で定数

が決定され，実用的な側面からは有利な点も特徴である．一方で，貯留関数法の定数と流出係数

については，実績ハイドログラフがあれば，一方を既知として，シミュレーションにより他方を

解析できる．この手法は，ハイドログラフ全体を解析する一般的な流出解析手法であるものの，

現時刻から数時間先までの部分的な最適定数を求めようとする洪水予測の視点・目的からは採用

しにくい． 
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貯留関数法を用いた洪水予測では，流出係数の時間的な変化を自己回帰モデルで大まかに把握

しつつも，妥当と考えられる貯留関数法の定数と流出係数の組み合わせに複数パターン存在する

ことが明らかとなっている 2),3) ．このことは，貯留関数法の定数と流出係数の最適な組み合わせ

を客観的に求めることが困難であることを示している．そこで，洪水中の変動が相対的に小さい

と考えられる貯留関数法の定数を総合化することによって，客観的に流出係数を最適化できると

推察される 6) ． 
本章では，逓減特性値（貯留関数法の定数と流出係数の組み合わせ）の推定式を求め，定数の

変動幅を規定したフィルタリングによりデータ同化させる洪水予測モデルの適用性を検討する．

まず，4.2 では雨量に関係しない洪水の逓減部に着目して，貯留関数法の定数について分析する．

逓減特性を示すパラメータを逓減特性値と定義し，ダム流入量を用いて分析を行う．逓減特性値

の分析については過去にも試みられている事例がある．例えば，高木 7) は，逓減特性値を加古川，

吉野川，由良川の流量資料から求めており，逓減特性値は同一流域においても洪水により異なる

ことを指摘している．呉ら 8) も同様な分析をしているが，流域面積，洪水により変化しており，

逓減勾配は累加雨量が大きいほど小さくなっている．4.3 では流域面積と総雨量が逓減特性値を

大きく変化させる要因であることを示し，逓減特性値の変化傾向を表現できる貯留関数法を提案

する．4.4 では貯留関数法の定数，流出係数等を自己回帰モデルで表現し，UKF により観測値に

同化させる洪水予測モデルを構築して，その適用性について評価する．4.5 では本章で得られた

結果を要約して結語としている． 
 
 

4.2 貯留関数法に基づく洪水予測モデルのパラメータの分析 
 

4.2.1 流出係数 f と貯留関数法の定数 kの解釈 

既往の貯留関数モデルには 2 種類がある．降雨に係数がかかるモデルと，流量に係数がかかる

モデルがあり，ここでは各々を A，B モデルとする．これらの基礎式は式(4.1)，(4.2)のとおりで，

sは貯留高(mm)， f は流出係数， pk , は貯留関数の定数でモデルの違いによる水文学的な意味

の違いを表現するためにサフィックス BA, を付けている． tは時間で， aq は実際に観測された

流量(mm/hr)である． 

aA
A qrf
dt
ds

 
p
aAA qks  (4.1) 

Ba
B fqr
dt
ds

 
p

BaBB fqks  (4.2) 

式(4.1)と(4.2)を比較すると，両モデルが同等になる条件は式(4.3)である． Af と Bf が等しく，

定数 Ak と Bk は流出係数によって関係付けられ，さらに f は 1.0 以下であるため， Ak は Bk より

小さくなる． 

BA fff  B
p

A kfk 1
 (4.3) 
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雨量を 0， t =0 のときの流量を 0aq として式(4.1)，(4.2)を積分することにより t時間後の流量

は式(4.4)，(4.5)で示される．A モデルにおける逓減勾配は，貯留関数の定数によって決定される．

一方で，B モデルにおけるそれは，貯留関数の定数と流出係数によって決定される． 

1
0

1
, 1 p

aA
p
ta qpkptq  (4.4) 

1
0

11
, 1 p

a
p

B
p
ta qpfkptq  (4.5) 

p =1/2 を仮定すると，式(4.6)，(4.7)に示すとおり，A モデルでの逓減勾配は貯留関数の定数

の逆数となり，B モデルでの逓減勾配は貯留関数の定数と流出係数の平方根の積の逆数となる． 

21
0

21
, aAta qktq  (4.6) 

21
0

2121
, aBta qfktq  (4.7) 

以上のとおりに，2 つのモデルにおける貯留関数法の定数と流出係数の関係を整理した結果を

踏まえ，ダム流入量（ダム諸量データベース 9) より入手）の逓減勾配を分析し，2 つのモデルの

適用性を評価する．淀川水系青蓮寺ダム（流域面積 100km2）の 3 洪水について図 4.1 に示す． 
 

 

 

 
図 4.1 青蓮寺ダムの実績流入量 
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2009 年 10 月洪水は短時間の豪雨で立ち上がりが急な洪水である．一方，2011 年 9 月洪水は

降雨が 5 日にわたり継続し，総雨量が 700mm に達した洪水である．また，2013 年 9 月洪水は

近畿地方を襲来した台風 18 号がもたらした豪雨である． 
これらの特徴の異なる洪水波形に対して，流量の平方根の逆数の時間変化から逓減勾配を算定

した結果を図 4.2 に示す．この結果から，逓減勾配は洪水により異なることが分かる． 
 

 

 

 
図 4.2 青蓮寺ダムの実績流入量の逓減勾配 

 
さらに，愛媛県の肱川水系の野村ダム（流域面積 168km2）の解析例を図 4.3，図 4.4 に示す．

2011 年 9 月洪水を対象としており，3～4 個の小さなピークの後に大きなピークが発生している．

青蓮寺ダムの流入量の変化に対する解釈と同様に，逓減勾配は雨量の増加とともに小さくなる． 
このように，逓減勾配が雨量の増加とともに変化する場合には，流出係数で勾配を調整できる

B モデルの方が，柔軟性があると考える．また，流量の平方根の逆数の時間変化を，便宜上直線

近似できると仮定すれば，図 4.5 に示す洪水予測モデルにより流量を予測することが可能である

と考える．洪水の逓減勾配を決定するパラメータとし 21kf (mm-1/2hr1/2)を逓減特性値と定義する

と，逓減特性値は降雨パターンにより変化すると推測されるので，逐次，逓減特性値を推定する

フィルタリング手法を洪水予測モデルに組み込む必要があると推察される． 
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図 4.3 野村ダムの実績流入量 

 

 
図 4.4 野村ダムの実績流入量の逓減勾配 

 

 

図 4.5 貯留関数法に基づく洪水予測モデルの概念図 

 
4.2.2 貯留関数法の定数 pの解釈 
第 3 章の水位予測モデル 2),3) では， p =1/2 を採用している．これは，H-Q 式を水位の二次式

とするとパラメータを 1 つ減らすことができるために便宜的に採用した値である．雨量が一定と

仮定すると，水位は双曲線関数等で表現でき，解析が容易となる． 
既往研究では，Manning 則を想定して p =3/5 と仮定した事例 10) が多い．そこで，便宜的に

採用した p =1/2 と 3/5 で解析結果にどの程度の差が生じるか，無降雨期に着目して解析を行う．

降雨終了後の逓減勾配を同一とした場合と流量の半減期間を同一にした場合の p =1/2 と 3/5 の

定数 kを解析する．降雨終了直前の流出高は，数年に 1 回程度発生する洪水を 10mm/hr 程度と

想定し，50mm/hr を超過することは稀であるとして，10，30，50mm/hr と設定して解析を行う． 
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解析結果を図 4.6 に示す．p =3/5 の場合の貯留関数法の定数 kは p =1/2 の場合の 1.45～1.75
程度で平均 1.6 倍すれば p =1/2 とほぼ同等の流量の逓減曲線が得られることが分かる．実用的

には p =1/2と 3/5に大きな差はなく，解析結果が初等関数で表現できることを重視すれば p =1/2

でも特に問題はない． 
 

 

図 4.6 p =1/2 と 3/5 の場合の定数 kの解析結果 

 
 

4.3 洪水予測モデルに用いる貯留関数法の定数の推定 
 

4.3.1 洪水予測モデルの概要 
第 3 章では水位予測モデルの基礎式を示しているが，本章ではダムの流入量を対象にしている

ため，図 4.5 に示すとおり，流量予測モデルとして書き直した． 
 

4.3.2 ベースフローが 0 に近い場合の逓減特性値 21kf  
洪水流量に対するベースフローの値は十分に小さいとし，式(4.7)を適用して逓減勾配を求める．

対象とするダムは図 4.7に示す 18ダムとした．実績流入量はダム諸量データベース 9) を使用し，

雨量は解析雨量 11) を使用した． 
図 4.8 に逓減特性値を整理した結果を示している．これによれば，特性値が全体にばらつき，

流域面積との関係が明確ではない．特に大きい 2 つの逓減特性値は，比奈知ダムと青蓮寺ダムの

2011 年 9 月の台風 12 号（紀伊半島豪雨）である． 
 

4.3.3 ベースフローを考慮した場合の逓減特性値 21kf  
2011 年 9 月の台風 12 号のような長期間降雨が継続した洪水では，時間的変化の少ない中間流

と地下水流の影響が無視できないと考えられる．例えば，比奈知ダムと青蓮寺ダムの逓減特性値

は，図 4.8 に示すように概ね 90 という値を得た．このような長時間の降雨ではベースフローが

無視できないとし，図 4.5 に示す基礎式を時間積分して， bb frq とすると式(4.8)が得られる．

この式からベースフローを考慮した逓減特性値を分析する． 

0

10

20

30

40

50

60

0 10 20 30 40

定
数

k 1
/2
(p

=1
/
2)

定数k3/5(p=3/5)

逓減勾配同一 10mm/hr

半減期間同一 10mm/hr

逓減勾配同一 30mm/hr

半減期間同一 30mm/hr

逓減勾配同一 50mm/hr

半減期間同一 50mm/hr

実線 k1/2=1.75×k3/5 解析条件
降雨終了

直前の
流出高

平均 k1/2=1.6×k3/5

破線 k1/2=1.45×k3/5



第 4 章 貯留関数法に基づく洪水予測モデルにおけるパラメータ変動に関する解釈 

67 

 

         

図 4.7 対象としたダムの位置図 

 

 
図 4.8 ベースフローが 0 に近いとした場合の流域面積と逓減特性値 21kf との関係 
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ここで，ベースフローの値の設定方法が問題となる．実績流入量とベースフローの比 ba qq で

逓減特性値との関係を作成すると，図 4.9 のとおりになる．比較的大きい洪水では， ba qq =30
～300 程度で，特性値が流域面積の関数となることが考えられる．そこで，面積が 70km2 以下

の場合は図 4.9 の左図を想定し，ピーク後 18～24 時間後の流量の 1/2 をベースフローとする．

面積が 300km2以上の場合は右図を想定し，36～42 時間後の流量の 1/2 をベースフローとする．

それらの間の場合は中央の図を想定して，24～36 時間後の流量の 1/2 をベースフローとする． 

a : 日吉ダム j : 大渡ダム
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図 4.9 逓減特性値 21kf と逓減時間の関係 

 

 
図 4.10 ベースフローを考慮した場合の流域面積と逓減特性値 21kf との関係 

 
逓減特性値の解析結果は図 4.10 のとおりで，ばらつきの上限値が f =1.0 を満たす逓減特性値

と推定される．式(4.9)は，上限の値を通過する直線を最小自乗法で求めたものである． 

5.15log43.521 Akkf  (4.9) 

これが本研究で総合化した貯留関数法の定数 kと流域面積の関係式である． 
図 4.10 中の a)～d)は，貯留関数法の定数 kの総合化に関する既往研究成果である．既往研究

成果を本研究と比較した結果を以下に示す． 
 
(1) 木村の総合貯留関数（図 4.10 中の曲線 a），B モデル） 

木村 12) は，流域面積が 100～500km2の河川を対象に式(4.10)を導出している． 

3.40k  ， 21p  (4.10) 
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総合貯留関数法では流出係数は面積にかかる係数としている． fAが非浸透域， Af1 が

浸透域の面積で，浸透域では累加雨量が飽和雨量 saR に達した後に流出するものとしている．

洪水期間中の f は解析流量にかかる係数ではないが，累加雨量が飽和雨量 saR に達した後は

f =1.0 の場合の結果とみなすことができ，木村の貯留関数の定数と式(4.9)は概ね同じとなる． 

 
(2) 園山らの損失を考慮したモデル（図 4.10 中の曲線 b），B モデル） 

園山ら 13) は，損失 lq が表面流 sq に比例するものとした二価の貯留関数として，式(4.11)
を提案している．第 2 項が二価性を示す項であり，洪水の立ち上がり部では貯留量に与える

影響は大きいが，洪水の逓減部では影響は小さいと考えられる．そこで，第 1 項のみを考慮

し，損失を含めた全流出量を sl qqq とすると，B モデルと同様の式(4.12)が導出される． 

4648.0
12

53
11 ss q

dt
dkqks

 
24.0

1111 Ack  sl qcq 13  (4.11) 

5324.0
53

13

1153

1
qA

c
ckqs  (4.12) 

ここに， 11k ， 12k ， 11c ， 13c は定数で，対象にしたダム流入量から同定した結果， 11c =11.081，

13c =1.84513 が得られ，これから貯留関数法の定数を推定すると式(4.13)となる．式(4.13)を
図 4.10 に示すが， p =3/5 を 1/2 に変換するために，図 4.6 より貯留関数法の定数を 1.6 倍

している．なお，流域面積の適用範囲は，論文 13) 中のグラフから 400km2以下と推測される． 

24.092.5 Ak  ， 53p  (4.13) 

式(4.9)が貯留関数の定数の最大値とみなすと曲線 b)が平均的な推定値とみなすこともでき，

逓減特性値の平均値の推定式として利用できる可能性がある． 
 

(3) 星らの有効雨量を用いたモデル（図 4.10 中の曲線 c），A モデル） 

星ら 14) は，流域面積が 100km2以下の小流域を対象とし，式(4.14)を導出している．式(4.3)
を想定すると，式(4.9)の推定値より小さくなることは容易に推測できる．また，論文 14) では

信頼幅を示しており，95%値が 8.22，5%値が 1.87 で，0.4（=1.87/4.57）～1.8（=8.22/4.57）
である．図 4.10 に記載はしないが，式(4.14)の 1.8 倍は流域面積 100km2付近では式(4.9)と
概ね一致しており，A，B モデルの最大は同じであるから，本研究の結果と整合する． 

24.057.4 Ak  ， 53p  (4.14) 

 
(4) 永井らの有効雨量を用いたモデル（図 4.10 中の曲線 d），A モデル） 

永井ら 10) は，流域面積が0.245～1,426km2の山地流域を対象に，式(4.15)を導出している．

5.5 を平均値とすると，論文 10) 中の貯留関数の定数のばらつきから，信頼区間は平均値の 0.6
～2倍と推定され，星ら 14) のAモデルの研究成果と概ね一致し，本研究の結果とも整合する． 

14.05.5 Ak  ， 53p  (4.15) 
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4.3.4 逓減特性値のばらつきの要因 
前項の分析から，図 4.10 における逓減特性値のばらつきの要因の一つに累加雨量との関係が

あると推測できる．貯留関数の定数を式(4.9)として累加雨量と流出係数の関係を示すと図 4.11
のとおりであり，推測どおりとなる． 

 

 
図 4.11 逓減特性値を算定した時刻までの累加雨量と流出係数の関係 

 
 

4.4 フィルタリングによる定数変化の分析 
 
図 4.5 の貯留関数法の定数 k，流出係数 f および基底雨量 br を自己回帰モデルで表現し，UKF

（第 2 章を参照）による観測値に同化させる手法を組み込んだ洪水予測モデルを構築する．なお，

予測計算では，雨量誤差が予測精度に与える影響を除くために，実績雨量を使用する． 
 

4.4.1 洪水予測モデルの基礎式 
図 4.5 の貯留関数法の基礎式は式(4.16)～(4.18)に示すとおりである． 
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ここに， ts ：貯留高(mm)，t：時間(hr)， tr：貯留関数モデルに直接入力する降雨量(mm/hr)，

tq ：流出高(mm)， tk ：貯留関数モデルの定数， taq , ：観測流出高(mm)， tf ：流出係数である． 
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式(4.16)と式(4.17)から式(4.19)の左端式が得られ，これを展開すると式(4.19)の右端式となる． 
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であり，
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1tanh1 と上式に代入すると， 

121 dt
dx

r
k

t

t  (4.20) 

を得る．式(4.20)の両辺を積分して，定数を とおくと， 

t
k
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t
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 (4.21) 

となり， x
kr
s

tt

t tanh21 から式(4.22)の左式とし，
21

ttt qks から式(4.22)の右式を得る． 
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上式の両辺を 2 乗して式(4.23)の左式とし， ttta qfq , から式(4.23)の右式を得る． 
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ここで， t = tのときの流量を taq , と置き換えれば， 

t
k
rrfq
t

t
ttta

21
2

, tanh  (4.24) 

を得る．また，t =0 のときの流量を 0aq と置き換え，この逆関数をとれば下式のとおり を得る． 

2
0 tanhtta rfq  ⇒ 

212121
0

1 //tanh tta rfq  (4.25) 

 
式(4.24)，(4.25)を洪水予測モデルの基礎式とする．モデルに入力する降雨量は落水線を利用

して時間遅れを考慮したものであり，基礎式は降雨量を流量に変換することのみを示している． 
洪水予測で現時刻の流量を再現し，数時間先の流量を予測することを想定すると，流出係数 f

は現時刻の流量を再現する役割を果たす．そのとき，貯留関数法の定数 kは予測流量の上昇勾配

を調整する役割を担う．このように，洪水の逓減部では，逓減特性値が支配的であるが，洪水の

立ち上がり部では，流出係数と貯留関数法の定数が個別の役割を持つことになる．したがって，

流出係数と貯留関数法の定数を個別に調整することにより，流量予測の精度向上が期待できると

考え，次項以降の検討を行う． 
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4.4.2 定数の自己回帰モデル 
流出係数 f ，基底雨量 br ，および貯留関数法の定数 kを式(4.26)～(4.28)に示すとおり簡便な

自己回帰モデルで表現し，UKF を用いたフィルタリングにより最適値を推定することとする．

次数を 1 としており，この場合には，自己回帰係数は自己相関係数である．流出係数については，

0～1 の間で変化するパラメータであるため，自己回帰モデルに 21f の Logit 関数を使用する．

基底雨量 br については，降雨発生時において雨量を調整する機能も担うため，マイナス値に変化

することも許容する．貯留関数法の定数については，常に正値となることから，自己回帰モデル

を kkt （ kは式(4.9)より算定）の対数で表し，雨量強度の影響を受けることを表現するために

tar 項を追加した．この項により，雨量強度が大きい場合には貯留関数法の定数が小さくなる

傾向を表現する． 

ftft eff 21
1

21 logitlogit  (4.26) 

rtbrtb err 1,,  (4.27) 

kttkt earkkkk 1loglog  (4.28) 

ここに，サフィックス tは時間変化することを示し， f ， r， k は自己回帰係数ですべて

0.8 とする．aは試算の結果 0.005mm-1hr とした．また， fe ， re ， ke は定数と無相関の誤差項 

とし，誤差分布に正規分布を仮定する． 
 

4.4.3 フィルタリング手法の適用 
(1) フィルタの基礎式の整理 

時間更新ステップ式と観測値更新ステップ式からなる． 
時間更新ステップ式は式(4.26)～(4.28)で表され， 11 ttx ， 1ttx を状態量ベクトルとして， 

式(4.29)のとおり簡易な線形式で表現できる．定数の状態量は式(4.30)で表され，係数行列は

式(4.31)となる． nq はシステムノイズである．また，サフィックス 11 tt は 1 ステップ前の

状態量を示し， 1tt は 1 ステップ前の情報から時間更新した結果を示している．なお， tt は

現時刻における観測値更新した結果であることを示す． 

ntttt qAxx 111  (4.29) 

kkrfx ttttbtttt 11
21

11 loglogit  (4.30) 

8.000
08.00
008.0

00
00
00

k

r

f

A  (4.31) 

観測値更新ステップ式は，式(4.32)で表現することができ， 1ttt xF は式(4.24)，(4.25)を

示している． 1tty は観測推定値， nr は観測ノイズである． 

nttttt rxFy 11  (4.32) 
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(2) システムノイズと観測ノイズの設定 

システムノイズについては，後述の洪水予測モデルを運用した結果により， 21logit f の

ノイズは 2.0 と設定する．br のノイズは 2.0mm/hr とし， kktlog のノイズは 0.05 とする．

システムノイズの分散を式(4.33)に示す． 

05.005.000
00.20.20
000.20.2

nQ  (4.33) 

観測ノイズについても，後述の洪水予測モデルの運用結果から，青蓮寺ダムと竜門ダムの

流入量の平方根に対し 0.08mm1/2hr-1/2，鶴田ダムの流入量の平方根に対し 0.04mm1/2hr-1/2と

設定する．観測ノイズの分散を式(4.34)，(4.35)に示す． 

208.0nR  ・・・ 青蓮寺ダム，竜門ダムの流入量の平方根に対する分散 (4.34) 

204.0nR  ・・・ 鶴田ダムの流入量の平方根に対する分散 (4.35) 

 
4.4.4 流出係数や貯留関数法の定数等の変化 
青蓮寺ダムでは 2009 年 10 月上旬洪水を，竜門ダムでは 2006 年 7 月上旬洪水，鶴田ダムでは

2006 年 7 月下旬洪水を対象とし，流出係数や貯留関数法の定数等の時間変化を解析した結果を

図 4.12～図 4.14 のそれぞれ 1～3 段目の図に示す．同図から，式(4.28)の右辺第 2 項により，

貯留関数法の定数 kは流量が急増するときに小さくなり降雨がピーク時を過ぎると大きくなる

ことが分かる．また，洪水の逓減とともに流出係数 f が小さくなり，逓減特性値 21kf は降雨の

終了後ほぼ一定となっており，上述の分析結果と一致する． 
 

4.4.5 予測流量の精度検証 
青蓮寺ダム，竜門ダム，および鶴田ダムにおいて，それぞれ上述と同一の洪水を対象として，

現時刻から 3 時間先の流量を予測した結果を図 4.12～図 4.14 のそれぞれ 4 段目の図に示す．

予測結果は実績流入量と概ね適合しており，式(4.9)および予測手法は妥当であると判断できる． 
 
 

4.5 結 語 
 
本章では，流出係数と貯留関数法の定数からなる逓減特性値を分析して，この変化傾向を表現

できる貯留関数法を提案しその適用性を評価した．本章で得られた成果は，以下のとおりである． 
 
  実績のダム流入量から，貯留関数法の定数の推定式として式(4.9)を求めた．この推定式は，

降雨終了後の洪水逓減部で分析した結果である．面積の異なる流域の貯留関数法に基づく

洪水予測モデルに推定式を適用した結果，流入量予測結果の適合性が高いことが示され，

貯留関数法の定数の変動幅を規定するものとして式(4.9)を利用できることが確認できた． 
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図 4.12 青蓮寺ダム（C.A.=100km2）への流入量予測モデルの適用結果（2009 年 10 月洪水） 
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図 4.13 竜門ダム（C.A.=26.5km2）への流入量予測モデルの適用結果（2006 年 7 月洪水） 
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図 4.14 鶴田ダム（C.A.=805km2）への流入量予測モデルの適用結果（2006 年 7 月洪水） 
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  貯留関数法の定数や流出係数などを自己回帰モデルで表現し，第 3 章と同じ UKF により

実績ダム流入量に対してデータ同化させた洪水予測モデルの適用結果から，ダム流入量の

再現性が高いことを確認した．これより，実際の洪水予測において，貯留関数法の定数と

流出係数を逐次推定することの必要性が示された． 
  フィルタリングによる状態量の推定においては，急激に豪雨が発生した場合，貯留関数法

の定数を小さくした方が，洪水の立ち上がりを良好に再現できると考えられる．一方で，

流出係数については，流量が急増するときに大きくなり，流量の減少に伴って小さくなる

傾向があることが分かった． 
  大田ら 15) の森林土壌におけるパイプ流の観察では，難透水層付近のパイプは降雨に対し

敏感に反応して流出量を増加させるが，上部パイプは帯水面の上昇により突然流出が発生

するとしている．豪雨が発生したときには，急激に流出量が増加する場合があり，本章で

構築した洪水予測モデルでは，貯留関数法の定数を小さくすることでこれに対応できる． 
  内田ら 16) は，累加雨量の増加によって，パイプ断面の拡大，粗度係数の低下等が生じる

と指摘している．降雨が長時間継続すると，パイプからの流出が支配的になり，表面流は

発生しにくくなっていると推測される．本章で構築した洪水予測モデルでは，このような

メカニズムを，流出係数を変化させることで表現している． 
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第5章  
 
 

洪水中の粗度係数等の変化に着目した

水位予測手法の適用上の課題と対応 
 
 
5.1 概 説 

 
洪水予測の分野では，時々刻々得られる観測データを用いて流出モデルの状態量やパラメータ

の値を逐次推定しつつ数時間先の流量を予測する手法が開発されてきた 1),2) ．また，洪水予報や

水防警報などの洪水情報としては水位の予測情報の提供が重要となるが，時々刻々の水位データ

を使用して水位予測モデルの状態量やパラメータの値を逐次推定しつつ数時間先の水位を予測

する手法の開発についても，近年数多く試みられている． 
上記のようなフィルタリング手法を水位予測モデルに導入した推定手法として，Shiiba et al.3) 

は一次元不定流モデルに Kalman Filter を適用し，水位と流量を逐次推定する手法を開発した．

立川ら 4) は，淀川水系桂川の流況再現に一次元不定流モデルを用い，現時刻における計算水位を

観測水位と整合させるために Particle Filter を適用して，粗度係数と河道断面形状および上流端

に与える流量にかかる係数を状態量とし逐次推定して水位予測を行う方法を示した．Kim et al.5) 

は，河道地形や粗度係数の平面的な変化をより適切に考慮するために平面二次元不定流モデルを

導入し，Particle Filter により粗度係数と境界条件を時々刻々推定しながら水位を予測する方法

を示した． 
一方，田中ら 6) は，淀川三川の合流部前後の複雑な流況に対して一次元不定流モデルを用い，

計算時間の制約がある洪水予測システムにおいて状態量の数をできるだけ少なくすること，計算

の安定性を確保すること等の目的から，状態量を上流端流量と残流域流出量等にかかる係数のみ

とした Particle Filter を適用し，時々刻々のリアルタイムの水位予測を行う手法を提案している．

ここで，同手法の課題として，水位上昇等に伴う粗度係数等のパラメータの変化を考慮できない

ため，特に規模が大きい洪水においては，そのことが要因となりフィルタリング後の上流端流量

と流量観測値等とが整合せず，水位予測に影響を及ぼすことが考えられる 7) ． 
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本章では，田中ら 6) が提案している手法を基本とし，近年生起した洪水規模が大きい 2013 年

台風 18 号と 2014 年台風 11 号を対象に，Particle Filter を適用した水位予測を行う．その結果

から，状態量を各流量にかかる係数のみとした場合のフィルタリング後の境界流量の流量観測値

などに対する再現性を把握する．両者に不整合が認められる場合には，粗度係数を状態量に追加

することによる境界流量の再現性向上の効果や粒子数を増やす必要性などを評価する．こうした

一連の検討から，リアルタイムシステムに要求される計算速度の観点なども踏まえて，水位予測

における Particle Filter の適用上の課題とその対応方法のあり方について考察する． 
 
 

5.2 水位予測モデルの構築 
 

5.2.1 水位予測モデルの構成 
淀川水系の洪水予測システム 6) は，木津川・宇治川・桂川の上流部で分布型流出モデルを適用

し，観測所毎に水位予測を行っている．また，図 5.1 に示すように，三川合流部前後の区間では，

分布型流出モデルにより算出した流出量を上流端や横流入条件とし，枚方地点の水位流量関係式

（以下，H-Q 式という）を下流端条件として与える不定流モデルにより水位予測を行っている． 
本章では，淀川三川の合流部前後の区間を対象として，枚方地点の流量を用い，区間内の河道

パラメータや境界条件として与える流量等を逐次推定しながら，区間内の水位を予測することを

考える．なお，状態量や不定流モデルの非線形性を考慮して，フィルタリング手法には後述する

Particle Filter を適用する．ここで，加茂地点，桂地点，残流域の流量にかかる係数，さらには

粗度係数にかかる係数を状態量として粒子化の対象とする．また，枚方地点の H-Q 式の変化を

表すために，流量を調整する基底流量（300m3/s）を設定し，これにかかる係数も状態量とする． 
 

 

図 5.1 淀川三川合流部における水位予測モデルの構成 
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参考までに，淀川水系の洪水予測システム 6) における分布型流出モデルの概要を以下に示す． 
分布型流出モデルは，流域全メッシュに鉛直方向に設定された 3 層のモデル（表層，不飽和層，

地下水層モデル）と河道モデルからなる（図 5.2）．各層からの流出成分をメッシュ標高（図 5.3）
に基づく落水線（図 5.5）に沿った河道モデルに入力し，Kinematic Wave 法で河道流量を逐次

計算するモデルである．このモデルの特徴としては，各層・各メッシュに土地利用（図 5.6），
土壌（図 5.7），表層地質（図 5.8）の水文学的な特性を反映したパラメータを設定できること

である．なお，メッシュサイズは 250m メッシュとしている． 
 

 

図 5.2 分布型流出モデルの概念図（土木研究所モデル） 

 
5.2.2 不定流モデルの基礎式 
淀川三川合流部前後の区間における水位予測モデルに適用されている不定流モデルの基礎式

を以下に示す． 

q
t
A

x
Q  (5.1) 

342

2

3

21
RA
QQn

x
H

x
A

gA
Q

t
Q

gA
 (5.2) 

tは時間座標， xは流下方向にとった空間座標， Aは通水断面積，Qは流量， gは重力加速度，

Hは水位，Rは径深，nは粗度係数である． 
式(5.1)と式(5.2)を陽形式差分法（2step Lax Wendroff 法 8) ）によって解く．計算の安定性を

考慮し，差分時間間隔を 2.5s，空間間隔を約 200m として計算を行う．2step Lax Wendroff 法
においては，下流端の格子に式(5.2)を使用できず，式(5.1)のみを使用することとなる．このため，

水位，流量，H-Q 式のいずれかを与えることにより，下流端の水位や流量を求めることになる．

下流端条件に H-Q 式を設定する本計算の場合には，式(5.1)と H-Q 式を連立させることにより，

水位および流量が求まる．この部分のみ陽形式では計算できないため，陰解法を適用している． 
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図 5.3 メッシュ標高分布図 
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図 5.4 地表勾配分布図 
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図 5.5 落水線図 

 

―：流域界 

―：落水線 

□：250m メッシュ 
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図 5.6 土地利用分布図 
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図 5.7 土壌分布図 
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図 5.8 表層地質分布図 
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5.3 フィルタリング手法の適用 
 
Particle Filter 9),10) は非線形・非ガウス型の状態空間モデルに適用できるフィルタリング手法

である．状態量の確率分布を多数のサンプル（粒子）の実現値によって近似的に表現することが

特徴である．類似の手法である Ensemble Kalman Filter のように，状態量の事後分布を求める

際に Kalman Gain を使用するものではなく，観測値によって定まる各粒子の尤度（適合度）を

用いる． 
 

5.3.1 Particle Filter（PF）のアルゴリズム 4) 
非線形・非ガウス型の状態空間モデル 

ttt uxfx ,1  (5.3) 

ttt vxhy ,  (5.4) 

を考える． tx は時刻 tの k次元の状態ベクトル， ty は時刻 tの l次元の観測ベクトルであり， tu ，

tv はガウス分布とは限らない確率密度関数に従ったシステムノイズと観測ノイズで，白色ノイズ

とする． f ，hは状態ベクトルに関する非線形関数で，式(5.3)は状態ベクトルの時間発展を表す

状態方程式，式(5.4)は観測方程式である． 
一期先の状態 tx の推定値の確率分布（事前分布）は 

1
1

11
1

t
t

ttt
t

t dxYxpxxpYxp  (5.5) 

と表される．ここで， 1221
1 ,,,, yyyyY tt

t とする．また，時刻 tまでの観測ベクトル tY  
が得られた後，フィルタリングされた状態 tx の確率分布（事後分布）は，ベイズの定理により 

1

1

t
t

t
tttt

t Yyp
Yxpxyp

Yxp  (5.6) 

と表される．Particle Filterではこの条件付き確率分布を多数の粒子の実現値を用いて近似する．

具体的には，式(5.5)の事前分布を 

N

i

i
ttt

t
t xx

N
Yxp

1
1

1 1  (5.7) 

と近似する．N は粒子数， は Dirac の Delta 関数， i
ttx 1は時刻 tの i番目粒子の事前推定値

である．これを式(5.6)に代入して，事後分布が式(5.8)となるように i
ttx を設定する． 

N

i

i
ttt

t
t xx

N
Yxp

1

1  (5.8) 

式(5.7)と式(5.8)の i
ttx 1，

i
ttx は，以下の手順で求める． 
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① 初期設定：現在時刻を 1t とする． i番目の粒子（ Ni ,,1 ）のフィルタリング後の

状態量 i
ttx 11 が得られているとする（図 5.9 の第 1 列）． 

② 時間更新：状態方程式(5.3)を用いて i番目の粒子（ Ni ,,1 ）の更新値 i
ttx 1を求める

（図 5.9 の第 2 列）．これにより事前分布が式(5.7)より定まる． 
③ フィルタリング：式(5.6)の tt xyp は状態 tx の時に観測値 ty を得る確率（尤度）で，

式(5.4)から別途定まる i
ttt xyR 1 により得られるものとする．図 5.9 の第 3 列の粒子

の大きさは尤度の大小の関係を表現しており，観測値に対する適合度が高いほど尤度が

大きいことを示す．式(5.6)の 1t
t Yyp は 

N

i

i
tttt

t
ttt

t
t xyR

N
dxYxpxyRYyp

1
1

11 1  (5.9) 

となり，式(5.7)と式(5.9)を式(5.6)に代入し，事後分布を 

N

i

i
ttt

i
t

t
t xxwYxp

1
1  (5.10) 

として得る．ここで
i
tw は正規化した尤度である． 

N

i

i
ttt

i
ttt

i
t xyRxyRw

1
11  (5.11) 

④ リサンプリング：正規化した尤度（重み）
i
tw に比例した割合で i

ttx 1を復元抽出した

粒子を i
ttx とする（図 5.9 の第 4 列）．抽出された粒子の合計はN 個で，各粒子の重み

は全て N1 となり，最終的に式(5.8)が得られる． 
⑤ 時間を更新して①に戻る． 
 

 

図 5.9 Particle Filter のアルゴリズムの概念図（樋口 10) より引用） 



 

90 

上記により， tx の最適推定値 tx̂ と推定誤差分散 tˆ は 

N

i

i
tt

i
t

N

i

i
ttt xwx

N
x

1
1

1

1ˆ  (5.12) 
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i
t

i
tt
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t

N

i
t

i
ttt xxwxx

N 1

2
1

1

22 ˆˆ1ˆ  (5.13) 

として求められる．95%信頼幅などについても Nix itt ,,1,1 から直接求めることができる． 

 
5.3.2 リサンプリング 

重み
i
tw を持った粒子 i

ttx 1の分布を重みが等しい粒子で表現できるように粒子を復元抽出し，

i
ttx を得ることがリサンプリングの目的である．リサンプリング法には，重みの大きい順に抽出 

する方法（重み順方式）や重み付きランダムサンプリングがある．重み順方式は，粒子の中から

重みの最大値を抽出する計算が必要になり，重み付きランダムサンプリングよりも時間を要す．

しかし，重み順方式は重みの小さい粒子が選択される確率が低いため，粒子数が少ない場合でも

解が安定する傾向にあるので，本研究ではこれを採用した． 

具体的には，まず粒子の重み
i
tw が計算された後，以下により

i
jd を求める． 

1i
j

i
t

i
j mwd  (5.14) 

i
jm は，最初 0 個で，粒子 iが j回目までに抽出された個数の総和とする． Nj ,,2,1 の順番

に
i
jd が最大となる粒子 iに対して配分数

i
jm を一つ増やす．これを粒子の総数N 回分繰り返す

ことによって復元抽出が完了する．
i
jd の値が等しくなる場合には，番号の若い粒子を抽出する 

ことにした． 
 

5.3.3 システムノイズの追加 
特定粒子の重みが大きくなり粒子のパターンが固定化すると，状況の変化に適応できなくなり

推定精度が低下する．これに対処するため，リサンプリング後に各粒子の状態量に撹乱を与える．

撹乱の与え方には様々な手法が存在するが，ここでは，時間更新の段階において正規分布に従う

システムノイズを追加することにより，特定粒子のみが選択されない工夫を行う．具体的な設定

については後述する． 
 
 

5.4 水位（流量）予測方法 
 

5.4.1 枚方地点の流量予測方法 
枚方地点の水位を H-Q 式で変換した流量を対象として，加茂地点，桂地点，残流域の流量や，

基底流量にかかる係数，さらには粗度係数にかかる係数などの状態量を Particle Filter を用いて

フィルタリングする． 
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一期先の状態量の確率分布を推定する時間更新では，一期前の状態量にシステムノイズを追加

（ uxx tt 1 ）するのみとする．各流量にかかる係数のシステムノイズを平均 0，分散 0.052，

粗度係数にかかる係数のシステムノイズを平均 0，分散 0.032のガウス分布とした．なお，粒子

の多様なパターンを確保するためには，分散の値をある程度の大きさに設定する必要があるが，

特に今回新たに状態量に追加する粗度係数にかかる係数に撹乱を加える場合には，前時刻の値と

極端に異なる値が設定されると計算が不安定になることがある．これを回避するためには，分散

の値を小さく設定すればよいが，値が小さすぎると急激な変化に追随できない場合がある．上記

のシステムノイズの値はこれらのトレードオフの関係を考慮した感度分析により設定した． 
観測値（枚方地点 H-Q 換算流量）は 1 時間毎に得られるとし，1 時間毎にフィルタリングを

実施する．式(5.4)から定まる尤度関数を正規分布の確率密度関数とし， 

2

2
,,

1 2
exp

2
1

y

obst
i
calt

y

i
ttt

yy
xyR  (5.15) 

と定義する． i
ttt xyR 1 は粒子 i

ttx 1の尤度，
i
calty , は時刻 tの i番目粒子の観測推定値， obsty , は

観測値である． yは観測値の標準偏差であり，H-Q 換算流量に 5%の観測誤差があるとした． 

不定流解析は現時刻から遡った 12 時間前から開始する．これは，現時刻における枚方地点の

水位や流量は，洪水到達時間（12 時間）程度前からの降雨量や上流端流量，残流域流出量等の

影響を受けていると考えたことによる．現時刻において式(5.15)で尤度を求め，観測値更新後の

流量の確率分布を推定する．また，将来の予測値は，現時刻の状態量が継続するとして推定する． 
 

5.4.2 枚方上流地点の水位予測方法 
上記は枚方地点の流量のみで観測値更新を行う方法であるが，不定流解析結果は枚方上流地点

の水位予測においても有効な情報であるため，これらを用い上流の観測値に適合する水位を別途

推定する方法を考える． 
上流の観測所の現時刻における水位観測値とある粒子の不定流解析値との間の重みを式(5.16)

により算定し，重みに応じて各粒子の不定流解析値を加重平均することにより各観測所の水位の

期待値を推定する方法とした（八幡・飯岡・納所・羽束師・淀・向島の計 6 地点を対象とした）． 

ocock XXXX 1
21 2

1exp
2

1
 (5.16) 

ここに， cX は解析水位の行列， oX は観測水位の行列， は誤差共分散行列，kは観測所数で， 

2
21212

2121
2

1

HHHHH

HHHHH

 (5.17) 

として，水位の観測誤差 H を 0.5m，誤差の相互相関係数 H を 0.3 と設定した．なお，将来

の予測値は，予測時間までの各粒子の不定流解析値から現時刻の重みが継続するとして推定する． 
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5.5 適用条件の違いによるデータ同化結果の評価 
 
近年生起した洪水規模が大きい2013年9月台風18号および2014年8月台風11号を対象に，

Particle Filter による状態量のデータ同化ならびに水位予測を行う． 
 

5.5.1 状態量の違いによるデータ同化結果の評価 
田中ら 6) の水位予測モデルでは，上流端流量や残流域流出量などの境界流量の初期設定として，

分布型流出モデルより算定された流出量を与えている．本研究では，残流域流出量等の初期設定

には，分布型流出モデルより算定された流出量を与えるが，上流端流量の初期設定には，実測値

との誤差を少なくすることを目的として，洪水が生起した前年度における確定 H-Q 式で水位を

換算した流量を与えるものとする． 
これらの各流量にかかる係数のみを状態量として，全ての初期分布を平均 1.0，分散 0.052 の

ガウス分布に従って独立に発生させ，粒子数を 200 個に設定したフィルタリング計算を実施する．

なお，粒子数の設定については，リアルタイムのシステムに要求される計算速度（予測結果の

10 分毎送信に対する即時性を確保できる計算時間）の観点から，200 個程度が上限と判断した

ものである．枚方地点の現時刻の推定水位を図 5.10 と図 5.11 に，枚方上流地点（八幡・納所・

淀地点）における 1 時間先の予測水位を図 5.12～図 5.17 に示す．上記の結果より，現時刻の

枚方地点の水位や，1 時間先の枚方上流地点における予測水位については，再現性が高いことが

伺える． 
一方，この場合の加茂地点や桂地点の流量のフィルタリング結果を図 5.18～図 5.21 に示す．

これらの図より，フィルタリング後の加茂地点や桂地点の流量については，逆解析的な側面から

整合する必要のある流量観測値などから乖離していることが分かる．これらの乖離の要因として，

対象洪水の規模が大きく，洪水時の水位上昇等に伴い粗度係数などの河道パラメータが変化した

ことが推察される．この場合，河道パラメータの変化が本来受け持つはずの流量変化分を上流端

流量や残流域流出量により調整しているため，現時刻の推定水位や 1 時間先の予測水位などには

影響は少ないが，数時間先の予測水位の精度に影響を及ぼす可能性があると考えられる．また，

不定流解析の安定性等にも影響を及ぼす可能性があるため，改善の余地がある． 
そこで，状態量に粗度係数にかかる係数を追加して（各流量にかかる係数や粗度係数にかかる

係数ともに，全ての初期分布を平均 1.0，分散 0.052 のガウス分布に従って独立に発生させた），

粒子数を 200 個のままとし，上記と同様のフィルタリング計算を実施する．この場合の加茂地点

や桂地点の流量のフィルタリング結果を図 5.22 と図 5.23，図 5.25 と図 5.26 に示す．また，

各状態量の時系列変化を図 5.24 と図 5.27 に示す．なお，粗度係数の初期設定は，既往洪水の

再現計算より別途得られた値とし，河川別・縦断別に淀川 0.043～0.045，宇治川 0.048，木津川

0.043～0.045，桂川 0.035 と設定した．上記の結果より，フィルタリング後の加茂地点や桂地点

の流量について，流量観測値などの再現性が大幅に改善していることが分かる．特に，より流量

規模の大きい 2013 年 9 月台風 18 号では，水位上昇に伴って粗度係数が変化し，上流端流量や

残流域流出量とともに枚方地点流量を調整しており，概ね妥当なデータ同化結果を示していると

評価できる． 
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図 5.10 枚方地点（淀川）の現時刻推定水位（2013 年 9 月・台風 18 号） 

 

 

図 5.11 枚方地点（淀川）の現時刻推定水位（2014 年 8 月・台風 11 号） 
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図 5.12 八幡地点（木津川）の 1 時間先予測水位（2013 年 9 月・台風 18 号） 

 

 

図 5.13 納所地点（桂川）の 1 時間先予測水位（2013 年 9 月・台風 18 号） 

 

 

図 5.14 淀地点（宇治川）の 1 時間先予測水位（2013 年 9 月・台風 18 号） 
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図 5.15 八幡地点（木津川）の 1 時間先予測水位（2014 年 8 月・台風 11 号） 

 

 

図 5.16 納所地点（桂川）の 1 時間先予測水位（2014 年 8 月・台風 11 号） 

 

 

図 5.17 淀地点（宇治川）の 1 時間先予測水位（2014 年 8 月・台風 11 号） 
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図 5.18 加茂地点（木津川）流量のフィルタリング（2013 年 9 月・台風 18 号） 

【各流量にかかる係数のみを状態量とした場合】 

 

 

図 5.19 桂地点（桂川）流量のフィルタリング（2013 年 9 月・台風 18 号） 

【各流量にかかる係数のみを状態量とした場合】 
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図 5.20 加茂地点（木津川）流量のフィルタリング（2014 年 8 月・台風 11 号） 

【各流量にかかる係数のみを状態量とした場合】 

 

 

図 5.21 桂地点（桂川）流量のフィルタリング（2014 年 8 月・台風 11 号） 

【各流量にかかる係数のみを状態量とした場合】 
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図 5.22 加茂地点（木津川）流量のフィルタリング（2013 年 9 月・台風 18 号） 

 

 

図 5.23 桂地点（桂川）流量のフィルタリング（2013 年 9 月・台風 18 号） 

 

 

図 5.24 粗度係数補正を追加した場合の状態量変化（2013 年 9 月・台風 18 号） 
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図 5.25 加茂地点（木津川）流量のフィルタリング（2014 年 8 月・台風 11 号） 

 

 

図 5.26 桂地点（桂川）流量のフィルタリング（2014 年 8 月・台風 11 号） 

 

 

図 5.27 粗度係数補正を追加した場合の状態量変化（2014 年 8 月・台風 11 号） 
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5.5.2 粒子数の違いによるデータ同化結果の評価 
上記までの粗度係数にかかる係数を状態量に追加した計算では，その係数を淀川三川の各河川

において一律で調整することとした．ここでは，実際に各河川の河道内で生起している状況には

違いがあると考え，各河川毎に粗度係数にかかる係数を用意し，各流量にかかる係数とあわせて

計 8 つの状態量を設定して，初期分布を 5.5.1 と同様のガウス分布としたフィルタリング計算を

実施する．粒子数を 200 個のままとした桂地点の流量のフィルタリング結果を図 5.28 に示す．

また，粒子数を 500 個に増やした場合の桂地点の流量のフィルタリング結果を図 5.29 に示す． 
上記の結果より，粒子数を 500 個に増やすことにより再現性は改善される傾向にあるものの，

いずれの場合でもフィルタリング後の桂地点の境界流量は，流量観測値と整合していないことが

分かる．粒子数 200 個については，上述のとおり，淀川水系洪水予測システムに要求される計算

速度（予測結果の 10 分毎送信に対する即時性を確保できる計算時間）の観点から設定している

ものである．したがって，粒子数をそれ以上に増やさなければ，その変化の妥当性が見込めない

ような状態量設定についてはリアルタイムの運用には適さないと評価する． 
 

 

図 5.28 桂地点流量のフィルタリング（2013 年 9 月・台風 18 号）※状態量 8 つ・粒子数 200 

 

 

図 5.29 桂地点流量のフィルタリング（2013 年 9 月・台風 18 号）※状態量 8 つ・粒子数 500 
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5.5.3 観測値更新を行う対象観測所の違いによるデータ同化結果の評価 
上記までのフィルタリング計算は，枚方地点の予測精度を重視する目的から，枚方地点の H-Q

換算流量のみに対して状態量の観測値更新を行う方法であった（図 5.30 上図）．しかし，この

方法では，加茂地点（木津川）や桂地点（桂川）の流量や，それらの流量観測値などの再現性を

左右する粗度係数にかかる係数等の状態量について，合流前の各河川の水理量に対する直接的な

観測値更新が行えないため，状態量の推定結果や枚方上流地点の予測結果の妥当性を十分に説明

できない場合があると考えられる． 
そこで，枚方地点の流量の他に，八幡地点（木津川）と納所地点（桂川）の観測水位を用いて

状態量の観測値更新を行う方法（多点フィルタ）を考える（図 5.30 下図）．これらの観測所の

現時刻における観測値とある粒子の不定流解析値との間の重み（尤度）を式(5.18)より算定する． 
 

 

図 5.30 淀川三川合流部における水位予測モデルの構成（観測値更新を行う対象観測所） 



 

102 

ocock XXXX 1
21 2

1exp
2

1
 (5.18) 

ここに， cX は解析値の行列（ cQ ：枚方地点流量， 1cH ：八幡地点水位， 2cH ：納所地点水位），

oX は観測値の行列（ oQ ：枚方地点流量， 1oH ：八幡地点水位， 2oH ：納所地点水位）であり，

は誤差共分散行列， kは観測所数で， 
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 (5.21) 

として，枚方地点の H-Q 換算流量の観測誤差 Qを 5%程度，水位の観測誤差 21, HH を 0.5m， 
誤差の相互相関係数 を全て 0.3 と設定した． 

不定流解析は現時刻から遡った 12 時間前から開始し，現時刻において式(5.18)で尤度を求め，

観測値更新後の枚方地点流量や八幡・納所地点水位の確率分布を推定する．また，将来の予測値

は，現時刻の状態量が継続するものとして推定する．一方，八幡・納所地点以外の枚方上流地点

（飯岡・羽束師・淀・向島地点）における水位予測は，別途，前述の 5.4.2 と同一の方法により

実施する． 
状態量を各流量にかかる係数のみとし，初期分布を 5.5.1 と同様のガウス分布として，粒子数

を 200 個に設定したフィルタリング計算を実施する．枚方地点の現時刻推定水位を図 5.31 に，

枚方上流地点（八幡・納所・淀地点）における 1 時間先予測水位を図 5.32～図 5.34 に示す．

上記の結果より，枚方地点流量のみで観測値更新を行う方法と比較して，枚方地点の現時刻水位

（図 5.10 と比較）は僅かに再現性が劣っているが，1 時間先の枚方上流地点における予測水位

（図 5.12～図 5.14 と比較）は同等に再現性が高いことが伺える． 
 

 

図 5.31 枚方地点（淀川）の現時刻推定水位（2013 年 9 月・台風 18 号）※多点フィルタ 



第 5 章 洪水中の粗度係数等の変化に着目した水位予測手法の適用上の課題と対応 

103 

 

 

図 5.32 八幡地点（木津川）の 1 時間先予測水位（2013 年 9 月・台風 18 号）※多点フィルタ 

 

 

図 5.33 納所地点（桂川）の 1 時間先予測水位（2013 年 9 月・台風 18 号）※多点フィルタ 

 

 

図 5.34 淀地点（宇治川）の 1 時間先予測水位（2013 年 9 月・台風 18 号）※多点フィルタ 
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また，この場合の加茂地点や桂地点の流量のフィルタリング結果を図 5.35と図 5.36に示す．

これらの図より，枚方地点の流量のみで観測値更新を行う方法と比較して，フィルタリング後の

加茂地点や桂地点の流量（図 5.18 や図 5.19 と比較）については，流量観測値などとの乖離が

軽減していることが分かる．このことは，多点フィルタによる効果を示していると評価できる． 
さらに，木津川の粗度係数にかかる係数と桂川の粗度係数にかかる係数を分けて追加すること

により計 6 つの状態量を設定し，初期分布を 5.5.1 と同様のガウス分布として，粒子数を 200 個

に設定したフィルタリング計算を行う．図 5.35 と図 5.36 に，この場合の加茂地点や桂地点の

流量のフィルタリング結果を併示する．また，各状態量の時系列変化を図 5.37 に示す．上記の

結果より，枚方地点の流量のみで観測値更新を行う方法と比較し，フィルタリング後の加茂地点

や桂地点の流量（図 5.22 や図 5.23 と比較）について，流量観測値などの再現性がさらに向上

していることが分かる．したがって，多点フィルタにより観測値更新を行うことと，粗度係数を

補正する状態量を追加することが妥当なデータ同化結果を得るために有効であると評価できる． 
 
 

5.6 結 語 
 
本章では，淀川三川合流部の複雑な流況に対して一次元不定流モデルを用い，Particle Filter

を適用したデータ同化と水位予測結果から，洪水中の粗度係数等の変化に着目した水位予測手法

の適用上の課題とその対応方法のあり方を示した．本章で得られた成果は，以下のとおりである． 
 
  本章では，田中ら 6) が提案している手法を基本とし，近年生起した規模が大きい 2013 年

9 月台風 18 号および 2014 年 8 月台風 11 号を対象に，Particle Filter によるデータ同化

と水位予測を行った．それらの結果から，状態量を各流量にかかる係数のみとした場合の

フィルタリング後の境界流量の再現性には不整合が認められることが分かった． 
  そこで，粗度係数にかかる係数（全河川一律）を状態量に追加することにより境界流量の

再現性の向上を試みた結果，流量観測値等と整合しつつ粗度係数が適切な範囲で変化する

といったデータ同化結果を得ることができ，本手法の妥当性が示された． 
  粗度係数にかかる係数を各河川毎に個別に設定するなど，状態量の数を多く設定すると，

粒子数を増やしても境界流量の再現性について妥当な結果が得られないことが分かった．

洪水予測システムに要求される計算速度等の観点から設定される粒子数以上に粒子数を

増やさなければ，その変化の妥当性を見込めないような状態量の設定は，リアルタイムの

運用には適さないことが示唆された． 
  観測値更新を行う対象を枚方地点流量のみだけではなく，合流前の各河川の観測所水位も

追加した多点フィルタとすることにより，枚方地点の水位の再現精度は若干低下するが，

境界流量の再現性は向上することが分かった． 
  Particle Filter を用いた水位予測では，上記までの手順等により，システムに求められる

即時性と，状態量や粒子数の設定とのバランスに留意することが重要である．また，ある

地点の予測精度を重視するか，系全体としての妥当性を重視するかにより，多点フィルタ

の採用を判断することが求められる． 
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図 5.35 加茂地点（木津川）流量のフィルタリング（2013 年 9 月・台風 18 号）※多点フィルタ 

 

 

図 5.36 桂地点（桂川）流量のフィルタリング（2013 年 9 月・台風 18 号）※多点フィルタ 

 

 

図 5.37 粗度係数補正を追加した場合の状態量変化（2013 年 9 月・台風 18 号）※多点フィルタ 
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第6章  
 
 

河口砂州崩壊の影響を受ける河道区間

の水位予測手法の開発に関する研究 
 
 
6.1 概 説 

 
2011 年 9 月台風 12 号の襲来では，熊野川において既往最大規模の洪水が発生し，紀伊山地で

深層崩壊が多発して尊い命が失われた．熊野川では，この洪水に限らず，その地理的な要因から

毎年のように大中様々な洪水が発生しており 1) ，土砂流出量の多い川としても知られている 1) ． 
本章で対象にしている洪水予測は，熊野川と支川の相野谷川の直轄管理区間における洪水予報

基準点である成川地点や高岡地点の水位予測を目的としたものである．この際，図 6.1 や図 6.2
に示すような河口砂州の存在が水位予測を難しくしている．河口砂州は，毎年同じような形状・

位置で存在しているわけではない．その年の砂州は前年の洪水によって崩壊した後に形成される

ため，崩壊の程度によっても異なることが想定される．過去の観測記録から，河口砂州の崩壊が

開始する流量は，平均的に 8,000m3/s 程度と推察される．しかしながら，同一年で数回も洪水が

発生した場合は，河口砂州が形成されないためその影響を受けない洪水もある（図 6.4 参照）． 
このような特性を有する河川の洪水予測では，河口砂州形状の逐次観測と，砂州崩壊の推定，

ならびに水位予測を並行的に実施することが考えられる．しかし，観測施設・体制の整備という

観点から，予測計算に必要なデータを取得して，所定の時間内で予測結果を提供することは困難

であると言わざるを得ない． 
河口砂州の崩壊過程について，河口砂州そのものの物理的な変動量を捉えるのは，現在の観測

体制からは困難であるため，本章では，熊野川の現在までの状態を推定する方法として，非線形

フィルタリング手法を用いる．この手法は，システム方程式から算出される水位と観測水位から，

時々刻々の観測水位を説明する変数をフィルタリングし，その挙動を捉えようとするものである．

すなわち，現時刻における観測水位との誤差を補正する方法に非線形フィルタリング手法を用い，

河口砂州の挙動等を追跡した上で，同時に現時刻より先の水位を予測しようと試みるものである． 
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このような取り組みの事例として，立川ら 2) ，Kim et al. 3) ，田中ら 4) は，Particle Filter を
用いた水位予測システムの適用性について検討している．立川らは，淀川水系桂川の流況再現に

一次元不定流モデルを用い，現時刻の計算水位を観測水位に同化させるために Particle Filter を
適用しており，粗度係数と河道断面形状および上流端に与える流量にかかる係数を状態量とし，

逐次推定して水位予測を行う方法を示した 2) ．Kim et al.は，河道地形や粗度係数等の平面的な

変化を適切に考慮するために平面二次元不定流モデルを用い，Particle Filter により粗度係数と

境界条件を時々刻々推定しながら水位を予測する方法を示した 3) ．また，田中らは，淀川水系の

洪水予測システムを構築するにあたって，Particle Filter を適用して，水位流量関係式（以下，

H-Q式という）の一意的な関係が担保できない背水区間の予測水位の精度を向上させている 4) ． 
上記のような取り組みは，未だ，研究事例が蓄積されつつある検討手法であるが，実務上は，

計算速度やシステム運用上の課題を如何に解決していくかが重要になる．本研究は，熊野川水系

の洪水予警報や水防警報の業務に資する洪水予測システムの構築の一貫として行うものである．

本章の対象である成川地点や高岡地点などの河口砂州の背水区間における水位予測の手法には，

現時刻までの観測水位に対して，これに適合させる状態量（流域流出量，河口砂州変動高等）を

推定し，現時刻時点での最も確からしい水位を予測する方法が有効であると考える 5) ．河口砂州

の崩壊を伴う非線形的な現象に対して，Particle Filter等の非線形フィルタリング手法を用いて，

モデル上で河口砂州の変動等を説明する状態量変化や水位変化の把握が可能であるかを検討し，

現時刻より先の水位を予測するためのフィードバック・システムを構築することを目的とする． 
 
 

6.2 熊野川の河口砂州の変動 
 
熊野川の河口付近は砂州が発達しやすい状況下にあり，河口砂州が存在する場合に洪水が生起

すると，上流の成川地点等の水位は背水の影響を受けることとなる．また，洪水中には発達した

河口砂州の崩壊（以下，河口砂州フラッシュという）が発生する．例えば 2011 年 7 月台風 6 号

では，図 6.1 や図 6.2 に示すように，河口砂州は洪水前後で横断方向約 600m にわたって崩壊

していることが目視観測により確認されている． 
このとき，河口付近のあけぼの地点の観測水位と流量観測所である相賀地点の H-Q 換算流量

を整理したものを図 6.3 に示す．同図より，洪水中の水位流量関係（以下，H-Q 関係という）

は一意的な関係とならず，流量が増加しているにも関わらず水位は低下しているといった現象が

生じており，河口砂州の崩壊が水位に及ぼす影響は大きいことが分かる． 
複数の洪水を対象とした現地観測による河口砂州フラッシュの状況と H-Q 関係からみると，

河口砂州フラッシュは相賀地点流量が概ね 8,000m3/s 程度で発生すると推察されるが，一方で，

河口砂州フラッシュの影響の大きさについては，洪水前の砂州の発達状況により大きく異なる．

上記の2011年7月台風6号以降の3洪水について，洪水前後の河口砂州の状況を図 6.4に示す．

2011 年 7 月台風 6 号により大きくフラッシュされた後，再堆砂が進むまでに発生したこれらの

洪水では，洪水前後の河口砂州の状況に大きな変化がないため，水位に及ぼす河口砂州の影響は

小さいことが想定される． 
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図 6.1 河口砂州の崩壊状況（2011 年 7 月・台風 6 号） 

 

  

図 6.2 洪水前後の河口砂州の状況（2011 年 7 月・台風 6 号） 

 

 
図 6.3 河口部の水位流量関係（2011 年 7 月・台風 6 号） 
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図 6.4 洪水前後の河口砂州の状況 

（上：2011 年 9 月・台風 15 号，中：2012 年 6 月・台風 4 号，下：2012 年 9 月・台風 17 号） 



第 6 章 河口砂州崩壊の影響を受ける河道区間の水位予測手法の開発に関する研究 

111 

このように，河口砂州フラッシュの影響により，H-Q 関係は一価性の H-Q 式では表すことが

できないため，H-Q 式により推定あるいは予測流量を水位に変換する手法の洪水予測への適用は

困難であると考えられる．言い換えると，現時刻の状態を推定できないということは，その後の

予測計算の精度を低下させる大きな原因となる． 
また，不定流モデル（水位追跡モデル）を使用するとしても，このような砂州の崩壊等による

水位変動を反映できるモデルが必要となる．日々稼動する水位予測システムを想定すると，砂州

フラッシュを含めた現況の河口砂州の状況を再現できるようなモデルが求められることになる．

このとき，洪水中のリアルタイムの河床状況が観測できないため，河床変動モデルなどを観測値

に対してデータ同化させることは実質的に難しい．仮に，河床高等がリアルタイムでかつ面的に

観測できたとしても，水流・流砂のシステム方程式（支配方程式）を観測値に対してデータ同化

させるために要する時間は増大してしまい，実用的ではない． 
以上から，河口砂州の背水区間における水位予測手法には，現時刻までの観測水位に対して，

不定流モデルによる計算水位を適合させる状態量（流域流出量，河口砂州変動高等）を推定する

フィルタリング手法が有効であると考えられる． 
 
 

6.3 洪水予測（水位予測）モデルの構築 
 

6.3.1 分布型流出モデルの適用 
流域流出量の算定には，流域全メッシュに鉛直方向に設定した 3 層のモデル（表層，不飽和層，

地下水層モデル）と河道モデルから構成される分布型流出モデル（図 6.5）を適用する．各層の

流出成分をメッシュ標高（図 6.6）より作成した落水線（図 6.8）に沿った河道モデルに入力し，

Kinematic Wave 法で河道流量を逐次計算するモデルである．特徴としては，各層・各メッシュ

のパラメータに土地利用（図 6.9），土壌（図 6.10），表層地質（図 6.11）の水文学的な特性を

反映できることである．なお，猪俣ら 6) が適用したモデルを参考に，250m メッシュで構築する． 
 

 

図 6.5 分布型流出モデルの概念図（土木研究所モデル） 
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単位：T.P.m 

図 6.6 メッシュ標高分布図 
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図 6.7 地表勾配分布図 
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図 6.8 落水線図 

 

―：流域界 

―：落水線 

□：250m メッシュ 



第 6 章 河口砂州崩壊の影響を受ける河道区間の水位予測手法の開発に関する研究 

115 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

図 6.9 土地利用分布図 
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図 6.10 土壌分布図 

 



第 6 章 河口砂州崩壊の影響を受ける河道区間の水位予測手法の開発に関する研究 

117 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

図 6.11 表層地質分布図 
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6.3.2 水位予測モデルの構築 
水位予測モデルは，図 6.12 に示す熊野川本川および支川相野谷川の直轄区間を対象として，

分布型流出モデルによる計算流出量を上流端および横流入条件，浦神地点の潮位（予測計算では

天文潮位）を下流端条件にした不定流モデルを構築し適用する． 
本章では，成川地点の水位をフィルタリングの対象とし，河口砂州の状況を表現する状態量や

境界条件として与える流量等を逐次推定しながら，区間内の水位を予測することを考える．なお，

次節で概説する 2 種類のフィルタリング手法による精度検証を実施し，その適用性を検討する．

ここで，河口砂州フラッシュなどの状況を表現する状態量には下流端断面の河床変動高（dz）を

選択し，熊野川上流端，相野谷川上流端，残流域の流量にかかる係数を合わせた計 4 つの変数を

状態量として設定する（図 6.13 参照）． 
 

 

図 6.12 不定流モデルの適用区間 

成川地点

高岡地点

あけぼの地点

相野谷川

熊野川
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図 6.13 水位予測モデルの概要 

 
6.3.3 不定流モデルの基礎式 
熊野川および相野谷川の対象区間における水位予測モデルに適用する不定流モデルの基礎式

を以下に示す． 

q
t
A

x
Q  (6.1) 

342

2

3

21
RA
QQn

x
H

x
A

gA
Q

t
Q

gA
 (6.2) 

tは時間座標， xは流下方向にとった空間座標， Aは通水断面積，Qは流量， g は重力加速度，

H は水位，Rは径深，nは粗度係数である． 
式(6.1)と式(6.2)を陽形式差分法（2step Lax Wendroff 法）により解く．計算の安定性を考慮

し，差分時間間隔を 2.5s，空間間隔を約 200m として差分計算を行う．2step Lax Wendroff 法
においては，下流端の格子に式(6.2)を使用できず，式(6.1)のみ使用することとなる．このため，

水位，流量，H-Q 式のいずれかを与えることにより，下流端の水位や流量を求めることになる．

ここでは，下流端条件に浦神地点の潮位を与えることにより，式(6.1)を用いて流量を計算する． 
以下では，図 6.1～図 6.4 に示す 4 洪水を対象とし，構築した洪水予測（水位予測）モデルや

次節に示す水位予測方法の適用性を検証する． 
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6.4 水位予測方法 
 

6.4.1 フィルタリング手法の適用 
フィルタの基礎式は，式(6.3)の状態方程式と式(6.4)の観測方程式で表現される．ここで，式(6.3)

は一期前の状態量から現時刻の状態量を推定するものであり，一期前における時間更新後の値を

現時刻からみると誤差があるため，状態方程式にシステムノイズwが加わる．また，式(6.4)は
観測推定値 txh と観測値 ty の関係を示しており，観測方程式にも観測ノイズvが加わる． 

wxfx tt 1  (6.3) 

vxhy tt  (6.4) 

不定流モデルの状態量は上流端流量，残流域流量にかかる係数，下流端断面の河床変動高（dz）
である．これらのパラメータの変化を示した式が状態方程式である．また，式(6.4)の txh は，

状態量から観測推定値を算出するもので，不定流モデルで解析することを示している． 
非線形性が強い水位変化などには，Kalman Filter 等の誤差分布にガウス分布を仮定した手法

の適用性は低いとされてきたが，近年の研究の進歩により，非線形の状態空間モデルへの拡張が

試みられている．本章では，ガウス分布の制約は比較的強いが計算速度は比較的速い Unscented 
Kalman Filter 7) と，ガウス分布の制約はないが粒子数によっては計算速度が比較的遅くなる

Particle Filter 8) の 2 種類の手法について，その適用性を検討する．以下に両手法の特徴を示す． 
 
(1) Unscented Kalman Filter（UKF） 

Ensemble Kalman Filter では安定的に解を得るためにアンサンブルメンバーを多く用意

する必要があり，不定流モデル等の解析に時間を要する場合には，リアルタイムでの運用が

難しい 9) ．この問題解決のため Unscented Transformation（UT）法を用いてメンバー数を

減少させたものが Unscented Kalman Filter である． 
Unscented Transformation や，Unscented Kalman Filter のアルゴリズムについては，

第 2 章および第 3 章を参照されたい． 
 

(2) Particle Filter（PF） 

個々の粒子に状態量を与え，粒子の密度で確率分布を近似するモンテカルロ近似を用いる．

時間更新と観測値更新にはベイズの定理を用いることにより，Kalman Filter において前提

となっていたガウス分布の制約をなくし任意分布のフィルタリングを可能としたものである． 
Particle Filter の概要やアルゴリズムについては，第 2 章および第 5 章を参照されたい． 
ここでは，Particle Filter の特徴でもある重み付きサンプリングと，Kalman Filter で使用

する Kalman Gain との違いを整理する． 
図 6.14 の観測推定値と状態量の空間において，粒子あるいはメンバーの値のバラツキの

傾向が理論解を示す．理論解を直線近似した場合の勾配が Kalman Gain であり，観測値が

得られたときに近似した直線から状態量の期待値を逆算するものである．一方で，重み付き

サンプリングは観測値周辺の状態量を重み付き平均したものを期待値とする． 
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粒子のバラツキの中に観測値がある場合で，理論解の非線形性が強いときには，重み付き

サンプリングが良い結果を与える．粒子のばらつきの外に観測値がある場合には，重み付き

サンプリングでは観測値に最も近い粒子の値が期待値となり，外挿できないことが分かる．

一方で，Kalman Gain を使用する方法は直線の外挿により期待値を求めるため，ある程度の

精度を維持することができる．これより，Particle Filter では，外挿にならないようにする

ために，粒子数を多くとる必要があることが分かる． 
 

 
図 6.14 Kalman Gain と重み付きサンプリングの違い 

 
6.4.2 成川地点等の水位予測方法 
成川地点の水位を対象として，熊野川上流端，相野谷川上流端，残流域の流量にかかる係数，

下流端断面の河床変動高（dz）などの状態量を，上記の 2 つの手法を用いてフィルタリングする． 
一期先の状態量の確率分布を推定する時間更新では，一期前の状態量にシステムノイズを追加

（ wxx tt 1 ）するのみとする．各流量にかかる係数のシステムノイズを平均 0，分散 0.132

のガウス分布とした．下流端断面の河床変動高のシステムノイズは，洪水前後の河口砂州の状況

に変化がない洪水（2011 年 9 月台風 15 号，2012 年 6 月台風 4 号，2012 年 9 月台風 17 号）で

平均 0(m)，分散 0.001(m)2のガウス分布として，2011 年 7 月台風 6 号では，河口砂州の崩壊の

開始が想定される流量（8,000m3/s と設定）以下の時で平均 0(m)，分散 0.001(m)2，それ以上の

流量の時で平均 0(m)，分散 2.5(m)2のガウス分布とした．dz のシステムノイズの値については，

河口砂州の状況が変化しない洪水・期間は下流端断面の河床変動が生じないような設定として，

河口砂州フラッシュが生じる洪水・期間（2011 年 7 月台風 6 号・流量 8,000m3/s 以上）では，

図 6.3 に示す流量増加時における水位低下量に着目して初期設定を行い，各流量にかかる係数の

システムノイズとともに感度分析により最終設定した．また，観測ノイズについては，平均 0(m)，
分散 0.5(m)2のガウス分布とし，これらのノイズを 2 種類のフィルタリング手法共通に設定した． 
不定流解析は現時刻から遡った 12 時間前から開始する．これは，現時刻における成川地点の

水位や流量は，洪水到達時間（12 時間）程度前からの降雨量や上流端流量，残流域流出量等の

影響を受けていると考えたことによる．現時刻において観測値更新後の水位の確率分布を推定し，

将来の予測値と高岡地点の現時刻の推定値や予測値は，現時刻の状態量の期待値を用い計算する． 
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6.5 フィルタリング手法の違いによるデータ同化結果の評価 
 
分布型流出モデルから算定した熊野川上流端，相野谷川上流端，残流域の各流量を初期の境界

条件とした不定流解析を基本として，これらの流量にかかる係数および下流端断面の河床変動高

を状態量に設定した 2 種類のフィルタリング手法（Particle Filter と Unscented Kalman Filter）
によるフィードバック計算を行い，データ同化結果ならびに水位予測結果を評価する． 
対象洪水は，近年の 2011 年 7 月台風 6 号，2011 年 9 月台風 15 号，2012 年 6 月台風 4 号，

2012 年 9 月台風 17 号の 4 洪水とする． 
 

6.5.1 状態量の変化 
熊野川上流端，相野谷川上流端，残流域の各流量にかかる係数の初期分布については，全てを

平均 1.0，分散 0.12のガウス分布に従って独立に発生させた．また，下流端断面の河床変動高の

初期分布については，平均 0(m)，分散 0.1(m)2のガウス分布に従って発生させ計算を開始する．

これら 4つの状態量の初期分布についても，2種類のフィルタリング手法共通に設定した．なお，

Particle Filterについては，粒子数を 200個に設定してフィルタリング計算を実施する．これは，

リアルタイムのシステムに要求される計算速度（予測結果の 10 分毎送信に対する即時性を確保

できる計算時間）の観点から，200 個程度が上限と判断したものである． 
Particle Filter による状態量の時系列変化の推定結果を図 6.15 に，Unscented Kalman Filter

による状態量の時系列変化の推定結果を図 6.16 に示す．ここでは，成川地点のフィルタリング

前後の計算流量と下流端断面の河床変動高の時系列変化を示す． 
図 6.15 より，成川地点の流量観測値が存在する 2011 年 7 月台風 6 号，2012 年 6 月台風 4 号

について，逆解析的な側面から整合する必要のあるこれらの実測値に対してフィルタリング後の

計算流量の再現性が高いことが伺える．また，実績洪水において河口砂州フラッシュが発生した

2011 年 7 月台風 6 号での下流端断面の河床変動高については，フラッシュの開始が想定される

流量（8,000m3/s と設定）に達した時点で-3.0m 程度となり，その後，この流量を下回るまでは

システムノイズを一定としている（平均 0(m)，分散 2.5(m)2のまま）にも関わらず，この流量を

下回った後も含めて変動が小さいことが伺える．河床変動高に関する実績データは存在しないが，

成川地点の水位を対象としたフィルタリングにおけるこれらの変動は，河口砂州フラッシュ後の

計算流量が流量観測値に整合していることからも妥当性が高いものと評価できる． 
Particle Filter により，洪水前後の河口砂州の状況に変化がない洪水と河口砂州フラッシュが

発生した洪水の 2 洪水に対し，下流端断面の河床変動高を考慮した上でフィルタリング後の計算

流量を流量観測値と整合させることができた．この各状態量のシステムノイズの設定値を用いて，

Unscented Kalman Filter によるフィルタリング計算を実施した． 
図 6.16 より，特に 2011 年 7 月台風 6 号について，フィルタリング後の計算流量の再現性が

Particle Filterに比べ低いことが伺える．また，同洪水での下流端断面の河床変動高については，

フラッシュの開始が想定される流量に達した時点で-2.2m 程度となり，その後，上昇傾向に転じ

洪水終盤には-1.0m 程度まで河床上昇していることが伺える．一洪水期間中にフラッシュされた

河口砂州が上記程度まで再形成されるとは考えにくく，こうした変動が河口砂州フラッシュ後の

計算流量と流量観測値が整合しない一つの要因であると推察される． 
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図 6.15 成川地点流量（フィルタリング前後）と下流端河床変動高の時系列変化  PF  



 

124 

 

 

 

 

 

図 6.16 成川地点流量（フィルタリング前後）と下流端河床変動高の時系列変化  UKF  
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6.5.2 予測水位の精度検証 
実績雨量を予測雨量に見立てた 1 時間先・3 時間先・6 時間先の予測水位と観測水位の誤差を

式(6.5)の Nash-Sutcliffe 係数（以下，NASH 値という）を指標として比較検証する． 

2

2

1
oo

co

HH

HH
NASH  (6.5) 

ここに，NASH：NASH 値， oH ：観測水位， cH ：計算水位， oH ：観測水位の平均値であり， 
値が 1 に近いほどモデルの精度は良いとされ，0.7 以上でモデルの適合性は高いとされている 10) ． 
表 6.1（Particle Filter），表 6.2（Unscented Kalman Filter）に，成川地点および高岡地点

における両手法による NASH 値の比較を示す．1 時間先，3 時間先では両手法ともに 0.8 以上と

高い適合度を示している．6 時間先まで見ると，特に高岡地点において，Particle Filter に比べ

Unscented Kalman Filter の精度は低く，上記の状態量推定の課題に要因があると考えられる． 
 

表 6.1 Nash 値による予測水位の精度評価  PF  

 
 

表 6.2 Nash 値による予測水位の精度評価  UKF  

 
 
図 6.17～図 6.22 には，成川地点における 1 時間先・3 時間先・6 時間先の予測水位の両手法

による比較を，図 6.23～図 6.28 には，高岡地点における同様の比較を示す．これらの図より，

Unscented Kalman Filter の 3 時間先や 6 時間先の予測で一部遅れはあるが，概ね全対象洪水で

実績洪水の立ち上がりを遅れなく予測していることが伺える．また，平成 23 年 9 月台風 15 号，

平成 24 年 9 月台風 17 号においては，ピーク付近で 3 時間先などの予測水位が観測水位よりも

低くなっており，フィードバック計算の信頼性等に課題を残していると推察される．全体として，

Particle Filter による予測水位の方が観測水位に対する適合性は高いことが認められる． 

洪水名 地点名 1hr先予測 3hr先予測 6hr先予測

成川 0.995 0.974 0.943

高岡 0.996 0.977 0.942

成川 0.994 0.962 0.906

高岡 0.994 0.964 0.921

成川 0.993 0.963 0.955

高岡 0.994 0.968 0.951

成川 0.973 0.878 0.845

高岡 0.974 0.880 0.849

H23.07
T06

H24.09
T17

H23.09
T15

H24.06
T04

洪水名 地点名 1hr先予測 3hr先予測 6hr先予測

成川 0.995 0.975 0.947

高岡 0.996 0.976 0.932

成川 0.994 0.958 0.886

高岡 0.994 0.964 0.900

成川 0.992 0.960 0.959

高岡 0.993 0.946 0.839

成川 0.971 0.874 0.847

高岡 0.970 0.855 0.790

H23.07
T06

H24.09
T17

H23.09
T15

H24.06
T04
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図 6.17 現時刻から 1 時間先の予測水位の変化（成川地点） PF  
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図 6.18 現時刻から 1 時間先の予測水位の変化（成川地点） UKF  
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図 6.19 現時刻から 3 時間先の予測水位の変化（成川地点） PF  
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図 6.20 現時刻から 3 時間先の予測水位の変化（成川地点） UKF  
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図 6.21 現時刻から 6 時間先の予測水位の変化（成川地点） PF  
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図 6.22 現時刻から 6 時間先の予測水位の変化（成川地点） UKF  
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図 6.23 現時刻から 1 時間先の予測水位の変化（高岡地点） PF  
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図 6.24 現時刻から 1 時間先の予測水位の変化（高岡地点） UKF  
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図 6.25 現時刻から 3 時間先の予測水位の変化（高岡地点） PF  
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図 6.26 現時刻から 3 時間先の予測水位の変化（高岡地点） UKF  
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図 6.27 現時刻から 6 時間先の予測水位の変化（高岡地点） PF  
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図 6.28 現時刻から 6 時間先の予測水位の変化（高岡地点） UKF  
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6.5.3 フィルタリング手法の適用性評価 
以上の結果より，Particle Filterでは，下流端断面の河床変動高を妥当性の高い変動としつつ，

河口砂州フラッシュ後の計算流量を流量観測値に整合させることができる可能性が示唆された．

一方，Particle Filter と各状態量のシステムノイズを同一値とした Unscented Kalman Filter
では，下流端断面の河床変動高は妥当な変動とならずに，このことが，河口砂州フラッシュ後の

計算流量と流量観測値が整合しない要因の一つとなっていると推察された．また，上記の状態量

推定の違いにも起因し，Particle Filter による予測水位の方が Unscented Kalman Filter による

予測水位より観測水位に対する適合性は高いことが示された． 
ここでは，両手法の適用性の違いについて，状態推定値（期待値）に対する信頼区間（±2 ）

の側面から考察を行う．図 6.29（Particle Filter），図 6.30（Unscented Kalman Filter）に，

両手法による下流端河床変動高の信頼区間の時系列変化を示す．これらの図より，Particle Filter
の河口砂州フラッシュ時の信頼区間は，Unscented Kalman Filter と比べて狭いことが伺える．

また，Particle Filterのフラッシュ後の信頼区間はフラッシュ前と同様の狭い範囲に戻っており，

Unscented Kalman Filter のようにフラッシュ後も広い範囲の信頼区間により推移していない．

信頼区間については，狭い方が状態推定値の信頼性が高いことを示しており，このことからも，

非線形性の強い状態量の推定には，Particle Filter の方が適用性は高いと評価できる． 
 

 

図 6.29 下流端河床変動高の信頼区間の時系列変化  PF  

 

 

図 6.30 下流端河床変動高の信頼区間の時系列変化  UKF  
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6.6 結 語 
 
本章では，熊野川における河口砂州崩壊の影響を受ける区間に対し，砂州崩壊等の影響による

水位変動を考慮できる水位予測手法として，不定流モデルに非線形フィルリング手法を適用した

結果を示した．本章で得られた成果は，以下のとおりである． 
 
  分布型流出モデルによる流域流出量の算出を基本としたシステムに対し，河口砂州による

背水や崩壊の影響を受ける河道区間の水位の解析に不定流モデルを適用した．その結果，

河口砂州フラッシュを表す状態量として下流端断面の河床変動高を設定することにより，

砂州崩壊の影響を考慮できるようになった．さらに，流量にかかる係数も合わせて状態量

として設定することにより，観測水位に対するデータ同化が可能であることが分かった． 
  Particle Filter では，下流端断面の河床変動高を妥当性の高い変動としながら，河口砂州

フラッシュ後の計算流量を流量観測値に整合させることが可能であることが示唆された．

一方，Unscented Kalman Filter では，下流端断面の河床変動高が妥当な変動とならない

ことが一要因となり，フラッシュ後の計算流量と流量観測値が整合しないと推察された． 
  予測水位については，概ね全対象洪水で，実績洪水の立ち上がりを遅れなく予測できた．

また，全体的に，Particle Filter による予測水位の方が Unscented Kalman Filter による

予測水位より観測水位に対する適合性は高いことが認められた． 
  河口砂州フラッシュ時からフラッシュ後における下流端断面の河床変動高の信頼区間は

Particle Filter の方が Unscented Kalman Filter よりも狭く，状態推定値の信頼性が高い

ことが分かった．非線形性の強い状態量の推定には，Particle Filter の方が適用性は高い

ことが確認できた． 
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第7章  
 
 

結 論 
 
 

本研究では，洪水到達時間が短く，流量観測データが乏しい中小河川流域や，洪水到達時間が

長く，流域や河道の状況が洪水中に時々刻々と変化する大河川流域について，誤差の要因となる

水位流量関係式（以下，H-Q 式という）を介さず，非線形フィルタを応用することにより水位・

流量を高精度に予測する手法を開発してきた．以下，各章で得られた成果をまとめて結論とする． 
 
第 2 章では，非線形フィルタ理論に基づくデータ同化手法として，Kalman Filter 等を基礎と

する Extended Kalman Filter，Unscented Kalman Filter，および Ensemble Kalman Filter と，

Particle Filter の理論やアルゴリズムについて記述した． 
また，各手法の特徴や長所・短所を踏まえた上で，洪水予測分野への適用性を比較して，次章

以降の水位予測手法の開発に使用するフィルタリング手法を評価した． 
 
第 3 章では，洪水到達時間の短い中小河川流域を対象として，観測水位に対してデータ同化を

行いながら降雨から水位を直接予測するモデル（水位予測モデル）を開発し，適用性を評価した． 
貯留関数法の基礎式と H-Q 式を組み合わせた「水位予測モデル」の基礎式を導出して，基礎式

における定数等を自己回帰モデルで表現した． 
観測水位に対するデータ同化手法には，洪水到達時間が短く，計算時間を短縮する必要がある

中小河川流域を対象とすることを考慮して，複雑な非線形モデルにも対応でき，かつ計算機への

負荷も軽減できる Unscented Kalman Filter を選定した． 
河床変動や背水等の影響により洪水中に H-Q 式が変化すると考えられる急流河川（土器川）と

緩流河川（旧吉野川）を対象として，実洪水における水位予測モデルの適用結果を示し，水位の

再現性，定数の推定結果，流量の推定結果に対する評価を行い，本章で開発した水位予測モデル

の適用性を確認した． 
貯留関数法の定数 kの設定に課題は残るものの，Unscented Kalman Filter は水位予測モデル

における定数（状態量）のフィルタリング手法として有効な手法の一つであり，本章で開発した

水位予測モデルの適用性は高いことを確認した． 
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第 4 章では，第 3 章で用いた貯留関数法のモデルパラメータの変動要因を分析し，流出予測の

精度向上を図った． 
まず，18 ダムにおける洪水低減部の実績流入量を整理・分析し，流域面積の関数として，飽和

状態（流出係数が 1.0 の場合）における貯留関数法のモデル定数の推定式を求めた． 
この推定式から得られる値を用いて変動幅を規定した貯留関数法のモデル定数や，流出係数等

を自己回帰モデルで表現し，第 3 章と同じ Unscented Kalman Filter によりダム流入量に対して

データ同化させた洪水予測モデルの適用結果を示した． 
これより，ダム流入量の再現性が高いことを確認して，貯留関数法のモデル定数と流出係数を

逐次推定することの必要性を示した． 

 
第 5 章では，淀川三川合流部の複雑な流況を表現するために，不定流モデルに Particle Filter

をデータ同化手法として組み合わせた水位予測手法を開発し，本予測手法の適用上の課題とその

対応方法を示した． 
状態量として淀川三川の流量と残流域等の流量に乗じる補整係数を考え，これらの係数のみを

データ同化の対象とした場合は，フィルタリング後の境界流量の流量観測値等に対する再現性に

不整合が認められた． 
そこで，粗度係数に乗じる補整係数を状態量に追加することにより境界流量の再現性の向上を

試みた結果，流量観測値等と整合しつつ，粗度係数が適切な範囲で変化するといったデータ同化

結果が得られ，本手法の妥当性を確認することができた． 
また，粗度係数に乗じる係数を三川毎に個別に設定するなど状態量の数を増やすと，粒子数を

増やしても境界流量の再現性について妥当な結果が得られないことが分かった． 
さらに，観測値更新を行う対象を枚方地点流量のみではなく，合流前の各河川の観測所水位も

追加した多点フィルタとすることによって，枚方地点の水位の再現精度は若干低下するが，境界

流量の再現性はさらに向上することが分かった． 
以上より，Particle Filter を適用した水位予測手法では，求められる即時性と状態量や粒子数

の設定とのバランスに留意することが重要であるという知見を得た．また，ある地点の予測精度

を重視するか，系全体の妥当性を重視するかによって多点フィルタの採用を判断することも重要

であることを示した． 
 
第 6 章では，熊野川の河口砂州崩壊の影響を受ける河道区間に対して，不定流モデルを用い，

砂州崩壊の影響による水位変動を考慮するために Particle Filter と Unscented Kalman Filter の
2 種類のフィルリング手法を適用した結果を示した． 

河口砂州フラッシュを表現する状態量として，下流端断面の河床変動高を設定することにより，

砂州崩壊の影響を考慮できるようになり，さらに流量に乗じる補整係数も合わせて状態量として

設定することにより，観測水位に対するデータ同化が可能であることを示した． 
下流端断面の河床変動高の妥当性，河口砂州フラッシュ後の計算流量と流量観測値の整合性，

予測水位の観測水位に対する適合性，状態推定値の信頼性などの観点による比較から，非線形性

の強い状態量推定には，Particle Filter の方が，適用性が高いことを確認した． 
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以上のように，特性の異なる河川における水位・流量予測モデルに対し，非線形フィルタ理論

に基づくデータ同化手法を適用した結果，洪水予測の精度を向上させる可能性のある有効な手段

であることが分かった．以下に，今後の課題を示す． 
 
第 3 章で開発した『観測水位に対してデータ同化を行いながら，降雨から水位を直接予測する

水位予測モデル』に，第 4 章で得た知見（貯留関数法の定数と流出係数を逐次推定する必要性）

を反映し，様々な特性を持つ中小流域に対して適用性を検討する必要がある． 
 
第 5 章で開発した『不定流モデルにデータ同化を組み合わせた水位予測手法』は，並列計算を

前提としていない現業システムでの稼働を想定したものであり，時間的制約の下，Particle Filter
の粒子数を限定している．今後，計算の並列化に伴って時間的制約が緩和されることを念頭に，

状態量を増やした場合に必要な粒子数などを検討しておく必要がある． 
 
第 6 章で開発した『不定流モデルにデータ同化を組み合わせた水位予測手法』について，現業

で稼働するシステムを想定した場合，特に，河床変動高のノイズ設定に留意を要する．洪水前の

堆積状況に応じてノイズ設定を調整することに対する代替手段を検討していく必要がある． 
 
一方で，例えば物理型モデルで評価された流出量に対してデータ同化を適用するということは

本来の物理型モデリングの特性を変更している点に留意する必要がある．観測値と予測値の差が

生じる原因の解明を行い，その原因の本質的改善を検討していくことも，より洪水予測の精度を

向上させるとともに，予測の透明性を確保する上で重要であると考える． 
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付 録 
 

主な記号の説明 

 
集合 

x (= for all x ) すべて（任意）の xについて 

ba :  bをaと定義する 

Aa  aは Aの要素である 

BA  Aは Bに含まれる（Bの部分集合） 
 
ベクトル・行列 

nR , mnR  n次元実ベクトルの集合， mn 実行列の集合 

x , A  xの転置ベクトル， Aの転置行列 

nI  nn 単位行列 

A , Adet  Aの行列式 
1A  Aの逆行列（ 0A ） 

0A  正定値対称行列（ AA も条件） 

0A  非負定値対称行列 

A , 21A  0A の平方根行列 

x  xのノルム， xxx  
2

1Ax  xAx 1 ， 0A （ xの 2 次形式） 

 
確率・統計 

xp , yxp ,  xの確率密度関数， yx, の結合確率密度関数 

yxp  yに関する xの条件付き確率密度関数 

xE , yxE  xの期待値， yに関する xの条件付き期待値 

yx,cov  xと yの共分散行列 

zyx,cov  zに関する yx, の条件付き共分散行列 

xvar , zxvar  xx,cov ， zxx,cov  

,N  平均値 ，共分散行列 の正規分布，ガウス分布 

,~ Nx  xは ,N に従う確率変数（確率ベクトル） 

,xNxp  
xx

n
exp

1
2
1

2

1
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