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要約

本研究は，生物の感覚情報をもちいた適応的な歩容生成の重要性に着目

し，6脚歩容や多足歩容におけるセンサフードバックの影響を解析的な表現
をもちいて論じ，感覚情報を用いたロボットの歩容生成の応用例を示した

ものである．

近年，災害救助や未知環境の探索において，運動性能の高さから脚型歩

行ロボットが注目されている．しかし，その自由度の高さ故に，適応的な運

動を実現する設計論は構築できていない．一方で，脚をもった生物に着目

すると，環境に応じて適応的な運動を実現しており，生物の歩容生成メカ

ニズムを分析することで，適応的な運動が可能なロボットの設計論を構築

することができると注目されている．生物はCPG(Central Pattern generator)と呼
ばれる振動子と，環境を通した感覚情報 (センサフィードバック)との相互作
用の結果として，適応的な歩容を行うことが示唆されており，多くの研究

者によって，この相互作用の結果として適応的な歩容が生成されることが

確認されている．しかし，その歩容生成のメカニズムや原理の解析的な表

現を介した理解はほとんどなされておらず，メカニズムの適用範囲などは

よく分かっていない．

本研究では，生物 (昆虫や多足類)の歩容生成におけるセンサフィードバッ
クの影響を，独自のミニマルモデルを用いて解析的に表現することで明ら

かにする．ミニマルモデルとは現象を説明できる最小限のモデルであり，

モデル化を通じて現象の本質を取り出すことができる．加えて，感覚情報

を用いた適応的な歩容生成の応用例として，脆弱な環境における力フィー

ドバックを用いた 4脚ロボットの歩行方法を提案する．
はじめに，本研究では昆虫に代表される 6脚ロボットの歩容生成における
センサフィードバックの影響を解析する．剛体に 6つの脚がついた昆虫型ロ
ボットを構築し，各脚はCPGを模した位相振動子で駆動する．センサフィー
ドバックの影響を明確にするために，振動子は昆虫のセンサフィードバック

を単純化した位相リセットの影響のみを受けているとする．結果，前後の

振動子間には直接の相互作用がないにも関わらず，環境との相互作用の結

果として，昆虫に対応する歩容が速度に応じて創発することがロボット実

験で確認された．一方で，本ロボットではムカデに見られるような遊脚が

前から後ろに進んでいく (後退波)歩容も創発した．これらの結果から，位相
リセットは 6脚ロボットの歩容生成に重要な役割を担っている可能性が示唆
される．さらに，本モデルにおける歩容は力学系における解構造であらわ

されることから，独自のミニマルモデルを用いて，解とその安定性を解析

的に表現することで歩容生成メカニズムを明らかにした．このミニマルモ

デルは，脚を質量のないバネで表し，物理パラメータのオーダー評価の元

にモデルの運動方程式を振動子の位相で表現している．そのため，摂動論



を使った解析解と安定性導出が可能である．このモデルの解析により，胴体

のピッチ方向の回転が歩容生成に重要な影響を及ぼしていることが明確に

され，この現象が起こりうるパラメータの範囲を明確にできた．

これらの結果を脚の数に対して一般化するため，次に多足生物を模した

多足ロボットに関する解析を行う．多足生物の歩容では，遊脚が進行方向に

進んでいく進行波と，戻っていく後退波の 2つの歩容が確認されている．ま
た，ヤスデにおいて，進行波と後退波がわきだす部分をもって共存するこ

とが報告されている．これらの歩容生成メカニズムに示唆を与え，またセ

ンサフィードバックを用いたロボットの設計論を構築するために，多足歩容

生成に対してセンサフィードバックの及ぼす影響を解析する．多足生物やロ

ボットを脚のついた質点が弾性項を通して鎖状につながったモデルで近似す

る．各脚はCPGを模した位相振動子で駆動し，振動子は昆虫のセンサフィー
ドバックを単純化した位相リセットの影響のみを受けているとする．シミュ

レーションの結果，振動子間には直接の相互作用がないにも関わらず，環境

との相互作用の結果として，進行波，後退波歩容が創発する．さらに，進行

波と後退波がわきだし部分をもって共存するような歩容 (わきだし波歩容)も
創発した．多足歩行の解析解導出は，状態量と接地パターンの場合分けが

非常に多く容易ではないが，本研究ではモデルに即した物理的な仮定を行

うことで，脚数を一般化したうえで解析解とその安定性を導出した．結果，

脚の数に依存せずに 3種類の波が存在する可能性が示唆され，質点間の弾
性項が歩容生成に重要な影響を及ぼしていることが明確にされた．また，

センサフィードバックは多足歩行の生成においても重要な役割を果たすこ

とが示され，この影響が有効なパラメータ領域も明確になった．

一方で，生物の動きを参考にして，感覚情報を用いたロボットの歩容生成

手法も研究されている．本研究では最後に，生物の動きを参考にして，感

覚情報を用いた適応的な歩容生成のロボットへの応用例を示す．静的な歩行

と動的な歩行が可能である最小の脚の数は 4脚であり，これまで多くの 4脚
ロボットが開発されてきた．しかし，足場が崩壊する危険のある脆弱な不

整地環境における安全な歩行方法はほとんど提案されてこなかった．一方

で，人が脆弱な環境を歩行する場合には，脚に体重を乗せる前に，足場に

力をかけて環境が脆弱でないかどうかを判別する．そこで，本研究では人

間が脆弱な環境を歩行する場合を参考に，傾斜面から構成される環境にお

ける滑りを考慮した脚探り歩行方法を提案する．本手法により，4脚ロボッ
トは脆弱な不整地で感覚情報を用いて安全に歩行することが出来る．手法

の有効性はシミュレーションおよび実機実験によって示された．
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1

第1章

序論

1.1 研究背景

近年，災害救助や危険な未知環境の探索において，人間の変わりにロボッ

トを活用することが期待されている．特に，不整地における運動能力の高

さから，脚型歩行ロボットが注目されている．これまで，脚型歩行ロボット

の設計・制御に関して様々な研究がおこなわれており，特に有名なものは

BostonDynamics社によるBigDogをはじめとするロボットである [1]．しかし，自
由度の高さ故に適応的な運動を実現するための設計論は構築できていない．

一方で，脚をもった生物に着目してみると，現状のロボットでは実現でき

ていない優れた適応性をもつ．例えば，速度に対する適応では，昆虫や動

物は歩行速度に合わせて歩容を変化させることが知られている [2, 3]．これ
は，歩行に使うためのエネルギーを小さくするという視点や，脚にかかる

荷重を減らしているという視点で説明される [4, 5]．あるいは，環境に対す
る適応では，多足類，昆虫，動物は様々な環境を移動することができる．さ

らに，たとえ脚が切断されたとしても，それに適応して歩き方を変えるこ

とが知られている [6, 7, 8]．
このような生物の見せる適応的な歩容メカニズムを探るべく，これまで

多くの研究がなされてきた．特に昆虫については生理学的な知見も豊富で

あり，生物の歩行には以下の重要な要素があるのではないかと考えられる．

1. 分散システム
生物の基本的な歩容パターンは，脳が中央集権的に生成しているわけ

ではなく，CPG(Central Pattern Generator)と呼ばれるニューラルネットワー
クによって生成されることが知られている [9]．CPGは下位処理系に属
しており，歩容生成のためのリズムを生成し，それに応じて脚が周期

的な運動を行う．例えば，除脳ネコは脳がないにも関わらず歩行する

ことができ，さらに歩行速度の変化に応じて歩容を遷移させることが

確認されている [10]．昆虫のナナフシでは各脚の関節は別々のCPGで駆
動され，それらが環境との相互作用を通して協調することで歩容が生

まれることが知られている [11]．多くの研究において，生物の制御系は
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階層構造を持つが，それぞれの階層は近くの階層としか相互作用を持

たず，分散的に制御を行っていると示唆されている [12, 13]．

2. 環境との相互作用
歩行は環境との相互作用によって生まれる現象である．生物は様々な感

覚器を持っており，環境からの情報を使って歩容を生成すると示唆され

ている．例えば，ナナフシは環境と相互作用することで秩序だった歩容

を生成することが知られており，環境との相互作用なしには秩序だっ

た歩容は生まれない [11]．また，4足動物や人間のような動的な歩容を，
単純な受動モデルを使ってよく再現できることも知られている [14, 15]．

このような背景を基に，本研究では上述した 2つの要素に着目して，生物
の適応的な歩容生成メカニズムを探ることを目標とする．このメカニズム

が理解できれば，ロボットの設計論に還元することで，より不整地環境で

活躍できるロボットを設計することが出来ると期待される．

1.2 従来研究

これまで，生物の適応的な歩行に関する研究は様々に行われてきた．特に

昆虫については生理学的な知見が多く，主に昆虫に関する研究成果を中心

にまとめる．

1.2.1 生理学的観点からの研究

昆虫は哺乳類と比べると神経回路が複雑ではないことから，生理学的な

観点から歩容のメカニズムについて様々な研究がなされてきた．昆虫は胸

部神経節にCPGと呼ばれる周期的な信号を発生させるニューラルネットワー
クを持っており，その信号が周期的な歩行運動を生成すると考えられてき

た [16, 17, 18](もちろん他の説もある [19])．この CPGを一つだけ持っているの
か，それとも分散して持っているのかという点についてはいまだ不明確だ

が，ナナフシにおいては，独立したCPGを各脚の関節にそれぞれ持っている
と考えられている [11, 20]．

CPGはそれぞれ発火性のニューロンや他の CPGと結合しており，CPGの振
動は昆虫の感覚受容器の影響を受けていることが指摘されている [16, 17]．
昆虫の感覚受容器には，接地，脚の負荷，位置などを知覚するさまざまな

ものがある [21]．特にナナフシは，感覚受容器からの情報なしには秩序だっ
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た歩容を生成しないことが知られており，CPGは脚にかかる負荷荷重や関
節角度などのセンサフィードバックの影響を強く受けていると考えられてい

る [11]．特にナナフシの真ん中の脚については，センサフィードバックが関
節の CPGに対して及ぼす影響について生理学的によく分析されている [22]．
以上のように，生物の歩容は，CPGとセンサフィードバックとの相互作用

の結果として生成されることが生理学的に示唆されている．しかし，歩容

は環境と相互作用して生まれるため，歩容のメカニズムを探るには，生物

の脳神経系と身体機構系のダイナミクスの双方を考える必要がある．

1.2.2 ニューロメカニカルな観点からの研究

前節の議論に基づき，身体と神経系の環境を通したカップリングを考慮

した歩容メカニズムの研究が近年多くなされている (ニューロメカニカルな
観点からの研究)．

Cruseらは，昆虫の行動の観測に基づいて，ナナフシのような歩容を作る
ための 6つのルールを見つけ出した [23, 24, 25, 26]．そのルールとは，脚の位
置や接地情報に応じて，近隣の脚の位相関係を調節するというものであり，

これに基づいて制御系を設計することで (Walknet)，ナナフシに対応した適
応的な歩容が得られることが示された．具体的には，肢間協調，回転時の

運動，脚がなくなった時の運動などについて分析されている．

一方で，ナナフシの真ん中の脚の生理学的な知見は多く存在している．

これをもとに，ナナフシの１つの脚の数理モデルを構築し，環境との相互

作用の結果として肢内協調がうまれることを示した研究がある [27]．また，
これらの知見をすべて組み合わせることで，ゴキブリの回転運動を模擬で

きるモデルも構築されている [28]．なお，その他の生物に対しても，セン
サフィードバックが適応的な歩容に寄与していることは多く報告されてい

る [29]．
以上のように，生物の適応的な歩容にとってセンサフィードバックが重要

であることが示唆されている．しかし，センサフィードバックが歩容に及ぼ

す影響は，これまでのアプローチではあまり明確にはなっていない．それ

は，生物の知見をもとにさまざまなセンサフィードバック，ニューロンモデ

ル，筋モデルを組み合わせているため，モデルが複雑であるからである．
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1.2.3 ミニマリスティックモデリングアプローチ

以上の欠点をもとに，近年では工学者らによって，できるだけモデルを

単純にして現象の本質に迫ろうというミニマリスティックモデリングアプ

ローチが多くとられている．このアプローチでは，生物の単純な物理モデ

ルを構築し，ニューロンモデルも単純化し，特定のセンサフィードバックの

みに着目する．

直接相互作用をしていない分散した振動子で脚が駆動される 4脚ロボット
をデザインする．その振動子は局所的な力フィードバックのみの影響を受け

ている．このときに，環境との相互作用によって，生物のような肢間協調が

速度に応じて生成されるという報告がある [30, 31]．また，昆虫のモデルに
おいても，センサフィードバックの効果によって，分散した振動子で前後の

肢間協調が実現できるという報告がある [32, 33]．
しかし，これらの研究の現状は現象の確認にとどまっており，その現象が

起こる本質的なメカニズムについてはあまりよく分かっていない．特に，解

析的な理解はほとんどない．そのため，どのような場合にその現象が起こ

りうるのかという点が明確ではない．適応的なロボットの設計論を組み立

てるうえで，歩容生成メカニズムに対する単純モデルによる解析的な理解

は重要であろうと考えられる．その例証として，近年の BigDogのような走
行運動における成功は，生物の走行原理を単純モデル (SLIPモデル)を使って
表現したところから始まっていることが挙げられる [34, 35, 36]．

1.3 目的

以上の議論をもとに，本論文では，感覚情報を用いた適応的な歩容生成

の重要性に着目して，

「生物 (昆虫や多足類)の歩容生成におけるセンサフィードバックの影響を数
理的に明らかにする．単に現象の確認にとどまらず，解析的にその本質を
理解し，現象の起こる範囲を明確にする」ことを目的とする．大目標に沿
うならば，本来は適応的な歩容へのセンサフィードバックの影響を分析すべ

きである．しかし，歩行は環境との相互作用が絡む非常に複雑な現象であ

るため，歩容生成におけるセンサフィードバックの役割ですらあまり明確に

されていない．そのため，本研究では歩容生成を議論の対象とした．また，

生物の環境との相互作用の仕方は，運動の支配的な項 (慣性項が支配的なの
か否かとか)や胴体の形状によって大きく異なると考えられる．よって，本研
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究では第 1段階として運動の慣性項が支配的ではない場合に議論を限定し，
昆虫 (特にナナフシ)と多足生物 (特にヤスデ)の歩容を研究対象とする．
なお，各生物の歩容生成の解析にあたり，本研究では従来研究で説明し

たようなミニマリスティックモデリングアプローチを使って分析を行う．ま

ずは，システムを単純にするために，対象とする生物の単純な物理・制御

モデルを構成し，ある特定のセンサフィードバック（位相リセット）のみに

着目する．その後，物理シミュレーション，実機実験によってセンサフィード

バックの歩容に対する影響を確認し，その現象を説明するための解析モデ

ルを構築，現象の本質を明らかにする．

また，センサフィードバックは実用的なロボットの歩行方法を提案するう

えでも有用である．感覚情報を用いた歩容生成の応用例として，最後に「脆

弱な環境における力フィードバックを用いた 4脚ロボットの歩行方法」を提
案する．

1.4 論文の構成

第 1章では，本研究の背景と従来研究を踏まえ，本研究の目的を述べた．
第 2章では，昆虫 (ナナフシのような生物)の歩容生成におけるセンサフィー

ドバックの影響を解析する．本分析では，昆虫を剛体に 6つの脚がついたモ
デルで近似して，ロボットを用いた分析を行う．結果，遊脚が前に進んでい

く昆虫のような歩容 (進行波歩容)と，後ろに進んでいく歩容 (後退波歩容)
が，センサフィードバックの効果により創発する．シンプルモデルの解析の

結果，胴体の回転を通した歩容生成メカニズムが明確にされる．

第 3章では，6脚モデルで得られた進行波・後退波をより一般的に議論す
るため，多足生物 (ヤスデのような生物)の歩容生成におけるセンサフィード
バックの影響を解析する．本分析では，多足生物を，脚をもつ質点が弾性項

をとおして鎖状につながったものと近似した．結果，連結部分の弾性によっ

てセンサフィードバックが調節され，ヤスデやムカデに似た進行波，後退波

をもつ歩容が生成される．さらに，進行波と後退波が共存するような現象

(わきだし波)も確認され，これらの数理メカニズムを解析モデルの分析で
明確にする．

第 4章では，センサフィードバックを用いたロボットの設計例として，感覚
情報を用いた脆弱な不整地における 4脚ロボットの歩行方法を提案する．感
覚情報を用いることで，これまで適応不可能であった環境における安全な

歩行方法が提案される．
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第 5章では，本論文の結論を述べて，今後の課題を示す．
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第2章

昆虫の歩容に対してセンサフィード
バックが及ぼす影響

2.1 はじめに

本章では，昆虫を対象にして，センサフィードバックが歩行に及ぼす影響

について分析する

脚をもつ動物は，特定の歩容パターンを好み，速度に応じて歩容を変化

させることが知られている．例えば，四足動物は，ウォーク，トロットのよ

うに，速度に応じて歩容を変化させることが知られており，肢間の位相関

係によって歩容が特徴づけられる [2, 37]．例えば，多くの動物で観測される
ウォークは，左右逆相で遊脚が後ろから前に進むような歩容であり，トロッ

トは前後と左右が逆相で動く歩容である．ウォークからトロットに歩容が変

化するときに，前後の肢間関係の変化は 2つのパターンが観測されている．
急に変化する動物 (犬)と，徐々に変化する動物 (羊)である (Fig. 2.1A [38])．
昆虫においても同様に，肢間位相関係によって歩容は特徴づけられ，速

度に応じてメタクロナル歩容 (Metachronal gait)やトライポッド歩容 (Tripod gait)
を行うことが知られている（ナナフシ [39, 3, 40, 7]，ゴキブリ [41, 42, 43]，ハ
エ [6]など）．メタクロナル歩容においては，遊脚の動きが後ろから前に向
かって進んでいく (進行波歩容 (Direct wave gait)と呼ぶ)，一方で，トライポッド
歩容では 3つの脚が同相で動く．歩行速度に関係なく，左右の脚は逆相の関
係を持っている．ある種のムカデ [44]のように，遊脚の動きが前から後ろに
進んでいくような歩容 (後退波歩容 (Retrograde wave gait)と呼ぶ)でも昆虫は歩
けると思われるが，昆虫は 4足動物のように進行波歩容を好むことが知ら
れている．さらに，羊と同様に，昆虫は前後の肢間位相差を速度に応じて

連続に変化させることが知られている (Fig. 2.1B)．歩容は，振動子と胴体の
センサフィードバックを通した複雑な相互作用の結果として得られるもの

である．特にナナフシでは環境との相互作用なしに秩序だった歩容が生ま

れないことが報告されており [17]，昆虫の歩容のメカニズムを探るために，
多くの研究者が生物規範のコントローラをデザインしてきた．
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1 1.5 2.5 32
1/Gait cycle [1/s]

Fig. 2.1:Interlimb phase relationship for locomotion speed. A: Ipsilateral relative phase
(fore leg–hind leg) of dogs and sheep for the Froude number (locomotion speed increases as
the Froude number increases) [38]. Dogs change their phase relationship suddenly around a
Froude number of 0.5, while sheep change their phase relationship smoothly based on loco-
motion speed. B: Ipsilateral relative phase ((fore leg–hind leg)/2) of stick insects for gait cycle
(locomotion speed decreases as gait cycle increases) [39]. Data points and error bars show the
average and the error of the mean of the measured results. Stick insects change their phase
relationship smoothly based on locomotion speed, similar to sheep.

Cruseらは，昆虫の行動の観測に基づいて，肢間協調を作るための 6つの
ルールを見つけ出した [23, 24, 25, 26]．それを人工的なニューラルネットワー
クを用いて実現し (Walknet)，肢間協調だけではなく，ナナフシで観測される
ような様々な歩容を実現した．また，CPGに基づいた振動子ネットワークモ
デルも構築されている [45]．昆虫のニューロメカニカルなモデルも生理学的
な知見に基づいて多く提案され，適応的な歩容が生成されている [28, 46]．
しかし，これらのモデルは昆虫の歩容を再現しているものの，センサフィー

ドバックの肢間協調への影響については明確には分かっていない．これは，

これらのシステムが非常に複雑なためである (多くのセンサフィードバック，
ニューロン，筋モデルなど)．特に，環境とのセンサフィードバックを通した相
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互作用は非常に複雑であり，昆虫の歩容で解析的にこれを議論した研究は

我々の知る限り見つかっていない．そのため，どの範囲でセンサフィードバッ

クがどのような効果を及ぼすかについてよくわかっていない．センサフィー

ドバックは，適応的な歩行において重要な要素なので [29, 47, 48, 49, 50, 51]，こ
のセンサフィードバックの肢間協調への影響を理解することは重要である．

よって，我々は秩序だった昆虫の歩容と，その速度に対する連続な遷移を

行うためのミニマルモデルを提案する．その後に，このメカニズムを解析

的に説明する．特に，我々は以下の昆虫の主要な特徴について着目する．

P1 遊脚運動は後ろから前に向かって進んでいく (進行波歩容)

P2 前後の肢間位相関係は歩行速度に応じて連続的に変化する (メタクロナ
ル歩容からトライポッド歩容)

具体的には，生物学的知見に基づいて，6脚ロボットとその振動子によるコ
ントロール則を提案する．それぞれの脚は各振動子によって駆動され，各

振動子は局所的なセンサフィードバックの影響のみを受けている (つまり，前
後の振動子間には直接的な相互作用はない)．我々は位相リセットという局
所的なセンサフィードバックに着目し，それが P1,2を満たすような歩容を生
成するかどうかについて，シミュレーションとロボット実験を使って分析す

る．さらに，我々は単純な物理モデルを構築し，その歩容メカニズムを解析

的に説明する．このモデルは，脚を質量のないバネで表し，物理パラメー

タのオーダー評価の元にモデルの運動方程式を振動子の位相で表現してい

る．そのため，摂動論を使った解析解と安定性導出が可能となり，歩容メカ

ニズムの解析的表現を可能にした．

2.2 6脚ロボットの歩容生成と遷移

2.2.1 6脚ロボット

本章では Fig. 2.2Aに示される 6脚ロボット (AMOS II [48])を用いる．Fig. 2.2B
にこのモデルを示す．このロボットは昆虫を模して作られており，１つの胴

体 (2つに分かれているが，機構的に完全に拘束されている)と 6つの脚 (脚
1–6)からなる．各脚は 3つのリンクから構成され (リンク 1–3)，それらはサー
ボモーターで制御される関節 (関節 1–3)を介して結合され，足先には接地セ
ンサが搭載されている．関節 1はヨー軸回転であり，足先を前後に動かす．
それに対して関節 2，3はピッチ軸回転であり，脚先を重力に抗して持ち上げ
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Table 2.1:Physical parameters of the robot.
Link Parameter Value
Body Mass [kg] 4.6

Width [mm] 100
Length [mm] 400

Leg link 1 Mass [kg] 0.27
Length [mm] 65

Leg link 2 Mass [kg] 0.27
Length [mm] 65

Leg link 3 Mass [kg] 0.27
Length [mm] 115

Fig. 2.2:Hexapod robots A: Robot and B: Model.

る．Tab. 2.1はこのロボットの物理パラメタを示す．ただし，各脚で同じ値を
用いている．

ロボットはバッテリーを積んでおり，外部のコンピュータによっておよそ30Hz
で制御される (CPU: Intel Core i5 2.5 GHz, Memory: 8 GB)．ロボットとコンピュータ
の通信はシリアル通信であり，そのケーブルは歩容に影響しないようにた

わませてある．我々はODE(Open Dynamics Engine)ベースの LPZROBOTS [52]とい
うシミュレータを用いて物理シミュレーションを行った．

2.2.2 制御系

生理学的知見によって，昆虫の脚の運動は CPGによって制御されているこ
とが示唆されている [16, 17, 18, 53]．また，CPGからの信号はセンサフィード
バックの影響を受け，それが歩容生成にとって重要であることが示唆されて
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Fig. 2.3:Locomotion control system using phase oscillators. Each oscillator controls one leg
movement. Contralateral oscillators of the same segment are set to be alternate in phase. Each
oscillator is affected by the local sensory feedback.

Fig. 2.4:Leg movement based on the oscillator phase. A: Oscillator phase. B: Desired leg
movement. AEP and PEP are anterior extreme position and posterior extreme position.

いる [11, 16, 17, 21, 54, 55]．我々はミニマリスティックモデリングアプローチに
基づいて，単純な制御系をデザインする．

位相振動子と脚軌道生成

CPGを模擬して，6つの位相振動子 (振動子 1-6)を用いてそれぞれの脚の動
き (Fig. 2.3)を制御する．振動子の位相は ϕi (0 ≤ ϕi < 2π, i = 1, . . . , 6)であり，以下
のダイナミクスを持つ．

ϕ̇i = ω + gi + yi, (2.1)

τẏi = ki
f − yi, (2.2)
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ωは歩容の基準となる角速度であり，giは振動子間の相互作用項である (詳
細は後述)．ki

f はセンサフィードバック項を表し，時定数 τ (=1 s)の一次フィル
タ (状態量 yi)で平滑化されている (詳細は後述)．
脚 iの脚先は位相 ϕiに基づいて脚軌道上を移動する．各脚の軌道は接地

相 (0 ≤ ϕi < 2βπ)と離地相 (2βπ ≤ ϕi < 2π)から構成される．ここで，βはデュー
ティー比である．接地相では脚先はAEP(anterior extream position)と PEP(posterior
extream position)を結ぶ直線軌道，離地相では楕円軌道をなす．AEPと PEPの間
の直線距離を s = 6 cm，遊脚軌道の高さを d = 6 cmと設定する．各脚の目標関
節角は逆運動学から決まり，PD制御を用いて制御される．
昆虫で観測されるように，離地相の時間を Tsw = const.とする [3, 39]．この
時間 Tswを使って，歩行周期は Tp = Tsw/(1 − β)，基準角速度はω = 2π/Tp，歩幅は

s/β，歩行速度は v = (1 − β)s/βTswとかける．なお，実機実験では Tsw = 5 s，シ
ミュレーションでは Tsw = 10 sとパラメタを設定した．

位相振動子モデルにおける歩容

ロボットの脚の動きは振動子の位相によって決定されるので，本システム

において振動子間の位相差は歩容を表す．なお，振動子間の位相差は，振動

子とセンサフィードバックの環境を通した相互作用によって創発する．

昆虫の歩容では，速度に応じて前後の位相差関係は変化するが，左右の

振動子の位相差はおよそ逆相である [3]．システムを簡単にするために，本
章では左右の位相関係は逆相であることを仮定した．結果，振動子間の相

互作用項 gi((2.1)式)は以下で与えられる (Fig. 2.3)．

gi = −
6∑

j=1

ki j
c sin(ϕi − ϕ j − π), (2.3)

なお，

ki j
c =

 kc (i, j) ∈ {(1, 4), (2, 5), (3, 6), (4, 1), (5, 2), (6, 3)}
0 otherwise.

なお，左右の位相差が πに拘束されるように，大きな値の kc(= 10)を用いた．
また，それ以外の振動子間の直接的な相互作用は存在しない．左右の位相差

が逆相と固定したので，本システムの歩容は前後の 2つの位相差ψ1(= ϕ2−ϕ1)，
ψ2(= ϕ3 − ϕ2)によって特徴づけられる．
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センサフィードバック

センサフィードバックは秩序だった歩容生成にとって重要である [11, 16, 17,
21, 54, 55]．生理学的な知見から，昆虫は脚の荷重が増えた時に脚を蹴り出
すことが知られている [22, 56]．また，モータニューロンの活動をリセットす
るニューロンの存在も知られている [57]．よって，本章では CPGの出力を接
地情報に応じてリセットするようなセンサフィードバックを考慮し [32]，(2.2)
式の ki

fを以下で決定する．

ki
f =

 0 0 ≤ ϕi(ti
o) < 2βπ{

2π − ϕi(ti
o)
}
δ(t − ti

o) 2βπ ≤ ϕi(ti
o) < 2π,

なお，ti
oは脚 iが接地した時の時間であり，δ()はディラックのデルタ関数であ

る．Fig. 2.4Aの点Rで示すように，脚 iが離地相 (2βπ ≤ ϕi < 2π)で地面に接地し
た場合，位相 ϕiはゼロにリセットされる．本稿では，位相を滑らかに変化さ

せるために，時定数 τの一次フィルタを出力に通している [58]．この位相リ
セットの効果によって，脚の荷重を感知することで脚を蹴りだし始める．つ

まり，昆虫で観測されるセンサフィードバックを単純化したものになってい

る [22, 56]．

2.2.3 シミュレーション結果

ここまでで述べたように，デューティー比 βはロボットの歩行速度 vを決定
する．シミュレーションでは，デューティー比 βを変化させることで歩行速度

vを変化させて，昆虫の歩容の特徴 P1,2を満たすような歩容が環境との相互
作用の結果として生まれるかどうかを分析する．なお，これらの歩容はあ

らかじめ決められているわけではなく，環境との相互作用の結果として創

発する．

デューティー比 0.5 ≤ β ≤ 0.65の範囲で，さまざまな初期条件 (ψ1, ψ2)でシミュ
レーションを行い安定な歩容を探した．Fig. 2.5A,Bに，それぞれの βに対し

て見つかった安定な歩容における脚 2が接地した瞬間 (ポアンカレ断面)の
(ψ1, ψ2)を示す．また，Fig. 2.5Cに，(ψ1, ψ2)の摂動を用いて安定解析を行った
最大固有値を示す．これらの結果より，2つの安定な歩容 (進行波歩容と後退
波歩容)が存在し，歩行速度とともに歩容が滑らかに変化していることが分
かる (P2).
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Fig. 2.5:Relative phases and maximum eigenvalue of obtained gaits for duty factor β in
computer simulation. A: Relative phase ψ1, B: Relative phase ψ2, and C: Maximum eigen-
value. Two stable gaits were found for each duty factor (direct and retrograde wave gaits).

一つ目の解の進行波歩容は，Fig. 2.5より以下の位相関係を持つことが分
かる．

ψ1 ∼ ψ2 ∼ 2(1 − β)π. (2.4)

これは，「後脚 (中脚)が接地した時に中脚 (前脚)が離地する」歩容であり (Fig.
2.6A)，遊脚の動きが後ろの脚から前の脚に向かって移動しているため，昆
虫の歩容の特徴 P1,2を満たしている．β = 0.5のとき，少なくとも 3つの脚が
常に接地しているトライポッド歩容に対応しており，3つの脚は同時に動く．
一方で，β = 0.65のときは，少なくとも 4つの脚が常に接地しており，遊脚の
動きが後ろの脚から前の脚に向かって移動している．これはメタクロナル

歩容の接地パターンになっている．もう一方の解の後退波歩容は，Fig. 2.5よ
り以下の位相関係を持つことが分かる．

ψ1 ∼ ψ2 ∼ 2βπ. (2.5)
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Fig. 2.6:Footprint diagrams of the obtained gaits at duty factors β = 0.5 and 0.65 in
computer simulation. A: Traveling wave gait. B: Retrograde wave gait.

これは，「前脚 (中脚)が接地した瞬間に中脚 (後脚)が離地する」歩容であり
(Fig. 2.6B)，進行波歩容とは逆に遊脚の動きが前から後ろに伝わる．よって，
昆虫の歩容の特徴 P1を満たさない．β = 0.5の場合は，少なくとも 3つの脚が
常に接地しているトライポッド歩容に対応しており，3つの脚は同時に動く．
しかし，β = 0.65の場合は，少なくとも 4つの脚が常に接地しているものの，
遊脚の動きは前の脚から後ろの脚に向かって移動している．これは，昆虫

に見られるメタクロナル歩容とは異なっている．加えて，周期解に対する

誤差発展行列の最大固有値の大きさは，後退波歩容のものが進行波歩容の

ものよりも大きい (Fig. 2.5C)ため，進行波歩容の方が後退波歩容よりも安定
である．

2.2.4 ロボット実験結果

シミュレーション結果の妥当性を検証するために，6脚ロボット (Fig. 2.2A)
を使って実験を行った．0.5から 0.65の範囲のデューティー比 βにおいて，位相

差 (ψ1, ψ2)に対して 6つの初期値をそれぞれ与えてロボットを動かした．Fig.
2.7A,Bは，それぞれデューティー比が β = 0.5, 0.575であるときに，位相差 (ψ1, ψ2)
がどのように時間発展したかを表す．なお，位相差の値はポアンカレ断面

上のものである．βの値に関係なく，位相差は 2つの集合のどちらかに収束
しており，2つの安定な歩容が存在している．これらの歩容は，シミュレー
ションにおける進行波歩容と後退波歩容に対応している．

Fig. 2.8は，すべての試行における位相差の収束値 (ψ1, ψ2)をデューティー比
に対してプロットしたものである．2つの異なる歩容 (進行波歩容と後退波
歩容)が存在し，シミュレーション結果 (Fig. 2.5A,B)と同様に位相差は歩行速
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Six different markers represent the results of six initial conditions. Irrespective of β, the robot
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度とともになめらかに変化している．進行波歩容の ψ1と後退波歩容の ψ2は

シミュレーション結果とは少々異なっている．この理由は，実機のサーボの

トルクが不十分であったためである．実際に，関節の PDゲインを下げた場
合の物理シミュレーションを行うと，ゲインが下がるにつれて，シミュレー

ションの結果はロボット実験の結果に近くなっていくことが分かる．実機の

制約でシミュレーション結果と実機実験結果は少し異なるものの，傾向は一

致していることが分かり，シミュレーションの妥当性が示された．

2.3 シンプルモデルを用いた解析

前章のシミュレーションにおいて，センサフィードバックを通した環境と

の相互作用によって，振動子の前後位相差は安定解を持つことが示された．

そして，各振動子は位相リセットのみの影響を受けていた．この結果から，

ある振動子の位相リセット量は，物理的な相互作用を通して，他の振動子

の位相によって決定されることが予測できる．その物理的な相互作用を簡

潔に分析するために，脚の関節の PD制御の効果をバネによってモデル化し
たシンプルモデルを提案する．結果，このコンプライアンスのために，振
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動子の位相に応じて位相リセット量が変化し，安定性や固定点が決定され

ていることが解析的に説明できる．

2.3.1 シンプルモデル

物理的仮定

前節で得られた歩容の生成原理を理解するために，以下のような物理的

仮定のもとで成立するシンプルな力学モデル (Fig. 2.9)を用いて安定解析を
行う．

A1 ロボットの脚は胴体に比べて軽いため脚の質量は無視し，関節にかかる
PD制御による脚の胴体への力学的効果をバネに置き換える．具体的に
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Fig. 2.9:Simple physical model with a rigid body and four massless spring legs. The body
is represented by a flat plate to clearly show the geometric relationship between the model and
the variables.

は胴体 (質量 M，長さ 2a，幅 2b)に対して垂直下方に 6つの質量の無視で
きるバネ (バネ定数 K)からなる脚を接続する (基準間隔 a)．

A2 ロボットの歩行は周期が 20[s]以上と十分ゆっくりで準静的であったため，
ここでは静的な運動を考え (加速度を持たない)，脚先と地面との間の
水平方向の摩擦を無視する．

A3 Fig. 2.4Bで設計した脚軌道よりロボットは直線歩行するため，胴体のヨー
方向の回転を無視する．

A4 Fig. 2.4Bで設計した脚運動に基づいて，バネの自然長 Liと付け根の位置

∆xiを振動子の位相 ϕiに応じて変化させる (Li = Li(ϕi), ∆xi = ∆xi(ϕi))．

A5 ロボットの脚はハイゲイン PD制御でコントロールされていたため，バネ
定数 Kは十分大きく，それぞれの物理量のオーダーを Kを基準に近似
する (詳細は本節後半に記載)．

A6 左右の振動子は逆位相に強く拘束されていたため (完全ではない)，ϕi =

ϕi−3 + π (i = 4, 5, 6)とする．

A7 センサフィードバックの 1次遅れ項は，歩行周期に対して十分小さいので
無視する (τ = 0)．

このシンプルモデルに対して，ΣG(xG, yG, zG)を地面に固定した座標系とし，
ΣR(xR, yR, zR)をロボット胴体の質量中心に固定した座標系とする．ただし，xR
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をロボットの進行方向と一致させ，鉛直上向きを zGと一致させる．ロボット

の姿勢はピッチ角 ∆θpとロール角 ∆θrを用いて表す．ロボット胴体の質量中心

位置を ΣG上で rG
Rと書き，脚先 iの位置を ΣR上で xR

tiと書く．脚 iのバネの縮みを
∆liとすると，脚 iの長さは Li − ∆liとかける．∆xiは脚 iの根本からの xR方向へ

の変位の大きさを表す．

この時，それぞれの足先の位置はロボット座標系 ΣRにおいて以下のよう

にあらわすことができる．

xR
t1 = [a + ∆x1, −b, −(L1 − ∆l1)]T

xR
t2 = [∆x2, −b, −(L2 − ∆l2)]T

xR
t3 = [−a + ∆x3, −b, −(L3 − ∆l3)]T

xR
t4 = [a + ∆x4, b, −(L4 − ∆l4)]T

xR
t5 = [∆x5, b, −(L5 − ∆l5)]T

xR
t6 = [−a + ∆x6, b, −(L6 − ∆l6)]T.

(2.6)

Fig. 2.4Bで設計した脚先の半楕円型の軌道に基づいて，脚 iの自然長 Liと付

け根の位置 ∆xiは，位相 ϕiを用いて以下の式で与える．

Li =


L 0 ≤ ϕi < 2βπ

L − d sin
(
ϕi − 2βπ
2(1 − β)

)
2βπ ≤ ϕi < 2π,

(2.7)

∆xi =


s
(
1
2
− ϕi

2βπ

)
0 ≤ ϕi < 2βπ

s
(
−1

2
+
ϕi − 2βπ
2(1 − β)π

)
2βπ ≤ ϕi < 2π,

(2.8)

ここで，Lは接地期の脚の長さである．
物理パラメタのオーダーを Kを基準にして評価するために，Mgと Lを使っ

て変数の無次元化を行う．相対バネ定数を K∗ = KL/Mgと定義し，長さの次
元をもつ任意の物理量 pは，p∗ = p/Lとして無次元化する．以後，無次元化
されたパラメタを ()∗をつけて表す．なお，無次元化された (2.6)(2.7)(2.8)式は
ここでは省略する．以上を用いて，それぞれの物理パラメタのオーダーを

K∗を用いて以下のように設定する．

a∗, b∗, d∗ ≃ O(1), (2.9)

s∗ ≲ O((K∗)−
2
3 ), (2.10)
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∆l∗i , ∆θp, ∆θr ≃ O((K∗)−1), (2.11)

2次以上の微小量O((K∗)−2)は無視する. (2.10)式は，任意の変数∆p∗ ≃ O(K∗−1)に
対して {∆p∗, s∗, (s∗)2, s∗∆p∗}の微小項まで扱うことを意味している．

つり合い式による位置と姿勢の位相表現

脚の根本と地面までの垂直距離が自然長 L∗i より小さく，バネの縮みが
∆l∗i ≥ 0の時，脚は地面に接地している．地面に接地している脚番号の集合
を S = { i |Leg i on the ground }とする．脚先が地面に接地しているという条件か
ら，以下のように接地している脚の数の拘束式が得られる．(

xG∗
ti
)

z =
(
RG

R xR∗
ti
)

z = 0 i ∈ S , (2.12)

ただし，()zは z方向の要素を表し，RG
Rはロボット座標系 ΣRから絶対座標系 ΣG

への回転変換行列であり，次のように近似して書ける．

RG
R =


1 0 ∆θp

0 1 −∆θr

−∆θp ∆θr 1

 .
拘束式 (2.12)は，無次元化された高さ h∗ (=

(
rG∗

R

)
z)を使って以下のように近似で

きる． 

∆l∗1 = (a∗ + ∆x∗1)∆θp + b∗∆θr + L∗1 − h∗

∆l∗2 = ∆x∗2∆θp + b∗∆θr + L∗2 − h∗

∆l∗3 = (−a∗ + ∆x∗3)∆θp + b∗∆θr + L∗3 − h∗

∆l∗4 = (a∗ + ∆x∗4)∆θp − b∗∆θr + L∗4 − h∗

∆l∗5 = ∆x∗5∆θp − b∗∆θr + L∗5 − h∗

∆l∗6 = (−a∗ + ∆x∗6)∆θp − b∗∆θr + L∗6 − h∗,

(2.13)

ただし，ここでは，すべての脚先の拘束式を記述しているが，接地してい

ない脚についてはこの拘束は働かない．この拘束式より，∆l∗i は，ロボットの
姿勢 ∆θr, ∆θpと中心の相対高さ h∗と位相 ϕiを用いて表すことが出来る．

また，ΣG座標系でみたそれぞれの脚先にかかる力は，水平方向に摩擦が

ないことから ΣG鉛直方向のみになる．この力はバネで説明され，バネの伸

縮方向にかかる力は K∗∆l∗i と表すことができ，力のつり合いの式は以下で近
似できる． ∑

i∈S
K∗∆l∗i = 1. (2.14)
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さらに，ロボット胴体の質量中心回りのモーメントのつり合いの式 (ピッチ
方向，ロール方向)は，ロボット座標系から絶対座標系への姿勢変換行列 RG

R

を使って以下のように近似出来る．∑
i∈S

K∗∆l∗i
(
RG

R xR∗
ti
)

x = 0, (2.15)

∑
i∈S

K∗∆l∗i
(
RG

R xR∗
ti
)

y = 0, (2.16)

なお，()xと ()yは xと y要素をそれぞれ表している．(2.14)，(2.15)，(2.16)式から，
∆θr, ∆θp, h∗は振動子の位相 ϕiと無次元化されたパラメタ a∗, b∗, d∗, s∗, K∗で決定
される．

位相ダイナミクス

仮定A6,7のもとで，位相ダイナミクス (2.1)は以下でかける．

ϕ̇i = ω +
1
2

ki
f +

1
2

ki+3
f i = 1, 2, 3, (2.17)

なお，ki
fの係数 1/2は，仮定A6による実際との齟齬を補償するための係数で

ある (詳細は付録 A.1)．また，左側の脚 (脚 4,5,6)に対するセンサフィードバッ
クの効果は，仮定A6より第 3項のようにあらわされる．
センサフィードバック項 ki

fは脚の接地時のみ値をもつが，ロボットの位置，

姿勢はすべて位相 ϕ1-3で記述されるため，次小節で説明するように ki
fも位相

ϕ1-3で記述できる．すなわち，シンプルモデルの状態量は ϕ1, ϕ2, ϕ3であり，歩

容は ψ1(= ϕ2 − ϕ1), ψ2(= ϕ3 − ϕ2)の 2つの変数を用いて表すことが出来る．

脚の接地時の位相条件式

脚 iが接地する時に，脚の付け根と地面までの距離 Lr
i
∗は自然長に等しく

なるので (∆l∗i = 0)，位相 ϕ1−3の間に関係式が１つ与えられる．このモデルの

位置と姿勢は ϕiであらわされているため，この関係式は ϕiに対して 1つの拘
束を与える．

2.3.2 周期解と安定性の導出

シンプルモデルにおける進行波解と後退波解を解析的に求め，安定性を

計算する．初めに進行波歩容の解とその安定性を導出する．のちに，シス

テムの対称性を使って後退波歩容の解とその安定性を導出する．
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Fig. 2.10:Touchdown and liftoff events of the direct wave gait. Black and grey legs are
stance and swing legs, respectively. Events Ti and T(i + 3) (i = 1, 2, 3) have axial symmetry.

ただし，振動子の位相ダイナミクスは式 (2.17)であらわされ，各脚の位相
関係は脚が接地した際にかかるセンサフィードバックの大きさによってのみ

変化する．また，歩行 1周期の間に各脚は接地相と離地相を 1回づつ経る．
よって，1周期後に各脚の位相が同じ値に戻るには，各振動子が受けるセン
サフィードバック量がすべて等しくならなければならない．

進行波歩容

ここで，脚 iが接地した瞬間をイベント Tiとした．1周期の歩行において，
イベントは T2，T6，T1，T5，T3，T4の順に起こる (Fig. 2.10)．本章では，左右
逆位相 (A7)で左右対称なシンプルモデルを考えている．そのため，それぞ
れの位相を+πした変換後のシステムは，変換前と同じである (軸対称性)．位
相リセット量は脚の接地時の幾何的関係で決まるので，各接地イベント Ti
(i = 1, 2, 3)の位相リセット量は位相を +πしたイベント T(i + 3)の位相リセット
量と左右を入れ替えると等価である．式 (2.17)より，前後方向の位相差のダ
イナミクスに影響を及ぼすのはイベント時にかかるリセット量だけであり，

位相を +πしても位相差は変化しない．よって，本章では，イベント T4，T5，
T6をイベント T1，T2，T3と等価と扱い，T2，T3，T1，T2，T3，T1の順にイベ
ントが起こるとして歩行を分析する．つまり，繰り返しであるため，半分の

イベント T2，T3，T1を分析すれば十分である．
イベントTi (i = 1, 2, 3)直前における接地脚集合を S Tiと表す．これは，シミュ

レーションによって得られた位相差の関係 ψ1 ∼ ψ2 ∼ 2(1 − β)πから以下で求め
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Fig. 2.11:Evolution of the oscillator phases through sensory feedback at each event. The
sensory feedback at each event changes the relative phases.

られる．

S T1 = {2, 4, 6}, S T2 = {1, 3, 4, 5}, S T3 = {1, 2, 5, 6}. (2.18)

なお，導出の詳細は付録 A.2に示す．
本分析では，脚 2の接地直前をポアンカレ断面として (イベント T2)，周期

解に対応する位相差 (ψ̂T2
1 , ψ̂

T2
2 )の固定点を求める．なお，それぞれのイベント

i上における変数を ()i，周期解を表すものを (̂)のように上付き添え字であら
わすものとする．Fig. 2.11は，各イベントにおけるセンサフィードバックの効
果による状態量と位相差の遷移を表している．なお，イベント T2’は半周期
後のイベント T2を表しており，センサフィードバックの文字の下の量は，位
相ダイナミクスの式のセンサフィードバック項 (2.17)の積分量を表している．
周期解を求めるために，ϕ̂td

2，ψ̂
T2
1 ，ψ̂

T2
2 を導出する．この未知量は，各イベン

ト Ti (i = 1, 2, 3)において接地条件 (∆l∗i = 0)が成り立つ (3つの拘束式)ことから
決定できる．詳細は付録 A.3で議論されるが，結果として ψ̂T2

1 ，ψ̂
T2
2 は，以下の



24 第 2章 昆虫の歩容に対してセンサフィードバックが及ぼす影響

式の ψDw
1 ，ψ

Dw
2 と求められる．

ψDw
1 = 2(1 − β)π − 2(1 − β)

1
d∗K∗

+
2
5

1 − β
β

1
d∗K∗

s∗

a∗
+ O((K∗)−2),

ψDw
2 = 2(1 − β)π − 9

10
(1 − β)

1
d∗K∗

+
1
25

(
11
β
− 30)(1 − β)

1
d∗K∗

s∗

a∗
+ O((K∗)−2).

(2.19)

この進行波歩容の周期解に対し，イベント T2直前において十分小さな摂
動 (∆ψ1, ∆ψ2)を加えて 1周期後の摂動の発展 (ポアンカレ写像のヤコビ行列
を求める)から安定性を議論する．なお，ここで加える摂動はO(K−1)程度で
あり，各イベント直前の接地脚集合 S T1, S T2, S T3を変えないほどに十分小さ

いとする．各イベントの位相リセット量を計算することで，1周期後の誤差(
∆ψ′1, ∆ψ

′
2

)
を以下のように計算することが出来る．∆ψ′1

∆ψ′2

 =  √
λDw

1 0√
λDw

2

(
1 −

√
λDw

1

) √
λDw

2

2 ∆ψ1

∆ψ2

 , (2.20)

なお，

λDw
1 =

(
5
6
− 4

45β
s∗

a∗

)2

,

λDw
2 =

(
13
18
+

4
81β

s∗

a∗

)2

.

(2.21)

この詳細な導出過程は付録 A.4に記載する．λDw
1 と λDw

2 は誤差発展行列の固有

値に対応している．λDw
1 はこの歩容の安定性を決める最大固有値であり，小

さな s∗/a∗に対して λDw
1 < 1である．

後退波歩容

後退波歩容の解の導出とその安定解析を進行波歩容との対称性を考慮し

て行う．イベント T2直前の位相 (ϕT2
1 , ϕ

T2
2 , ϕ

T2
3 )を初期値とする解の流れを，パ

ラメタ s∗を使ってΦs∗(t; ϕT2
1 , ϕ

T2
2 , ϕ

T2
3 )と表す．s∗ > 0の進行波歩容と，−s∗ < 0の後

退波歩容は進む方向を除いて同一なので，以下の関係が成り立つ．

Φs∗(t; ϕT2
1 , ϕ

T2
2 , ϕ

T2
3 ) = Φ−s∗(t; ϕT2

3 , ϕ
T2
2 , ϕ

T2
1 ) (2.22)

この対称性を使うことで，後退波歩容の周期解 ψ̂T2
1 ，ψ̂

T2
2 は，次の式のψRw

1 ，ψ
Rw
2

でそれぞれ表される．

ψRw
1 = 2βπ +

9
10

(1 − β)
1

d∗K∗
+

1
25

(
11
β
− 30)(1 − β)

1
d∗K∗

s∗

a∗
+ O((K∗)−2),

ψRw
2 = 2βπ + 2(1 − β)

1
d∗K∗

+
2
5

1 − β
β

1
d∗K∗

s∗

a∗
+ O((K∗)−2).

(2.23)
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さらに，誤差発展行列の固有値 (λRw
1 , λ

Rw
2 )は以下になる．

λRw
1 =

(
5
6
+

4
45β

s∗

a∗

)2

,

λRw
2 =

(
13
18
− 4

81β
s∗

a∗

)2

.

(2.24)

最大固有値 λRw
1 はこの歩容の安定性を決定し，小さな s∗/a∗に対して λRw

1 < 1で
ある．

解の安定化メカニズムを特定の脚に着目して簡単に説明する．周期解の

位相差に摂動が加わると，脚の弾性項の影響で胴体が傾き，その結果として

脚の接地時の位相が変化する．結果として加えた摂動は脚の接地後に変化

する．これが 6つの脚に対して繰り返され，1周期分の誤差発展は (2.21)(2.24)
式となる．

加えて，脚が推進力を作っている (s∗ , 0)場合，2つの歩容 (進行波歩容と
後退波歩容)で，脚が接地するときの脚の相対位置関係が異なる ((2.22)式)．
結果，摂動の結果として引き起こされる胴体の傾きは 2つの歩容で異な
る．結果として位相リセット量が変化し，2つの歩容の安定性は異っている
((2.21)(2.24)式で s∗/a∗によって特徴付けられる)．

2.3.3 ロボットシミュレーションとの比較

解析的に導出した 2つの歩容の解は ψ1 = ψ2 = 2βπ +O((K∗)−1)(進行波歩容)と，
ψ1 = ψ2 = 2(1 − β)π + O((K∗)−1)(後退波歩容)である．この結果はロボットシミュ
レーションの結果 (Fig. 2.5)とよく一致している．さらに，Fig. 2.12に示すよう
に，シンプルモデルのバネ定数 K∗への依存性は，Fig. 2.8で示したフィード
バックゲインへの依存性とよく一致する．

最大固有値 ((2.21)(2.24)式)は，s∗/a∗に依存する．Fig. 2.13A, B, Cは，s∗/a∗ =
0, 0.15, 0.3の 3つの場合について，解析解の最大固有値をロボットシミュレー
ションのものと比べたものである．これらの歩容は s∗/a∗ = 0のとき同じ安定
性を持っている (λDw

1 = λ
Rw
1 )が，s∗/a∗ > 0の時は進行波歩容の方が後退波歩容よ

りも安定である (λDw
1 < λRw

1 )．解析解とロボットシミュレーションの結果は非常
によく一致している．
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Fig. 2.12:Relative phases A: ψ1 and B: ψ2 of the direct and retrograde wave gaits of the
simple model. Relative phases are derived with high stiffness (d∗K∗ = 50) and low stiffness
(d∗K∗ = 5) for s∗/a∗ = 0.3. As the stiffness decreases, the relative phases ψ1 and ψ2 move away
from 2βπ and 2(1 − β)π as in the robot model in Fig. 2.8.

2.4 議論

2.4.1 局所センサフィードバックによる肢間協調

本章では，局所センサフィードバック (位相リセット)の肢間協調に対する
役割を，ミニマリスティックモデリングアプローチを用いて分析した．先

行研究 [32, 33, 59, 60]と異なり，前後の振動子は直接の相互作用をしていな
い．にも関わらず，環境との相互作用の結果，進行波歩容と後退波歩容が

創発することがロボットで確認された．進行波歩容は昆虫の歩容に対応

しており，昆虫に見られるように歩容は速度に対して連続に変化する (Fig.
2.1B) [3, 39, 41, 6]．さらに，これらのメカニズムはシンプルモデルを用いて
解析的に説明され，メカニズムの成り立つ範囲が行った物理的仮定とオー

ダー近似により明確になった．これらの結果から，位相リセットは 6脚ロボッ
トの肢間協調に寄与することが明らかになった．そしてこれは生理学的な

知見と矛盾しない．

局所的な力フィードバックを通した環境との相互作用によって，4脚動物
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Fig. 2.13:Maximum absolute eigenvalues of the direct and retrograde wave gaits of the
simple model and robot simulation for duty factor β. A: s∗/a∗ = 0, B: 0.15, and C: 0.3.

のような歩容が創発することを示した同様な研究も存在する [30, 31]．位相
リセットはこの力フィードバックと似たような概念である．しかし，位相リ

セットの方が数学的に単純であるため，脚の多い 6脚ロボットに対して，メ
カニズムの説明を解析的に行うことが可能となった．

2.4.2 進行波と後退波歩容

ある種のムカデは後退波歩容を行うことが知られている [44]．ナナフシな
どの昆虫も後退波歩容で転倒することなく歩けると考えられるが，進行波

歩容の方を好むことが知られている．進行波歩容の方が，前足が離地する

ときの胴体の重心の位置が支持脚多角形の内側にある．これに着目し，後

ろ脚で蹴りだして進んだときにこけるリスクを減らすために，昆虫は進行

波歩容を好むと説明した論文がある [41]．
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本ロボットモデルでは，進行波歩容と後退波歩容が両方存在し，進行波歩

容の方がシステムとして安定であった．つまり，進行波歩容の方が外乱に対

する応答が早く，文献 [41]と同様に外乱に対するリスクを減らすことが出
来る．この傾向と昆虫の好みが一致していることは興味深い．

2.4.3 連続な歩容遷移と不連続な歩容遷移

イヌは速度に対して非連続に歩容を変化させる (Fig. 2.1A)にもかかわらず，
羊やナナフシは速度に応じて連続的に歩容を変化させる (Fig. 2.1B)ことが知
られている．力学系における自己組織化の結果として歩容が発現するとい

う Schönerら [61]の考え方に従えば，速度をパラメタとした時の解の構造の
相違によって，歩容遷移が連続か非連続かが決定できる．

不連続な歩容遷移は，安定な歩容が部分的に存在し，それらが連続して

いないことから説明できる．ヒステリシスの存在は，このような安定構造

を特徴づける [62, 63]．我々は過去に，位相リセットの影響を受ける振動子で
駆動される 4足モデルを使って，歩容がWalkから Trotにヒステリシスを伴っ
て遷移することを，動的安定性の観点から示した [62]．
一方で，昆虫のような速度に応じた連続的歩容遷移は，安定な歩容が連

続して存在することで説明できる．今回の我々の結果においては，パラメ

タ β(速度)に対して，歩容が連続的に遷移することを示し（Fig. 2.5），この傾
向は生物の観測データとよく一致している（Fig. 2.1B）．この解の構造は，静
的な仮定をもとにしたシンプルモデルをもとに解析的に説明することがで

きた (Fig. 2.12)．以上より，連続な遷移は運動の加速度が支配的ではないこと
と関係があると示唆できる．

2.4.4 速度の異なる運動に対するセンサフィードバックの役割

昆虫の速度の速い運動においては，センサフィードバックの影響は小さい

ことが示唆されている [12]．例えば，ゴキブリの高速時の運動メカニズムに
ついて，Schmittら [64, 65, 66]は単純なバネ剛体モデルを用いて走行の安定性
などを分析し，高速な運動においては感覚フィードバックよりも，胴体が持

つ機構ダイナミクスの自己安定性によって歩容が安定化されることを主張

した．

一方で，ナナフシのような比較的速度の遅い昆虫については，センサ

フィードバックが大きな役割を担うことが示唆されている [17, 12]．例えば，
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Ekeberg [27]は，ナナフシの肢のニューロメカニカルモデルを作成した．3つ
の主なジョイントは，独立した 3つのBystable circuitによって駆動され，センサ
フィードバックの影響をそれぞれ受けている．センサフィードバックを通し

た環境との相互作用の結果として，ナナフシのような脚のステップ運動が

生まれることを示した．本章では，比較的速度の遅い歩容を対象にして，

センサフィードバックのみの効果によって基本的な昆虫の歩容パターンが得

られることを示した．さらに，シンプルモデルの解析により，歩容生成メカ

ニズムは，運動が準静的であるという仮定の上で十分説明できることが分

かった．

2.4.5 限界と今後の課題

ミニマリスティックモデリングアプローチを用いたため，本モデルと実

際の昆虫の間には相違がある．例えば，左右の振動子が逆相であると仮

定したが，昆虫では左右の振動子の間には強い相互作用は確認されてい

ない [40, 67]．また，環境によっては昆虫の歩容は秩序だったものとはならな
い [67]．例えば，後ろ向きに歩いている場合の定まった歩容は観測されてい
ない [68]．これらは今後分析されるべき対象である．しかし，本章において
これらの現象は我々の興味ではなかった．我々はセンサフィードバックの肢間

協調に対する効果を明確にすることに着目し，それをシンプルモデルの解

析表現を通して明確に説明した．

我々は昆虫の歩容を分析するのにロボットを使ったため，本章で扱ったモデ

ルと昆虫の間には多くの相違がある．物理的には，ロボットの重さや大き

さは完全に昆虫のものと異なる．また，ロボットは左右前後対称で，ゆっく

りとした歩容を仮定した．昆虫の関節は筋肉によって動くが，ロボットの関

節は高ゲインサーボモータによって駆動される．ニューラルシステムについ

ては，単純なCPGに基づいたシステムを構築し，一部のセンサフィードバッ
クのみを我々は考慮した．しかし，本シンプルモデルを使った解析は生物学

と工学に大きな寄与を及ぼすと考えられ [34, 69, 70, 71]，以下のように今後の
研究が期待される．

本シンプルモデルは，静的な 6脚歩行の本質的な要素を取り出していると
考えられるため，昆虫の歩容の更なる分析や，適応的な歩行を生成するた

めの手がかりを与える．例えば，左右の振動子の相互作用は簡単に取り除

くことが出来る．また，本章で対象としなかったテトラポッド歩容の分析な

ども，シンプルモデルを用いることで簡単に分析が可能であると考えられ
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る．さらに，別のセンサフィードバック (力フィードバック)などもシンプルモ
デルを用いて扱うことは可能である．また，定式化が単純であるため，脚

が壊れた場合に適応できる制御則のデザインにもこのモデルは使うことが

出来ると考えられる．

加えて，この分析は多脚や 4脚モデルの分析にも拡張できる．進行波歩容
は 4脚動物やヤスデにおいて観測されているが，後退波歩容はある種のム
カデにおいて観測される．センサフィードバックのこれらの歩容への影響

は，この分析を拡張することで可能になるだろう．さらには，このシンプル

モデルは 6脚ロボットの動的な運動に対する分析にも使える可能性がある．



31

第3章

多足歩容に対してセンサフィードバッ
クが及ぼす影響

3.1 はじめに

本章では，前章で得られた進行波と後退波についてより一般的に分析す

るために，ヤスデのような多足生物を対象にして，センサフィードバックが

歩容生成におよぼす影響について明らかにする．

ヤスデやムカデは，多くの脚を持つ節足動物である．ヤスデの基本的な

歩容は，左右の遊脚が同相で一定間隔で前に進んでいくような歩容であり，

秩序だった構造を持つ (進行波 (Direct wave gait))[44, 72]．一方で，一部のムカデ
の歩容は，左右の脚が逆相で，一定間隔で遊脚が後ろに進んでいくような

歩容である (後退波 (Retrograde wave gait))[44, 72]．さらに興味深いことに，ヤス
デにおいて，進行波と後退波が共存し，波がわきだすような歩容も観測さ

れている (わきだし波 (Source wave gait))[73, 74]．これは，ヤスデが胴体をU字に
屈曲させて，U字の開いている方向に形状を保ったまま進むときに観測さ
れる [73]．しかしながら，進行波や後退波を持つ歩容について，蠕動的這行
運動の力学 [75]との関連を論じたもの [72]はあるものの，歩容生成の生理学
的メカニズムはよくわかっていない．

一方，同じ節足動物である昆虫の歩容生成メカニズムについては生理学

的観点から数多くの研究がなされている．昆虫はCPG(Central pattern generator)
と呼ばれる周期的な信号を発生させるニューラルネットワークを持っており，

その信号で周期的な歩行運動を生成する [16, 17, 18]．CPGの出力は感覚受容
器からの影響を受け，このセンサフィードバックが歩行に大きな影響を及ぼ

していることが知られている [16, 17, 21, 11]．
節足動物に限らず多くの生物は，このようなセンサフィードバックの効果

によって適応的な歩行を行う．このため，センサフィードバックの効果を解

析することは，ロボットの研究にとっても非常に大きな意味を持つ．実際，

多くの研究者が，生物を模擬し，センサフィードバックを用いて適応的な歩

容が得られることを実証している [29, 47, 30, 62, 76, 26]．
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多足ロボットの歩行に関しても，環境からの反力を用いた振動子の位相

調整によってヤスデのような歩容が分散的にロボットで得られたという報

告 [77]や，振動子を用いずに状態遷移モデルでヤスデの歩容を再現しよう
とする試みも行われている [74]．さらに，胴体の振動のみを利用して受動的
に多足歩行が創発するという報告 [78]もなされた．しかしながら，歩容は
神経系と身体機構系の環境を通した複雑な相互作用によって生まれるため，

センサフィードバックの歩容に対する影響は未だ不明瞭であり，特に数理的

にはほとんど理解されていない．そのため，適応的な歩容をデザインする

方法論は確立されていない．

われわれは，生物の歩行のメカニズムを理解し，適応的なロボットの歩

行のための制御系を開発するためには，できるだけシンプルなシステムを

使って，センサフィードバックの歩行に対する影響を分析し明確にしていく

ことが重要だと考える．本研究ではヤスデのような多足生物を対象に，シ

ンプルな数理モデルを構築し，センサフィードバックの歩容生成への影響を

解析する．具体的には，多足生物を模したシンプルな力学モデルを構築し

(身体)，CPGを模擬した振動子で各脚を独立に動かす (神経系)．それぞれの
振動子は，脚が接地した瞬間に位相を支持脚相にするという局所的なセン

サフィードバック (位相リセット)のみの影響を受けているとする (環境との相
互作用)．シミュレーションにより，センサフィードバックによる振動子間の相
互作用によって，生物で見られるような 3つの秩序だった歩容 (進行波，後退
波，わきだし波)が確認された．さらに，いくつかの物理的仮定のもとで，
周期解（歩容）を解析的に導出した．その結果，シミュレーションで得られ

た結果をより一般的にとらえることができ，センサフィードバックの多足歩

容に与える重要な特徴が明確になった．これらの結果は，ヤスデなどの多

足生物の歩容生成メカニズムに対する示唆を与え，かつ，多足ロボットの

適応的な歩行を実現するための制御系の開発に寄与すると考えられる．

3.2 多足歩行の動力学シミュレーション

3.2.1 シンプルモデル

本研究ではヤスデのような多足生物を参考に，以下の仮定のもとにシン

プルモデル (Fig. 3.1)を構築する．

(A1)対象とする生物の体幹は柔らかいと考えられる．この効果は運動に重
要な影響を及ぼすと考え，各セグメントをバネ定数 ktの鉛直方向に動
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... ...

Segment 1 Segment i-1 Segment i Segment i+1

B

Segment N+1

dtkt kt dt

x

B

Fig. 3.1:Simple model. Dotted lines represent the positions of mass points.

く線形バネとダンパ (ダンパ係数 dt)によって接続する．なお，バネの自
然長は 0とする．

(A2)対象とする歩行は多足歩行であり，常に重心を支持多角形の内側に入
れて比較的低速で歩く．そのため，胴体の加速度の影響は大きくない

と考え，静的なつり合いをほぼ満たすような状況を考える．また，胴

体の上下運動が歩容生成に重要であると考え，脚を上下方向のみに動

かすモデルを扱う．具体的には，N+1個の接続されたセグメントを考
え，各セグメント iは鉛直方向のみに動くように拘束された質量 miの

質点と質量のない上下に動く脚 iから構成される．なお，本モデルの脚
は質量のない棒であり，弾性要素はない．また，体幹のダンパ係数 dtは

過減衰に近い値である場合を考える．

(A3)対象とする生物の左右の位相関係は同位相，あるいは逆位相にある．
本モデルは矢状面で片側の脚の運動のみを扱う．

(A4)脚の長さ liはそれぞれの振動子 (後に説明)の位相 ϕiによって決まってい

るものとする (li = l(ϕi))．

各セグメント iの質点と地面までの距離を xi，重力加速度を gとし，地面は
バネダンパ系でモデル化する（バネ定数 kg，ダンパ係数 dg)．なお，地面は十
分堅く，kg ≫ ktとし，ダンパ係数 dgは過減衰に近い値をとるとする．本研

究では各セグメント i ∈ [2, N]の質量を mi = m，先頭と最後尾のセグメント
i = 1, N+1の質量を mi = mBとし，m/2 < mB < mである場合を考える．なお，
mB = m/2, mであれば解析が困難になるため対象外とした 1．また，静的な多

足歩行の運動を対象とするため N≥3とする．このとき，本システムの運動

1具体的には，シミュレーションで得られる解集合 (3.2.3節)が線分ではなく平面になり，
分析する自由度が 1つ増える．
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方程式は以下で書ける．

mi ẍi=


p1

{
−kg (x1−l1)−dg(ẋ1− l̇1)

}
−kt (x1−x2)−dt (ẋ1− ẋ2)−mBg, i=1

pi

{
−kg (xi−li)−dg(ẋi− l̇i)

}
−kt(2xi−xi+1−xi−1)−dt (2ẋi− ẋi+1− ẋi−1)−mg, i= [2,N]

pN+1

{
−kg (xN+1−lN+1)−dg(ẋN+1− l̇N+1)

}
−kt (xN+1−xN)−dt (ẋN+1− ẋN)−mBg, i=N+1

(3.1)
なお，piは以下で定義される接地か非接地を表す量である．

pi =

0, l(ϕi) < xi

1, otherwise
(3.2)

ここで，脚 1, 2, 3, · · · ,N + 1の順に前から後ろと方向を定義する．
ただし，本モデルは各セグメントを上下一次元の運動で表しているため，

転倒などを扱うことはできない．

3.2.2 コントローラ

また，CPGはセンサフィードバックの影響を受けている [16, 17, 21, 11]．これ
らの知見に基づき，できるだけシンプルな構造になるように制御系を設計

する．

位相ダイナミクスと脚軌道

本研究では，各脚の長さ liを振動子 iの位相 ϕi ∈ [0, 2π) (mod 2π)を用いて駆
動する．その位相ダイナミクスは以下のように定義する．

dϕi

dt
= ω + yi (3.3)

ここで，ωは角振動数を表す定数であり，yiはつぎの節で説明するセンサ

フィードバックを表す項である．本研究では，仮定 (A2)に基づいて，静的な
つり合いが本質になるように，ω ≪

√
kt/miであるようなパラメータを扱う．

この位相を用いて，脚の長さ liを以下の式で定める (Fig. 3.2B)．

li= l(ϕi)=


L 0≤ϕi≤2βπ　

L−as
ϕi−2βπ
(1−β)π

2βπ<ϕi< (1+β)π

L−as
2π−ϕi

(1−β)π
(1+β)π≤ϕi<2π

(3.4)
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Fig. 3.2:A: Phase oscillator model. B: Leg length li depending on phase ϕi.

ここで，Lは接地期の脚の長さ，as(<L)は脚の運動の振幅，1/2 < β < 1は脚の
接地率 (デューティー比)である．遊脚期に脚が地面から浮くように，脚の振
幅 asはmg/kt < asとする．ϕi ∈ [0, 2βπ] (支持脚相 (Stance phase))では，脚の長さは
Lで一定であり，ϕi ∈ (2βπ, (1 + β)π) (遊脚相 (Swing phase)の Takeoff相)では，脚を
縮める．ϕi ∈ [(1 + β)π, 2π) (遊脚相の Landing相)では，脚を伸ばす．振動子の位
相に基づいて脚を上下に動かす区分線形モデルとなっている．

位相リセット

センサフィードバックは，脚間協調を行うのに重要な役割を持つことが示

唆されている [16, 17, 21, 11]．特に昆虫においては，脚にかかる荷重が増える
と脚を蹴りだすことが知られており [22, 56]，モータニューロンの活動をリ
セットするニューロンの存在も示唆されている [57]．一方，多足生物におけ
るセンサフィードバックについてはあまり調べられておらずよくわかってい

ない．本研究では，昆虫の知見を参考に，昆虫のセンサフィードバックを単

純化したものとして位相リセット [62, 76, 79]を用いる．位相リセットのダイ
ナミクスを以下のように表す．

τ
dyi

dt
= −yi + ui (3.5)
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ui=

0 0≤ϕi< (1+β)π(
2π−ϕtd

i

)
δ(t−ttd

i ) (1+β)π≤ϕi<2π
(3.6)

ここで，τは 1次フィルタの時定数であり，ttd
i と ϕtd

i は脚 iが接地した瞬間の時
間と位相 (接地位相)である．Fig. 3.2Aに示されるように，脚が接地した直後
に位相をゼロにリセットし，位相の変化を滑らかにするために，シミュレー

ションにおいて時定数 τの一次フィルタが入っている [79]．

本システムにおける歩容

本システムにおける歩容は，以下で定義する隣り合う振動子の位相差

ψi ∈ [0, 2π) (mod 2π), (i = 1, · · · ,N)より決定される．

ψi = ϕi+1 − ϕi (3.7)

振動子の間には直接的な相互作用はないので，位相リセットを通した環境

との相互作用によって，位相差 ψiがどのように決定されるかをシミュレー

ションで調べる．

なお，シミュレーションのパラメ―タは以下のように設定した．g=9.8 m/s2，

セグメントの数 N+1=4，先頭と最後尾のセグメントの重さmB=0.9 kg，それ
以外のセグメントの重さm= 1 kg，セグメント間のバネ，ダンパ定数 kt = 100
N/m，dt =2

√
kt，地面のバネダンパ定数 kg =105 N/m, dg =2

√
kg，接地時の脚の長

さ L=1 m，脚の振幅 as=0.4 m，角速度 ω=0.4 rad/s(≪
√

kt/m)，フィルターの時定
数 τ=0.5，デューティー比 β=0.8とした．

3.2.3 シミュレーション結果

上述したシステムのもとで安定な周期解を見つけるためにシミュレーショ

ンを行った．脚 1が接地する直前をポアンカレ断面 Σ1と定義し，断面上の振

動子の位相差をΨ1 ≡ [ψ1
1 ψ

1
2 ψ

1
3]T と表す．ただし，位相・位相差の上付き添え字

()iは，脚 iが接地する直前の位相・位相差を表す．

3種類の歩容の存在

様々な初期位相差Ψ1
0を Σ

1上で与えて，位相差Ψ1が時間発展とともに収束

するかどうかを調べる．例として，6つの初期位相差の Σ1上での時間発展を
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Fig. 3.3:Relative phases of simulation results plotted at Poincaré sections. A: ψ1, B: ψ2 and C:
ψ3. Six initial conditions are used and they converged.

Fig. 3.3に示す．初期位相差に応じて，位相差はそれぞれ数種類の値 (1周期
解)に収束していることがわかる．
この収束先を詳しく分析するために，Σ1上で様々な初期位相差Ψ1

0(具体的
には 253個の等方的な格子点 (一辺 0.08π rad))を与えて，得られたすべての収
束点をプロットしたものが Fig. 3.4である．Fig. 3.4Aは収束した時の位相差 Ψ̂1

を，ψ1-ψ2-ψ3空間上にプロットしたものである．Fig. 3.4B,Cは Ψ̂1を ψ1-ψ2平面，

ψ2-ψ3平面にそれぞれ射影したものである．ここで，大きい点 (点が多いため
直線に見える)はシミュレーションにおいて収束した位相差 Ψ̂1を表しており，

それとほぼ重なっている線分は後に説明する解析解を表している．Fig. 3.4
より，収束点の集合は位相差の空間でおよそ 3つの直交する線分から構成さ
れており，本論文では周期解をこの 3つの集合に分けて議論する (Fig. 3.4の
Source wave gaits，Retrograde wave gaits，Direct wave gaitsと表記された点集合)．
この 3つの集合に収束する初期位相差の領域 (3つの解集合の吸引領域)を表

したものが，Fig. 3.5である．Fig. 3.5A,B,Cは，それぞれ平面ψ1
3 = 2(1−β)π, π, 2βπ

上での 3つの解集合の吸引領域を表している．なお，本シミュレーションで
与えたすべての初期値は 3つの解集合のうちのどれかに収束する．つまり，
これらの解集合は少なくとも中立安定である．以上の分析より，本システ
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ムの運動は初期位相差に応じて 3つの種類の歩容に収束することがわかる．

歩容の特徴

それぞれの解集合に対応する歩容の特徴について分析する．Fig. 3.4の
Source wave gaitsと表記された解集合は，つぎのような位相差を示す．

ψ̂1
1 ≈ 2(1−β)π, 2(1−β)π ⪅ ψ̂1

2 ⪅ 2βπ, ψ̂1
3 ≈ 2βπ



3.2. 多足歩行の動力学シミュレーション 39

A-a
Leg 1

Leg 2

Leg 3

Leg 4

Leg 1

Leg 2

Leg 3

Leg 4

Leg 1

Leg 2

Leg 3

Leg 4

Leg 1

Leg 2

Leg 3

Leg 4

A-b

B

C

Fig. 3.6:Footprint diagrams of the obtained gaits in computer simulation. A-a,b: Source wave
gaits (points pSa, pSb, respectively), B: Retrograde wave gait (point pR) and C: Direct wave gait
(point pD).

この解集合の要素 Ψ̂1(pSa) = [1.13 1.10 5.28]T と Ψ̂1(pSb) = [1.13 4.95 5.29]T (Fig. 3.4の
点 pSa, pSb)の足跡図をそれぞれ Fig. 3.6A-a,bに示す．斜め下方向の緑矢印で示
されているように，脚 3-4では遊脚運動が前から後ろの脚へと伝搬してお
り，前脚 3の接地と後脚 4が離地がほぼ同時に起こっている．前脚 3の接地位
相は ϕ3 ≈ 0であり，後脚 4の離地位相は ϕ4 ≈ 2βπである (Fig. 3.2Aの点AEPと PEP
に対応)から，この幾何的関係は位相差 ψ̂1

3 ≈ 2βπに対応している．同様に，脚
1-2については，斜め上方向の赤矢印で示されているように遊脚運動が後ろ
から前の脚へと伝搬している．後脚 2の接地と前脚 1の離地がほぼ同時に起
こっている．前脚 1が離地位相は ϕ1 ≈ 2βπであり，後脚 2の接地位相は ϕ2 ≈ 0で
ある (Fig. 3.2A)．この幾何関係は位相差 ψ̂1

1 ≈ 2(1 − β)πに対応している．
一方で，ψ̂1

2は一意に決まっていない．Fig. 3.6A-a,bはそれぞれ，ψ̂1
2≈2(1−β)π, 2βπ

の場合 (解集合の両境界付近)を表している．これまでの議論と同様，Fig.
3.6A-aでは脚 3の接地ほぼ同時に脚 2が離地し (ψ̂1

2≈2(1−β)πに対応)，Fig. 3.6A-b
では脚 2の接地とほぼ同時に脚 3が離地する (ψ̂1

2≈2βπに対応)．2(1−β)π⪅ ψ̂1
2⪅2βπ

の領域すべてが解であるので，その自由度は，脚 2と脚 3の遊脚部分がほと
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んど重ならない範囲 (位相差 2(1−β)π⪅ ψ̂1
2⪅2βπ)で，脚 1-2の足跡図を脚 3-4に対

して自由にスライドできることを意味している (Fig. 3.6A-a,bで，脚 2の遊脚
部分 (黄色の四角形)が水平方向の矢印の範囲内におさまるように，濃い部
分を淡い部分に対してスライドできる)．
この歩容は，遊脚運動が脚 2と 3を基準にして，それぞれ先頭と最後尾に
向かって伝搬する歩容になっている．このように，遊脚運動がある部分から

それぞれ先頭と最後尾に向かって進むような解集合を，わきだし波解集合

(Source wave gaits)と呼ぶ．なお，他の脚を基準とするわき出し波解集合と区
別するために，本研究では後退波の基準となる脚の番号を使って，“脚 3基
準のわきだし波解集合”と呼ぶ．このような進行波と後退波がわき出す形で
共存するような歩容はヤスデにおいて観測されている [73, 74]．

Fig. 3.4の Retrograde wave gaitsと表記された解集合は，つぎのような位相差
を示す．

2(1−β)π ⪅ ψ̂1
1 ⪅ 2βπ, ψ̂1

2 ≈ 2βπ, ψ̂1
3 ≈ 2βπ

この解集合の要素 Ψ̂1(pR) = [3.97 5.29 5.29]T (Fig. 3.4の点 pR)の足跡図を Fig. 3.6B
に示す．これまでの議論と同様，脚 2を基準にして遊脚運動が前から後ろに
向かって伝搬する．一方，ψ̂1

1は一意に決まっておらず，脚 1と脚 2の遊脚部分
がほとんど重ならない範囲 (2(1−β)π⪅ ψ̂1

1⪅2βπ)で，脚 1の足跡図を脚 2-4に対し
て自由にスライドできる (Fig. 3.6Bで脚 1の遊脚部分 (黄色の四角形)が水平方
向の矢印の範囲内におさまるように，濃い部分を淡い部分に対してスライ

ドできる)．特に位相差 ψ̂1
1≈2βπの場合 (Fig. 3.4の境界点 pBR付近)には，脚 1が

接地するとほぼ同時に脚 2が浮く．よって，すべての遊脚運動が前から後ろ
の脚へと伝搬する．この解集合を後退波解集合 (Retrograde wave gaits)と呼ぶ．
このように遊脚が前から後ろに伝搬する歩容は，ある種のムカデなどにお

いて観測される [44]．
最後に，Fig. 3.4のDirect wave gaitsと表記された解集合は，つぎのような位
相差を示す．

ψ̂1
1 ≈ 2(1−β)π, ψ̂1

2 ≈ 2(1−β)π, 2(1−β)π ⪅ ψ̂1
3 ⪅ 2βπ

この解集合の要素 Ψ̂1(pD) = [1.13 0.98 1.50]T (Fig. 3.4の点 pD)の足跡図を Fig. 3.6C
に示す．これまでの議論と同様，脚 3を基準にして遊脚運動が前方に向かっ
て伝搬する．一方，ψ̂1

3は一意に決まっておらず，脚 3と脚 4の遊脚部分がほと
んど重ならない範囲 (位相差 2(1−β)π⪅ ψ̂1

3⪅2βπ)で，脚 1-3の足跡図を脚 4に対し
て自由にスライドできる (Fig. 3.6Cで脚 3の遊脚部分 (黄色の四角形)が水平方
向の矢印の範囲内におさまるように，濃い部分を淡い部分に対してスライ

ドできる)．位相差 ψ̂1
3≈2(1−β)πの場合 (Fig. 3.4の境界点 pBD付近)には，脚 4が接
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地するとほぼ同時に脚 3が浮く．よって，すべての遊脚運動が後ろから前の
脚へと伝搬する．この解集合を進行波解集合 (Direct wave gaits)と呼ぶ．この
ような歩容はヤスデなどにおいて観測される [44]．
これらの結果から，本システムには生物で観測される 3種類の波 (後退波，

進行波，わきだし波)が存在することがわかった．これらの歩容はあらかじ
め決められたものではなく，位相リセットを通した環境との相互作用の結果

得られたものである．なお，得られた解の特徴をわかり易く示すために 3つ
の集合に分類したが，これらの解集合は 3次元空間上で平面を変えながら
鎖状につながっている (Fig. 3.4A)．さらに，この解集合全体の両境界 (Fig. 3.4
の点 pBD, pBR)付近が，進行波と後退波に対応する．この結果を N+1個の脚を
もつシステムに対して一般化し，さらに解の本質的な特徴を理解するため

に，次節から数理的に解析する．

3.3 多足歩行の数理解析

本章では，シミュレーション結果をふまえて物理的な仮定を導入し，解析

解を求める．

3.3.1 物理的仮定

3.2章のシミュレーションでは，ω ≪
√

kt/miであるようなパラメータで運動

を分析した．これは腰のバネの振動に対して，振動子で記述される脚の振

動が非常に遅いことを意味している．よって，速度・加速度は考えず，静的

なつり合い式より運動を分析できると仮定する．具体的には，Fig. 3.1のモ
デルの地面は剛体であるとし，セグメント間のダンパ係数は dt = 0とする．
この時，各セグメント iの力のつり合いの式 (1次元)は以下の形で書くこ

とができる． 
kt(x2−x1)+R1=mBg i=1

kt(xi−1−xi)+kt(xi+1−xi)+Ri=mg i= [2,N]

kt(xN−xN+1)+RN+1=mBg i=N+1

(3.8)

ここで，Riは地面から受ける抗力であり，以下の制約条件を満足しなけれ

ばならない． Ri = 0, Legi is in the air (l(ϕi) ≤ xi)

Ri > 0, Legi is on the ground (l(ϕi) = xi)
(3.9)
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位相 ϕ1 · · · ϕN+1 の N+1個が既知であるときに，シンプルモデルの未知量は
x1 · · · xN+1, R1 · · ·RN+1の 2(N+1)個である．物理的に矛盾のない ((3.9)式に矛盾し
ない)接地脚集合 S = {i | Leg i is on the ground}を選べば，脚が接地している場合
(i ∈ S )は xi = l(ϕi)，脚が浮いている場合 (i < S )は Ri = 0となり，未知量のうちの
N+1個は既知となる．よって，N+1個のつり合いの式 (3.8)を解くことで，シ
ンプルモデルの未知量が計算できる．つまり，静的なつり合いを仮定する

ことで，シンプルモデルは N+1個の位相で縮約されたモデルになる．

3.3.2 位相ダイナミクス

3.2章のシミュレーションでは連続性を考慮して一次フィルタを導入した
が，時定数 τは振動子の周期に比べて十分小さかった．よって，解析解を求

めるためにはデルタ関数が本質であると考え，解析モデルにおける位相ダ

イナミクスは，(3.3)式において時定数 τをゼロにしたものとする．

dϕi

dt
= ω + ui (3.10)

以後，変数 ϕ1, ψi = ϕi+1 − ϕi (i = 1, 2, . . . ,N)を状態量として扱い，(3.10)式のダイ
ナミクスを以下で書き換える．

dϕ1

dt
= ω + u1,

dψi

dt
= ui+1 − ui (i = 1, 2, . . . ,N) (3.11)

脚 jが接地する直前でポアンカレ断面 Σ j を定義して，断面上の位相差を

Ψ j ≡ [ψ j
1 ψ

j
2 . . . ψ

j
N]T と表す．ポアンカレ断面 Σ j上の 1周期写像は，(3.11)式を

(3.6)式を用いて 1周期積分して以下のように書ける．

ψ
j
i 7→ ψ

j
i + ϕ

td
i − ϕtd

i+1 (3.12)

なお，1周期の間に各脚は必ず 1回だけ位相リセットを経験するものとし，
積分時間は T = ϕtd

j /ωである．この式から，振動子 iの接地位相 ϕtd
i を求めるこ

とが出来れば，ポアンカレ写像を計算できる．

3.3.3 接地条件

脚 iが接地する直前に，セグメント iの地面からの高さ xi と，脚の長さ

li(= l(ϕtd
i ))は一致しなければならない (接地条件)．xiはつり合いの式 (3.8)を解
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いて導出できるので，脚 iの接地位相 ϕtd
i に対する位相関係式として表現す

ることができる (接地条件式)．
特に，脚 iが接地する直前において，脚 iの両隣りの脚が地面に接地して

いる（なお，i=1, N+1なら片隣りの脚は接地している）場合を考える．この
時，xi−1= l(ϕi

i−1), xi= l(ϕtd
i ), xi+1= l(ϕi

i+1), Ri=0であるので，脚 iの接地条件式はつり合
いの式 (3.8)を解いて以下のように簡単に求めることができる．ここで，脚 i
が接地する直前の振動子 j(, i)の位相を ϕi

jとした．

l(ϕtd
i ) =


f (ϕi

i−1, ϕ
i
i+1) i ∈ [2, N]

fB(ϕi
N) i = N + 1

fB(ϕi
2) i = 1

(3.13)

f (ϕh, ϕf) =
1
2
{l(ϕh) + l(ϕf)} −

mg
2kt

(3.14)

fB(ϕ) = l(ϕ) − mBg
kt

(3.15)

(3.13)式の位相 ϕi
i−1, ϕ

i
i+1は，(3.7)式において ϕi

i = ϕ
td
i であることを用いて，ϕ

i
i−1 =

ϕtd
i −ψi

i−1, ϕ
i
i+1=ϕ

td
i +ψ

i
iと表せることに注意する (先頭と最後尾の場合も同様)．な

お，脚 iが接地する直前の位相差を ψi
jと表した．

3.3.4 わきだし波，後退波解集合の導出と安定解析

本システムは支配方程式 (3.8)(3.9)が各脚の接地と離地で切り替わるハイ
ブリッドシステムであり，接地脚集合によって接地条件式は変化する．位相

リセットは脚の接地時に起こるため，脚の接地する順番も重要である．以

上の要因から，このシステムの解を大域的に分析するのは非常に難しい．

本節ではシミュレーション結果から解の特徴を仮定し，その仮定をもとにし

て解析解を導出する．また，本システムの本質はわきだし波解集合 (3.2.3節)
であり，後退波解集合も進行波解集合もこの解を基に説明できる．よって，

はじめにわきだし波解集合の解の導出について説明する．

本節では，脚 k−1と kの間の位相関係 ψk−1が一意に定まらない，脚 k基準の
わきだし波解集合の導出を行う (なお，k ∈ [2,N]であり，k=2の場合は後退波
解集合に対応している)．ポアンカレ断面は脚 kが接地する直前 Σkで定義し，

脚 iが接地するイベントをイベント iと呼ぶ．以後の議論では kを固定して
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議論する．また，周期解になるための条件は，(3.12)式より以下で書き表さ
れる．

ϕtd
1 = ϕ

td
2 = · · · = ϕtd

N+1 ≡ ϕ̂td (3.16)

すなわち，周期解では，すべての脚の接地位相が ϕ̂tdとなる．このとき，周

期解 Ψ̂kは以下の手順で導出される．

1. シミュレーション結果の類推から，イベント i直前の接地脚集合を仮定
する．それをもとに，遊脚の波の幾何的な特徴を議論する．

2. 遊脚の波の幾何的特徴をもとに，脚の接地する順番が決定される．こ
れにより，各接地イベントの位相リセットで，位相差がどのように発展

するかが議論でき，各脚の接地直前の位相差がΨkと位相リセット量 (ϕtd
i

の関数)で表せる．

3. 接地条件式 (3.13)と周期解条件式 (3.16)をつかってΣk上で周期解を求める．

4. 導出した解に対して，手順 1で仮定した接地脚集合が物理的に妥当で
あることを確認する．

解に対する仮定と遊脚の波の幾何的特徴

シミュレーション結果の類推から，接地脚集合と位相に対して以下のよう

に仮定する (Fig. 3.2参照)．

(B1)すべての振動子の接地位相は遊脚相の Landing相に含まれる．

(B2)脚 kが接地する直前において，前脚 k−1は接地しており，その位相は支
持脚相または遊脚相の Takeoff相である．後脚 k+1は接地しており，その
位相は遊脚相の Takeoff相である.

(B3)各脚 i ∈ [k+1, N]2が接地する直前において，前脚 i−1は接地しており，そ
の位相は支持脚相である．後脚 i+1は接地しており，その位相は遊脚相
の Takeoff相である (後退波の性質)．

(B4)各脚 i ∈ [2, k−1]が接地する直前において，前脚 i−1は接地しており，そ
の位相は遊脚相の Takeoff相である．後脚 i+1は接地しており，その位相
は支持脚相である (進行波の性質)．

2本論文では場合分けが多くなるのを防ぐため，区間の定義に矛盾する区間 (たとえ
ば [3, 2]など)は空集合として扱う．
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......

Leg kFloat legFloat leg

Direct wave Retrograde waveTouchdown

Float leg
One wave length

Fig. 3.7:Retrograde wave and Direct wave at Leg k touchdown.

(B5)先頭の脚 1（あるいは最後尾の脚 N+1）が接地する直前において，隣り
の脚 2（あるいは脚 N）は接地しており，その位相は支持脚相である．

以上の仮定より，解の幾何的な特徴が限定される．仮定 (B1)は，すべての
脚について位相リセットが必ず一度起こることを保証している．仮定 (B2,3)
は，遊脚の波が脚 kから N+1に向かって進んでいくこと (後退波)を意味して
おり，脚が接地したあとに後ろ隣りの脚が離地することを意味している．

仮定 (B4)は，遊脚の波が脚 k−1から 1に向かって進んでいくこと (進行波)を意
味しており，脚が接地したあとに前隣りの脚が離地することを意味してい

る．β>1/2であるので，これらの性質から，遊脚 1つ分の波が後退（進行）し
ていくことがわかる (遊脚が 2つ連続することはない)．
また，後退波部分の脚 i ∈ [k+1,N+1]に対して，前脚 i−1が接地した瞬間の

脚 iの位相を ϕfs
i ≡ ϕi(ttd

i−1)と定義して，ϕi ∈ (ϕfs
i , ϕ

td
i ]である脚 iを浮遊脚 (float leg)と

呼ぶ (この位相範囲で脚が浮いていない場合もあるが，便宜上このように呼
称する)．進行波部分の脚 i ∈ [1, k−1]に対しても同様に，後脚 i+1が接地した
瞬間の脚 iの位相を ϕfs

i ≡ ϕi(ttd
i+1)と定義して，ϕi ∈ (ϕfs

i , ϕ
td
i ]である脚 iを浮遊脚と

呼ぶ．この定義と仮定 (B2-4)から，浮遊脚 1つが時間とともに進行 (後退)し
ていくことがわかる (Fig. 3.7)．

接地イベントにおける位相差発展

これらの幾何的特徴を用いることで，接地イベントが起こる順番が浮遊

脚を基準にして決定できる．たとえば Σk上で脚 j(> k)が浮遊脚であり，脚 k+1
から脚 j−1が接地している場合に，後退波部分 (k ≤ i ≤ j)の接地イベント iが
どのような順番で起きるかを Fig. 3.8のように表すことができる．Fig. 3.8で
は，脚 kから脚 jの間の位相関係と接地状況を表しており，時間が進むにつ
れて，脚 kから，脚 j，k+1，k+2，k+3...と順に接地していき，最終的には脚 j−1
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Fig. 3.8:Evolution of phases at touchdown events in the case that Leg j is in the air just before
event k. Figure shows the phase and geometrical relations among Leg k-Leg j.

が接地する状況を表している．なお，この接地イベントの順番は，浮遊脚 1
つ分の波が後ろに進んでいく (B4)という性質を使って導かれる．
これにより位相リセットの起こる順番が決まるため，各イベントでの位

相差発展が議論できる．Fig. 3.8では，それぞれのイベントにおける振動子
間の位相差が，位相リセットによってどのように発展するかについても表し

ている．振動子 iの隣りとの位相差 ψi, ψi−1は，各イベント iを経験する度に，
位相リセット量 2π− ϕtd

i に対応する変化を受ける．たとえば，Fig. 3.8のイベン
ト j直前の位相差 ψ

j
i は，その前のイベント kの影響を受けて脚 kの位相に関

連する位相差 ψ
j
k, ψ

j
k−1のみがΨ

kに対して変化していることがわかる．その他

の位相差は対応するΨkと同じである．

したがって，Σk上の浮遊脚 jがわかれば，任意のイベント s ∈ [k, j]直前の位
相差 ψs

s−1, ψ
s
sは，ポアンカレ断面 Σ

k上の位相差 ψk
s, ψ

k
s−1と接地位相 ϕtd

s−1, ϕ
td
s+1を

使って表せる．たとえば，イベント s ∈ [k+1, j−2]直前では，前隣りの脚のみ
が位相リセットを経験しているので，ψs

s−1 = ψ
k
s−1−(2π−ϕtd

s−1), ψs
s = ψ

k
sと表すこと

ができる，他のイベント k, j−1, jの場合については Fig. 3.8に記述してある．
なお，この議論は進行波の部分についても同様に展開できる．



3.3. 多足歩行の数理解析 47

周期解の導出

仮定 (B2-5)から，任意のイベント i直前において脚 iの両隣りの脚は接地し
ている (i=1, N+1なら片隣りの脚は接地している)ため，周期解のすべてのイ
ベントに対する接地条件式は簡単化されて，(3.13)式になる．さらに，イベ
ント i直前の振動子 iの隣りとの位相差 ψi

i−1, ψ
i
iは，Fig. 3.8の議論を行うこと

で，Σk上の位相差 ψk
i , ψ

k
i−1と接地位相 ϕtd

i−1, ϕ
td
i+1を使って表すことができる．つ

まり，周期解条件式 (3.16)を使えば，すべての脚の接地条件式 (3.13)は，接地
位相と周期解の位相差 (ϕ̂td, ψ̂k

i (i=1, . . . ,N))のみを使って表すことができる．以
上より結局，それぞれのイベント iにおける接地条件式は以下で表わされ
る．なお，付録 B.1に詳細な説明を加えた．

l(ϕ̂td) =



fB(ϕ̂td+ψ̂k
1−2π) i=1∈ Jk

D,

fB(ψ̂k
1) i=1< Jk

D,

fB(ϕ̂td−ψ̂k
N) i = N+1∈ Jk

R

fB(2π−ψ̂k
N) i = N+1< Jk

R

f (ϕ̂td−ψ̂k
i−1, ϕ̂

td+ψ̂k
i −2π) i ∈ S 1,

f (2π−ψ̂k
i−1, ψ̂

k
i ) i ∈ S 2,

f (ϕ̂td−ψ̂k
i−1, ψ̂

k
i ) i ∈ S 3,

f (2π−ψ̂k
i−1, ϕ̂

td+ψ̂k
i −2π) i ∈ S 4

(3.17)

ここで，集合 S 1,2,3,4は以下で定義される自然数 i ∈ [2,N]の集合である.

S 1 = {i | i = k, or i ∈ Jk
D, or i ∈ Jk

R}
S 2 = {i | i − 1 ∈ Jk

D, or i + 1 ∈ Jk
R}

S 3 = {i | i ∈ [2, k − 1], and i < Jk
D, and i − 1 < Jk

D}
S 4 = {i | i ∈ [k + 1,N], and i < Jk

R, and i + 1 < Jk
R}

なお，Jk
D(Jk

R)は進行波 (後退波)部分の浮遊脚集合であり，Jk
D(Jk

R)の要素 jD( jR)は，
Σkにおいて脚 jD( jR)が浮遊脚であるという条件を満たす自然数 jD ∈ [1, k−2]( jR ∈
[k+2,N+1])と定義している．S 1,2,3,4は浮遊脚に基づく集合であり，イベント

iまでに脚 iの両隣の脚が位相リセットを経験しているかどうかに応じた 4
通りの場合分けをあらわしている．S 1は，kと浮遊脚である脚のインデック
ス集合であり，両隣の脚は位相リセットを経験していない．S 2は，前隣りあ

るいは後ろ隣りの脚が，それぞれ進行波あるいは後退波部分の浮遊脚であ

る脚のインデックス集合であり，両隣の脚が位相リセットを経験している．
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S 3(S 4)は，進行波 (後退波)部分で，自身と前隣り (後ろ隣り)の脚が浮遊脚で
はない脚のインデックス集合であり，後脚（前脚）のみが位相リセットを経

験している．周期解の接地条件式 (3.17)を仮定 (B1-5)を使って解くことで，ϕ̂td

と ψ̂k
i (i = 1, . . . ,N)を求めることができる．詳細は付録 B.2を参照．接地位相 ϕ̂td

は，

ϕ̂td = 2π − mBg
ktb

(3.18)

と求まり，ψ̂k
i (i = 1, . . . ,N)は以下のように求められる．

ψ̂k
i =



ψa i = k − 1,

ψb i = k,

2(1−β)π− (2mB−m)g
ktb

i ∈ Jk
D,

2(1−β)π− (3mB−m)g
ktb

i∈ [1, k−2], and i< Jk
D

2βπ +
(2mB − m)g

ktb
i + 1 ∈ Jk

R,

2βπ +
(3mB − m)g

ktb
otherwise

(3.19)

ここで，ψaは以下を満たす任意の定数であり，

2(1 − β)π − (3mB − m)g
ktb

< ψa ≤ 2βπ (3.20)

ψbは ψaを使って以下で表わされる．

ψb =


ψa+(4β−2)π+

(4mB−m)g
ktb

ψa<C

2βπ+
(3mB−m)g

ktb
C≤ψa≤2βπ

(3.21)

ここで，C = 2(1−β)π−mBg/(ktb)，b = as/((1 − β)π)である．以上から，解は 1自由
度分が一意に決まらず，連続する 2つの集合にわかれていることがわかる
(本論文では順に解集合A，解集合 Bと呼称する (Fig. 3.9))．なお，周期解の場
合，脚 jR ∈ [k+2,N+1]が集合 Jk

Rの要素であるかどうかは位相関係で表すこと

ができる．脚 jR−1が接地した瞬間の脚 jRの位相 ϕfs
i は，仮定 (B3)より脚 jR−2

が支持脚相であることからつり合いの式 (3.8)で ϕfs
i = 2βπ+(2mB−m)g/(ktb)で決

まる．よって，脚 jRが断面 Σk上で浮遊脚であるための位相条件は以下で求め

られる．

2βπ +
(2mB − m)g

ktb
< ϕk

jR ≤ ϕ̂
td (3.22)
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Solution set B 

Solution set A 

Fig. 3.9:Relation between ψa and ψb

同様にして，Jk
Dの要素 jDは以下の条件を満たす自然数 ( jD ∈ [1, k−2])となる．

2βπ +
(2mB − m)g

ktb
< ϕk

jD ≤ ϕ̂
td (3.23)

すなわち，ϕk
jが (3.22)あるいは (3.23)式を満足すれば， jは浮遊脚集合 Jk

Rある

いは Jk
Dに属することがわかる．

仮定した接地脚集合の物理的妥当性の確認

シンプルモデルのパラメータ条件 (m/2<mB <m, 1/2< β< 1, mg< ktas(3.2節参
照))を満たしていれば，仮定 (B2-5)で仮定した接地脚集合は物理的に妥当で
あることが確認できる (付録 B.3)．ここで，物理的に妥当であるとは，仮定
した接地脚集合が制約条件 (3.9)に矛盾しないことである．

安定解析

本節では，求めた周期解 ψ̂k
i に対して，外乱 ∆ψ

k
i , (i = 1, . . . ,N)をイベント kの

直前（ポアンカレ断面 Σk
p上）で与える (ψk

i = ψ̂
k
i +∆ψ

k
i )．この外乱の１周期分の

線形写像 [DP]を求めることで，このシステムの安定性を評価する．なお，
計算の簡単のために，各イベント iにおけるタッチダウン位相 ϕtd

i を，周期解

のタッチダウン位相 ϕ̂tdとの差 ∆ϕtd
i を使って ϕtd

i = ϕ̂
td + ∆ϕtd

i のように記述する．

本研究では，外乱は仮定 S1-5を破らない，また，集合 Jk
D, Jk

Rの要素を変えな

いとして安定性の議論を進める．

これらを接地条件式 (3.17)に代入して計算することで，タッチダウン位相
の変化量 ∆ϕtd

i を ∆ψ
k
i を使って表すことが出来る．この ∆ϕ

td
i を式 (3.12)に代入す

ることで，1周期後の誤差発展行列 [DP]N×N を求めることができ，固有値の
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集合 λSkがそれぞれ解集合A,Bに対して以下のように計算できる．誤差発展
行列等の詳細な導出は付録 B.4に記す．

λSk =


{1, 1/2, 2/3, . . . , 2/3}, 2(1 − β)π − (3mB − m)g

ktb
< ψ̂k

k−1 < 2(1 − β)π − mBg
ktb

{1, 2/3, 2/3, . . . , 2/3}, 2(1 − β)π − mBg
ktb

< ψ̂k
k−1 < 2βπ

(3.24)

それぞれの解集合A,Bに対して最大固有値は１であるため，それぞれの解
は中立安定である．なお，中立安定な固有ベクトルの方向は，それぞれ解

が一意に定まらない方向と一致している (付録 B.4)．また，それ以外の固有
値は 1未満のため，中立安定な固有ベクトル方向を除いた空間において，こ
の解は安定であることが分かる．なお，先に議論したように，この安定解

析は解集合の境界と集合 Jk
D, Jk

Rの切り替わり点においては厳密には意味を

なさない．

3.3.5 進行波解集合の導出と安定解析

進行波解集合をシステムの対称性を考慮して導出する．あるポアンカレ断

面Σk上で初期値 (ϕk
1, ϕ

k
2, . . . , ϕ

k
N+1)を与えた場合の解の流れを，Φk(t; ϕk

1, ϕ
k
2, . . . , ϕ

k
N+1)

と表す．なお，Φの上付き添え字 kは，初期値を与えた時のポアンカレ断面
Σkに対応している．このとき，このシステムの脚番号に対する前後対称性

から以下の関係式が成り立つ．

Φk(t; ϕk
1, ϕ

k
2, . . . , ϕ

k
N+1) = ΦN−k+2(t; ϕk

N+1, ϕ
k
N , . . . , ϕ

k
1) (3.25)

脚 2基準のわきだし波解集合 (後退波解集合)の解集合Bについてこの対称性
を使うことで，ポアンカレ断面 ΣN 上で周期解 ψ̂N

i (i = 1, 2, . . . , N)を得ること
ができる．具体的には k=2の場合の (3.19)式の ψ̂2

i を使って，ψ̂
N
i = 2π− ψ̂2

N+1−iで求

められる．

ψ̂N
i =


ψc i = N

2(1−β)π− (2mB−m)g
ktb

i ∈ JN
D

2(1−β)π− (3mB−m)g
ktb

otherwise.

(3.26)

なお，ψcは以下を満たす任意の定数である．

2(1 − β)π ≤ ψc ≤ 2βπ +
mBg
ktb

(3.27)
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Fig. 3.10:Source wave gaits projected on the ψk−1-ψk-ψk+1 space.

また，集合 JN
D は，Σ

N における浮遊脚 jD ∈ [1,N−2]の集合であり，わきだし波
解の場合と同様に求めることができる．

解の安定性についても，対称性を使って脚 2基準のわきだし波解の解集合
Bの場合と同じ議論が出来る．結果，1周期後の誤差発展行列 [DP]N×N の固

有値の集合 λDが以下のように計算できる．

λD = {1, 2/3, 2/3, . . . , 2/3} (3.28)

最大固有値は１であるため，解は中立安定である．なお，中立安定な固有

ベクトルの方向は，解が一意に定まらない方向と一致している．また，そ

れ以外の固有値は 1未満のため，中立安定な固有ベクトル方向を除いた空
間において，この解は安定であることが分かる．

なお，脚 kを基準としたわきだし波解集合の境界 (解集合 A側の境界 (Fig.
3.9の左境界)と，脚 k+1を基準としたわきだし波解集合の境界 (解集合B側の
境界 (Fig. 3.9の右境界))は，同一ポアンカレ断面上で一致する (概略図を Fig.
3.10に示す)．また，脚 N基準のわきだし波解集合の境界 (解集合 A側の境界
(Fig. 3.9の左境界)と，進行波解集合の境界も一致する．つまり，得られたす
べての解集合は平面を変えながら鎖状に結合しており (Fig. 3.10)，この全体
集合の両境界付近が，生物の進行波，後退波のような歩容に対応している．

3.3.6 シミュレーション結果との比較

本分析の妥当性を検証するために，シミュレーションのパラメータを用い

て，シミュレーション結果と解析解をポアンカレ断面 Σ1上で比較した (Fig.
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3.4)．太い点群がシミュレーション結果に対応しており，線分が解析解に対応
している．

シミュレーション結果と解析解は非常によく一致しており，本解析が妥当

であることを示している．それぞれの解集合（進行波を除く）は，解析解で

導出したように解集合 A(斜め方向の直線)と B(軸に平行な直線)で構成され
ている．また，基準脚 2のわきだし波解集合 (後退波解集合)と基準脚 3のわ
きだし波解集合がつながっていることも，Fig. 3.4Bで見て取れる．さらに，
Fig. 3.4Cでは，基準脚 3のわきだし波解集合と，進行波解集合がつながってい
る．なお，解集合がジャンプしているところが解析解において存在するが，

これは Σ1上における浮遊脚集合が変化したところに対応している．一方，

シミュレーションにおいては，位相リセットは 1次フィルタで平滑化されてい
るため，解集合は解析解の特徴をとらえて比較的緩やかに変化している．

3.3.7 得られた解析解の空間的な特徴

これまでの議論をまとめて，脚 k基準のわきだし波解集合の空間的な特
徴を議論する．この解は，ある脚 kと k − 1を基準にして，それぞれ空間的に
等方な波が先頭と最後尾に向かって進んでいくような特徴をもっている．こ

れはヤスデで観測されるようなわきだし波をもつ歩容と対応している．脚

間の距離を１と定義すれば，各波の波長 λと速さ vは，周期解 (3.19)から以下
のように導出できる．

λ =

1
1−β −

mBg
2ktas

1 − (3mB−m)g
2ktas

, (3.29)

v =
λω

2π
. (3.30)

これより，デューティー比 βが大きい，波の波長 λは長く，速さ vは大きいこと
がわかる．一方で，3.3.4節で述べたように，パラメータに依存せずに，１波
長の波に含まれる浮遊脚は必ず１つである．解集合で位相差 ψk

k−1は一意に

決まらないので，この等方的な２種類の波（進行波と後退波）の位相関係

には自由度がある．

もし基準脚 k=2であり，脚 k − 1と kの間の位相差 ψ1 ≈ 2βπであれば，遊脚の
波が波長は (3.29)式，速さは (3.30)式に従い前から後ろにほぼ等方的に進ん
でいく．これはムカデのような後退波の歩容に対応する．一方で，この議論

の前後を入れ替えれば，ヤスデのような進行波の歩容に対応する．よって，

N+1脚の一般化されたシステムにおいても，進行波，後退波，わきだし波に
対応する歩容が解として存在することがわかった．
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3.4 議論

3.4.1 センサフィードバックが歩容生成に及ぼす影響

本研究の結果，位相リセットが多足歩行において観測される秩序だった波

（進行波，後退波，わきだし波）を生成するのに重要であることが分かった．

特に，波を生成するのに可能な限り単純化したモデル（ミニマルモデル）

を用いたことにより，胴体の弾性要素を通した環境との相互作用が秩序形

成に本質であることが明確になった．また，解析的分析により，この分析が

本質的であるパラメータ領域を明確にでき，さらに，脚数に依存しない一

般的な現象であることも明確に示した．

このような，センサフィードバックの歩容生成に対する影響を分析した研

究は，多足歩行にかかわらず多くの対象に対してなされている．たとえば，

４足歩行に対して，足負荷荷重に応じて振動子のリズムを分散的に調節す

ることで，環境との相互作用の結果，トロットやウォークに対応する歩容が

得られたもの [30]，位相リセットの結果としてトロットやウォークに対応する
歩容が，遷移にヒステリシスを伴って得られることを示したもの [62]，荷重
フィードバックでウォーク，トロット，ギャロップ歩容が速度に応じて得られる

ことを示したもの [31]などがある．６足歩行に関しても，位相リセットの結
果としてトライポッドやメタクロナル歩容に対応する歩容が得られること

を示したものや [32]，位相リセットの結果として昆虫で観測されない後退波
も生成されることを示したもの [76]がある．これらの結果は，胴体の運動
を介したセンサフィードバックの影響によって歩容が決定されているという

点で，本研究結果と関連している．

これらの関係性を脚数にかかわらずに今後一般化するためにも，本研究

で行った解析は重要である．加えて，本システムの解の大域的構造の分析

も重要である．たとえば，このシステムで沈みこむような波がなぜ存在し

ないのかについては，生物と対応した興味深い問題である．

3.4.2 位相差が一意に決まらない物理的解釈

本研究では，解として得られた歩容の位相差に一意に定まらないものが

あった．安定解析の固有値 1に対応する位相差である．これは，本システム
に保存量が存在していることに起因すると考えられる．ポアンカレ断面 Σ j
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上でスカラー量Φ jを以下で定義する．

Φ j =

N∑
i=1

ψ
j
i (3.31)

このときに，このスカラー量の１周期写像は式 (3.12)を用いることで以下の
ように書くことができる．

Φ j 7→ Φ j + ϕtd
1 − ϕtd

N+1 (3.32)

ここで，仮定 (B5)が成り立つ場合，ϕtd
1 = ϕ

td
N+1 = ϕ̂

td(式 (3.18))であるから，Φ j 7→ Φ j

となり，Φ jが保存量となる．少なくとも解集合に対して (B5)は成り立ってい
るので，Φ jは解集合の保存量であり，これに対応して解の位相差が任意に

なると考えられる．

この保存量の物理的解釈を考えるために，仮定 (B5)下において，ϕtd
1，ϕ

td
N+1

の値をm1，mN+1を使って表す．

ϕtd
1 = 2π − m1g

ktb
, (3.33)

ϕtd
N+1 = 2π − mN+1g

ktb
, (3.34)

この式より，仮定 (B5)下での ϕtd
1 = ϕ

td
N+1の関係式は，m1 = mN+1という条件下で

成り立つ関係であることがわかる．つまり，この保存量は，本モデルにおけ

る前後対称性 (m1 = mN+1 = mB)に起因していると解釈できる．
以上のように，モデルの前後対称性に起因して解の位相差が一意に定ま

らず，進行波，後退波が共存することが分かった．これらの解の中には，実

際の生物で観測されるような歩容を含んでいる．しかし，ヤスデの場合は

前進時に進行波を選択し，U字に屈曲して進む際に，進行波と後退波がわ
きだし波で存在する [73, 74]．このような波の選択メカニズムは本研究では
説明できていない．しかし，本議論を基にすると，前後対称性を崩して保

存量をなくすことで，生物に対応する波の選択メカニズムを説明できる可

能性は十分ある．たとえば，歩幅は前後対称性を崩す重要な要素かもしれ

ない．また，生物に対して前後対称性を崩したときに何が起こるかという

分析も，メカニズムを知るうえで興味深い実験であると示唆できる．

3.4.3 多足生物の歩容生成メカニズムへの知見

本論文では生物の歩容が力学系における安定な解（あるいは不変集合）

として表されるという立場 [61]に立っており，その力学系の構造の本質的な
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部分は，重要な要素のみを取り出すことで記述することができると考えて

いる [34]．そして，その理解を積み重ねてモデルを複雑化していくことで，
最終的には多くの現象を説明できるようになると考えている．また，本論

文では，多くの生物学者が指摘しているような，環境との相互作用の歩容

生成・適応性への影響に着目した．

この方針に沿って，位相リセットという単純な環境との相互作用に着目し，

生物で観測される進行波，後退波，わきだし波すべてが存在しうるミニマ

ルモデルを見出した．ミニマルモデルは可能な限り単純化したモデルであ

るために，現象の本質をとらえやすい．つまり，本研究では，静的で，胴体

に弾性成分が存在する場合において，位相リセットが秩序だった波（進行波，

後退波，わきだし波）を作るのに重要であることを示すことができた．さ

らに，本現象の原理と，それが起こりうる領域と安定性に関して，解析的

に議論を行って明らかにした．これが本論文の歩容メカニズム理解に対す

る寄与である．

しかしながら，生物で観測される現象のすべてが説明できているわけで

はない．たとえば，序論で述べたような，ヤスデが進行波を好み，U字歩
行においてわき出し波を選択する現象 [73, 74]や，脚が地面と接地していな
かった場合に足の動きが止まる現象 [77]は，われわれのモデルでは説明で
きない．また，ムカデは脚の動きが左右逆相であるのに対してヤスデは左

右同相であること [44, 72]については考慮できていない．特に，本研究では，
進行波，後退波，わきだし波の存在は再現できたが，それぞれの波では遊

脚一つのみが進んでいく．生物で観測されるように隣り合う複数の脚が同

時に浮いて進んでいく [72]わけではない．この現象は，モデルの構造に依存
する結果かもしれないが，理由については本論文で明確にできていない．

今後に生物との比較を行うためにも，連続した遊脚が存在しない理由に関

して，接地脚集合の仮定をなくして解析を行い，生物との関連を明確に議

論する必要がある．

しかし，この分析結果をもとにして，今後これらの現象を議論できる可

能性は十分にある．たとえば，前節の議論で示したように，歩幅を考慮す

るなどしてモデルの前後対称性と保存量をなくせば，波の選択原理に関し

ても議論することができるであろう．つまり，理解した力学構造をもとに，

要素を増やして複雑な現象を再現していくことは，事前知識なしに行うよ

りも見通しが良いと考えられる．これらのモデルの拡張は，今後の重要な

課題である．
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3.4.4 適応的なロボット制御系開発への知見

センサフィードバックを用いた脚ロボットの制御系を開発するうえで，セ

ンサフィードバックのどの要素が，どの範囲でどのように歩行に影響を及ぼ

すのかを理解しておくことは重要である．本研究は，ミニマルモデルを用

い，かつ，解析解をもちいて，その影響を明確にしようと試みた．結果，前

後対称な胴体が弾性要素を持ち，かつ，運動が静的であるとみなせる場合

において，あるパラメータ領域で位相リセットが歩容の秩序生成に寄与す

ることが明確になった．これを用いて，多足ロボットの歩容を生成する分散

的な制御則を設計することができると考えられる．

ただし，現在は限られた状況での解析にとどまっているので，今後は本研

究における単純化をもとに理解した力学構造を基盤として，不整地などよ

り現実的な状況を考慮していきたいと考えている．

3.5 おわりに

本研究では，位相リセットというセンサフィードバックに着目し，多足生

物で観測される遊脚の進行波，後退波，わきだし波を生み出すミニマルモ

デルを構築した．ミニマルモデルは可能な限り単純化したモデルであるた

めに，現象の本質をとらえやすい．本モデルを用いた動力学シミュレーショ

ンの結果，それらの波に対応する周期解が少なくとも中立安定に連続して

存在することが分かった．ただし，これらの歩容は振動子 (神経系)の結合で
あらかじめ決められていたわけではなく，位相リセットを通した環境との

相互作用によって創発した．

さらに，これらの現象を脚数によらず一般化し，さらに現象の成り立つ

パラメータ領域を明確にするために，静的なつり合いが成り立つなどの仮

定の下で解析解を導出した．結果，シミュレーション結果とよく一致する解

析解が得られ，それぞれの解の特徴が明確になった．特に，後退波解集合は

わきだし波解集合の一部の場合に対応しており，また，後退波解集合と進

行波解集合はシステムの対称性から同一なものであることがわかった．ま

た，解の位相差が一意に定まらず連続に存在する理由は，モデルの前後対

称性に由来する保存量の存在によって説明された．

このミニマルモデルを用いた解析により，センサフィードバックが多足歩

行の波の生成に及ぼす影響やメカニズムが明確になった．この知見をもと

にモデルを拡張することにより，生物で観測される具体的な現象を扱うこ
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とができると考えられる．また，センサフィードバックを用いた脚ロボット

の制御系を開発するうえで，センサフィードバックの歩行に対する影響とそ

の適用範囲を明確にすることは重要である．ただし，本研究は限られた現

象と状況に対する解析にとどまっており，今後は本ミニマルモデルで理解

した知見をもとに，より複雑な現象や状況を扱う必要がある．
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第4章

感覚情報を用いた4脚ロボットの脆弱な
環境における歩行方法

4.1 はじめに

本章ではこれまでの議論をもとに，感覚情報を用いたロボットの歩容生

成手法の一例として，脆弱な不整地における 4脚ロボットの歩行方法につい
て提案する．

大規模地震等の被災地における救助作業・復旧作業は，作業にあたる方に

とって重労働であり，かつ，2次災害によって更なる被害を受ける可能性があ
る危険な作業である．一方で，要救助者の生存率は 72時間を超えると急激
に低下してしまうため，被災現場では迅速な救助活動が求められる．近年，

このような作業をロボットで行うことが期待されており，我々はそのような

ロボットとして，走行能力と適応能力の高さから脚ロボットに注目する．

4脚ロボットが不整地で歩行するために，安定性は重要な要素である．4脚
ロボットの静的な歩き方に関して，重心 (Center of gravity(COG))を支持脚多角
形の内部において歩くという歩き方が初めに提案された [80]．広瀬らは安定
に階段を登ることのできる 4脚ロボットを設計した [81]．また，安定性を評価
する様々な指標 (正規化安定余裕)も提案されてきた [82]．安定余裕をできる
だけ大きく確保するような周期的な歩き方 [83]や，安定性を考慮して足場
を選んで歩くような歩行方法なども提案されている [84, 85]．一方で，静的
な歩行においては滑りを防ぐことも重要であり，脚先にかかる力を摩擦拘

束を満たして分散させる方法が提案されてきた [86, 87, 88, 89]．近年では，力
分散をおこなって実際に滑りを防げるようなロボットも開発されている [90]．
しかしながら，不整地で連続して歩行するためには，環境情報に基づい

て，ロボットの歩く経路や足場を適切に設定する必要がある．不整地にお

ける経路設計手法は，米国のDefense Advanced Research Project Agency (DARPA)に
よって行われた “Learning Locomotion program”によって大きく進展した．このプ
ロジェクトは 5つの研究グループによって進められ，環境情報とロボットの
位置が既知としたときに，4脚ロボット (Little Dog [91])で適切な足場を選択し



4.2. 手法 59

て不整地を走行できることが示された [92, 93, 94, 95]．このプロジェクトにお
いて，足場を選択するための効率のよいアルゴリズム [93]や，足場を分類
するための手法 [94]などが提案され，多くの学習手法も用いられた [95]．
幾何的な情報だけではなく，環境の触覚情報などを集めることも安定な

歩行において重要である．触覚フィードバックに基づいて環境を分類する研

究が近年多く行われている [96, 97, 98, 99]．例えば，足場に力を加えることで
環境の滑りやすさを推定し，この情報と視覚情報を組み合わせて視覚情報

から環境の滑りやすさを推定する手法が提案されている [96]．また，脚裏の
力分布や圧力変化に基づいて，脆弱な環境を推定する方法も提案されてい

る [98]．この手法では環境の崩壊を検知できるものの，足場が脆弱な環境に
おける安定な歩き方 (こけない歩き方)については提案されていない．
よって，本章では，脆弱な不整地における安定な歩行方法を提案する．触

覚情報をもとに脆弱な足場をどのように見つけて，そしてその情報をもと

にどのように歩くかという点に着目する．ロボットの経路計画手法につい

ては我々の主眼ではないため着目しない．

我々は以前に，脚探り歩行という脆弱な環境における歩行方法を提案し，

平坦な環境で実機実験して手法の妥当性を示した．具体的には，脚を接地

する際，その地面がある力以上で崩壊しないかどうかを確かめ，崩壊しな

い地面を選んで脚を接地させる．さらに，重心を移動させる際には，ここ

で確かめた力以上が地面にかからないことを保証する．結果，ロボットは

この手法を用いて，平面上でこけることなく安定に歩くことが出来る．

本章では，環境をランダムな斜面に拡張する．一般的な二次計画法を用

いて，脚先の力を滑らないように，かつ脚探りの拘束を満たすように分散

させる．様々な環境における力分散のシミュレーション結果により，本手法

の妥当性が示される．また，ロボットを用いた実機実験をランダムな斜面

上で行い，我々の手法の有効性も確認した．

4.2 手法

4.2.1 4脚ロボットとモデル

開発されたロボット (Fig. 4.1A)は胴体と 4つの脚からなり，それぞれの脚の
3つの関節はサーボモータで駆動される．脚先には床反力を計測するため
の 3軸力センサが搭載されている．姿勢センサと加速度センサが胴体の中
心につけられており，ロボットのパラメータは Table 4.1に示される．
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Fig. 4.1:Quadruped robot (A: robot and B,C: model).

Table 4.1:The Parameters of the robot.
Parameters Value Parameters Value

Body width [m] 0.15 Body mass [kg] 4.54
Body length [m] 0.29 Link1 mass [kg] 0.03
Link1 length [m] 0.072 Link2 mass [kg] 0.35
Link2 length [m] 0.109 Link3 mass [kg] 0.25
Link3 length [m] 0.172 Whole mass [kg] 7.06

Fig. 4.1B,Cは，それぞれ脚と前方から見たロボットモデルを表している．
胴体と脚のリンクは剛体である．それぞれの脚は，左前から時計まわりに

L1，L2，L3，L4と呼ぶ．Liは根本から順に 3つのリンク (リンク i1,i2,i3)と関節
(関節 i1,i2,i3)を持っている．脚 iの関節 i1はヨー軸関節で脚を前後に動かす．
関節 i2,i3はピッチ軸関節で脚を上下に動かす．座標系とロボットの変数は以
下のように示される (Fig. 4.1B,Cも参照)
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ΣG: OG − xGyGzG. 環境に固定された基準座標系
zG軸: 重力方向の逆方向

ΣR: OR − xRyRzR. ロボットの中心に固定されたロボット座標系
zR軸: ロボットの鉛直上向き方向
xR軸: ロボットの前進方向

ΣiS: OiS − xiSyiSziS. Liの接地点に固定された接地座標系

ziS軸: 垂直抗力の方向
xiS軸: 接地面の勾配方向

M: ロボットの総重量

g: 重力加速度

θi: zG軸と ziS軸の角度 (Liの接地面の傾斜角)
rR : ΣRの原点の位置ベクトル

ϕr,p,y: ロボットのロール ϕr，ピッチ ϕp，ヨー ϕy角

qB : = [rB
T ϕr ϕp ϕy]T ∈ R6×1

θi j: 関節 i jの角度
qLi : = [θi1 θi2 θi3]T ∈ R3×1

τi j : 関節 i jのトルク
τi : = [τi1 τi2 τi3]T ∈ R3×1

fi: Liが地面から受ける合力ベクトル

Ri: Liの垂直抗力ベクトル

Pg: ロボットの重心の位置ベクトル

Pi: Liの接地点の位置ベクトル

pg ∈ R2: PgをOG − xGyG平面に射影したベクトル

pi ∈ R2: PiをOG − xGyG平面に射影したベクトル
特に表記の無い限り，ベクトルは基準座標系 ΣGで定義される．

4.2.2 脚探り歩行の戦略

本節では脚探り歩行の戦略について説明する．初めに対象とする脆弱な

環境を定義する．次に，脚探り歩行の基本的な戦略を説明し，最後に，ある

1つの脚に対する 1周期の脚探り歩行について説明する．

脆弱な環境の定義

本章で対象とするロボットの移動環境は，建築物が倒壊して瓦礫が散在

している環境のように，外力が加わると破壊や崩壊をまねく可能性がある
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脆弱な領域が散在している環境である．このような脆弱な領域について，

ある特定の垂直抗力Rbreak ∈ R1(> 0)が定義でき，領域にそれ以上の垂直方向の
外力がかかると，その領域が崩壊する (つまり，その領域がなくなる)と表現
できると仮定する．このような脆弱環境を脚ロボットが歩行する際に，ど

の足場がロボットの移動にとって危険か否かを判定する必要がある．そのた

めには，その領域内の環境の形状情報による識別だけではなく，実際に対

象領域にある程度の外力を与えて，環境の崩壊の有無を判断する必要があ

る．ロボットの歩行にとって危険な領域は，Rbreak ≤ Rmaxを満たす領域であると

定義する．なお，Rmax ∈ R1(> 0)は，1周期歩行 (脚探り時は除く)においてすべ
ての脚が受ける垂直床反力の最大値であり，詳細は次節で説明する．単純

のために，脚は環境に点接地しており，接地面は垂直抗力を定義できる滑

らかな面であるとする．加えて，ロボットは環境の幾何的な形状情報を知っ

ているものとする．

歩行戦略

脆弱な環境において安全な歩行を実現するために，以下の 2つの歩行戦
略を提案する．

1) ロボットが歩行に利用する足場の候補が，ある値Rref ∈ R1までの外力 (足場
にかかる垂直方向の力とする)に耐えうるかどうかを調べる．この時，
ロボットは仮に足場が崩壊しても転倒しないようにする．

2) ロボットが歩行中に受ける脚先の垂直抗力の最大値 Rmaxが，歩行戦略 1で
設定した Rref以下になるような歩容で移動する．

特に，歩行戦略 1を脚探り動作と呼び，これにより移動に危険な領域を判別
する．

脚探り動作は，対象とする領域が崩壊するかどうかを静的に確かめる動

作である．具体的には，対象とする領域に脚を接地させた後，脚先が受け

る垂直抗力が Rrefになるまで徐々に力を加えていく．この時ロボットは 4つの
脚で接地しているので，この動作で環境が崩壊したとしても，ロボットは

残りの 3脚で体勢を保つことが出来る．本研究では，脚探り動作中の重心の
動きは無視出来るとして定式化を行う．

脚探り動作によって対象領域が崩壊しないことが確かめられたとき，以

下の関係が成り立つ．

Rref < Rbreak. (4.1)
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Step A Step B Step DStep C

Step A Step B Step C Step D

COG movement Decreace in force Leg swing

0

No movement

Determined 

by force distribution

Normal reaction
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A

B

Fig. 4.2:Process of the leg-grope walk for a right front leg. A: Stick figures of the robot and
B: Time response of normal reaction of the right front leg. Step A: Robot moves COG standing
on four legs. Step B: the robot reduces the force of the groping leg without any movement.
Step C: the robot swings the groping leg to the point of the leg-grope. Step D: the robot applies
the force to the ground gradually up to Rref.

加えて，歩行戦略 2を満たすような歩行を行えば，ロボットは常に体勢を崩
すことなく歩行することができる．

脚探り歩行

上述した脚探り動作に基づいて，具体的な 1つの脚に対する歩行方法 (脚
探り歩行)は以下の 4つのステップで説明される (Fig. 4.2)．Fig. 4.2Aは，右前の
脚について脚探りするとき (脚探り脚)の，それぞれのステップA-Dにおける
ロボットの状態の概要を示しており，Fig.4.2Bは，それぞれのステップにおけ
る，脚探り脚が環境から受ける垂直抗力の時間遷移を表している．

A 安定な 4脚接地状態で重心を移動させる

B 静止した状態で，脚探り脚が地面に及ぼす力を徐々に 0にする

C 脚探り脚を脚探りする点に持っていき，脚を接地させる
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D 静止した状態で，徐々に Rrefの値まで脚探り脚で力を地面にかける (脚探り
動作)．もし環境が崩壊したとしても，ロボットは他の 3つの脚で安定に
体勢を保つことができ，ステップ Cから脚探り動作をやり直すことが
出来る．

ロボットが滑らないことと，脚探り抗力 Rrefを超える力を環境に加えないこ

とは，力分散手法を用いてすべてのステップで保証されている．

脚探り歩行を行うためには，ステップAで重心を動かせる領域と，ステッ
プDで脚探りできる領域を考えなければならない．さらに，脚先にかける
力を分散する方法についても定式化する必要がある．

次節で重心と脚探り点に関する幾何的な領域拘束について説明し，4.2.4
節で力分散手法の定式化について説明を行う．最後に，4.3節でシミュレー
ションと実験結果について説明する．

4.2.3 脚探りの幾何的領域

本節では，重心と脚探り脚をおくことのできる領域を導出する．簡単な

導出のために， fiは重力の方向と平行であると仮定する，つまり，摩擦力は

一意に決定される．脚探り動作は静止して行われるので (Fig. 4.2)，静的なつ
り合い式のみを考慮する．

力とモーメントのつり合い式

上述した仮定の下，3つの脚 Li, L j, Lk が地面に接地している状況 (以後
∆(Li, L j, Lk)と表記する)で，力とモーメントのつり合い式は以下で書ける．

1 − hi − h j − hk = 0,

pg − hi pi − h j pj − hk pk = 0,
(4.2)

なお，hn = | fn|/Mg (n = 1, 2, 3, 4)であり，すべての議論が射影平面でできるこ
とに注意する．この時，各脚 Lnが環境から受ける垂直抗力の大きさ Rn = |Rn|
と，環境にかける力の大きさ fn = | fn|との関係は，仮定より以下のように表
すことができる．

Rn = fn cos θn. (4.3)

よって，垂直抗力Rref以上の力をかけて環境が崩壊しないと保証することは，

環境の鉛直方向に大きさ f n
ref ≡ Rref/ cos θn以上の力 (脚探り力と呼ぶ)をかけて
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Table 4.2:The relations of variables hi
ref , h j

ref, hk
ref and hgrp

ref in Fig. 4.3
number conditions
(a)-(1) hi

ref + h j
ref ≤ 1, h j

ref + hk
ref ≤ 1, hk

ref + hi
ref ≤ 1

(a)-(2) hi
ref + h j

ref > 1, h j
ref + hk

ref ≤ 1, hk
ref + hi

ref ≤ 1
(a)-(3) hi

ref + h j
ref ≤ 1, h j

ref + hk
ref > 1, hk

ref + hi
ref ≤ 1

(a)-(4) hi
ref + h j

ref ≤ 1, h j
ref + hk

ref ≤ 1, hk
ref + hi

ref > 1
(a)-(5) hi

ref + h j
ref > 1, h j

ref + hk
ref > 1, hk

ref + hi
ref ≤ 1

(a)-(6) hi
ref + h j

ref > 1, h j
ref + hk

ref ≤ 1, hk
ref + hi

ref > 1
(a)-(7) hi

ref + h j
ref ≤ 1, h j

ref + hk
ref > 1, hk

ref + hi
ref > 1

(a)-(8) hi
ref + h j

ref > 1, h j
ref + hk

ref > 1, hk
ref + hi

ref > 1
(b)-(1) hi

ref + hgrp
ref < 1, h j

ref + hgrp
ref < 1

(b)-(2) hi
ref + hgrp

ref ≥ 1, h j
ref + hgrp

ref < 1
(b)-(3) hi

ref + hgrp
ref < 1, h j

ref + hgrp
ref ≥ 1

(b)-(4) hi
ref + hgrp

ref ≥ 1, h j
ref + hgrp

ref ≥ 1

環境が崩壊しないと保証することと同義である．Rrefは Mg/3 ≤ f n
ref ≤ Mgを満

たすように選ばれる．ロボットが静的に 3本脚で立っているときの最大床反
力は Mg/3よりは大きい．一方で，脚探り動作でロボットが静的に地面に及
ぼすことのできる力の最大値は Mgである．

重心と脚探り点のとりうる領域

重心の取りうる領域は，3脚接地中に，すべての脚先にかかる力の大きさ
が脚探り力を超えないように選ばれる (Fig. 4.2のステップ B)．脚探り点の取
りうる領域は，脚探り脚の脚先にかかる力の大きさが脚探り力よりも大き

く，それ以外の 3つの脚の力の大きさが脚探り力より小さくなるように選ば
れる．実際には，この 3つのうちの 1つの脚先にかかる力は 0であると仮定
する (これを浮遊脚と呼ぶ)．これは，ある脚が浮遊脚であるときに，最大の
力を脚探り脚にかけることが出来るからである．

Fig. 4.2のステップAにおいて，∆(Li, L j, Lk)である状況を考え，残りの脚が脚
探り脚 Lgrpであるとする．さらに，一般性を失うことなく，脚 Lkはステップ

C(脚探り動作)において浮遊脚であるとする．この状況で，重心と脚探り点
の取りうる領域をOG − xGyG平面で計算する．
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(1) (2) (4)

(5) (6) (7) (8)

(1) (2) (3) (4)

A
(3)

B

Fig. 4.3:Admissible region patterns. A: The region for the COG when three legs (position
pi, j,k) are on the ground and B: The region for the groping leg when the COG (position pg) is
fixed on OG − xGyG plane. Admissible regions are colored gray. These patterns are classified
depending on the relation of variables hi

ref, h j
ref, hk

ref and hgrp
ref as shown in Table 4.2. On figure

B, △pg pi pj and △pgba are simillar and the relation is (1 − hgrp
ref )

∣∣∣pg − pj

∣∣∣ = hgrp
ref

∣∣∣pg − a
∣∣∣.

重心の取りうる領域 ∆(Li, L j, Lk)のとき，重心の取りうる領域 πg(Li, L j, Lk)を
計算する．脚 Lnの力の大きさ fnは脚探り力 f n

refより小さくなければならない:
0 < hi ≤ hi

ref

0 < h j ≤ h j
ref

0 < hk ≤ hk
ref,

(4.4)

なお，hn
ref ≡ f n

ref/Mgである．これらの拘束式 (4.4)(4.2)より，重心の射影平面に
おける位置は以下で書ける．

0 < hi ≤ hi
ref

0 < h j ≤ h j
ref

0 < 1 − hi − h j ≤ hk
ref,

(4.5)

pg = {hi pi + (1 − hi)pk} + h j(pj − pk). (4.6)

(4.5)式のもとでパラメータ hi，h jを変化させることで，重心の取りうる領

域 πg(Li, L j, Lk)は (4.6)式に基づいて計算できる．領域 πg(Li, L j, Lk)は hi
ref, h

j
ref, h

k
refの
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A B

C D

Fig. 4.4:Process to determine the region where the groping leg can be set. This figure
shows the process in the case (hi

ref = h j
ref = hk

ref = hgrp
ref = 1/2) on OG − xGyG plane. In figure

A, when three legs (position pi, j,k) are on the ground, the admissible region of COG can be
calculated as in the gray triangle, where each top point of the grey triangle is the middle point
of the side of △pi pj pk. Then, in figure B, the admissible region of the groping leg for fixed
COG (position pg) and a particular float leg (Lk) can be calculated as in the dark gray triangle,
where the dark gray triangle and △pi pj pg are congruent. In figure C, the admissible region of
the groping leg for all admissible COG positions (grey triangle in figure A) for a particular float
leg (Lk) can be calculated as in the gray trapezoid. Finally, in figure D, by repeating the same
procedure for the other float legs (Li, j), the admissible region of groping leg can be calculated
as in the gray triangle.

関係 (Table 4.2)に応じて 8つの幾何形状 (Fig. 4.3A)に分類できる．特定の場合
(hi

ref = h j
ref = hk

ref = 1/2)の例として，領域 πg(Li, L j, Lk)は Fig. 4.4Aの灰色の三角形で
示される．

浮遊脚と重心を固定した時に脚探り点の取りうる領域 重心を固定した時

の脚探り点の領域 πgrp,g(Li, L j, Lgrp)を計算する
脚探り動作において，脚 Lkが浮遊脚であるとし，∆(Li, L j, Lgrp)である状態を

考える．(4.2)式から，力とモーメントのつり合いの式は以下で表すことが
出来る．

1 − ĥi − ĥ j − hgrp = 0,

pg − ĥi pi − ĥ j pj − hgrp pgrp = 0,
(4.7)

なお，(4.7)式の変数は以前のものと区別するために “ˆ”を付けて表した．脚



68 第 4章 感覚情報を用いた 4脚ロボットの脆弱な環境における歩行方法

探り脚の力の大きさ fgrpが脚探り力 f grp
ref より大きく，それ以外の脚の力が f grp

ref

より小さいという条件は以下で書ける．
hgrp

ref ≤ hgrp < 1
0 < ĥi ≤ hi

ref

0 < ĥ j ≤ h j
ref,

(4.8)

なお，hgrp
ref = f grp

ref /Mgである．(4.7)(4.8)式を使うことで以下を得る．

pgrp = pg +
ĥi

1 − ĥi − ĥ j
(pg − pi) +

ĥ j

1 − ĥi − ĥ j
(pg − pj), (4.9)


0 <

ĥi

1 − ĥi − ĥ j
≤ hi

ref

hgrp
ref

0 <
ĥ j

1 − ĥi − ĥ j
≤ h j

ref

hgrp
ref

.

(4.10)

(4.9)(4.10)式であらわされる領域 πgrp,g(Li, L j, Lgrp)は，hi
ref, h

j
ref, h

grp
ref の関係 (Table 4.2)

に応じて 4つの幾何形状 (Fig. 4.3B)に分類される．特定の場合の例において
は，固定された pgに対して，領域 πgrp,g(Li, L j, Lgrp)は濃い灰色の三角形 (Fig. 4.4B)
であらわされる．

特定の浮遊脚に対して脚探り点の取りうる領域 浮遊脚 Lkに対して，脚探

り点の取りうる領域 πgrp(Li, L j, Lgrp)を計算する．領域は，πg(Li, L j, Lk)内のすべ
ての pgに対して， πgrp,g(Li, L j, Lgrp)の和を取ることで得られる．特定の場合の
例において，πgrpは灰色の台形 (Fig. 4.4C)であらわされる．

脚探り点の取りうる領域 ここまで，浮遊脚 Lkに対して脚探り点の取りう

る領域を計算してきたが，ここでは脚 Liと L jに関しても同様の計算を行う．

脚探り点の取りうる領域 πgrp, all(Li, L j, Lk)は，3つの浮遊脚に対する πgrpの和を

取ることで得られる．特定の場合の例において，πgrp, allは灰色の三角形 (Fig.
4.4D)によってあらわされる．
以上の議論から，脚探り点は領域 πgrp, all内で選ばれ，重心位置は脚探り点

を脚探りできるように領域 πg内で選ばれる．実用的には，モデル化誤差や

脚探り時の重心の移動を考慮して，脚探り点や重心位置はそれぞれの領域

の内部で (境界から離れて)選ばれる．
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4.2.4 力分散手法

本章では，前節の幾何的領域に基づき，滑りを考慮した力分散問題の定

式化を行う．

ロボットダイナミクス

ロボットの胴体と脚の運動方程式は以下のようにあらわされる．

MB(q)q̈ + hB(q, q̇) + gB(q) + JB f = 0 ∈ R6×1 (4.11)

ML(q)q̈ + hL(q, q̇) + gL(q) + JL f = τ ∈ R12×1 (4.12)

q : = [qT
B qT

L1 qT
L2 qT

L3 qT
L4]T ∈ R18×1

f : = [ f T
1 f T

2 f T
3 f T

4 ]T ∈ R12×1

τ : = [τT
1 τ

T
2 τ

T
3 τ

T
4 ]T ∈ R12×1

MB(q) : 胴体の慣性行列 [6 × 18]
ML(q) : 脚の慣性行列 [12 × 18]

hB(q, q̇) : 胴体のコリオリ項 [6 × 1]
hL(q, q̇) : 脚のコリオリ項 [12 × 1]

gB(q) : 胴体の重力項 [6 × 1]
gL(q) : 脚の重力項 [12 × 1]

JB : 胴体のヤコビ行列 [6 × 12]
JL : 脚のヤコビ行列 [12 × 12]

脚が特異姿勢 (θi3 = nπ, nは整数)にない限り，JLは正則行列である．脚探り

の幾何的関係を満たし，かつ特異姿勢にならないようにロボットの運動が

設定されているとする．つまり，(q, q̇, q̈)が時間関数として与えられている
とする．この時，上記の運動方程式は以下で書ける．

b = Aτ (4.13)

f = J−1
L (τ − τo), (4.14)

なお，b ∈ R6×1, A ∈ R6×12, τo ∈ R12×1は (4.11)(4.12)式と設定された (q, q̇, q̈)から計算
される．τは 12個の要素を持ち，6つの線形等式拘束を満たす ((4.13)式)．こ
れは力とモーメントのつり合い式に対応する．一方，τは (4.14)式で書かれ
るように，力ベクトル f と一対一対応する．よって，それぞれの時間ステッ
プにおいて，6つの等式拘束 (4.13)と，脚探りのための拘束，滑らないため
の拘束を満たすような最適な τを決定する必要がある．
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これまでに，さまざまな力分散手法が提案されてきた．例えば，疑似逆

行列を用いた方法 [88]や，線形計画法 (LP法) [86]，二次計画法 (QP法) [100, 101]
を用いた手法などである．本章では，不等式拘束と 2次の評価関数を扱うた
めに，標準的な二次計画法を用いる．

拘束式

滑らないための不等式拘束 接地している脚 Liに対して，脚先の力の鉛直

成分は以下の不等式拘束を満たす:
iS fiz ≥ 0, (4.15)

また，水平方向の力成分は，滑らないために以下の不等式拘束を満たせば

よい: √
(iS fix)2 + (iS fiy)2 ≤ µ |iS fiz|, (4.16)

なお，µは静止摩擦係数であり，(iS fix,
iS fiy,

iS fiz)は fiの ΣiSにおける各成分であ

る．二次計画法を適用するために，(4.16)式は，以下の線形不等式拘束 (過制
約条件)に書き換えられる．

− µ
√

2
iS fiz −

1
√

2
iS fix −

1
√

2
iS fiy ≤ −s,

− µ
√

2
iS fiz +

1
√

2
iS fix +

1
√

2
iS fiy ≤ −s,

(4.17)

− µ
√

2
iS fiz +

1
√

2
iS fix −

1
√

2
iS fiy ≤ −s,

− µ
√

2
iS fiz −

1
√

2
iS fix +

1
√

2
iS fiy ≤ −s,

(4.18)

なお，滑りにくさ指標 s > 0を定義した．この値は，摩擦制約の境界からど
れだけ余裕があるかを示しており，最大化することで滑りにくさを担保で

きる．

脚探りのための拘束 垂直抗力が Rrefを超えないことを保証するために，以

下の不等式拘束をそれぞれの接地脚 Liに対して課す．

iS fiz ≤ Rref (4.19)

加えて，脚探り脚 Lkに対する脚探り歩行のステップ Bにおいて，kS fkzは Fig.
4.2Bのように線形に 0に向かっていくように拘束する．ステップ Dにおいて
は，Fig. 4.2Bのように，kS fkzは Rrefまで線形に増加するように拘束する．これ
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まで，力ベクトル fiが重力方向と平行と仮定したうえで，脚探りの拘束を満

たすための幾何的関係式を導出してきた．よって，少なくとも fiが重力方向

になるように力分散することで，脚探り脚の垂直抗力は Rrefを実現できる．

最小化する関数

これらの等式拘束と不等式拘束に基づいて，τに sを加えたものを操作量
τ̂としてやれば，二次計画問題の概要はそれぞれのステップ i(i =A, B, C, D)で
以下のように得られる．

τ̂ =

 τs


13×1

, b̂i = Âiτ̂, Ĝiτ̂ ≤ d̂i, (4.20)

なお，Âiと b̂iは等式拘束 (4.13)と脚探りのための等式拘束を表している．Ĝi

と d̂iはここまでで議論した不等式拘束をまとめて表している．これらの行

列とベクトルは，設定された (q, q̇, q̈)を用いて表される．
最小化される関数は 3つの項から構成される．

Φ(τ̂) = Cτ̂ +
1
2
τ̂T Wττ̂ +

1
2

(τ̂ − τ̂b)T Wc(τ̂ − τ̂b) (4.21)

C = [01×12 | hs]1×13

Wτ =

 diag[hτ1, hτ2, ....., hτ12] 012×1

01×12 0


13×13

Wc =

 diag[hc1, hc2, ....., hc12] 012×1

01×12 0


13×13

(4.22)

なお，τbは以前の時間ステップにおける入力トルクベクトルである．Cは滑
りにくさ指標 sを最大化するための重みベクトルであり，Wτはトルクのノル

ムを最小化するための重み行列，WCはトルクの連続性を評価するための重

み行列である．hs < 0, hτ1···12 > 0, hc1···12 > 0であり，WτとWCは正定行列である．

二次計画法を各時間ステップで解くことにより，関節への入力トルクが計

算される．このトルクを用いて制御すれば，脚先の力を最適に分散するこ

とが出来る．力分散手法のシミュレーション結果は次の節で示される．

4.3 結果と議論

4.3.1 シミュレーション

力分散手法のシミュレーション結果について示す．
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θψ

Walking direction

iS

iS

iS

iS

Fig. 4.5:Definition of the environment where the robot walks in the simulation. The robot
walks on a simple slope whose inclination angle is θ. The angle between the walking direction
and the gradient vector of the slope is defined as ψ.

設定

本シミュレーションでは，ロボットは様々な斜面を様々な方向に脚探り戦略

を用いて 1周期分歩行する．斜面の傾斜角と歩く方向は θ[rad]と ψ[rad]であら
わされる (Fig. 4.5)．様々な θ = (−π/2, π/2)と ψ = [−π/2, π/2]に対して，脚探り歩
行の力分散問題を解く．なお，脚探りのための設定パラメータは以下で説

明する．

脚探りのための幾何的関係の設定 脚探り抗力は，傾斜角 θに応じて Rref =
1
2 Mg cos θと設定する．ロボットは説明した脚探り手法を用いて，4つの脚 L2,
L1, L3, L4を順に動かす．それぞれの脚探り脚の接地点と重心の位置は Fig. 4.6
のようにOG − xGyG平面上であらわされる．

力分散手法のための設定 ロボットと脚の運動を，上述した幾何的関係を

満たすように設計する．なお，胴体の運動の最大加速度と速度はそれぞれ

amax = 0.15 [m/s2]と vmax = 0.1 [m/s]で設定し，胴体は斜面に対して常に平行で
あるような運動を設計した．

力分散問題の評価関数のパラメータは，hs = −2, hτ1···12 = 1, hc1···12 = 80と設定
した．−hsと hτ1···12が大きな値になれば，それぞれ滑りにくさとエネルギー効

率が良くなるが，脚が接地・離地した時の入力トルクの変化が急激になる．

hc1···12が大きくなると，入力トルクの変化が滑らかになる．本シミュレーショ

ンでは，滑らかなトルク変化を得るために，hc1···12に大きな値を設定した．

環境の静止摩擦係数と時間ステップは，µ = 0.45, dt = 15[ms]とそれぞれ設定
した．コンピュータ (CPU: Core i7 4 GHz; Memory: 16 GB)でMATLABの “quadprog”
関数を用いて力分散の計算を行った．
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Fig. 4.6:Geometrical relations of leg-grope for the simulation and experiments. Each
figure shows the relation in the case of the groping leg A:L2, B:L1, C:L3 and D:L4 on OG−xGyG.
For one walking cycle, the robot moves its COG and swings four groping legs L2, L1, L3 and
L4 in sequence by following these geometrical relations. In each graph (A-D), an arrow and
a red rectangle represent the moving direction of the robot and the shape of the robot body,
respectively. The blue square point is the targeted point of the groping leg, and the other three
points (two black circles and black triangle) represent the contact points of the other three legs.
The biggest black triangle region represents the supporting leg polygon, except for the groping
leg. The green triangle region represents the admissible region of the COG πg, and the green
asterisk point represents the targeted position of the COG. The blue triangle region represents
the admissible region of the position of the groping leg for the COG πgrp,g, where the float leg
is shown by the black triangle point.

結果

斜面の傾斜角 θがおよそ 0.40[rad]以下であれば，すべての進行方向 ψで矛

盾なく力分散を実現できた．傾斜角が閾値以上の値になると，ロボットは

滑りを防ぎきれず，力分散に失敗した．

剛体が斜面上で静止しているときに，滑らずに静止できる最大の傾斜角

は θ = arctan(µ) = 0.42[rad]で計算される．この値は前述した閾値の値とほぼ一
致するため，提案した力分散手法が妥当であったことが分かる．実際には，

ロボットは加速度を持っているので，傾斜角の閾値は静的な場合より小さく
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Fig. 4.7:Time response of the force distributions on ΣiS of the simulation. Each leg applies
normal reaction Rref in the leg-grope movement as marked with the black circles. Aside from
that, each normal reaction is less than Rref. The red line, the blue line and the green line
represent the ziS, yiS and xiS elements of the force with respect to ΣiS, respectively. Each dotted
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なっている．また，2次計画法を計算するのにかかる時間は，ロボットの 1周
期歩行の実時間よりも短い．

1周期の脚探り歩行の一例 ((θ, ψ) = (π/12, 0)の場合)として，Fig. 4.7に ΣiSで

の fiの時間発展を示す．なお，水平鎖線は Rrefを示している．時間とともに，

ロボットは重心を 4脚接地して移動させて，脚探り脚にかかる力を減らして
いく (ステップA,B)．その後，脚さぐり脚を浮かせて脚探り点に移動させ (ス
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Fig. 4.8:Time response of the safety margin of the friction s of the simulation. The value is
never less than 0, which means that distributed forces prevent slippage successfully.

テップ C)，力をかけて脚探りを行う (ステップD)．この脚探り歩行を 4つの脚
についてそれぞれ繰り返す．脚探り時 (ステップ D)において，ロボットは Rref

分の力を地面に垂直に及ぼしている (Fig. 4.7の黒丸)，一方で，それ以外の状
況においては，垂直抗力の大きさは Rrefよりも小さい．さらに，Fig. 4.8は滑
りにくさ指標 sの時間発展を表しており，sは負の値をもたないことが分か
る．つまり滑りは起きていない．Fig. 4.9は入力トルクの時間依存を表して
いる．入力トルクは評価関数で設定したように，時間に対して滑らかに変

化している．以上より，提案する脚探り歩行を実現するトルク入力を計算

できていることが分かる．

4.3.2 実機実験

設定

提案手法の有効性を評価するために，実環境においていくつかの実験を

行った．実ロボットの関節は位置制御のサーボモータで構成されるため，力

分散手法の結果は使うことが出来ない．そこで，摩擦に対する仮定のもと

で導いた幾何的な関係のみを考慮して，脚探り歩行を実機で行う．そのた

め，実機実験での脚探り動作 (ステップ D)は 2つのステップで置き換えられ
る：ステップD’-1, D’-2(以下で説明)実機実験での脚探り歩行は以下の 5ステッ
プで構成される．
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Fig. 4.9:Time response of the torque inputs of the simulation. The value changes smoothly.

A’ 4脚接地状態で重心の位置を移動させる．移動先の重心位置は脚探り時
の重心位置とは異なる (支持脚多角形のより内側)．

B’ 脚探り脚の脚先を，抗力が 0になるまで徐々に持ち上げる．

C 脚探り脚を浮かせて脚探り点に移動させ，脚を接地させる．

D’-1 4脚接地状態で重心を脚探り時の重心位置に移動させる．結果，脚探
り脚の抗力が徐々に増加する．

D’-2 脚探り脚の脚先を，垂直抗力の値が Rrefを超えるまで徐々に下げていく．
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Fig. 4.10:Process of the leg-grope walk for the leg 1 on OG − xGyG for experiments. The
black circles are the contact points of the leg toe. The green triangle and blue triangle represent
the admissible region of the COG and the groping leg, respectively. Step A’: The robot moves
the COG inside of the admissible region of the COG while standing on four legs. Step B’,C: the
robot moves the groping leg up and swings it to the point of the leg-grope, and the leg touches
down. Step D’-1: the robot moves the COG to the position for the leg-grope. Step D’-2: the
robot pushes the groping leg down gradually until the normal reaction is over Rref.

Fig. 4.10にこの脚探り歩行の例を示す．ステップ A’, D’-1に修正したことで，
ロボットは遊脚時の重心位置を支持脚多角形のより内側に出来る．なお，ス

テップ B’,D’-1,2では，ロボットは位置制御で環境に力をかけている．
この方法を用いて，単純な斜面とランダムな斜面上で，1周期の脚探り歩

行を行った．また，足場が崩壊してもロボットが体勢を崩さないことを確認

するために，足場が脆弱な環境における実験も行った．それぞれの環境に

対して 3回実験を行い，典型的な 1つを結果として示している．実験のパラ
メータは，斜面の傾斜角 π/12 [rad]，脚探り抗力 Rref =

1
2 Mg cos(π/12)と設定し，

脚探りの幾何的関係は，シミュレーションと同様に Fig. 4.6に従った．

斜面における歩行結果

シミュレーションと同様に，ロボットが斜面を脚探り歩行でのぼる実験を

行った (θ = π/12, ψ = 0 [rad])．Fig. 4.11は，1周期歩行の ΣiSにおける fiの各成分の

時間依存を表しており，表記の仕方は Fig. 4.7と同じである．シミュレーショ
ン結果 (Fig. 4.7)と同様に，脚探り時 (ステップD’)において，ロボットは Rref以

上の力を地面に垂直に及ぼしている (Fig. 4.11の黒丸)，一方で，それ以外の
状況においては，垂直抗力の大きさは Rrefよりも小さい．よって，斜面上で

の脚探り歩行の妥当性は示された．
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Fig. 4.11:Time response of the resultant forces of the experiment on the simple slope.
Each leg applies normal reaction over Rref in the leg-grope movement as marked with the black
circles. Aside from that, each normal reaction is less than Rref . The red line, the blue line and
the green line represent the ziS, yiS and xiS elements of the resultant force with respect to ΣiS,
respectively. Each dotted horizontal line represents Rref.

ランダム斜面における歩行結果

環境は傾斜角 θ = π/12[rad]の傾斜方向が異なる斜面から構成される (Fig.
4.1A)．Fig. 4.12は，1周期歩行の ΣiSにおける fiの各成分の時間変化を表して

おり，表記の仕方は Fig. 4.7と同じである．斜面の場合と同様に，脚探り時
(ステップD’)において，ロボットは Rref以上の力を地面に垂直に及ぼしている
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the same as in Fig. 4.11.

(Fig. 4.12の黒丸)，一方で，それ以外の状況においては，垂直抗力の大きさは
Rrefよりも小さい．よって，ランダム斜面上での脚探り歩行の妥当性も示さ

れた．
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Fig. 4.13:Time responses of attitudes and zR-axis acceleration in the case of foothold col-
lapse. The robot keeps its attitude angles (roll and pitch angle) and never stumbles when and
after the foothold of leg L1 collapses.

脆弱な環境における歩行結果

斜面環境 (θ = π/12, ψ = 0 [rad])において，脚 L1の足場が脆弱である場合を考

える．なお，本実験では，足場の崩壊の判別とともに歩行をやめるものと

した．Fig. 4.13は，姿勢 (ロール，ピッチ)と鉛直方向 (zR軸)の加速度の時間変
化を表している．矢印で示された時間 (35[s]付近)において，脚 L1の足場が

崩壊する．それに伴うロボットの姿勢変化はたかだか 2度程度で，環境崩壊
後も体勢を崩さない．Fig. 4.14は ΣiSにおける fiの各成分の時間変化を表して

いる．環境の崩壊したあたりで，脚 L2の垂直床反力が Rrefを一瞬超えている

(Fig. 4.14の青丸)が，それ以外はこれまで同様の望ましい傾向を示している．
ロボットの脚は完全な剛体ではない (関節のバックラッシュ，関節の PD制御の
コンプライアンスなど)ので，足場が突然に崩壊すると，胴体の姿勢が急激
に変化する．この姿勢変化によって，鉛直方向に無視できない加速度が生
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Fig. 4.14:Time response of the resultant force in the case of foothold collapse. When the
foothold of leg L1 collapses, the ground reaction becomes zero, as shown with the black circle.
Conversely, the normal reactions of the other legs are still less than Rref after the collapse,
except for the impulse as shown with the blue circle. The method of representation is the same
as in Fig. 4.11.

まれ，垂直抗力が Rrefを超える (Fig. 4.13)．このようなロボットの設計に起因
する限界はあるものの，脚探り歩行でロボットは体勢を崩すことなく歩く

ことが出来る．
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4.4 結論

本章では，滑りを考慮した脆弱な環境における脚探り歩行を力分散を用

いて提案した．シミュレーションによって，滑りを考慮して適切に力を分散

できるトルク入力が実現できることが示された．さまざまなロボット実験

を行い，この手法の有効性が示された．ロボットは足場を確かめながら安

定に歩くことができ，足場が崩壊したとしても，ロボットは姿勢を保ってこ

けることはない．よって，脆弱な不整地において安全に歩行するための有

用な手法が提案できた．

限界として，摩擦制約を満たすことは保証したが，滑りによって足場が崩

壊する場合については考慮できていない．また，ロボットの関節は位置制

御でコントロールされていたので，力分散手法はロボットで実現できてい

ない．よって，我々はロボット実験を摩擦についての仮定の下で行った．にも

関わらず，本手法の妥当性は仮定のもとでも示された．今後，我々は関節が

トルク入力によって制御できるロボットを作り，力分散手法の有効性を示す

必要がある．

実用的には，本手法は静的なつり合い式の上で定式化したので，ロボットは

早く歩行することはできない．近年の動的な歩行方法 [1, 102, 103, 104, 105]と
比べると，本手法は歩行速度の点で劣る．しかし，がれきが散在するような

脆弱な環境において，本手法は有用である．本手法は，垂直抗力をできるだ

け小さくして，かつ安全に歩くための唯一の方法である．LittleDog [93, 94, 95]
で実装されたように，実際にはロボットは環境に合わせて歩行方法を選択

するのが重要だと考えられる．

この手法と環境の分類手法 [96]を組み合わせるのも今後の重要な課題で
ある．例えば，脚探りで脆弱であると分かった環境を教示データとして，環

境を視覚情報をもとに分類するのは今後の興味深いテーマである．



83

第5章

結論と今後の展望

5.1 結論

本論文では，昆虫や多足生物を対象にして，センサフィードバックの歩容

生成に対する影響を明らかにした．特に，単に現象の確認にとどまらず，影

響の解析的表現を通して背景の数理メカニズムについても明らかにした．

さらに，その応用例として，感覚情報を用いたロボットの歩行方法の提案を

行い，これまで適応不可能であった環境における安全な歩行が実現された．

第 2章では，昆虫 (ナナフシのような生物)の歩容生成におけるセンサフィー
ドバックの影響を解析した．シミュレーションとロボットを用いた実験を行

い，遊脚が前に進んでいく昆虫のような歩容 (進行波歩容)と，後ろに進ん
でいく歩容 (後退波歩容)がセンサフィードバックの効果により創発すること
を示した．さらに，シンプルモデルを用いた解析の結果，胴体の回転を通

した歩容生成メカニズムが明確にされた．また，シンプルモデル解析にあ

たり用いた仮定により，本現象がおこりうる範囲が明確になった．このよう

なメカニズムを解析的に表現して明らかにした研究は，本研究が初めてで

ある．

第 3章では，前章で得られた進行波・後退波の数理構造をより明確にする
ため，多足生物 (ヤスデのような生物)の歩容生成におけるセンサフィード
バックの影響を解析した．シミュレーションを用いた解析を行い，ヤスデや

ムカデに似た進行波，後退波をもつ歩容が創発することを示した．さらに，

ヤスデで観測例のある，進行波と後退波が共存するような現象 (わきだし
波)も確認された．これらの数理メカニズムは解析的表現を用いて明確にさ
れ，脚数によらずにおこる現象であることが示された．

第 4章では，センサフィードバックを用いたロボットの設計例として，感覚
情報を用いた脆弱な不整地における 4脚ロボットの歩行方法を提案した．感
覚情報を用いることで，これまで適応不可能であった環境における安全な

歩行方法が提案できた．この手法の妥当性は，シミュレーションと実機実験

によって示された．
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5.2 今後の展望

本研究の前半（2章と 3章）では，生物の制御系の分散的な構造に着目し，
以下のようにシステムを限定してセンサフィードバックの歩容生成への影

響を議論した．

1. 平地 (均一な環境)における歩容生成を対象とした

2. 静的な運動 (昆虫，多足生物の運動)を対象とした

結果，センサフィードバックが歩容生成に及ぼす影響をシンプルモデルを用

いて解析的に明らかにし，その歩容が生成されうる範囲が明確になった．

しかし，センサフィードバックを用いたロボットの適応的な歩行方法の設

計論という視点では，均一な環境で歩容が生成できるだけでは不十分であ

る．センサフィードバックの適応的な歩行に対する影響を解析するために

は，環境が変化する場合（不均一な環境 (不整地)）や，胴体が変化する場合
（脚がなくなる場合など）における運動を分析する必要がある．また，生物

におけるセンサフィードバックの役割は，運動が動的か静的かに応じて異

なっていることが示唆されており [12]，動的な運動を対象にした分析も今後
行う必要がある．さらには本研究で対象にした以外のセンサフィードバック

も歩容に重要な影響を及ぼしていると考えられる．

このような課題を踏まえて今後の課題と展望を述べる．本結果により，歩

容生成現象を表すことのできるシンプルなモデルを導出することができ

た．今後は，このモデルをもとにして，上述した課題に対して見通しをもっ

て分析を進めていくことができると考えられる．例えば，環境や胴体の不

均一性は本モデルのパラメタを不均一にすることで模擬することができ

る．また，本モデルを用いた動的な運動の解析も可能である．さらに，位

相リセットのみにとどまらず，生物で観測されるさまざまなセンサフィード

バックが歩容に及ぼす影響を本モデルを用いて分析することも可能である

と考えられる．本モデルは非常にシンプルであるため，複雑な歩行現象の

重要な部分を取り出すのに有効と期待され，このアプローチを通して，セ

ンサフィードバックの適応的な歩容に対する影響に関して理解を深めるこ

とができると期待される．

一方で，本研究の後半 (4章)では，センサフィードバックを用いた歩容設計
例として，感覚情報を用いた脆弱な不整地における 4脚ロボットの歩行方
法を理論的に提案した．感覚情報を用いることで，これまで適応不可能で

あった環境における安全な歩行方法が提案でき，手法の有効性が検証され
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た．本手法では，ロボットの制御器が各脚のセンシング情報（脚の角度，足

先の力）をすべて知覚していることを前提とし，4つの脚の動かし方を制御
器が中央集権的に決定している．この観点で，前半で着目してきた分散的

なロボットの歩容生成手法とは異なったアプローチとなっている．

これら双方の手法のどちらが良いかは，ロボットの目的や状況に応じて

変化するものであると考えられる．将来的には，これら双方の知見を徐々

に積み重ねてゆくことで，状況に応じた適応的な歩容生成手法を体系的に

構築できると考えられる．
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[12] S. Daun-Gruhn and A. Büschges, “From neuron to behavior: dynamic equation-based
prediction of biological processes in motor control,” Biological Cybernetics, vol. 105,
no. 1, pp. 71–88, 2011.

[13] T. Buschmann, A. Ewald, A. von Twickel, and A. Büschges, “Controlling legs for
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[55] S. N. Zill, S. Chaudhry, A. Büschges, and J. Schmitz, “Force feedback reinforces muscle
synergies in insect legs,” Arthropod Structure & Development, vol. 44, no. 6, Part A, pp.
541–553, 2015.

[56] A. Büschges, “Sensory control and organization of neural networks mediating coordi-
nation of multisegmental organs for locomotion,” Journal of Neurophysiology, vol. 93,
no. 3, pp. 1127–1135, 2005.
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付録 A

6脚シンプルモデルの解析解導出に関
する付録

A.1 左右の位相拘束が位相リセット量に及ぼす効果

本付録では，仮定 A6,7(2.3.1節)が位相ダイナミクスの式 (2.1)の位相リセッ
ト項に及ぼす影響について説明する．仮定A7(τ = 0)より，左右脚の位相ダイ
ナミクスは以下でかける．

ϕ̇r = ω − kc sin(ϕr − ϕl − π) + kr
f ,

ϕ̇l = ω − kc sin(ϕl − ϕr − π) + kl
f,

(A.1)

なお，(r, l) = {(1, 4), (2, 5), (3, 6)}である．リセット項が 0(ki
f = 0)であった場合，位

相差のダイナミクスは以下の式で書くことができ，

d
dt

(ϕr − ϕl) = −2kc sin(ϕr − ϕl − π). (A.2)

安定な平衡点 ϕr − ϕl = π近傍で一次近似した位相差の時間発展は以下の式で

表せる．

ϕr(t) − ϕl(t) = (ϕr(to) − ϕl(to) − π) e−2kc(t−to) + π. (A.3)

t = toで位相 ϕrにリセットがかかる状況を考え，位相 ϕrの時間発展を解析的

に計算する．位相がリセットされる直前において，初期値を (ϕr(t−o ), ϕl(t−o )) =
(2π−∆, π−∆)とする．この場合，位相のリセット後には (ϕr(t+o ), ϕl(t+o )) = (0, π−∆)
と位相が変化する．∆ > 0は十分小さい値であるとすると，近似解 ( A.3)を
使って，位相リセット後の位相 ϕrのダイナミクスは以下のように書くことが

出来る．

ϕ̇r = ω − kc sin(∆e−2kc(t−to)) + kr
f , t > to. (A.4)

左右の振動子に次の位相リセットがかかるまでの間，この式は∆で一次近似

して解ける.

ϕr = ω(t − to) +
1
2
∆e−2kc(t−to) − 1

2
∆, t > to. (A.5)
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位相リセットが起きてから十分長い時間 (≫ 1/kc)がたつと，ϕrはω(t − to) − 1
2∆

となる. つまり，仮定A6,7によって，位相リセットの大きさは∆から 1
2∆に減る．

よって，式 (2.17)のリセット量を 1/2にした．
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A.2 進行波歩容における接地イベント時の接地脚集

合の推定

本付録では，各イベント直前における接地脚集合の推定方法につい

て説明する．シミュレーション結果から得られているように，位相差が

(ψ1, ψ2) = (2(1 − β)π, 2(1 − β)π)であり，左右の位相差は πであるとする．各イベ

ントでタッチダウンする脚 iの位相を ϕi = 0とすると，各脚の位相は βを使っ

て Fig. A.1のようにあらわすことが出来る．この時，1/2 < β < 2/3の範囲の
デューティー比 βに対して，位相が 0 < ϕi ≤ 2βπの範囲にある脚は接地脚 (離地
する直前の脚を含む)，位相が 2βπ < ϕi ≤ 2πの範囲にある脚 (タッチダウンする
脚も含む)を浮いている脚とした．これらより，式 (2.18)のように接地脚集合
が与えられる (Fig. A.1上で塗りつぶした接地点の脚に対応)．
ただし，解析解は ψ1 = ψ2 = 2(1 − β)π + O((K∗)−1)となるため ((2.19)式)，この推
定は ϕi ∼ 2βπ，あるいは ϕi ∼ 2πの場合にO((K∗)−1)分正しくない可能性がある．
特に β ∼ 1/2, 2/3の場合には，この状況が起こりうる．しかし，本研究では主
に 1/2 < β < 2/3の領域の大域的振る舞いに興味があるため，この状況は無視
している．

Touchdown
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Stance 

Swing 

Stance 

Event T1

Liftoff

Stance 

Stance

Stance

Swing

Event T2

Stance

Liftoff
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Stance 

Event T3

Touchdown

Fig. A.1:Oscillator phase values at events T1, T2, and T3
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A.3 進行波歩容の周期解の導出

本付録では，2.3.2節で示した進行波解の詳細な求め方を説明する．イベン
ト T2直前における ϕ̂td

2 , ψ̂
T2
1 , ψ̂

T2
2 を未知量とする．周期解条件 ϕ̂td

1 = ϕ̂
td
2 = ϕ̂

td
3 をもと

に各イベント (T1, T2, T3)の位相を未知量で表し，各イベントにおける接地条
件 (∆l∗i = 0)を導出する．その得られた接地条件を解いて未知量を決定する．
1)イベント T1直前における位相と接地条件 (∆l∗1 = 0)
イベント T1直前における位相は，周期解条件と Fig. 2.11の関係をもとに以
下のように未知量を使って表すことが出来る．

ϕT1
1 = ϕ̂

td
2 ,

ϕT1
2 =

1
2
ϕ̂td

2 + ψ̂
T2
1 − π,

ϕT1
3 =

1
2
ϕ̂td

2 + ψ̂
T2
1 + ψ̂

T2
2 − π.

(A.6)

式 (2.18)の S T1とつり合いの式 (2.14)(2.15)(2.16)より，イベント T1直前における
脚 1の付け根と地面までの距離 Lr∗

1 は以下のように求められる．(位相には一
切よらない式になっていることに注意)

Lr∗
1 = 1 − 1

2K∗
. (A.7)

脚１が接地する条件として，脚 1の付け根と地面の距離 Lr∗
1 は，脚 1の接地時

の位相 ϕT1
1 で決まる脚の長さと一致しなければならない (∆l∗1 = 0)，よって，以

下の位相関係式が得られる．

Lr∗
1 = 1 −

(2π − ϕT1
1 )d∗

2(1 − β)
+ O((K∗)−2), (A.8)

ただし，2π − ϕT1
1 ∼ O((K∗)−1)である．

2)イベント T2直前における位相と接地条件 (∆l∗2 = 0)
イベント T2直前における位相は，周期解条件と Fig. 2.11の関係をもとに以
下のように未知量を使って表すことが出来る．

ϕT2
1 = ϕ̂

td
2 − ψ̂T2

1 ,

ϕT2
2 = ϕ̂

td
2 ,

ϕT2
3 = ϕ̂

td
2 + ψ̂

T2
2 − 2π.

(A.9)

つり合い式 (2.14)(2.15)(2.16)と式 (2.18)の S T2より，イベント T2直前における，
脚 2の付け根と地面までの距離 Lr∗

2 は，(ϕT2
1 , ϕ

T2
2 , ϕ

T2
3 )の関数として求められる．

Lr∗
2 = 1 +

(
aT2 −

1
2

)
(ϕT2

1 − 2βπ)d∗

2(1 − β)
+

(
bT2 −

1
4

)
1

K∗
+ O((K∗)−2), (A.10)
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なお，

aT2 =
1

5a∗
{
∆x∗1(ϕT2

1 ) − 2∆x∗2(ϕT2
2 ) + ∆x∗3(ϕT2

3 )
}
,

bT2 = −
1

20a∗
{
∆x∗1(ϕT2

1 ) − 2∆x∗2(ϕT2
2 ) + ∆x∗3(ϕT2

3 )
}
,

ただし，2βπ ≤ {ϕT2
1 , ϕ

T2
2 } < 2π, 0 ≤ ϕT2

3 < 2βπ, ϕT2
1 − 2βπ ∼ O((K∗)−1).

さらに，脚 2が接地する条件として，脚 2の付け根と地面の距離 Lr
2
∗は，脚

2の接地時の位相 ϕtd
2 で決まる脚の長さと一致しなければならない (∆l∗2 = 0)．

よって，以下の位相関係式を得る．

Lr∗
2 = 1 −

(2π − ϕT2
2 )d∗

2(1 − β)
+ O((K∗)−2), (A.11)

ただし，2π − ϕT2
2 ∼ O((K∗)−1)である．

3)イベント T3直前における位相と接地条件 (∆l∗3 = 0)
イベント T3直前における位相は，周期解条件と Fig. 2.11の関係をもとに，以
下のように未知量を使って表すことが出来る．

ϕT3
1 = ϕ̂

td
2 − ψ̂T2

1 − ψ̂T2
2 ,

ϕT3
2 =

1
2
ϕ̂td

2 − ψ̂T2
2 + π,

ϕT3
3 = ϕ̂

td
2 .

(A.12)

式 (2.14)(2.15)(2.16)と式 (2.18)の S T3より，イベント T3直前における，脚 3の付
け根と地面までの距離 Lr∗

3 は (ϕT3
1 , ϕ

T3
2 , ϕ

T3
3 )の関数として求められる．

Lr∗
3 = 1 +

(
aT3 −

5
4

)
(ϕT3

2 − 2βπ)d∗

2(1 − β)
+

(
bT3 −

1
4

)
1

K∗
+ O((K∗)−2), (A.13)

なお，

aT3 =
1

4a∗
{−∆x∗1(ϕT3

1 ) − ∆x∗2(ϕT3
2 ) + 2∆x∗3(ϕT3

3 ) + 3∆x∗5(ϕT3
2 + π) − 3∆x∗6(ϕT3

3 + π)
}
,

bT3 = −
3

8a∗
{
∆x∗1(ϕT3

1 ) + ∆x∗2(ϕT3
2 ) + ∆x∗5(ϕT3

2 + π) + ∆x∗6(ϕT3
3 + π)

}
.

ただし，2βπ ≤ {ϕT3
2 , ϕ

T3
3 } < 2π, 0 ≤ ϕT3

1 < 2βπ, ϕT3
2 − 2βπ ∼ O((K∗)−1).

さらに，脚 3が接地する条件として，脚 3の付け根と地面の距離 Lr∗
3 は，脚 3

の接地時の位相 ϕT3
3 で決まる脚の長さと一致しなければならない (∆l∗3 = 0)の

で，以下の位相関係式を得る．

Lr∗
3 = 1 −

(2π − ϕT3
3 )d∗

2(1 − β)
+ O((K∗)−2), (A.14)
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なお，2π − ϕT3
3 ∼ O((K∗)−1).

4)周期解の導出
未知量 ϕ̂td

2 は，接地条件 (∆l∗1 = 0)(( A.8)式)から以下のように求めることが出
来る．

ϕ̂td
2 = 2π − (1 − β)

1
d∗K∗

+ O((K∗)−2). (A.15)

未知量 ψ̂T2
1 , ψ̂

T2
2 は，接地条件 (∆l∗2 = 0)(∆l∗3 = 0)(式 ( A.11)( A.14))を s∗に対して摂動

展開することで，K∗の 2次以上の微小量を無視して (2.19)式のように求まる．
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A.4 進行波歩容の安定解析

本付録では，2.3.2節にて得られた誤差発展行列 ((2.20)式)を導出する．イ
ベント T2直前において十分小さな摂動 (∆ψ1, ∆ψ2)を加えた時，各イベント
(T2,T3,T1)におけるセンサフィードバックの量を順に計算して，半周期分の誤
差発展行列を求める．なお，摂動のオーダーはO(K∗−1)として，接地脚集合
(S T1, S T2, S T3)を変えないとした．
1)イベント T2での位相リセット量
イベント T2直前において摂動が加わった時に，イベント T2直前の各振動子
の位相は，摂動 (∆ψ1, ∆ψ2)を使って以下のようにかける．

ϕT2
1 = ϕ

td
2 − ψT2

1 ,

ϕT2
2 = ϕ

td
2 ,

ϕT2
3 = ϕ

td
2 + ψ

T2
2 − 2π,

(A.16)

なお，

ψT2
1 = ψ̂

T2
1 + ∆ψ1,

ψT2
2 = ψ̂

T2
2 + ∆ψ2.

ϕtd
2 は，( A.16)式を ( A.10)( A.11)式に代入して，摂動展開することで得られる．

ϕtd
2 = 2π − (1 − β)

1
d∗K∗

+ 2(1 − c1)∆ψ1,

c1 =
5
6
− 4

45β
s∗

a∗
.

(A.17)

Fig. 2.11より，イベントT2における位相リセット量は (1− β)/(2d∗K∗)− (1− c1)∆ψ1

と表される．

2)イベント T3での位相リセット量
イベント T2での位相リセット量をつかって，イベント T3直前の位相は以下
でかける (Fig. 2.11):

ϕT3
1 = ϕ

td
3 − ψT3

1 − ψT3
2 ,

ϕT3
2 = ϕ

td
3 − ψT3

2 ,

ϕT3
3 = ϕ

td
3 ,

(A.18)

なお，

ψT3
1 = ψ̂

T2
1 +

1
2

(1 − β)
1

d∗K∗
+ c1∆ψ1,

ψT3
2 = ψ̂

T2
2 −

1
2

(1 − β)
1

d∗K∗
+ (1 − c1)∆ψ1 + ∆ψ2.
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ϕtd
3 は，( A.18)式を ( A.13)( A.14)式に代入して，摂動展開することで得られる．

ϕtd
3 = 2π − (1 − β)

1
d∗K∗

+ 2(1 − c2)(1 − c1)∆ψ1 + 2(1 − c2)∆ψ2,

c2 =
13
18
+

4
81β

s∗

a∗
.

(A.19)

Fig. 2.11より，イベントT3における位相リセット量は (1− β)/(2d∗K∗)− (1− c2)(1−
c1)∆ψ1 − (1 − c2)∆ψ2と表される．

3)イベント T1での位相リセット量
イベント T3での位相リセット量を使って，イベント T1直前の位相は以下で
書ける (Fig. 2.11):

ϕT1
1 = ϕ

td
1 ,

ϕT1
2 = ϕ

td
1 + ψ

T1
1 − 2π,

ϕT1
3 = ϕ

td
1 + ψ

T1
1 + ψ

T1
2 − 2π,

(A.20)

なお，

ψT1
1 = ψ̂

T2
1 +

1
2

(1 − β)
1

d∗K∗
+ c1∆ψ1,

ψT1
2 = ψ̂

T2
2 + c2(1 − c1)∆ψ1 + c2∆ψ2.

ϕtd
1 は，( A.7)( A.8)式から以下で得られる．

ϕtd
1 = 2π − (1 − β)

1
d∗K∗

. (A.21)

Fig. 2.11から，イベント T1における位相リセット量は (1 − β)/(2d∗K∗)と求まる.
4) 1周期後の位相差発展
イベント T1における位相リセット量を用いて，半周期後のイベント T2直前
の位相差 (ψT2

1
′, ψT2

2
′)は以下で求まる (Fig. 2.11参考)．

ψT2
1
′
= ψ̂T2

1 + c1∆ψ1,

ψT2
2
′
= ψ̂T2

2 + c2(1 − c1)∆ψ1 + c2∆ψ2.
(A.22)

残りの半周期についても同じ議論が適用できるため (脚の接地順序は同
じ)，摂動の誤差発展行列は (2.20)式で得られる.
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付録 B

多足シンプルモデルの解析解導出に関
する付録

B.1 解に対する仮定 (B1-5)に基づく接地条件式 (3.17)の
導出方法

k-1 k k+1 k+2 j-1 j j+1

.....

φ k φ td φ k φ k φ k φ k φ k

ψ
k

k ψ
k+1

kψ
k-1

k ψ
j-1

k ψ
j

k

...

+ Phase resetting (2π-φ  )

ψ +(2π-φ  )
k-1

k td
k

j-2

φ k

ψ
j-2

k

.....

Just before 

Event k StanceTouchdown StanceStance Stance Stance Float Stance

.....

φ j φ j φ j φ j φ j φtd φ j

ψ
j-1

k ψ
j

k

... φ jJust before 

Event j FloatStance Stance Stance Stance Touchdown Stance

ψ -(2π-φ  )
k

k td
k

ψ +(2π-φ  )
j-1

k td
j

φk+1 φk+1 φ td φk+1 φk+1 φk+1 φk+1... φk+1Just before 

Event k+1 TouchdownStance Stance Stance Stance Stance Float

ψ -(2π-φ  )
j

k td
j

...
+ Phase resetting (2π-φ    )

φ j-1 φ j-1 φ j-1 φ j-1 φ td φ j-1 φ j-1... φ j-1Just before 

Event j-1 StanceFloat StanceStance Stance Touchdown Stance Stance

...

ψ -(2π-φ  )
k

k td
k

ψ
k+1

k

ψ +(2π-φ  )
j-1

k td
j

ψ -(2π-φ  )
j-2

k td
j-2

+ Phase resetting (2π-φ  )

k
td

j
td

k+1
td

+ Phase resetting (2π-φ    )
j-1
td

Almost one wavelength of Retrograde wave

k-1 k k+1 k+2 j-1 j j+1j-2

k-1 k k+1 k+2 j-1 j j+1j-2

k-1 k k+1 k+2 j-1 j j+1j-2

k-1 k k+1 k+2 j-1 j j+1j-2

Fig. B.1:Evolution of phases at touchdown events in the case that Leg j is in the air just before
event k. Figure shows the phase and geometrical relations among Legk-Leg j.

本資料では，脚 k基準のわきだし波解集合に対する接地条件式 (3.17)の導
出方法を説明する．それぞれ後退波部分と進行波部分に分けて議論を行う．

はじめに，解に対する仮定 (B1-5)を使うことで，脚 iが接地する直前の隣の
脚との位相差 (ψi

i−1, ψ
i
i)が，断面 Σ

k
p上の位相差 (ψk

i−1, ψ
k
i )と接地位相 (ϕtd

i−1, ϕ
td
i+1)を

使って表せることを示す．その後に，得られた結果を使って周期解の接地条

件式 (3.17)の導出方法を簡単に述べる
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1)脚 iの接地直前の位相差 (ψi
i−1, ψ

i
i)について

A)後退波部分について
仮定 (B2,3)から，浮遊脚 1の波が脚 kから脚 N + 1に向かって進んでいくこと

が分かる．なお，隣あう 2つの脚が浮遊脚になることはなく，ある浮遊脚の
脚が接地すると同時に，後ろ隣りの脚が浮遊脚になる．つまり，1波長の後
退波に浮遊脚は 1つだけ存在する．
これらの特徴を用いることで，例えば Σk

p上で脚 j(> k)が浮遊脚であり，脚
k+1から脚 j−1が接地している場合に，後退波部分 (k ≤ i ≤ j)の接地イベン
ト iがどのような順番で起きるかを Fig. B.1のようにあらわすことが出来る
(Fig. B.1は Fig. 3.8をカラーにして分かりやすくしたものである)．以後この
図の場合を例に議論を進める．この図の場合において，断面 Σk

p上で脚 kが接
地の直前であり，脚 jは浮遊脚である．そのため，脚 k-脚 j − 1間は後退波の
およそ 1波長に対応している．また，解に対する仮定から 1つの遊脚が後ろ
に進んでいくので，時間が進むにつれて，脚 j，k+1，k+2，k+3...と順に接地
していき，最終的には脚 j−1が接地することが分かる．つまり，区間 [k, j]に
おける脚 iの接地する順番は決定される．
局所的な脚の接地する順番が決まるため，断面 Σk

pから脚 i ∈ [k, j]が接地す
る直前までに，その両隣の脚 i−1，脚 i+1が位相リセットを経験しているかど
うかが分かる．例えば，脚 k, jの場合，両隣の脚はまだ接地していないので
位相リセットを経験していない．脚 j−1の場合は，接地イベントは最後に起
きるので，両隣の脚は位相リセットを経験している．脚 i ∈ [k+1, j−2]の場合，
前脚は位相リセットを経験しているが，後ろ脚については経験していない．

なお，ここまでは，断面 Σk
p上で脚 jが浮遊脚であるとして，i ∈ [k, j]の範囲で

議論を行った（およそ 1波長分の後退波に対する議論）が，この議論は容易
に i ∈ [k,N+1]の範囲に一般化可能である．なぜなら，議論の本質は，前から
後ろに接地イベントが起こるという関係が，断面 Σk

p上で脚 kまたは浮遊脚
(k, j, · · · )を起点に始まり，次の浮遊脚の手前 ( j−1, · · · )で終わるという点にあ
るからである．一般化を行った結果，集合 S 1,2,4を用いて Table B.1のように位
相リセットの経験の仕方が分類できる．

最後に，断面 Σk
pから脚 iが接地する直前までの間に，隣の脚との位相差

(ψi−1, ψi)は，それぞれ脚 i−1と脚 i+1が経験する位相リセットの影響のみを受
ける．これは，(3.12)式でまだ接地していない脚 iの接地位相 ϕtd

i の項を取り

除けば明らかである．つまり，隣の脚の位相リセットの経験の有無が分か

れば，脚 iが接地する直前の位相差 (ψi
i−1, ψ

i
i)を，ポアンカレ断面上の位相差

1これは本文の定義に従う．脚が浮いていない場合もある．



112 付録 B 多足シンプルモデルの解析解導出に関する付録

Table B.1:Phase differences just before Legi touches down.
Was phase resetting?

Set Legi−1 Legi+1 ψi
i−1 ψi

i

i ∈ S 1 No No ψk
i−1 ψk

i

i ∈ S 2 Yes Yes ψk
i−1 − (2π − ϕtd

i−1) ψk
i + (2π − ϕtd

i+1)
i ∈ S 3 No Yes ψk

i−1 ψk
i + (2π − ϕtd

i+1)
i ∈ S 4 Yes No ψk

i−1 − (2π − ϕtd
i−1) ψk

i

j-1 j j+1 j+2 k-2 k-1 k

.....

φ
j-1

k φ
j

k φ
j+1

k φ
j+2

k φ
k-2

k φ
k-1

k φ
k

td

ψ
j

k ψ
j+1

kψ
j-1

k ψ
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k ψ
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k

...

+ Phase resetting  (2π-φ  )

ψ +(2π-φ  )
k-1
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k

k-3

φ
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k
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k

.....

Just before 

Event k Stance TouchdownStanceStance Stance StanceFloat

.....

φ j φ jφ j φ j φ j φtd φ j... φ jJust before 

Event j FloatStance Stance StanceStance StanceTouchdownStance

φ k-1 φ k-1 φ k-1 φ k-1 φ k-1 φtd φ k-1... φ k-1Just before 

Event k-1 TouchdownStance StanceStanceStanceFloat

...
+ Phase resetting (2π-φ    )

φ j+1 φ j+1 φ td φ j+1 φ j+1 φ j+1 φ j+1... φ j+1Just before 

Event j+1 Stance StanceTouchdown Float

...

ψ -(2π-φ  )
j

k td
j

+ Phase resetting (2π-φ  )

k
td

j
td

k-2
td

+ Phase resetting (2π-φ    )
j+1
td

ψ +(2π-φ  )
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k td
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k td

+ Phase resetting (2π-φ   )
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ψ
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kψ
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k td
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ψ -(2π-φ  )
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k td
j

ψ +(2π-φ  )
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k td
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Stance Stance

Almost one wavelength of Direct wave*

(*Description is true only when Leg k-1 is almost Liftoff at Event k)
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j-1 j j+1 j+2 k-2 k-1 kk-3
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Fig. B.2:Evolution of phases at touchdown events in the case that Leg j is in the air just before
event k. Figure shows the phase and geometrical relations among Leg j-Legk.

(ψk
i−1, ψ

k
i )と，脚 i−1と脚 i+1の接地位相 (ϕtd

i−1, ϕ
td
i+1)を使って表せる．分かりやすい

ように，Fig. B.1にそれぞれの位相差が位相リセット後にどのように発展す
るかが表されている．よって，Table B.1のように脚 iが接地する直前の位相
差を断面 Σk

p上の位相差で表すことが出来る．

B)進行波部分について
基本的に後退波部分の場合と同様の議論が展開できる．仮定 (B4)から，浮
遊脚の波が脚 k − 1から脚 1に向かって進んでいくことが分かる．なお，隣あ
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う 2つの脚が浮遊脚になることはなく，ある浮遊脚の脚が接地すると同時
に，前隣りの脚が浮遊脚になる．つまり，1波長の進行波に浮遊脚は 1つだ
け存在する．

これらの特徴を用いることで，例えば Σk
p上で脚 j(< k−1)が浮遊脚であり，

脚 j+1から脚 k−1が接地している場合に，進行波部分 ( j ≤ i ≤ k − 1)の接地イ
ベント iがどのような順番で起きるかを Fig. B.2のようにあらわすことが出
来る．以後この図の場合を例に議論を進める．解に対する仮定から 1つの浮
遊脚が前に進んでいくので，時間が進むにつれて，脚 j，k−1，k−2，k−3...と
順に接地していき，最終的には脚 j+1が接地することが分かる．つまり，区
間 [ j, k]における脚 iの接地する順番は決定される．
局所的な脚の接地する順番が決まるため，後退波の場合と同様に，断面

Σk
pから脚 i ∈ [ j, k]が接地する直前までに，その両隣の脚 i−1，脚 i+1が位相リ
セットを経験しているかどうかが分かる．例えば，脚 k, jの場合，両隣の脚は
まだ接地していないので位相リセットを経験していない．脚 j+1の場合は，
接地イベントは最後に起きるので，両隣の脚は位相リセットを経験してい

る．脚 i ∈ [ j+2, k−1]の場合，後ろ脚は位相リセットを経験しているが，前脚に
ついては経験していない．なお，ここまでは，断面 Σk

p上で脚 jが浮遊脚であ
るとして，i ∈ [ j, k]の範囲で議論を行ったが，この議論は容易に i ∈ [1, k]の範
囲に一般化可能である．なぜなら，議論の本質は，後ろから前に接地イベ

ントが起こるという関係が，断面 Σk
p上での脚 kか浮遊脚 (k, j, · · · )を起点に始

まり，次の浮遊脚の後ろ隣り ( j+1, · · · )で終わるという点にあるからである．
一般化を行った結果，集合 S 1,2,3を用いて Table B.1のように位相リセットの経
験の仕方が分類できる．

最後に，後退波の部分と同様に，隣の脚の位相リセットの経験の有無が分

かれば，脚 iが接地する直前の位相差 (ψi
i−1, ψ

i
i)を，ポアンカレ断面上の位相

差 (ψk
i−1, ψ

k
i )と，脚 i−1と脚 i+1の接地位相 (ϕtd

i−1, ϕ
td
i+1)を使って表せる．なお，Fig.

B.2にそれぞれの位相差が位相リセット後にどのように発展するかが表され
ている．結果，Table B.1のように脚 iが接地する直前の位相差を断面 Σk

p上の

位相差で表すことが出来る．

ここまでの議論では，境界 (i = 1,N)の場合については特に議論してこな
かった．境界におけるリセットの経験の有無と隣の脚との位相差について

は，本質的に同様の議論を行うことで，Table B.2のように位相差を求められ
る．また，断面上で浮遊脚が無い場合や，k = 2,Nで進行波か後退波部分が
存在しない場合についても議論しなかった．これら場合については，Table
B.1, B.2で対応する集合が空集合になることで矛盾なく議論が進むことは明
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Table B.2:Phase differences just before Legi touches down.
Was phase resetting?

Set Legi−1 Legi+1 ψi
i−1 ψi

i

i = 1 ∈ Jk
D - No - ψk

i

i = 1 < Jk
D - Yes - ψk

i + (2π − ϕtd
i+1)

i = N+1 ∈ Jk
R No - ψk

i−1 -
i = N+1 < Jk

R Yes - ψk
i−1 − (2π − ϕtd

i−1) -

らかであろう．

2)周期解の接地条件式 (3.17)の導出
仮定 (B2-5)によって，任意の脚 iが接地する直前において脚 iの両隣の脚は接
地している (i=1, N+1なら片隣の脚は接地している)ため，周期解のすべての
イベントに対する接地条件式は (3.13)式で簡単化される．ここまでの結果を
使うことで，脚 iが接地する直前の隣との位相差ψi

i−1, ψ
i
iは，脚 iの属す集合に

応じて Table B.1, B.2のように表すことが出来る．(3.13)式の右辺の関数の引
数 ϕi

i−1, ϕ
i
i+1が，ϕ

i
i−1=ϕ

td
i −ψi

i−1, ϕ
i
i+1=ϕ

td
i +ψ

i
iと表せることに注意すれば，これまでの

結果を代入して以下の接地条件式を得ることが出来る．

l(ϕtd
i ) =



fB(ϕtd
1 +ψ

k
1−2π) i=1∈ Jk

D,

fB(ϕtd
1 +ψ

k
1−ϕtd

2 ) i=1< Jk
D,

fB(ϕtd
N+1−ψk

N) i = N+1∈ Jk
R

fB(ϕtd
N+1−ψk

N+2π−ϕtd
N) i = N+1< Jk

R

f (ϕtd
i −ψk

i−1, ϕ
td
i +ψ

k
i −2π) i ∈ S 1,

f (ϕtd
i −ψk

i−1+2π−ϕtd
i−1, ϕ

td
i +ψ

k
i −ϕtd

i+1) i ∈ S 2,

f (ϕtd
i −ψk

i−1, ϕ
td
i +ψ

k
i −ϕtd

i+1) i ∈ S 3,

f (ϕtd
i −ψk

i−1+2π−ϕtd
i−1, ϕ

td
i +ψ

k
i −2π) i ∈ S 4

(B.1)

なお，( B.1)式の右辺の関数の引数は，[0, 2π)の範囲に収まるように 2πを足
し引きして調整されている．この式に周期解条件 (3.16)を代入することで，
本論文で議論した周期解の接地条件式 (3.17)が導出される．
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B.2 わきだし波解集合の周期解の詳細な導出

わきだし波解集合の周期解の導出の詳細を説明する．N+1個の未知量 ψ̂k
i と

ϕ̂tdに対して，N+1個の代数方程式 (式 (3.17))を解けばよい．以下，仮定 (B1-5)
を用いて，式 (3.17)をそれぞれの iに対して解いていく．
1) i = N + 1の場合（後ろ境界)
この時，i ∈ Jk

Rかどうかによらず，仮定 B5より隣の脚 Nは支持脚相である．
さらに，接地位相に対して仮定 B1（ϕ̂td ∈ [(1 + β)π, π)）がなり立つことも使う
と，式 (3.17)の i = N + 1の場合の式は，式 (3.4)(3.15)を用いて以下のように書く
ことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td) = L − mBg
kt

(B.1)

なお，b = as/(1 − β)πである．以上より，未知量 ϕ̂tdが決定できる．

ϕ̂td = 2π − mBg
ktb

(B.2)

2) i = 1の場合 (前境界)
この時，i ∈ Jk

Dかどうかによらず，仮定B5より隣の脚 2は支持脚相である．さ
らに，接地位相に対して仮定B1がなり立つことも使うと，式 (3.17)の i = 1の
場合の式は，式 (3.4)(3.15)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td) = L − mBg
kt

(B.3)

これは，式 ( B.1)そのものである．
3) i ∈ Jk

Dの場合

仮定 B4より前脚 i − 1は遊脚相 Takeoffであり，後ろ脚 i + 1は支持脚相である．
さらに，接地位相に対して仮定B1がなり立つことも使うと，式 (3.17)の i ∈ Jk

D

の場合の式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td) = L − 1
2

b
(
ϕ̂td − ψ̂k

i−1 − 2βπ
)
− mg

2kt
(B.4)

これを解いて位相差が求まる．

ψ̂k
i−1 = 2(1 − β)π − (3mB − m)g

ktb
(B.5)

4) i ∈ Jk
Rの場合

仮定B3より前脚 i − 1は支持脚相であり，後ろ脚 i + 1は Takeoff相である．さら
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に，接地位相に対して仮定 B1がなり立つことも使うと，式 (3.17)の i ∈ Jk
Rの

場合の式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td) = L − 1
2

b
(
ϕ̂td + ψ̂k

i − 2π − 2βπ
)
− mg

2kt
(B.6)

これを解いて位相差が求まる．

ψ̂k
i = 2βπ +

(3mB − m)g
ktb

(B.7)

5) i − 1 ∈ Jk
Dの場合

仮定B4より前脚 i−1は遊脚相Takeoffであり，後ろ脚 i+1は支持脚相である．さ
らに，接地位相に対して仮定B1がなり立つことも使うと，式 (3.17)の i−1 ∈ Jk

D

の場合の式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td) = L − 1
2

b
(
2π − ψ̂k

i−1 − 2βπ
)
− mg

2kt
(B.8)

これを解いて位相差が求まる．

ψ̂k
i−1 = 2(1 − β)π − (2mB − m)g

ktb
(B.9)

6) i + 1 ∈ Jk
Rの場合

仮定B3より前脚 i − 1は支持脚相であり，後ろ脚 i + 1は Takeoff相である．さら
に，接地位相に対して仮定 B1がなり立つことも使うと，式 (3.17)の i + 1 ∈ Jk

R

の場合の式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td) = L − 1
2

b
(
ψ̂k

i − 2βπ
)
− mg

2kt
(B.10)

これを解いて位相差が求まる．

ψ̂k
i = 2βπ +

(2mB − m)g
ktb

(B.11)

7) i ∈ [2, k − 1] and i < Jk
D and i − 1 < Jk

Dの場合

仮定 B4より前脚 i − 1は遊脚相 Takeoffであり，後ろ脚 i + 1は支持脚相である．
さらに，接地位相に対して仮定B1がなり立つことも使うと，式 (3.17)の対応
する式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td) = L − 1
2

b
(
ϕ̂td − ψ̂k

i−1 − 2βπ
)
− mg

2kt
(B.12)



B.2. わきだし波解集合の周期解の詳細な導出 117

これを解いて位相差が求まる．

ψ̂k
i−1 = 2(1 − β)π − (3mB − m)g

ktb
(B.13)

8) i ∈ [k + 1, N] and i < Jk
R and i + 1 < Jk

Rの場合

仮定B3より前脚 i − 1は支持脚相であり，後ろ脚 i + 1は Takeoff相である．さら
に，接地位相に対して仮定B1がなり立つことも使うと，式 (3.17)の対応する
場合の式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td) = L − 1
2

b
(
ϕ̂td + ψ̂k

i − 2π − 2βπ
)
− mg

2kt
(B.14)

これを解いて位相差が求まる．

ψ̂k
i = 2βπ +

(3mB − m)g
ktb

(B.15)

9) i = kの場合
仮定B2より，前脚 k − 1は支持脚相の場合と Takeoff相の場合の二通りがある．
また，後ろ脚 k + 1は仮定から TakeOff中であるとする．
9-A)脚 k − 1が遊脚相 Takeoffの場合 (解集合Aに対応)
この場合，脚 k − 1と脚 k + 1は Takeoff相なので，位相条件は以下のようにか
ける．

2βπ < 2π − mBg
ktb
− ψ̂k

k−1 < (1 + β)π (B.16)

2βπ < ψ̂k
k −

mBg
ktb

< (1 + β)π (B.17)

この時，式 (3.17)の対応する部分は以下のように展開できる．

L − b(2π − ϕ̂td) = L − 1
2

b
(
2ϕ̂td − ψ̂k

k−1 + ψ̂
k
k − 2π − 4βπ

)
− mg

2kt
(B.18)

これを解くことで以下の式が得られる．

ψ̂k
k = ψ̂

k
k−1 + 2(2β − 1)π +

(4mB − m)g
ktb

(B.19)

なお，この関係と式 ( B.16)( B.17)を組み合わせることで，不等式条件を以下
でまとめることが出来る．

2(1 − β)π − (3mB − m)g
ktb

< ψ̂k
k−1 < 2(1 − β)π − mBg

ktb
(B.20)
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9-B)脚 k − 1が支持脚相の場合　 (解集合 Bに対応)
このときの脚 k − 1の位相条件は，

0 ≤ 2π − mBg
ktb
− ψ̂k

k−1 ≤ 2βπ (B.21)

とかける．一方，脚 k− 1が接地した時に，脚 kは支持脚相なので (仮定B4)，以
下の不等式を得る．

0 ≤ ψ̂k
k−1 ≤ 2βπ (B.22)

よって，脚 k − 1の位相条件は合わせて以下の形でかける．

2(1 − β)π − mBg
ktb
≤ ψ̂k

k−1 ≤ 2βπ (B.23)

この時，式 (3.17)の対応する式は以下のように展開できる．

L − b(2π − ϕ̂td) = L − 1
2

b
(
ϕ̂td + ψ̂k

k − 2π − 2βπ
)
− mg

2kt
(B.24)

よって，

ψ̂k
k = 2βπ +

(3mB − m)g
ktb

(B.25)

と得られる

ここまでの結果をまとめると，本稿で議論した周期解 (式 (3.19))が得ら
れる．
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B.3 仮定した接地脚集合の物理的妥当性の確認

仮定 (B2-5)で仮定した接地脚集合が，得られた解に対して物理的に妥当で
あることを示すには，接地していると仮定した脚 iの長さ l(ϕi) = xiをつり合

いの式 (3.8)に代入し，制約条件 (3.9)に矛盾しない (Ri > 0である)ことを確認
すれば良い．しかし，Riを求めるためには，xi−1, xi+1を求める必要がある ((3.8)
式)．これらを求めるには，脚 i−1，i+1が接地しているかどうかも知る必要
があり，これは容易ではない．

そのため，本付録では，脚 iが制約条件 (3.9)に矛盾なく接地しているための，
位相ϕiの十分条件を導出する ( B.3.1節)．この十分条件をもとにして，仮定 (B2-
5)を満足する接地脚集合が物理的に妥当であるための位相条件を導出する (
B.3.2節)．そして，議論するパラメータ領域 (m/2<mB<m, 1/2<β<1, mg<ktas(3.2
節参照))において，得られた解がこの位相条件に矛盾していないことを確
認する ( B.3.3節)．

B.3.1 準備

Theorem 1 ある脚 i ∈ [1,N+1]の位相が支持脚相 (0 ≤ ϕi ≤ 2βπ)であれば，その脚
は (3.9)式に矛盾なく接地している

Proof 支持脚相の位相において脚 iの長さは最大値 Lを取る ((3.4)式)．つり合
いの式 (3.8)から xi−1−xi<0かつ xi+1−xi<0であるので，明らかに Ri > 0である．こ
れは制約条件 (3.9)に矛盾しない． □

Theorem 2 ある脚 i ∈ [2, N]が浮いている時に，隣りの脚 k（k = i + 1あるいは，
k = i − 1）が (3.9)式に矛盾なく接地しており，かつその位相が遊脚相の Takeoff
相であるための十分条件は以下の条件である．

2βπ < ϕk < 2βπ +
mg
ktb

(B.26)

Proof 定理の位相条件が遊脚相の Takeoff相である (2βπ<ϕk < (1+β)π)ことは，b
の定義と，mg/kt < asを使うことで証明できる．ここでは，( B.26)式が，脚 k
が接地しているための十分条件になっていることを証明すればよい．２つ

の場合に分けて背理法を用いて十分性を証明する．

a) k ∈ [3, N − 1]のとき
脚 kが浮いていると仮定する．このとき，セグメント kの地面からの高さ xk



120 付録 B 多足シンプルモデルの解析解導出に関する付録

の最大値 xmax1
k を求める．これは，明らかに脚 kの隣りの脚 j(, i)と，脚 iの隣

りの脚 n(, k)が長さ Lで接地している場合 (x j= xn=L)であり，(3.8)式の iと kに
対応する部分を xkについて解けば，xmax1

k は以下のように求められる．

xmax1
k = L − mg

kt
(B.27)

この時，定理の位相条件 ( B.26)より，l(ϕk) > xmax1
k が成り立っている．これは脚

が浮いているための制約条件 l(ϕk) ≤ xk((3.9)式)に矛盾している．つまり，脚 k
は必ず接地している．

b) k ∈ {1, N+1}のとき
同様に，脚 kが浮いていると仮定したときの，セグメント kの地面からの高
さ xkの最大値 xmax2

k を求める．これは，明らかに脚 iの隣りの脚 j , kの長さが
Lで接地している場合 (x j=L)であり，以下のように求められる．

xmax2
k = L − (m + mB)g

kt
(B.28)

この時，定理の位相条件 ( B.26)より，l(ϕk) > xmax2
k が成り立っている．これは脚

が浮いているための制約条件 l(ϕk) ≤ xk((3.9)式)に矛盾している．つまり，脚 k
は必ず接地している．以上の議論から，定理は証明できた． □

B.3.2 接地脚集合が物理的に妥当であるための位相条件

それぞれの仮定 (B2-5)に対して，接地脚集合が物理的に妥当であるための
位相条件の導出を行う．

1)仮定 (B2)が物理的に妥当であるための位相条件
仮定 (B2)が物理的に妥当であるための十分条件は，脚 kが接地する直前の隣
りの脚の位相 ϕk

k−1, ϕ
k
k+1に対して以下の位相条件で表すことができる．

0 ≤ ϕk
k−1 < 2βπ +

mg
ktb

(B.29)

2βπ < ϕk
k+1 < 2βπ +

mg
ktb

(B.30)

この導出過程を説明する．(B2)では，脚 kが接地する直前 (脚 kは浮いている)
に，前脚 k−1は接地しており，その位相は支持脚相または遊脚相の Takeoff
相であると仮定した．ここで，定理 1を使うことで，前脚 k−1が支持脚相
(0 ≤ ϕk

k−1 ≤ 2βπ)であれば前脚 k−1は接地していることがわかる．さらに，定理
2を使うことで，前脚 k−1が遊脚相の Takeoff相で接地しているための位相条
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件 (2βπ < ϕk
k−1 < 2βπ + mg

ktb
)がわかる．これらを組み合わせると，前脚 k−1が接地

しているための十分条件が ( B.29)式で得られる．
一方，後脚 k+1に対しては，脚 kが接地する直前 (脚 kは浮いている)に接

地しており，その位相は遊脚相の Takeoff相であると仮定した (B2)．定理 2を
使うことで，後脚 k+1が遊脚相の Takeoff相で接地しているための位相条件
(2βπ < ϕk

k+1 < 2βπ + mg
ktb

)がわかる (( B.30)式)．
2)仮定 (B3)が物理的に妥当であるための位相条件
同様に，定理 1,2を使うことによって，仮定 (B3)が物理的に妥当であるため
の位相条件は，脚 i ∈ [k+1, N]が接地する直前の位相 ϕi

i−1, ϕ
i
i+1に対して以下の

位相条件で書くことができる．

0 ≤ ϕi
i−1 ≤ 2βπ (B.31)

2βπ < ϕi
i+1 < 2βπ +

mg
ktb

(B.32)

3)仮定 (B4)が物理的に妥当であるための位相条件
同様に，定理 1,2を使うことによって，仮定 (B4)が物理的に妥当であるため
の十分条件は，脚 i ∈ [2, k−1]が接地する直前の隣りの脚の位相 ϕi

i−1, ϕ
i
i+1に対

して以下の位相条件で書くことができる．

2βπ < ϕi
i−1 < 2βπ +

mg
ktb

(B.33)

0 ≤ ϕi
i+1 ≤ 2βπ (B.34)

4)仮定 (B5)が物理的に妥当であるための位相条件
同様に，定理 1を使って，仮定 (B5)が物理的に妥当であるための十分条件は，
脚 i ∈ {1, N + 1}が接地する直前の位相 ϕi

k(脚 kは脚 iのとなりの脚)に対して以下
の位相条件で書くことができる．

0 ≤ ϕi
k ≤ 2βπ (B.35)

B.3.3 解が位相条件を満たすことの確認

導出した解 (3.19)が，パラメータ領域 (m/2<mB<m, 1/2<β<1, mg<ktas(3.2節参
照))において，それぞれの仮定 (B2-5)に対する位相条件を満たすことの確認
を行う．

1)仮定 (B2)の位相条件を満たすことの確認
仮定 (B2)は脚 kが接地する直前の状態を議論しており，この時の位相 ϕk

k−1, ϕ
k
k+1

は周期解を使って以下であらわされる．

ϕk
k−1= ϕ̂

td−ψ̂k
k−1 (B.36)
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ϕk
k+1= ϕ̂

td+ψ̂k
k−2π (B.37)

これに，解 (3.19)(3.18)を代入することで，以下の関係式が得られる．

2(1−β)π−mBg
ktb
≤ϕk

k−1<2βπ+
(2mB−m)g

ktb
(B.38)

2βπ<ϕk
k+1≤2βπ+

(2mB−m)g
ktb

(B.39)

議論するパラメータ領域 (3.2節参照)において，この関係式は ( B.29)( B.30)式
に矛盾しないことがわかる．したがって，制約条件 (3.9)を満足することが証
明でき，ここで仮定した接地脚集合が物理的に妥当であることがわかった．

紙面の都合上省略するが，議論するパラメータ領域 (3.2節参照)において，
得られた解がすべての仮定 (B2-5)の位相条件に矛盾しないことが同様の手
順で確認できる．以上より，導出した解に対して，仮定した接地脚集合が物

理的に妥当であったことが示された．
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B.4 わきだし波解集合の安定解析

わきだし解の安定性の導出の詳細を説明する．各接地イベントにおける

タッチダウン位相の変化量∆ϕtd
i の関係式は，接地条件式 (3.17)に，ϕtd

i = ϕ̂
td+∆ϕtd

i ，

ψk
i = ψ̂

k
i + ∆ψ

k
i を代入することによって以下のように得られる．

l(ϕ̂td + ∆ϕtd
i ) =

gB(ϕ̂td + ψ̂k
1 − 2π + (∆ϕtd

1 + ∆ψ
k
1)) i = 1 ∈ Jk

D,

gB(ψ̂k
1 + (∆ϕtd

1 − ∆ϕtd
2 + ∆ψ

k
1)) i = 1 < Jk

D,

gB(ϕ̂td − ψ̂k
N + (∆ϕtd

N+1 − ∆ψk
N)) i = N + 1 ∈ Jk

R,

gB(2π − ψ̂k
N + (∆ϕtd

N+1 − ∆ϕtd
N − ∆ψk

N)) i = N + 1 < Jk
R,

g(ϕ̂td − ψ̂k
i−1 + (∆ϕtd

i − ∆ψk
i−1), ϕ̂td + ψ̂k

i − 2π + (∆ϕtd
i + ∆ψ

k
i )) i ∈ S 1,

g(2π − ψ̂k
i−1 + (∆ϕtd

i − ∆ϕtd
i−1 − ∆ψk

i−1), ψ̂k
i + (∆ϕtd

i − ∆ϕtd
i+1 + ∆ψ

k
i )) i ∈ S 2,

g(ϕ̂td − ψ̂k
i−1 + (∆ϕtd

i − ∆ψk
i−1), ψ̂k

i + (∆ϕtd
i − ∆ϕtd

i+1 + ∆ψ
k
i )) i ∈ S 3,

g(2π − ψ̂k
i−1 + (∆ϕtd

i − ∆ϕtd
i−1 − ∆ψk

i−1), ϕ̂td + ψ̂k
i − 2π + (∆ϕtd

i + ∆ψ
k
i )) i ∈ S 4

(B.40)

式 ( B.40)の関数 gの引数に対して仮定 (B1-5)を考慮すると，式 ( B.40)はそれぞ
れ以下のように書き下していくことが出来る．

1) i = N + 1の場合（後ろ境界)
この時，i ∈ Jk

Rかどうかによらず，仮定 (B5)より隣の脚Nは接地相である．タッ
チダウン位相に対して仮定 (B1)がなり立つことも使うと，式 ( B.40)の i = N+1
の場合の式は，式 (3.4)(3.15)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td − ∆ϕtd
N+1) = L − mBg

kt
(B.41)

わきだし波の周期解 (式 (3.19)(3.18))を代入することで，位相リセットの変化
量 ∆ϕtd

N+1 = 0が決定できる．
2) i = 1の場合 (前境界)
この時，i ∈ Jk

Dかどうかによらず，仮定 (B5)より隣の脚 2は接地相である．さ
らに，タッチダウン位相に対して仮定 (B1)がなり立つことも使うと，式 ( B.40)
の i = 1の場合の式は，式 (3.4)(3.15)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td − ∆ϕtd
1 ) = L − mBg

kt
(B.42)

わきだし波の周期解 (式 (3.19)(3.18))を代入して，位相リセットの変化量∆ϕtd
1 = 0

が決定できる．
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3) i ∈ Jk
Dの場合

仮定 (B4)より前脚 i − 1は離地相 Takeoffであり，後ろ脚 i + 1は接地相である．
さらに，タッチダウン位相に対して仮定 (B1)がなり立つことも使うと，式 (
B.40)の i ∈ Jk

Dの場合の式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くことが出
来る．

L − b(2π − ϕ̂td − ∆ϕtd
i ) = L − 1

2
b
(
ϕ̂td − ψ̂k

i−1 − 2βπ + (∆ϕtd
i − ∆ψk

i−1)
)
− mg

2kt
(B.43)

わきだし波の周期解 (式 (3.19)(3.18))を代入して，位相リセットの変化量∆ϕtd
i が

決定できる．

∆ϕtd
i =

1
3
∆ψk

i−1 (B.44)

4) i ∈ Jk
Rの場合

仮定 (B3)より前脚 i − 1は接地相であり，後ろ脚 i + 1は Takeoff相である．さら
に，タッチダウン位相に対して仮定 (B1)がなり立つことも使うと，式 ( B.40)
の i ∈ Jk

Rの場合の式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td − ∆ϕtd
i ) = L − 1

2
b
(
ϕ̂td + ψ̂k

i − 2π − 2βπ + (∆ϕtd
i + ∆ψ

k
i )
)
− mg

2kt
(B.45)

わきだし波の周期解 (式 (3.19)(3.18))を代入して解けば，位相リセットの変化
量 ∆ϕtd

i が決定できる．

∆ϕtd
i = −

1
3
∆ψk

i (B.46)

5) i − 1 ∈ Jk
Dの場合

仮定 (B4)より前脚 i − 1は離地相 Takeoffであり，後ろ脚 i + 1は接地相である．
さらに，タッチダウン位相に対して仮定 (B1)がなり立つことも使うと，式 (
B.40)の i − 1 ∈ Jk

Dの場合の式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くこと
が出来る．

L − b(2π − ϕ̂td − ∆ϕtd
i ) = L − 1

2
b
(
2π − ψ̂k

i−1 − 2βπ + (∆ϕtd
i − ∆ϕtd

i−1 − ∆ψk
i−1)

)
− mg

2kt
(B.47)

わきだし波の周期解 (式 (3.19)(3.18))と，∆ϕtd
i−1にここまでの結果を代入するこ

とで，位相リセットの変化量 ∆ϕtd
i が決定できる．

∆ϕtd
i =


1
3∆ψ

k
i−1 i = 2

1
3∆ψ

k
i−1 +

1
9∆ψ

k
i−2 i , 2

(B.48)

6) i + 1 ∈ Jk
Rの場合

仮定 (B3)より前脚 i − 1は接地相であり，後ろ脚 i + 1は Takeoff相である．さら
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に，タッチダウン位相に対して仮定 (B1)がなり立つことも使うと，式 ( B.40)
の i + 1 ∈ Jk

Rの場合の式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くことが出
来る．

L − b(2π − ϕ̂td − ∆ϕtd
i ) = L − 1

2
b
(
ψ̂k

i − 2βπ + (∆ϕtd
i − ∆ϕtd

i+1 + ∆ψ
k
i )
)
− mg

2kt
(B.49)

わきだし波の周期解 (式 (3.19)(3.18))と，∆ϕtd
i+1にここまでの結果を代入するこ

とで，位相リセットの変化量 ∆ϕtd
i が決定できる．

∆ϕtd
i =

−
1
3∆ψ

k
i i = N

−1
3∆ψ

k
i − 1

9∆ψ
k
i+1 i , N

(B.50)

7) i ∈ [2, k − 1] and i < Jk
D and i − 1 < Jk

Dの場合

仮定 (B4)より前脚 i − 1は離地相 Takeoffであり，後ろ脚 i + 1は接地相である．
さらに，タッチダウン位相に対して仮定 (B1)がなり立つことも使うと，式 (
B.40)の対応する式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td − ∆ϕtd
i ) = L − 1

2
b
(
ϕ̂td − ψ̂k

i−1 − 2βπ + (∆ϕtd
i − ∆ψk

i−1)
)
− mg

2kt
(B.51)

わきだし波の周期解 (式 (3.19)(3.18))を代入して，位相リセットの変化量∆ϕtd
i が

決定できる．

∆ϕtd
i =

1
3
∆ψk

i−1 (B.52)

8) i ∈ [k + 1, N] and i < Jk
R and i + 1 < Jk

Rの場合

仮定 (B3)より前脚 i−1は接地相であり，後ろ脚 i+1はTakeoff相である．さらに，
タッチダウン位相に対して仮定 (B1)がなり立つことも使うと，式 ( B.40)の対
応する場合の式は，式 (3.4)(3.14)を用いて以下のように書くことが出来る．

L − b(2π − ϕ̂td − ∆ϕtd
i ) = L − 1

2
b
(
ϕ̂td + ψ̂k

i − 2π − 2βπ + (∆ϕtd
i + ∆ψ

k
i )
)
− mg

2kt
(B.53)

わきだし波の周期解 (式 (3.19)(3.18))を代入して，位相リセットの変化量∆ϕtd
i が

決定できる．

∆ϕtd
i = −

1
3
∆ψk

i (B.54)

9) i = kの場合
仮定 S2より，後ろ脚 k − 1は接地相の場合と Takeoff相の場合の二通りがある．
また，前側の脚 k + 1は仮定から TakeOff中であるとする．
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9-A)脚 k − 1が離地相 Takeoffの場合　 (解集合Aに対応)
この場合，脚 k − 1と脚 k + 1は Takeoff相なので，位相条件は以下のようにか
ける．

2(1 − β)π − (3mB − m)g
ktb

< ψ̂k
k−1 < 2(1 − β)π − mBg

ktb
(B.55)

この時，式 ( B.40)の対応する部分は以下のように展開できる．

L − b(2π − ϕ̂td − ∆ϕtd
i ) = L − 1

2
b
(
2ϕ̂td − ψ̂k

k−1 + ψ̂
k
k − 2π − 4βπ + (2∆ϕtd

k + ∆ψ
k
k − ∆ψk

k−1)
)
− mg

2kt
(B.56)

わきだし波の周期解 (式 (3.19)(3.18))を代入して，

∆ϕtd
k = −

1
4
∆ψk

k +
1
4
∆ψk

k−1 (B.57)

と得られる

9-B)脚 k − 1が接地相の場合 (解集合 Bに対応)
このときの脚 k − 1の位相条件は，

2(1 − β)π − mBg
ktb
≤ ψ̂k

k−1 ≤ 2βπ (B.58)

この時，式 ( B.40)の対応する式は以下のように展開できる．

L − b(2π − ϕ̂td − ∆ϕtd
i ) = L − 1

2
b
(
ϕ̂td + ψ̂k

k − 2π − 2βπ + (∆ϕtd
i + ∆ψ

k
i )
)
− mg

2kt
(B.59)

わきだし波の周期解 (式 (3.19)(3.18))を代入して，

∆ϕtd
k = −

1
3
∆ψk

k (B.60)

と得られる

ここまでの結果をポアンカレ写像の式 (3.12)に代入することで，1周期の誤
差の発展写像を求めることが出来る．それぞれの解集合について分けて説

明する．

1. 2(1 − β)π − (3mB−m)g
ktb

< ψ̂k
k−1 < 2(1 − β)π − mBg

ktb
の場合 (解集合Aに対応)

この時，kの値に応じて 3通りに分けて誤差発展写像を求める．

A) k = 2の場合
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この場合の誤差発展写像関係は以下の形で求めることが出来る．

∆ψ2
i 7→



3
4∆ψ

2
1 +

1
4∆ψ

2
2 i = 1

1
4∆ψ

2
1 +

3
4∆ψ

2
2 +

1
3∆ψ

2
2 i = 2

2
3∆ψ

2
N i = N

2
3∆ψ

2
i +

1
3∆ψ

2
i+1 +

1
9∆ψ

2
i+2 i + 2 ∈ J2

R, and i , N − 1
2
3∆ψ

2
i +

2
9∆ψ

2
i+1 i + 1 ∈ J2

R

2
3∆ψ

2
i +

1
3∆ψ

2
i+1 otherwise

(B.61)

この位相差の誤差発展行列 [DP]は，2行 2列目からN行N列目までのブ
ロック行列が上三角行列である (例えば以下のような行列である)．

[DP] =



3/4 1/4 0 · · · 0 0 0 · · · 0
1/4 3/4 1/3 · · · 0 0 0 · · · 0
0 0 2/3 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 2/3 1/3 1/9 · · · 0
0 0 0 · · · 0 2/3 2/9 · · · 0
0 0 0 · · · 0 0 2/3 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 2/3



(B.62)

よって，xI − [DP]の行列式 ([DP]の固有方程式)は，この行列の 1列目に
対して余因子展開することで簡単に求まる．

Φ(x) = (x − 1)
(
x − 1

2

) (
x − 2

3

)N−2

(B.63)

なお，固有値 1に対応する固有ベクトルは [1
2

1
2 0 . . . 0]T（k − 1, k成分のみ

が値をもつ）であり，解が一意に定まらない方向と一致している．

B) 2 < k < Nの場合
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この場合の誤差発展写像関係は以下の形で求めることが出来る．

∆ψk
i 7→



2
3∆ψ

k
1 i = 1

2
3∆ψ

k
N i = N

1
3∆ψ

k
k−2 +

3
4∆ψ

k
k−1 +

1
4∆ψ

k
k i = k − 1

1
4∆ψ

k
k−1 +

3
4∆ψ

k
k +

1
3∆ψ

k
k+1 i = k

2
9∆ψ

k
i−1 +

2
3∆ψ

k
i i ∈ Jk

D

1
9∆ψ

k
i−2 +

1
3∆ψ

k
i−1 +

2
3∆ψ

k
i i − 1 ∈ Jk

D, and i , 2
2
3∆ψ

k
i +

1
3∆ψ

k
i+1 +

1
9∆ψ

k
i+2 i + 2 ∈ Jk

R, and i , N − 1
2
3∆ψ

k
i +

2
9∆ψ

k
i+1 i + 1 ∈ Jk

R

1
3∆ψ

k
i−1 +

2
3∆ψ

k
i i ∈ [2, k − 2]

2
3∆ψ

k
i +

1
3∆ψ

k
i+1 otherwise

(B.64)

この位相差の誤差発展行列 [DP]は，1行 1列目から k − 1行 k − 1列目まで
のブロック行列が下三角行列であり，k行 k列目から N行 N列目が上三角
行列である（例えば以下のような行列である）．

[DP] =



2/3 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0 0
...

. . .
...

...
... · · · ...

...
...

... · · · ...
...

0 · · · 2/3 0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0 0
0 · · · 2/9 2/3 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0 0
0 · · · 1/9 1/3 2/3 · · · 0 0 0 0 · · · 0 0
... · · · ...

...
...

. . .
...

...
...

... · · · ...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 2/3 0 0 0 · · · 0 0
0 · · · 0 0 0 · · · 1/3 3/4 1/4 0 · · · 0 0
0 · · · 0 0 0 · · · 0 1/4 3/4 1/3 · · · 0 0
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 2/3 · · · 0 0

0 · · · ...
...

... · · · ...
...

...
...

. . .
...

...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 2/3 1/3
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0 2/3


(B.65)

よって，xI − [DP]の行列式 ([DP]の固有方程式)は，この行列の k − 1列目
に対して余因子展開することで簡単に求まる．

Φ(x) = (x − 1)
(
x − 1

2

) (
x − 2

3

)N−2

(B.66)
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なお，固有値 1に対応する固有ベクトルは [0 . . . 0, 1
2

1
2 0 . . . 0]T（k−1, k成分

のみが値をもつ）であり，解が一意に定まらない方向と一致している．

C) k = Nの場合
この場合の誤差発展写像関係は以下の形で求めることが出来る．

∆ψk
i 7→



2
3∆ψ

N
1 i = 1

1
4∆ψ

N
N−1 +

3
4∆ψ

N
N i = N

1
3∆ψ

N
N−2 +

3
4∆ψ

N
N−1 +

1
4∆ψ

N
N i = N − 1

2
9∆ψ

N
i−1 +

2
3∆ψ

N
i i ∈ JN

D

1
9∆ψ

N
i−2 +

1
3∆ψ

N
i−1 +

2
3∆ψ

N
i i − 1 ∈ JN

D , and i , 2
1
3∆ψ

k
i−1 +

2
3∆ψ

k
i otherwise

(B.67)

この位相差の誤差発展行列 [DP]は，1行 1列目からN −1行N −1列目まで
のブロック行列が下三角行列である（例えば以下のような行列である）．

[DP] =



2/3 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0
...

. . .
...

...
... · · · ...

...
...

0 · · · 2/3 0 0 · · · 0 0 0
0 · · · 2/9 2/3 0 · · · 0 0 0
0 · · · 1/9 1/3 2/3 · · · 0 0 0
... · · · ...

...
...

. . .
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 2/3 0 0
0 · · · 0 0 0 · · · 1/3 3/4 1/4
0 · · · 0 0 0 · · · 0 1/4 3/4



(B.68)

よって，xI − [DP]の行列式 ([DP]の固有方程式)は，この行列の N列目に
対して余因子展開することで簡単に求まる．

Φ(x) = (x − 1)
(
x − 1

2

) (
x − 2

3

)N−2

(B.69)

なお，固有値 1に対応する固有ベクトルは [0 . . . 0, 1
2

1
2 ]T（k − 1, k成分のみ

が値をもつ）であり，解が一意に定まらない方向と一致している．

以上 3つの場合分けの議論より，固有値は共通して式 (3.24)の解集合 A
の部分に対応する形でかける．

2. 2(1 − β)π − mBg
ktb

< ψ̂k
k−1 < 2βπの場合　 (解集合 Bに対応)

この時，kの値に応じて 2通りに分けて誤差発展写像を求める．
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A) k = 2の場合
この場合の誤差発展写像関係は以下の形で求めることが出来る．

∆ψ2
i 7→



∆ψ2
1 +

1
3∆ψ

2
2 i = 1

2
3∆ψ

2
N i = N

2
3∆ψ

2
i +

1
3∆ψ

2
i+1 +

1
9∆ψ

2
i+2 i + 2 ∈ J2

R

2
3∆ψ

2
i +

2
9∆ψ

2
i+1 i + 1 ∈ J2

R

2
3∆ψ

2
i +

1
3∆ψ

2
i+1 otherwise

(B.70)

以上より，位相差の誤差発展行列 [DP]は上三角行列になっている（例え
ば以下のような行列）．

[DP] =



1 1/3 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 2/3 1/3 · · · 0 0 0 · · · 0
0 0 2/3 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 2/3 1/3 1/9 · · · 0
0 0 0 · · · 0 2/3 2/9 · · · 0
0 0 0 · · · 0 0 2/3 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 2/3



(B.71)

固有値は対角成分の値で決定される．なお，固有値 1に対応する固有
ベクトルは [1 0 0 . . . 0]T (k − 1成分のみ値をもつ)であり，解が一意に定ま
らない方向と一致している．

B)　 k > 2の場合
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この場合の誤差発展写像関係は以下の形で求めることが出来る．

∆ψk
i 7→



2
3∆ψ

k
1 i = 1

2
3∆ψ

k
N i = N

1
3∆ψ

k
k−2 + ∆ψ

k
k−1 +

1
3∆ψ

k
k i = k − 1

2
9∆ψ

k
i−1 +

2
3∆ψ

k
i i ∈ Jk

D

1
9∆ψ

k
i−2 +

1
3∆ψ

k
i−1 +

2
3∆ψ

k
i i − 1 ∈ Jk

D, and i , 2
2
3∆ψ

k
i +

1
3∆ψ

k
i+1 +

1
9∆ψ

k
i+2 i + 2 ∈ Jk

R, and i , N − 1
2
3∆ψ

k
i +

2
9∆ψ

k
i+1 i + 1 ∈ Jk

R

1
3∆ψ

k
i−1 +

2
3∆ψ

k
i i ∈ [2, k − 2]

2
3∆ψ

k
i +

1
3∆ψ

k
i+1 otherwise

(B.72)

この位相差の誤差発展行列 [DP]は，1行 1列目から k − 1行 k − 1列目まで
のブロック行列が下三角行列であり，k行 k列目から N行 N列目が上三角
行列である（例えば以下のような行列である）．

[DP] =



2/3 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
...

. . .
...

...
... · · · ...

...
... · · · ...

...

0 · · · 2/3 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
0 · · · 2/9 2/3 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
0 · · · 1/9 1/3 2/3 · · · 0 0 0 · · · 0 0
... · · · ...

...
...

. . .
...

...
... · · · ...

...

0 · · · 0 0 0 · · · 2/3 0 0 · · · 0 0
0 · · · 0 0 0 · · · 1/3 1 1/3 · · · 0 0
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 2/3 · · · 0 0

0 · · · ...
...

... · · · ...
...

...
. . .

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 2/3 1/3
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 2/3



(B.73)

よって，xI − [DP]の行列式 ([DP]の固有方程式)は，この行列の k − 1列目
に対して余因子展開することで簡単に求まる．

Φ(x) = (x − 1)
(
x − 2

3

)N−1

(B.74)

なお，固有値 1に対応する固有ベクトルは [0 . . . 0 1 0 . . . 0]T (k− 1成分のみ
値をもつ)であり，解が一意に定まらない方向と一致している．
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以上 2つの場合の議論により，固有値は共通して式 (3.24)の解集合 Bに
対応する形でかける．


