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1 はじめに

本研究では,佐藤超函数論に基づく数値積分法を

提案する.佐藤超関数論は複素関数論に基づく一般

化関数論であり [4], 極,不連続性など特異性を持つ

関数を複素解析関数を用いて表現する.本研究では

佐藤超函数論のこの側面に着目し,特に端点特異性

の強い積分に有効な数値積分法を提案する.そして,

理論数値実験両面から本方法の有効性を検証する.

2 佐藤超函数論

(佐藤) 超函数 (hyperfunction) は一言で言えば,

複素解析函数の境界値の差で表される 一般化関数で

ある.詳しく述べると,実軸上の開区間 I=(a, b) 上

の超函数とは, D を I のある複素近傍 (\overline{I}=[a, b] を

含む複素領域) として, D\backslash I 上のある複素解析関数

F(z) の I における境界値の差

f(x):=F(x+\mathrm{i}0)-F(x-\mathrm{i}0) , x\in I (1)

として表される一般化関数 f(x) である.そして,複

素解析関数 F(z) を超函数 f(x) の定義関数と呼び,

f(x)=[F(z)] と記す.

I 上の超函数 f(x)=[F(z)] に対し, I 上の実解析

関数  $\varphi$(x) との積  $\varphi$(x)f(x) を  $\varphi$(x)f(x)=[ $\varphi$(z)F(z)]
で定義する.

I 上の超函数 f(x)=[F(z)] の積分を

1 f(x)\displaystyle \mathrm{d}x:=-\oint_{C}F(z)\mathrm{d}z (2)

で定義する.ここで,CIlIを正の向きに囲み領域
D に含まれる積分路である (図1参照) .

----\mathbb{R}

図1: 閉積分路 C.

超函数の例として,デルタ関数  $\delta$(x)=[-1/(2 $\pi$ \mathrm{i}z)]
がある.  $\varphi$(x) を原点 x = 0 を含む閉区間 [a, b]
近傍の実解析関数とすると,超函数  $\varphi$(x) $\delta$(x) =

[- $\varphi$(z)/(2 $\pi$ \mathrm{i}z)] の区間 (a, b) 上の積分は,上の積分

の定義と Cauchyの積分公式より

\displaystyle \int_{a}^{b} $\varphi$(x) $\delta$(x)\mathrm{d}x= $\varphi$(0)
となる.これはデルタ関数の初等的な定義に他なら

ない.

3 数値積分に対する超函数法

3.1 有限区間積分の場合

次の有限区間 I=(a, b) 上の積分を考える.

\displaystyle \int_{a}^{b}f(x)w(x)\mathrm{d}x (-\infty<a<b<+\infty) , (3)

ここで, f(x) は \overline{I} 近傍の実解析関数, w(x) ば重み関

数である.このとき,積分 (3) の被積分関数は,

$\chi$_{I}(x)f(x)w(x)= [-\displaystyle \frac{1}{2 $\pi$ \mathrm{i}}f(z) $\Psi$(z)] , (4)

$\chi$_{I}(x):= \{
1 : x\in I

 $\Psi$(z):=\displaystyle \int_{1}\frac{w(x)}{z-x}\mathrm{d}x (5)
0 : x\not\in\overline{I},
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と超函数と見なすことができる.ここで,主な重み

関数 w(x) に対する関数  $\Psi$(z) の具体形は表1で与え

られる1. したがつて,超函数の積分の定義 (2) より

表1: 積分 (3) の主な重み関数 w(x) に対する関数

 $\Psi$(z) の具体形.,

区間 I 重み関数 w(x) 関数  $\Psi$(z)

(-1,1) 1 \displaystyle \log(\frac{z-1}{z+1})
(0,1) x^{ $\alpha$-1}(1-x)^{ $\beta$-1} B( $\alpha$,  $\beta$)z^{-1}

( $\alpha$,  $\beta$>0) \times F( $\alpha$, 1_{\dot{\text{）}}} $\alpha$+ $\beta$;z^{-1})

積分 (3) は

. \displaystyle \int_{a}^{b}f(x)w(x)\mathrm{d}x=\frac{1}{2 $\pi$ \mathrm{i}}\oint_{C}f(z) $\Psi$(z)\mathrm{d}z (6)

.=\displaystyle \frac{1}{2 $\pi$ \mathrm{i}}\int_{0}^{u_{\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}}}f( $\varphi$(u)) $\Psi$( $\varphi$(u)) $\varphi$'(u)\mathrm{d}u
と表される.ここで, C は \overline{I} の周りを正の向きに囲

み, f(z) が正則であるような領域に含まれる積分路

であり,周期関数 z =  $\varphi$(u) (周期 u_{\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}} ) でパラ

メータ表示される.式(6) の最右辺を台形則で近似

することにより,数値積分公式

\displaystyle \int_{a}^{b}f(x)w(x)\mathrm{d}x (7)

\displaystyle \simeq\frac{h}{2 $\pi$ \mathrm{i}}\sum_{k=0}^{N-1}f( $\varphi$(kh)) $\Psi$( $\varphi$(kh))$\varphi$'(kh) , h=\displaystyle \frac{u_{\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}}}{N}
を得る [3]. これを 「超函数法」 とよぶ 2. なお, f(x)
が実軸上実数値である場合,鏡像の原理より f(\overline{z})=

\overline{f(z)} が成り立つことを利用して,標本点数 N を半減

することができる.

数値積分公式 (7) は周期関数の一周期区間積分に

対する台形則近似であるので,関数  $\varphi$(u) が実解析的

であるならば, [1]4.6.5 項の定理を用いて,超函数法

による近似積分値は真値に指数関数的収束すること

が示される.

\overline{1\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}*\backslash \}\&\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\log z}If \log x\in \mathbb{R}(x>0) なる主値を取るこ
とにする.

2数値積分公式 (7) は本研究より前に [2] で提案されている.し
かし,[21では佐藤超函数論との関係について言及していない.

3.2 半無限区間積分の場合

超函数法は半無限区間積分に対しても構成できる.

次の半無限区間積分を考える.

\displaystyle \int_{0}^{\infty}f(x)w(x)\mathrm{d}x , (8)

ここで, f(x) は [0, +\infty) 上の実解析関数, w(x) は重

み関数である.この積分も,被積分関数を次のよう

に超函数と見なすことができる.

$\chi$_{(0,+\infty)}(x)f(x)w(x)= [-\displaystyle \frac{1}{2 $\pi$ \mathrm{i}}f(z) $\Psi$(z)],
ここで,主な重み関数 w(x) に関して関数  $\Psi$(z) は表

2で与えられる.したがって,超函数積分の定義 (2)
より積分 (8) は

\displaystyle \int_{0}^{\infty}f(x)w(x)\mathrm{d}x=\frac{1}{2 $\pi$ \mathrm{i}}\oint_{C}f(z) $\Psi$(z)\mathrm{d}z
(9)

=\displaystyle \frac{1}{2 $\pi$ \mathrm{i}}\int_{-\infty}^{+\infty}f( $\varphi$(u)) $\Psi$( $\varphi$(u))$\varphi$'(u)\mathrm{d}u
と複素積分表示される.ここで, C は [0, +\infty ) を正

の向きに囲み,  f(z) が正則であるような領域に含ま

れる積分路 (図2参照) であり, z= $\varphi$(u) , -\infty<

 u<+\infty でパラメータ表示される.式(9) 最右辺を

刻み幅  h の台形則で近似することにより,数値積分

公式

\displaystyle \int_{0}^{\infty}f(x)w(x)\mathrm{d}x
\displaystyle \simeq\frac{h}{2 $\pi$ \mathrm{i}}\sum_{k=-N_{2}}^{N_{1}}f( $\varphi$(kh)) $\Psi$( $\varphi$(kh))$\varphi$'(kh) (10)

を得る.ここで, N_{1}, N_{2} は正の整数で,被積分関数
は k=-N_{2}, N_{1} のとき絶対値が十分小さくなるもの

とする.これも超函数法と呼ぶことにする.なお,有

限区間積分の場合と同様, f(x) が実軸上実数値であ

る場合,鏡像の原理を用いて標本点数を半減するこ

とができる.

数値積分公式 (10) は全無限区間積分の台形則近似

であり,被積分関数が実軸全体で実解析関数である

ならば精度が良い. [1]3.4.6 項の定理を用いることに

より,数値積分公式 (2) による積分近似値は台形則

の刻み幅 h を小さく していくにつれて積分の真値に

指数関数的収束することが示される.
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表2: 積分 (8) の主な重み関数 w(x) に対する関数

 $\Psi$(z) の具体形.

\overline{\frac{\ovalbox{\tt\small REJECT}*5\mathrm{H}^{\backslash }\mathscr{Z}w(x)1x^{ $\alpha$-1}( $\alpha$>0, $\alpha$\not\in \mathbb{Z})}{7\neq 7\mathscr{Z} $\Psi$(z)\log(-z)- $\pi$(-z)^{ $\alpha$-1}/\sin( $\pi \alpha$)}}

図2: [0, +\infty) を正の向きに囲む積分路 C.

4 数値例

次の端点特異性をもつ積分に対し,(N を半減した)

超函数法およびDE 公式により積分近似値を計算し,

その誤差を比較した.

\displaystyle \int_{0}^{1}\mathrm{e}^{x}x^{ $\alpha$-1}(1-x)^{ $\beta$-1}\mathrm{d}x=B( $\alpha$,  $\beta$)F( $\alpha$; $\alpha$+ $\beta$;1) ,

(11)

\displaystyle \int_{0}^{\infty}x^{ $\alpha$-1}\mathrm{e}^{-.x}\mathrm{d}x= $\Gamma$( $\alpha$) . (12)

なお,超函数法の複素積分路は,有限区間積分 (11)
に対しては楕円

z= 0.5 + 2.525 \cos u+\mathrm{i}2.475\sin u (13)

をとり,半無限区間積分 (12) に対しては,式(9) 最

右辺の被積分関数が二重指数関数的に減衰するよう

z=\displaystyle \frac{w(u)}{\mathrm{i} $\pi$}\log(\frac{1+\mathrm{i}w(u)}{1-\mathrm{i}w(u)}) ,

(14)
w(u)=\sinh u+0.5\mathrm{i}

ととった (図3参照) . すべての数値計算は \mathrm{C}++ プ

ログラムを用いて倍精度計算で行った.

超函数法およびDE 公式の誤差の標本点数 N に対

する変化を図4, 5に,誤差の減衰率を表3, 4に示

す.有限区間積分 (11) について,  $\alpha$= $\beta$=0.5 の場

合,両公式とも指数関数的収束するが,超函数法の

方が収束が速い.そして,端点特異性の極めて強い

 $\alpha$= $\beta$= 10^{-4} の場合,超函数法は指数関数的収束

するのに対し,DE 公式は積分計算が全くできてい

図3: 超函数法の積分路 (14).

ない.半無限区間積分 (12)について,両公式は指数
関数的収束するが,  $\alpha$ を小さくする (端点特異性を

強くする) につれて DE 公式は収束が遅くなる一方,

超函数法は収束の速さが全く変わっていない.

超函数法は,佐藤超函数が特異性のある関数を解

析関数で表しているという側面を活かした数値積分

法であり,それ故,上の数値例でわかるように,端

点特異性の強い積分に対して有効である.
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図 4^{\wedge}: 有限区間積分 (11) に対する超函数法,DE 公式の数値積分誤差.

表3: 有限区間積分 (11) に対する超函数法,DE 公式の誤差の減衰率.

\displaystyle \frac{ $\alpha$= $\beta$ 0.510^{-4}}{\ovalbox{\tt\small REJECT} $\Phi$ \mathscr{X}\&\mathrm{O}(0.025^{N})\mathrm{O}(0.025^{N})}
DE 公式 \mathrm{O}(0.36^{N})
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図5: 半無限区間積分 (12) に対する超函数法,DE 公式の数値積分誤差.

表4: 半無限区間積分 (12) に対する超函数法,DE 公式の誤差の減衰率.

\displaystyle \frac{ $\alpha$ 0.\cdot 50.\cdot 10..0110^{-4}}{\not\in\otimes\ovalbox{\tt\small REJECT}\#\mathrm{O}(046^{N})\mathrm{O}(046^{N})\mathrm{O}(046^{N})\mathrm{O}(0.46^{N})}
DE 公式 \mathrm{O}(0.39^{N}) \mathrm{O}(0.47^{N}) \mathrm{O}(0.53^{N}) \mathrm{O}(0.55^{N})
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