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サポートベクターアルゴリズムに対する切除平面法を用いた新解法
東京工業大学経営工学専攻 矢島 安敏 (Yasutoshi Yajima)

川副 智司 (Satoshi Kawasoe)

Tokyo Institute ofTechnology

1 はじめに

Vapnik[10] によるサポートベクターマシン (SVM) を用いた判別法は, 近年さまざまの分野の判
別問題に応用され, 非常に有力な手法と考えられるようになってきた. 特に, 文書の分類や画像の
認識といった分野では, 最も強力な手法のーっと考えられてぃる.

SVM による判別は) 従来の判別法と比べると最適化問題を解く必要があるなど計算が複雑なた
め, 以前では大規模データに対しては適用できないと考えられてぃた. しかし, 計算機能 $\text{カ}$の進歩
と高速な特殊解法の登場で, 近年では数十万データの問題に対しても実用的な計算時間で判別関数
が求められるようになってきている.

本稿では, まず次節において, Vapnik にょる標準的な SVM の定式化につぃて述べ, 3 節では, 2
クラスの分類問題に対する切除平面法を利用した解法につぃて述べる. また 4 節では, 提案する切
除平面法によるアプローチを回帰問題へと適用する.

2 SVM による判別

21 SVM の定式化

$N$ 属性のデータが $M$ 個与えられている. 各データ $j=1,2$ , . . . , $\Lambda’I$ を $N$ 次元空間 $\mathbb{R}^{N}$ の点と考
え, $N$次の行ベクトル $A_{j}$ で表すこととする. また, 各点 $j$ には 2値のラベル $\tau_{j}/\in$ $\{- 1, +1\}$ が与え
られている. このとき, ラベルの値にしたがって点を判別する 2 クラスの判別問題を考える. SVM
では, $N$次元の法線ベクトル $w$ および実数 $b$ で定まる線形関数 $f(x)=x^{T}w-b$ を用い判別を行う
ことを考える. 本論文では, 各データ $A_{j}$ を第 $j$ 行ベクトルとする $M$ 行 $N$ 列の行列 $A$ , 各ラベルの
値を要素とする $\mathrm{J}/I$ 次元ベクトル $y$ , および $\Lambda/I$ 次対角行列 $Y$ をそれぞれ

$A=$ $y=(\begin{array}{l}y_{1}y_{2}\vdots y_{l\mathrm{t}I}\end{array}):$ $Y=|y_{1}00^{\cdot}.\cdot$ $y_{2}00..\cdot$

$..$ .
$l/\cdot..M00$

と定義する. さらに, $e$ を要素が全て 1 のベクトル, また $\xi=$ $(\xi_{1}, \xi 2, . . . , \xi_{\Lambda I})^{T}$ と定める. このとき,
Vapnik[10] は次の最適化問題

(2.1) |\leftrightarrow ’,$\sqrt$tJ‘6‘\化 $\xi\geq e-YAw+yb1/2||w||^{2}+Ce^{T}\xi$

, $\xi\geq 0$

を解くことで, $w,$ $b$ を定める 1-norm SVM を提案している. ここで, $C$ は予め定められた正のパラ
メータである.

SVM が非常に広範囲の分野で高い判別力を発揮できるのは, カーネル関数を用いることで非線
形な判別関数が構成できる点にある. 非線形な判別関数を構成するために, まず適当な非線形写像
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$\phi$ : $\mathbb{R}^{N}arrow F$ を使い, 各データ $A_{j}$ をより高い次元の空間 $\mathcal{F}$ へと非線形に変換する. 非線形 SVM で

は, 変換された $F$ の点 $\phi(A_{1}),$ $\phi(A_{2}),$ $\ldots i\phi(A_{\mathrm{A}\prime I})$ に対して問題 (2.1) を適用し, $\mathcal{F}$ 上での線形判別関

数を求めることで, 元の空間での非線形な判別関数を構成する. そこで, (2.1) の双対問題に対して

最適化を試みる. 問題 (2.1) の場合, $\alpha’\in \mathbb{R}^{\Lambda I}$ を双対変数として, $\backslash /\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{f}\mathrm{e}$ [6] の双対問題を作れば, 以

下の二次計画問題

(2.2) $|$ ffi\Xi |\rfloor t’$\sqrt$’\rfloor ‘5‘\化 $y^{T}\alpha=0,0\leq\alpha^{l}\leq eC\uparrow/1^{f}(\alpha^{\mathit{1}})=\underline{\frac{1}{9}}\alpha^{T}\prime Q\alpha’-e^{T}\alpha$

が得られる. ただし $Q$ は $\Lambda^{J}I$ 次の正方行列で, $i-j$ 要素 $Q_{ij}$ がベクトル $A_{i}$ と $A_{j}$ の内積 $\langle A_{i}, A_{f}\rangle$

によって

(2.3) $Q_{\mathrm{i}j}=y_{i}y_{j}$ $\langle A_{i}, A_{j}\rangle$

と定められる行列である. あるいは, 行列を使い表現すれば,

(2.4) $Q=YAA^{T}Y$

である. また, 双対問題の最適解と主問題の最適解をそれぞれ $\alpha^{*}$ および $(w^{*}, b*)$ とすれば, 両者の

間には,

(2.5) $w^{*}=A^{T}Y \alpha^{*}=\sum_{j=1}^{l1\prime I}y_{j}\alpha_{j}^{*}A_{j}^{T}$

となる関係が, また、 $b^{*}$ は双対問題の制約式 $y^{T}\alpha=0$ に対応した主問題の変数であり, 相補性条件

より, $C>\alpha_{j}^{*}>0$ となる任意の添え字 $j$ に対し $b^{*}=y_{j}-A_{j}^{T}w^{*}$ となる関係が導かれる.

非線形変換されたデータの場合でも, 同様な方法で双対問題が構成可能である. 変換された $\mathcal{F}$ の

元 $\phi(A_{\mathrm{i}})$ と $\phi(A_{j})$ の内積の値を $i-j$ 要素とする $fvI$ 次正方行列を $\mathcal{K}$ とすれば, 変換された点に対す

る 1-norm SVM の双対問題は, 式 (2.4) の $AA^{T}$ の部分を $\mathcal{K}$ に置き換えたものに他ならない. すな

わち, 双対問題を定めるためには行列 $\mathcal{K}$ を定義すればよく, 必ずしも特徴空間 $F$ の元 $\phi(A_{j})$ を陽

に表現する必要が無い.

そこで, SVM ではカーネル関数と呼ばれる特殊な関数を用い, $A_{\mathrm{i}},$ $A_{j}\in \mathbb{R}^{N}$ から直接 $\mathcal{K}$ を算出し

双対問題を定めている. さらに, $\mathcal{F}$ での最適な法線ベクトルは, 式 (2.5) より

$\sum_{J^{=1}}^{\mathrm{A}J}y_{j}\alpha’$; $\phi(AD\in F$

となることから, 未知のデータ $x$ を判別する場合には

$\{\sum_{J^{=1}}^{\mathit{1}1I}y_{j}\alpha_{j}^{*}\phi(A_{j}))\phi(x)\}-b^{*}=\sum_{j=1}^{\lambda I}y_{j}\alpha_{j}^{*}$$\langle \phi(A_{j}), \phi(x)\rangle-b^{*}=\sum_{j=1}^{\Lambda I}y_{j}\alpha_{j}^{*}\mathcal{K}(A_{j}, x)-b^{*}$

の正負を計算すればよく, これも, $\phi(x)$ を陽に求めることなく計算が行える. なお, カーネル関数

には様々のものが知られており, $\mathcal{K}$ (x, $z$ ) $=(x^{T}z+1)^{d}$ となるカーネ)関数を polynonlial kernel

と呼び, これを用いれば, $d$ 次以下の多項式の判別関数が構成可能である. その他にも SVM でよく

用いられる代表的なカーネル関数として, RBF kernel $\mathcal{K}$ (x, $z$ ) $=\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{I})(-||x-z||^{2}/\sigma^{2})$ , や sigmoid

kernel $\mathcal{K}$ (x, $z$ ) $=\tanh(\kappa x^{T}z-\ominus)$ (ただし $d$ は自然数のパラメータ, $\sigma,$ $t_{\acute{1}},,$

$\ominus$ は実数のパラメータ

である), などがあり, 様々の分野 [3, 7, 4] で用いられている.
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3 SVM に対する最適化手法

この節では, 特に問題 (2.1) で定式化される l-norln SVM に対する最適化アルゴリズムについて
考える.

一般には, 主問題 (2.1) や双対問題 (2.2) は凸二次計画問題であることから, 内点法 [9] などの多項
式オーダーの最適化アルゴリズムを用い, 容易に最適化可能であると考えられる. しかし, データ

マイニングに見られる多くの問題では, データの数 (M) が極めて大きな場合を扱わなくてはならな

い. 例えば, カーネルを用いた双対問題 (2.2) では, ]$\}’I\cross\Lambda;I$ の大型で完全に稠密な行列 $Q=1’\mathcal{K}Y$

を扱わなくてはならない. $\Lambda^{J}.I$ が数万を超えるような状況では, 特殊な計算機環境以外では $Q$ を主

記憶に配列として保持することは不可能であろう. よって, 汎用的な最適化パッケージを用いて扱

うことは困難である. そこで, 双対問題の制約式が一本のみであることや, 最適解では多くの変数
が下限か上限に一致しているといった特徴を使い, $M$ が数万を超える大規模問題も扱える特殊な

解法が提案されている. これらのアルゴリズ\Deltaを実装した多くのソフトウエアパッケージも提供

されており, $SVM^{light}$ [5], $SV\Lambda’,ITorch$ [2] あるいは LIBSV$M[1]$ などがよく用いられているよう

である.

3.1 切除平面を用いた解法

この節では, 主問題 (2.1) を切除平面法を用いて解くアルゴリズムについて述べる.
まず.

(3.1) $\xi$ (w, $b$) $\equiv f\sum_{j=1}^{lJI}1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}\{0,1-y_{j}(A_{j}w-b)\}$

と定め, 問題 (2.1) を

(3.2) $|$ 最 $’$」$\backslash (\mathrm{b} \psi(w, b)=1/2||w||^{2}+C\xi(w, b)$

と無制約の最適化問題として書き換える. その上で, 問題 (2.1) の下界値を求めることを考えよう.

いま, 任意の添え字の部分集合 $J\subseteq$ $\{1,2, \ldots, M\}$ を使い, 線形関数

(3.3) $\xi$J $(w, b)= \sum_{j\in J}\{1-y_{i}(A_{i}w-b)\}$

を定める. $\xi(w, b)$ は区分的に線形な凸関数であることより, $\xi_{J}$ (w, $b$) は $\xi(w, b)$ を下から近似する線

形関数である. 添え字集合 $J$ の代わりに, $\mathbb{J}f$ 次の 0–1 ベクトル $h=$ $(h_{1}, h2, . . . , lx_{\mathit{1}\mathfrak{l}I})^{T}$ を

$h_{j}=\{$
1if $j\in J$,

0if $j\not\in$ ]

とすれば,

(3.4) $\xi$J $( \xi)b)=\sum_{j\in J}\{1-y_{i}(A_{\mathrm{i}}w-b)\}=-hTYAw+hTyb+hT$e

と記述できるから, 任意に 0–1 ベクトル $l_{1}\in$ $\{0,1\}^{\Lambda I}$ を定めることで, $\xi(w, b)$ を下から近似する

線形関数が定義される. すなわち,

$\xi$ (w, $b$ ) $\geq-hTYAw+hTyb+hT$ e, $\forall$w, $b$
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である.

次に, できるだけ大きな下界が得られるようベクトル $l\iota$ を定めることを考えよう. そのための

準備として, 問題 (2.1) を $w=w^{0}$ と固定したもとで変数 $b$ に関してのみ最適化することを考える.

(2.1) は, 変数 $w$ に関する目的関数の二次の項が定数になったことより, 次の線形計画問題

(3.5) $|\ovalbox{\tt\small REJECT}^{=}/\mathrm{J}\backslash (\mathrm{b}\#\rfloor^{\sqrt},\mathrm{t}\backslash 0\backslash$ $\xi\geq e^{T}\xi yb+\eta^{0}$

, $\xi\geq 0$

に帰着される. ここで, $?7^{0}$ は $\eta^{0}=e-YA$w0 と定められる $\Lambda’I$ 次の定数ベクトルである. さらに, 問

題 (3.5) の双対問題は, $\pi\in \mathbb{R}^{M}$ を双対変数として

(3.6) $|\text{最_{}\mathrm{I}}*\mathrm{I}$;$\mathfrak{h}\backslash (\mathrm{b}$ $y^{T}\pi=07\Gamma^{T}\uparrow 7^{0}$

, $0\leq\pi\leq e$

と記述される.

問題 (3.6) は, 変数の上下限制約と等式制約が 1 つのみの連続ナツプザツク問題である. しかも

$y\in$ $\{$ -1,1 $\}^{\mathrm{A}\prime f}$ であることより 0–1 の最適解が存在する. そこで, $m$ をラベルが 「 1 」 であるデー

タの個数として, データの添え字に関して,

(3.7) $y_{1}=y_{2}=\cdots=y_{m}=+1,$ $y_{m+1}=y_{m+2}=\cdots=y_{f1J},=-$ l

を仮定する. また $\eta^{0}$ の各要素が

(3.8) $\eta_{1}^{0}\geq\eta_{2}^{0}\geq\cdots$ \geq \eta 3、’ $\eta_{l1f}^{0}\geq\eta_{f\downarrow\prime I-1}^{0}\geq\cdots\geq\eta_{m+1}^{0}$

とソートされていたと仮定する. もし,

$\eta_{t^{\mathrm{r}}}^{0}+\eta\ovalbox{\tt\small REJECT},-t.+1\geq 0>\eta_{t^{l}+}^{0}1$ $+\eta_{\Lambda\prime I-t}^{0}$ .
となる添え字 $t^{*}$ が存在すれば,

$\pi_{1}=\pi_{2}=.$ . . $=\pi_{t}\cdot=1$ , $\pi t’+1$ $=\pi t*+2$ $=.$ . . $=\pi_{m}=0$ ,

$\pi M=\pi M-1=\cdots=\pi M-t\cdot+1=1$ , $\pi_{\mathrm{A}}$I-t$\mathrm{r}=\pi$M-t$\mathrm{r}-1$
$=$ . . . $=\pi_{m+1}=1$

が双対問題 (3.6) の最適解である.

また, 以下の定理が成り立つことが確かめられる.

定理 3.1. 任意に定めたベクトル $w^{0}\in \mathbb{R}^{N}$ に対し, $b^{0}$ を主問題 (3.5) の最適解, $h^{0}$ を双対問題 (3.6)

の 0–1 の最適解とする. このとき, 不等式

$\xi$ (w, $b$ ) $\geq-h0^{T}YA\uparrow\iota\}+h^{0^{T}}e$ , $\forall$w, $b$

が成立する. 特に $(w, b)=(w_{7}^{0}b0)$ においては等号が成立する.

以上の議論に基づき, 次のように問題 (2.1) の下界を求める. いま, $s$個のベクトル $w^{k}\in \mathbb{R}^{N}(k=$

$1,2,$
$\ldots,$

$s)$ および, それぞれに対応した問題 (3.6) の 0-1 の最適解 $h^{k}$ が次のように与えられている

と仮定する.

$l\tau^{\mathrm{t}\sim}=\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}\{\pi^{T}\eta^{k}|y^{T}\pi=0\dot, 0\leq\pi\leq e\}$ , $k=1,2,$ $\ldots$ , $s$ .
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ただし $\eta^{k}=e-YA$wk である. 0-1 ペクトル $l\iota^{k^{\wedge}}$ に対応した $s$ (固の線形関数一 $l_{l}^{k^{T}}YAw+h^{k^{T}}e$ $(k=$

$1,2,$
$\ldots,$

$s)$ はいずれも $\xi(w, b)$ を下から線形近似することより, 次の凸二次計画問題

(3.9) |\leftrightarrow ;化 $r\geq-h^{k^{T}}.YA_{1U}+h^{k^{T}}e1/2||w||^{2}+Cr$

, $k=1,2,$ $\ldots,$
$s$

は, 元の問題 (2.1) の下界を与える.

問題 (3.9) の最適解を $(w^{\mathrm{s}+1}, r^{s+1})$ とする. さらに, $u^{s+1}$’ に対して同様な方法で 0-1 ベクトル $l\iota^{s+1}$

を求めたとする. すなわち, $\eta^{s+1}=e-YAw^{5+1}$ として 0-1 ベクト) $\mathrm{s}h^{s+1}$ を

(3.10) $h^{s+1}=\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{g}_{1}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}’\{\pi^{T}7^{s+1}|y^{T}\pi=0, 0\leq\pi\leq e\}$

と求めたとする. このとき次の定理が成り立つ.

定理 3.2. 以下の等式

(3.11) $r^{s+1}=h^{s+1^{T}s+1}\eta$

が成立すれば, $w^{s+1}$ は問題 (2.1) の最適解である.

証明 問題 (2.1) の最適値を $\psi^{*}$ と記す 問題 (3.9) は常に下界を与えるのだから,

(3.12) $1/2||w^{s+1}||^{2}+Cr^{s+1}\leq\psi^{*}$

である. 一方, 問題 (3.10) に対応する主問題

(3.13) $|\text{最}/\rfloor\backslash (\mathrm{b}\oplus\rfloor*_{\backslash }\mathrm{j}\backslash$ $\xi\geq yb+\eta_{:}^{\mathrm{s}+1}e^{T}\xi$

$\xi\geq 0$

の最適解を $(\xi^{s+1}, b^{s+1})$ とすれば, これは元問題 (2.1) の実行可能解であることより, $\psi(\xi^{s+1}, b^{s+1})$ は

$\psi^{*}$ の上界となる. また, 双対定理より $e^{T}\xi^{s+1}=l\iota^{\mathrm{s}+1^{T}}\eta^{s+1}$ なので,

(3.14) $\psi^{*}\leq 1/2||w^{s+1}||^{2}+Ce^{T}\xi^{s+1}=1/2||w^{s+1}||^{2}+Ch^{s+1^{T}s+1}\eta$

である. そこで, (3.12) と (3.14) より

$1/2||w^{s+1}||^{2}+Cr^{s+1}\leq\psi^{*}\leq 1/2||w^{s+1}||^{2}+Ch^{s+1^{T}s+1}\eta$

を得る. ゆえに, $r^{s+1}=h^{s+1^{T}s+1}\eta$ ならば $(w^{s+1}, \xi^{s+1}, b^{s+1}.)$ は最適解となる. $\square$

一方,

$r^{\epsilon+1}<hs+1^{T}s+1\eta$

であった場合には, 0–1 ベクトル $h^{\mathrm{s}+1}$ で定まる新たな $s+1$ 番目の不等式

$r\geq-h^{s+1^{T}}YAw+h^{s+1^{T}}e$

を問題 (3.9) に追加することで, 解 $(w^{\mathrm{s}+1}, r^{s+1})$ を切除することが可能である.

したがって, 終了判定に用いる精度 $\epsilon>0$ を定めれば, 図 1 に示した切除平面法によるアルゴリ
ズ\Deltaが構成できる. また, 追加できる不等式の数は有限であることより, 以下の定理が成立する.
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{ 、

$+’w^{1}$ , $\eta^{1}=e-YA\cdot u^{1}$ 0-1

$h^{1}=\pi^{*}=$ . $1^{\cdot}\mathrm{g}11\mathrm{a}\mathrm{x}’\{\pi^{\tau_{\mathit{7}}1}|.y^{T}\pi=0,0\leq\pi\leq e\}$

$\backslash \backslash$ . $\backslash$ $s=1|$ $\mathrm{J}$ $($

$-\backslash \backslash$ 1. $–\backslash$
’ 叶 $\mathrm{u}$ $.\backslash (3.9)$ , –

$\backslash$

$(w^{s+1+1},r)$ .

$-\backslash \backslash \text{プ}2.$ ? $=e-YAw^{s+1}$ で 0-1 -
$\text{ト}$ ) $ls+1$

$l^{s+1}=\pi^{*}=\arg\ln$ ’ $\{ \pi^{T}\eta^{s+1}|y^{T}\pi=0,0\leq\pi\leq e\}$

$\backslash \backslash$

$\frac{h^{s+1^{T}}\eta^{s+1}-r^{s+1}}{|r^{s+1}|}\leq\epsilon$ $\backslash \cdot w+1$ ’ $-\backslash \backslash \rfloor$ .

$-\backslash \backslash$ 3. $\backslash$ $s=s+1$ $-\backslash \backslash$ 1.
–

.

図 1: 7)レゴリズム Prim

定理 3.3. 有限回の不等式の追加で, 元問題 (2.1) の最適解が生成される.

次に, 上で述べたアルゴリズムを, カーネルを使った非線形判別を行う問題へ拡張しよう. 前節

で述べたように, $AA^{T}$ となる箇所をカーネル行列 $\mathcal{K}$ に置き換えを行えばよい.

まず, 準備として, $s$ 個の 0-1 ベクト) $\mathrm{s}h^{k}$ $(k=1,2, . . . , s)$ を夕 $1\mathrm{J}\dot{\sim}$クト) $\mathrm{s}$とした $I1’\mathit{1}I\cross s$ 行タリ

$H^{s}=[h^{1}h^{2}$ . . . $l_{1^{S}}]$

を定義する. 行列 $H^{s}$ を使えば, 問題 (3.9) は

(3.15) $|\text{最}’\rfloor\backslash \{\mathrm{b}*|\rfloor_{\backslash }^{\sqrt},\mathrm{t}^{\backslash }0$ elr/2\geq ||w-||H2+sTCYrAw+HsT。
と書き換えられる. そこで, 制約条件の各行に対応した $s$ 次の変数ベクトル $\beta\in \mathbb{R}^{s}$ を用いて双対

問題作れば,

(3.16) $|\text{最}’,\mathrm{J}\backslash l\mathrm{b}*|\mathrm{I}^{\sqrt}\mathrm{t}\backslash ^{\backslash }0$
$e^{T}\beta=C,\beta\geq 01/\underline{9}\beta^{T}H^{sT}\mathrm{Y}’AA^{T}YH^{s}\beta-e^{T}B^{s}\beta$

を得る. この問題は $AA^{T}$ の部分をカーネル行列 $\mathcal{K}$ に置き換えることで, 非線形判別問題に対応可

能である.

また, 問題 (3.16) の最適解を $\beta^{s+1}\in \mathbb{R}^{s}$ , また対応する主問題 (3.15) の最適解を $(w^{s+1}, r^{s+1}.)$ とす

れば, これらの間には次の関係が成り立つ. まず.

$w^{s+1}=A^{T}YH^{s}\beta^{s+1}$
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であることを使い}

$\eta^{s+1}=e-YAw^{s+1}=e-YAA^{T}YH^{s}\beta^{s+1}$

と変形できる. やはり $AA^{T}$ の部分をカーネル行列 $\mathcal{K}$ に置き換えれば, ベクトル $\eta^{s+1}$ が計算可能で
ある. よって,

$r^{s+1}=k=1,\underline{9},\cdot\ldots,s\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{a}^{\backslash }\{l_{l}^{k^{T}}.\eta^{s+1}$ ,

を得ることができる. なお, $r^{s+1}$ は問題 (3.16) の等式制約に対応した最適な双対変数として算出す
ることも可能である.

さらに, $\alpha^{s+1}’\equiv H^{s}\beta^{s+1}$ とすれば,

$y^{T}\alpha^{s+1}=0$ , $0\leq\alpha^{s+1}\leq eC$

であることより, $\mathrm{I}/V$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}k) により上界値も得ることが可能である. 図 2 にカーネル関数を用いた場合
のアルゴリズムを示した.

任意にベクトル $\alpha^{1}\in \mathbb{R}^{1\mathfrak{l}\cdot I}$ を定め, $\eta^{1}=e-Y\mathcal{K}$ Y\mbox{\boldmath $\alpha$}1 とする. 0-1 ベクトル

$h^{1}=\pi"=$ argmax $\{\pi^{T}\eta^{1}|y^{T}\pi=0,0\leq\pi\leq e\}$

を求め $H^{1}=[h^{1}]$ とする. カウンタを $s=1$ に初期化する.

ステップ 1. 以下の二次計画問題

(3.17) $|$ *R\Xi lJt/,Jtj‘\化 $e^{T}=C, \beta\geq 01/\frac{9}{\beta}\beta^{T}H^{sT}\mathrm{I}’\mathcal{K}YH^{s}.\beta-e^{T}H^{s}\beta$

を解き, 最適解を $\beta^{\mathrm{s}+1}$

. とする. また, 等式制約に対応する最適な双対変数を $r^{s+1}$

とする.

ステツプ 2. $\eta^{s+1}=e-Y\mathcal{K}$YHs$\beta^{s+1}$ として 0-1 ベクトル $h^{s+1}$ を

(3.18) $h^{s+1}=\pi^{*}=$ argmax $\{ \pi^{T}\eta^{s+1}|y^{T}\pi=0, 0\leq\pi\leq e\}$

と求める.

$\frac{h^{s+1^{T}s+1}\eta-r^{\mathrm{s}\cdot+1}}{|r^{s+1}|}\leq\epsilon f$X $\mathrm{I}^{-}\supset$ ば $\alpha^{*}=H^{s}\beta^{s+1}\text{を}$最適解 2ゝ7終了す 6.

ステップ 3. $H^{s+1}=[h^{1}\cdot. . h^{s}h^{s+1}]$ とする. カウンタを $s=s+1$ と更新してステップ
1. へ戻る.

図 $\underline{9}_{:}$ 7)レゴリズ\Delta Kernel

図 2 のアルゴリズムで最も計算を必要とする部分は, ステップ 1. における問題 (3.17) の目的関
数係数行列

$P^{s}=H^{sT}Y\mathcal{K}YH^{s}$
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の構成, およびステツプ 2. での $\eta^{s+1}$ の計算に必要な

$Y\mathcal{K}$YH$\mathrm{S}\beta^{\mathrm{s}+1}$

の計算である. どちらの部分も $\mathcal{K}$ が稠密で非常に大きな行列となり, 主記憶に保持できない場合に

は実装上の工夫が不可欠である.
まず. ベクトル

$g^{l_{\vee}}$

.
$=Y\mathcal{K}Yh^{k}$ , $k=1,2,$ . . . , $s$

を定めて, これらを列ベクトルとした $\Lambda’I\cross s$ 行列を

$G^{s}=[g^{1}g^{2}$ . . . $g^{s}]=Y\mathcal{K}YH^{s}$

とする. このとき

$P^{s}=H^{sT}Y\mathcal{K}$YH$S=H^{sT}G^{s}$

となる関係が得られる. また行列 $G^{s}$ を使えば,

$\eta^{s+1}=e-Y\mathcal{K}YH\beta^{s+1}=e-G^{s}\beta^{s+1}$

と計算されることから, $M\cross s$ 行列 $H^{s}$ および $G^{s}$ を配列として主記憶に保持することで, 計算の効

率化が図られる. さらに, $P^{s}$ も保持されているとすれば, $s+1$ 回目の繰り返しのステツプ 1. では

$P^{s+1}=H^{s+1^{T}}G^{s+1}=\{\begin{array}{ll}P^{s} H^{sTs+1}.gh^{s+1^{T}}G^{s} lx^{s+1^{T}}g^{s+1}\end{array}\}$

となることより, 新たに必要な計算は, $H^{\mathrm{s}T}g^{s+1}$ および $h^{s+1^{T}}g^{\mathrm{s}+1}$ となる.

以上の手順で計算する場合, 最も計算量が必要な部分はベクトル $g^{k}=Y\mathcal{K}$Yhk の計算である. $h^{k}$

が 0-1 ベクトルであることから, $h^{k}$
. の要素が 1 となる添え字に対応した行列 $\mathcal{K}$ の列ベクトルの算

出が必要となる.
アルゴリズムの初期段階の繰り返しにおいて生成される $h^{k}$ は, 多くの 1 を要素に持つことが予

想され, その結果, 行列 $\mathcal{K}$ の多くの列ベクトルの計算が必要となり計算時間の増加につながってし
まう. そこで, アルゴリズムのステツプ 2. において問題 (3.18) の最大化は行わす 5

(3.19) $h^{T}\eta^{s+1}>r^{s+1}$ , $y^{T}h=0$ , $h\in\{0,1\}^{\Lambda\prime}J$

となる 0–1 ベクトル $h$ を用いることにする. $l_{l}$ がこれを満たせば, 不等式

$r\geq h^{T}YAw+h^{T}e$

によって $(w^{s+1}, r^{s+1})$ は切除され, 下界値が更新されることが期待できる. そこで, (3.19) を満た

す $h$ で, できるだけ 0 の要素を多く持つものをヒューリステイツクを使い求めることで , $g^{s+1}$ の計

算の高速化が期待できる.



71

3.2 $\nu$-サポートベクターアルゴリズ\Delta への拡張

近年, $\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\ddot{\mathrm{o}}11_{\backslash \mathrm{O}]}^{\Gamma}\supset \mathrm{f}$ 等 [8] は問題 (2.1) に新たな変数 $\rho$ を導入して, 次の最適化問題

(3.20) $|*\mathrm{I}\rfloor^{\sqrt},\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{/\rfloor\backslash f[}\mathrm{e}\{_{4^{\backslash }}0$

$\frac{1}{\frac{9}{\xi}}||w||^{2}-\nu\rho+\frac{1}{I1’I,+}e^{T}\xi\geq e\rho-1’A\cdot wyb,\xi\geq 0$

, $\rho\geq 0$

を解き $w$ および $b$ を算出する $\nu$-SVC を提案している. ただし, $\nu$ は問題 (2.1) の $C$ に相当するパラ

メータで, $0\leq\nu\leq 1$ である. まお, 2.1 節の 1-norm SVM の定式化 (2.1) の場合と同様, $Q=1^{\gamma}AA^{T}Y$

と定め双対問題を作れば,

(3.21)
最小化 $\frac{1}{2}\alpha^{T}Q\alpha$

制約 $y^{T}\alpha^{J}=0$ , $e^{T}\alpha\geq\nu$, $0 \leq\alpha\leq\frac{1}{\Lambda I}$,

となる.

前節で述べた切除平面法のアルゴリズムは, 以下のようにして適用が可能である. まず:

(3.22) $\xi^{\nu}$ (w, $b,$
$\rho$) $\equiv\sum_{j=1}^{1\mathfrak{l}\prime I}1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}$ { $0,$ $\rho-$ yjAjw $+yjb$} $-\nu M\rho$

と誤差関数を定め, (3.20) を

(3.23) $|\text{最}/\rfloor\backslash 4\mathrm{b}*|\mathrm{J}*_{\backslash }\backslash 0$
$\frac{1}{\rho 2}||w||^{2}+\frac{1}{\Lambda I},\xi^{\nu}(w, b, \rho)\geq 0$

のように区分的に線形な凸関数の最小化問題として扱うことにする.

次に関数 $\xi^{\nu}(w, b, \rho)$ を下から近似する線形関数を求め, (3.23) の下界値を求めよう. これには,
$w=w^{0}$ と固定したもとで, 問題 (3.20) を解けばよい. 定数部分を

$\eta^{0}\equiv-YAw^{0}$

とすれば, (3.20) は

(3.24) $|\oplus\rfloor^{\sqrt}\text{最}/\rfloor\backslash \{\mathrm{b}\uparrow\iota^{\backslash }2$ $\xi-e\rho-yb\geq\eta^{0}-\nu\Lambda/I\rho+e^{T}\xi$

. $\xi\geq 0$ , $\rho\geq 0$

と線形計画問題に帰着される. なお, 目的関数は $\lambda’.I$ 倍して定数項は削除した. この双対問題は
$\pi\in f\mathbb{R}^{lf}$ を双対変数とすれば,

(3.25) $|\text{最大}\dagger \mathrm{b}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{1}\mathrm{I}\#\backslash 0\backslash$ $y^{T}\pi=0\pi_{7^{0}}^{\tau_{7}}$

, $e^{T}\pi\geq\nu M$ , $0\leq\pi\leq e$

と書き表される. これは, 問題 (3.6) に制約 $e^{T}\pi\geq\nu M$ が付け加えられたものである. したがって,

(3.6) の最適解 $\pi^{*}$ がもし $e^{T}\pi^{*}\geq\nu\Lambda f$ を満たせば, (3.25) の最適化となる. $e^{T}\pi^{*}<\nu\Lambda\prime’I$ の場合, 前節

と同様に, (3.7) および (3.8) を仮定すれば,

$t^{*}= \lfloor\frac{\nu\Lambda’I}{9_{\sim}}\rfloor$
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となる添え字 $t^{*}$ を定め)

$\pi 1=\pi 2=\cdots=\pi(*=1$ , $\pi t*+1$
$= \frac{\nu\Lambda\prime’I}{\underline{9}}-t^{*}$ . $\pi t*+2$ $=\pi t’+3$ $=\cdot\cdot$ . $=\pi_{m}=0$ ,

$\pi M=\pi M-1=\cdot\cdot$ . $=\pi M-t\cdot+1=1$ , $\pi_{\mathrm{A}I-t}$ . $= \frac{\nu \mathrm{J}^{f}I}{\underline{9}}.-t*$

: $\pi$ A $I-t*-1$ $=\pi_{\Lambda I-}$. $t.-2$ $=\cdot$ . . $=\pi_{m+1}=0$ ,

としたものが, 双対問題 (3.25) の最適解である.

このとき, 定理 3.1 と同様な, 以下の定理が成立する.

定理 3.4. 任意のベクトル $w^{0}\in \mathbb{R}^{n}$ に対応して定まる問題 (3.25) の最適解を $h^{0}$ とすれば, 不等式

(3.26) $\xi^{U}(w, b, \rho)\geq(e^{T}lx^{0}-\nu\Lambda^{l}.I)\rho-h0^{T}YAw$ , $\forall$w, $b,$ $\rho$

が成立する. また, 問題 (3.24) の最適解を $b^{00},$
$\rho$ とすれば, $\rho^{0}=0$ となるものが存在し, 不等式は

$(w, b, \rho)=(w^{0}, b0,0)$ のとき等号が成立している.

いま, $s$ 個のベクトル $h^{k}$ $(k=1,2, . . . , s)$ が得られたと仮定すれば, 次の二次計画問題

(3.27) $|\text{最}’\rfloor\backslash (\mathrm{b}*1\mathrm{J}_{r\backslash ^{\backslash }}^{\sqrt}\{0$

$\frac{1}{r,\rho 2}||w||^{2}+\frac{1}{\mathrm{J}\prime I,-}r\geq(e^{T}h^{k^{\wedge}}\nu M)\rho-l_{l}^{\lambda^{-T}}YAw\geq 0$

’ $k=1,2,$ $\ldots,$
$s$

が得られる. $e^{T}h^{k}-\nu NI$ が非負であることから, $\rho=0$ となる最適解が存在する. したがって, こ

の問題は

$(3.2\mathrm{S})|\text{最}/\mathrm{J}\backslash (\mathrm{b}*\mathfrak{l}\rfloor^{\sqrt}+_{\backslash }\backslash 0$

$\frac{1}{r2}||w||^{2}+.\frac{1}{NI,]’}r\geq-h^{\lambda^{T}}Aw$

, $k=1,2,$ $\ldots,$
$s$

と簡単に書け, これを解くことで (3.20) の下界が得られる. また, (3.28) の最適解を $(w^{s+1}, r^{s+1})$ と

しで,

(3.29) $\eta^{s+1}=-YA\prime w^{s+1}$

を求め, 新たな 0-1 ベクト) $\mathrm{s}h^{s+1}$ を

(3.30) $h^{s+1}=$ argmax { $\pi^{T}$ y7’ $+1|y^{T}\pi=0$
}

$e^{T}\pi\geq\nu$M, $0\leq\pi\leq e$ }

と求めたとする. このとき定理 3.2 と同様に

$r^{s+1}=lx^{s+1^{T}}\eta^{s+1}$

が成立すれば, ws+11組 3.20) の最適解であることが証明できる.

また,

$H^{s}=\lceil h^{1}h^{2}$ . . . $h^{s\rceil}|$



73

と定義して, 制約条件の各行に対応した $s$
. 次の変数ベクトル $/\mathit{3}\in \mathbb{R}^{s}$ を用いて (3.28) の双対問題作

れば,

最小化 $\underline{\frac{1}{9}}\beta^{T}H^{\mathrm{S}}$.TYAATYH$s\beta$

(3.31)
制約 $e^{T}, \theta=\frac{1}{\Lambda\cdot\prime I}$

)
$\beta\geq 0$

となることから, $AA^{T}$ 部分を $\mathcal{K}$ に置き換えることで, カーネルを用いた非線形な判別問題の場合

には,

最小化 $\frac{1}{2}\beta^{T}H^{S}$ TYKYHs\beta
(3.32)

制約 $e^{T} \beta=\frac{1}{\Lambda I}$ , $\beta\geq 0$

を解けばよい. さらに, 問題 (3.31) の最適解を $\beta^{s+1}$ , 対応した主問題 (3.27) の最適解を $(w, b, r, \rho)=$

$(w^{s+1}, b^{s+1}, r^{s+1},0)$ とすれば,

$w^{s+1}=A^{T}YH^{s}\beta^{s+1}$

となる関係を使えば,

$\eta^{s+1}=-YAw^{s+1}=-YAAT$H$\mathrm{S}+1\beta^{s+1}$

となり, $AA^{T}$ の部分を $\mathcal{K}$ にすれば, カーネル関数を用いた場合も, 問題 (3.25) を定めることが可

能である. また, $\alpha^{s+1}=H^{s}\beta^{s+1}$ とすれば, $\alpha^{s+1}$ は

$y^{T}\alpha^{s+1}=0$ , $e^{T}\alpha^{s+1}\geq\nu$ , $0 \leq\alpha^{s+1}\leq\frac{1}{NI}$

となり, 双対問題 (3.21) の制約式を満たしている.

4 サポートベクター回帰

この節では, 上で導入した切除平面法による枠組みを拡張し, サポートベクタ –回帰へと適応す

る. すなわち, 各データ $j=1,2$J. . , $M$ において, $N$ 次の属性ベクトル $A_{J}\in \mathbb{R}^{N}$ および実数 $y_{j}$ が

与えられたもとで, 線形関数 $f(x)=x^{T}w-b$ を用い $y_{j}$ を回帰する問題を考える.

標準的に用いられているサポートベクター回帰の枠組みでは, ある正の $\epsilon$ を定め, 以下の式で与

えられる $\epsilon$ を許容した誤差項

$\xi_{j}=\max\{0, |y_{j}-(A_{j}w-b)|-\epsilon\}$

の総和をできるだけ小さくするよう $w$ および $b$ を求めることを考える. その際, 1-norm SVM の場

合と同様に, $||w||$ の最小化も合わせて考え, 以下の最適化問題

(4.1) $|\text{最}’,\mathrm{J}\backslash l\mathrm{b}*l\mathrm{J}\beta_{\backslash }\backslash$
$\xi_{j}\geq\underline{\frac{1}{9}}||w||^{2}+\frac{C}{\Lambda\prime I\prime}\sum_{j=1}’\xi_{j}|_{\mathrm{T}/j}-A_{j}w+b|-\epsilon f\downarrow f$

, $\xi_{j}\geq 0$ , $j=1,2,$ $\ldots,$
$\Lambda’I$



74

任意にベクトル $\alpha^{1}\in \mathbb{R}^{\Lambda I}$ を定め, $?7^{1}=-Y\mathcal{K}Y\alpha^{1}$ とする, 0-1 ベクトル

$l\iota^{1}=\pi^{*}=\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}^{r}\{\pi^{T}/^{1}|?j^{\tau_{\pi=0}}, e^{T}\pi\geq\nu \mathrm{A}I, 0\leq\pi\leq e\}$

を求め $H^{1}=[h^{1}]$ とする. カウンタを $s=1$ に初期化する.

ステップ 1. 以下の二次計画問題

(3.33) $|\text{最}’,\mathrm{J}\backslash 4\mathrm{b}\#|\mathrm{J},\{_{\backslash }\mathrm{j}\backslash$ $e^{T} \beta=\frac{H^{s}1}{\Lambda I},’\beta\geq 01/\underline{9}\beta^{TT}Y\mathcal{K}YH^{s}\beta$

を解き, 最適解を $\beta^{s+1}$ とする. また, 等式制約に対応する最適な双対変数を $r^{s+1}$

とする.

ステップ 2. $\eta^{s+1}=-Y\mathcal{K}$YHs$\beta^{s+1}$ として 0-1 ベクト) $\mathrm{s}l_{l}^{s+1}$ を

(3.34) $h^{s+1}=\pi^{*}=$ argmax { $\pi^{T}$ y7’$+1|y^{T}\pi=0$ , $e^{T}\pi\geq\nu M$ , $0\leq\pi\leq e$ }

と求める. $\frac{h^{s+1^{T}s+1.s+1}\eta-7}{|r^{s+1}|}\leq\epsilon$ ならば $\alpha^{*}’=H^{s}\beta^{\mathrm{s}+1}$ を最適解として終了

する.

ステッ73. $H^{s+1}=[h^{1}\cdot. . h^{s}h^{s+1}]$ とする. カウンタを $s=s+1$ と更新してステツプ

1. へ戻る.

図 3: アルゴリズム Kernel for $\nu$-SVC

を解き, $w$ および $b$ を求める. ただし, $C$ は予め定められた正のパラメータである. これは, Vapnik

[10] によるサポートベクター回帰の定式化でこれ以降 $\epsilon$-SVR と呼ぶことにする.

一方, 近年 Sch\"olk.opf 答 [8] は次の最適化問題:

(4.2) $|\text{最}’,\rfloor\backslash l\mathrm{b}*|1’\{_{\backslash ^{\backslash }}0$

$\xi_{j}\geq|y_{j}-A_{j}w+b|-\epsilon\xi_{i}\geq 0\epsilon\geq 0\frac{1}{2}||w||^{2}+\frac{C}{\Lambda\prime’I}(\nu\Lambda,\prime I\epsilon+\sum_{)}’\xi_{j})j=1\Lambda I$

, $j=1,2,$ $\ldots,$
$\Lambda’I$,

を解き} $w$ および $b$ を算出する $\nu$-SVR を提案している. ただし, この問題の場合には, $\epsilon$ は最適化さ

れる変数であり, $\nu$ および $C’$ はある与えられた正のパラメータである.

SVM の場合と同様, どちらの定式化も, 双対問題を考えることでカーネル関数を用いた非線形
な回帰が行える. $\alpha$ を $\Lambda’I$ 次の双対変数ベクトル, また $K=AA^{T}$ と定めれば, 問題 (4.1) および問

題 (4.2) の双対問題は, それぞれ,

$(4.3)\backslash |$ E#\Xi ff|\rfloor t/$\sqrt$,\rfloor ‘2‘\化 $e^{T} \alpha=0,-e\frac{|\alpha|C}{\Lambda I},\leq\alpha\underline{\backslash /}\underline{\frac{1}{9}}\alpha I\tau \mathrm{c}\acute{\alpha}+\epsilon e-\tau \mathrm{c}/\tau_{\mathrm{Q}’}e\frac{C}{\Lambda I}$
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および

(4.4) $|*|\mathrm{I}^{\sqrt}+_{\backslash ^{\backslash }}0\mathrm{a}’\rfloor=\backslash l\mathrm{b}$

$\frac{1}{\frac{9}{e}}\alpha^{T},$

$I\mathrm{f}\alpha-y^{T}\alpha\tau_{\alpha=0,e^{T}|\alpha|\leq\nu C},$

, $-e \frac{C}{\lambda I}\leq\alpha\leq e\frac{C}{l\mathrm{b}I}$

と表される. ただし, $|\alpha|$ は $\alpha$
. の各要素の絶対値からなる $\Lambda I$ 次ベクトルと約束する. ここで, 行列

$K$ の $i-j$ 要素を, カーネル関数 $\mathcal{K}$ (A.i, $A,$ ) と定めれば, 非線形な回帰が行えることとなる. $a^{l}*$ を

双対問題の最適解とすれば, 求めたい回帰式は

$f(x)= \sum_{j=1}^{\Lambda I}\alpha_{j}\mathcal{K}(A_{j}, x)-b^{*}$

となる. なお, $b^{*}$ は主問題 (4.1) あるいは (4.2) の変数 $b$の最適解であり, 双対問題の制約条件 $e^{T}\alpha’=0$

に対応した変数である.

以降の節では, この 2 つの定式化に対して, 切除平面法によるアプローチを行う.

4.1 $\epsilon$-SVR による回帰

まず: $\epsilon$-SVR に対し切除平面法による解法を示す ある正の $\epsilon$ を許容した誤差項を $w$ と $b$ の関数
としで,

$L^{\epsilon}(w, b) \equiv\sum_{j=1}’1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}\Lambda I$ { $0,$ $|$ y$j-Ajw$ $+b|-\epsilon$ }

と定義し, 問題 (4.1) を無制約の最適化問題 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(4.6) $|$ 最 $’$」$\backslash$ {ヒ $\frac{1}{2}||w||^{2}+\frac{C}{\Lambda^{f}I}L^{\epsilon}(w, b)$

と考える. 関数 $L^{\epsilon}(w, b)$ は区分的に線形な凸関数であることより, 任意の点 $(w, b)=(w^{0}, b0)$ にお

いて, 添え字の部分集合 $J_{+}$ , $J_{-}\subseteq$ $\{1,2, \ldots, M\}$ を

$J_{+}=\{j|y_{j}-A_{j}w^{0}+b^{0}-\in\geq 0\}_{:}$ $J_{-}=\{j|-\mathrm{t}_{j}/+A_{j}w^{0}-b^{0}-\epsilon\geq 0\}$

と定めれば, 次の線形関数

(4.7)
$L_{J+,J_{-}}^{\epsilon}(w, b) \equiv\sum_{+j\in J}(y_{j}-A_{j}w+b-\epsilon)+\sum_{j\in J_{-}}(-y_{j}+A_{j}w-b-\epsilon)$

は, $L^{\epsilon}(w, b)$ を下から近似する線形関数となる. 添え字集合 $J_{+}$ , $J_{-}$ の代わりに, $M$ 次ベクトル
$h=(h_{1}, h_{2\}}\ldots, l_{l_{\Lambda^{J}I}})^{T}$ を

$l_{l_{j}}=\{$

1 $\mathrm{i}$f $j\in J_{+}$ ,
-1 if $j\in J_{-}$ ,
0 $0.\mathrm{w}$ .

とすれば, 線形関数 (4.7) は

$L_{J_{+},J_{-}}^{\epsilon}(w, b)=h^{T}y-h^{T}Aw+be^{T}h-\epsilon e^{T}|h|$

と記述される. ただし, $|h|=$ ( $|h_{1}||$ h2| $\ldots|h_{\Lambda\prime I}|$ ) T と約束する.
一般的に, 以下の補題が成立している.
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任意にベクトル $\alpha^{1}’\in \mathbb{R}^{\Lambda J}$ を定め, $\eta^{1}=.y-\mathcal{K}\alpha^{1}$’ とする. ベクトル

$h^{1}=\pi^{*}=\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ \pi^{T}\eta^{1}-\epsilon e^{T}|\pi||e^{T}\pi=0, -e\leq\pi\leq e\}$

および $\overline{\delta}_{1}=h^{1^{T}}y-\epsilon e^{T}|l_{l}^{1}|$ を求め $H^{1}=[h^{1}],$ $\delta^{1}=(\delta_{1})$ とする. カウンタを $\llcorner \mathrm{q}=1$ に初期

化する.

ステップ 1. 以下の二次計画問題

(4.5) $|$ #1=|\rfloor \neq /$\sqrt$J‘0‘\化 $e^{T} \beta=\frac{cs}{\Lambda I},’\beta\geq 01/2\beta^{T}H^{T}Y\mathcal{K}YH^{s}\beta-\delta^{sT}\beta$

を解き, 最適解を $\beta^{s+1}$ とする. また, 等式制約に対応する最適な双対変数を $r^{s+1}$

とする.

ステップ 2. $\eta^{s+1}=y-\mathcal{K}H$s $\beta^{s+1}$ として, ベクト) $\triangleright h^{s+1}$ および $\delta_{s+1}$ を

$h^{s+1}=$ r $*=\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{g}\mathrm{n}1\mathrm{a}\lambda^{r}\{\pi^{T}\eta^{s+1}-\epsilon e^{T}|\pi||e^{T}\pi=0, -e\leq\pi\leq e\}$ ,

$\delta_{s+1}=h^{s+1^{T}}.y-\epsilon e^{T}|h^{s+1}|$

と求める. $\frac{f\iota^{s+1^{T}}\eta^{s+1}-\epsilon e^{T}|h^{s+1}|-r^{s+1}}{|r^{s+1}|}\leq\epsilon$ ならば。. =Hs$\beta^{s+1}$ を最適解と

して終了する.

ステツ 73. $H^{s+1}=[h^{1}\cdot. . h^{s}h^{\mathit{8}+1}],$ $\delta^{s+1}=$ $(\delta_{1}\cdot. . \delta_{s}\delta_{s+1})$ とする. カウンタを $s=$

$s+1$ と更新してステップ 1. へ戻る.

図 4: アルゴリズム Kernel for $\epsilon$-SVR

補題 4.1. $h$ を $-e\leq h\leq e$ を満たす任意の $\Lambda/I$ 次ベクトルとする. このとき以下の不等式が成り

立つ.

(4.8) $L^{\epsilon}(w, b)\geq h^{T}y-h^{T}Aw+be^{T}h-\epsilon e^{T}|h|\}$ $\forall w\in \mathbb{R}^{N}$ , $b\in \mathbb{R}$ .

元問題 (4.1) において $w=w^{0}$ と固定したもとで $b$ に関して最適化を行うことで, より強い下界

値を与える線形関数を得ることが可能である. いま, 定数部分をまとめて, $\eta_{j}^{0}=\mathrm{c}/j-A_{j}w$
O とすれ

ば, (4.1) は以下の線形計画問題:

(4.9) $| \text{最}’\rfloor\backslash (\mathrm{b}*|\mathrm{J}^{\sqrt}\oint_{\iota}0\backslash$ $\xi_{j}-b\geq\sum_{j=1}^{\Lambda I}\xi_{j}\eta_{j}^{0}-\epsilon$

, $\xi_{j}+b\geq-?7_{j}^{0}-\epsilon$ , $\xi_{j}\geq 0$ , $j=1,2,$ $\ldots,$
$\Lambda^{J}I$

に帰着される, なお, 目的関数は $C/\Lambda’I$ で除して定数項は省略した.

この線形計画問題は) 以下のように簡単に最適化が可能である. まず: (4.9) の双対問題は, $p,$ $q\in$
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$\mathbb{R}^{\Lambda’I}$ を双対変数として

最大化 $\sum_{j=1}^{\Lambda l}\eta_{j}^{0}(p_{j}-q_{j})-\epsilon(p_{j}+c_{J}\int)$

(4.10)
制約 $\sum_{j=1}^{\Lambda I}(p_{j}-q_{j})=0$ , $p_{j}+q_{j}\leq 1$ , $p_{j},$ $q_{j}\geq 0$ , $j=1,2,$ $\ldots,$

$I\mathfrak{l}^{J}I$

と表される. この問題の最適解に関して, 明らかに以下の性質が成り立っている.

補題 4.2. $p^{*}$

.
$,$

$q$
” を (4. 10) の最適解とする. このとき, 全ての $j=1,\underline{9},$ $\ldots I’.I$

) で, $p_{j}^{*}q_{j}^{*}=0$ となる

0–1 の最適解が存在する. すなわち, $p_{j}^{*}$ , q\uparrow のどちらか一方は必ず 0 となる.

そこで, $\pi_{j}\equiv p_{j}-q_{j}$ と定めれば, 最適解では $|\pi_{j}|=p_{j}+q_{j}$ となることより, $|\pi|=$ ( $|\pi_{1}|,$ $|\pi_{\mathit{2}}|,$

$\cdots,$
$|$ \pi Af|)T

と記せば (4.10) は

(4.11) $|\Re^{\mathrm{e}}\text{大}l\mathrm{b}\oplus \mathrm{J}^{\sqrt}*_{\backslash }3\backslash$ $\pi^{T}\eta^{0}-\epsilon e^{T}|\pi|e^{T}\pi=0,-e\leq\pi\leq e$

と書き直すことができる.

この問題の最適解は, 以下のように陽に求めることが可能である. なお, 簡単のため以降では $\eta^{0}$

の各要素に対して,

$\eta_{1}^{0}\geq\eta_{2}^{0}\geq$ . . . $\geq\eta$2$f$

と仮定し議論を進めることとする.

いま, 以下の不等式

$\eta_{t^{*}}^{0}-7B,I-t.+1$ $-\underline{9}\epsilon\geq 0>\eta_{t^{\mathrm{r}}+1}^{0}-\eta_{\mathrm{A}I-t^{\mathrm{s}}}^{0},-2\epsilon$

を満たす添え字 $t^{*}$ を定め, $\Lambda/I$ 次の吋ベクトル $h^{0}=$ $(h_{1}^{0}, h_{2}^{0}, \ldots, h_{f1f}^{0})^{T}$ を

$h_{1}^{0}=h_{2}^{0}=\cdots$ =ht0ゆ $=1$ ,

(4.12) $h_{t^{*}+1}^{0}=h_{t^{*}+2}^{0}=\cdots=h_{J\mathfrak{l}I-t}^{0}$. $=0$ ,

$h_{\mathrm{A}I}^{0}=l\mathrm{z}_{\Lambda\prime l-1}^{0}=\cdots=h_{\mathrm{J}1’-\mathrm{t}+1}^{0}.=-1$

とする.

定理 4.3. $l\iota^{0}$ を (4.12) で定められた $M$ 次の 0-1 ベクト) $\triangleright$ とする. このとき $\pi=h^{0}$ は問題 (4.11)
の最適解である.

証明 添え字 $t^{*}$ の定義より,

(4.13) $1\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\{\eta_{t^{*}}^{0}-\epsilon, \eta_{\mathrm{A}I-t}^{0}$. $+\epsilon\}\geq-b^{0}\geq 1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}$ { $\eta_{t^{*}+1}^{0}-\epsilon,$
$\eta$n,

$I-t^{\star}+1$
$+\epsilon$ }

を満たす実数 $b^{0}$ が存在する. そこで, $M$次ベクトル $\xi^{0}$ を

$\xi$y $=\eta_{j}^{0}+b0-\epsilon$ , $j=1,2,$ $\ldots,$
$t_{:}^{*}$

$\xi 50=0$ , $j=t^{*}+$ l, $t^{*}+$ l, . . . , $M-t_{:}^{*}$

$\xi$y $=-\eta$’9–b$0-\epsilon$ , $j=M-t^{*}+1,$ . . . , $\Lambda$I–l, $M$
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と定める. $b^{0}$ が (4.13) を満たすことより, $\xi^{0}$ は主問題 (4.9) の実行可能解である. また, 簡単な計算

をすれば

$e^{T}\xi^{0}=h^{0^{T}}\eta^{0}-\epsilon e^{T}|h^{0}|$

となり, 主問題と双対問題の目的関数が一致することが分かる. したがって} $h^{0}$ は問題 (4.11) の最

適解である 6

口

直ちに以下の補題が導かれる.

補題 4.4. 任意のベクトル $w^{0}\in \mathbb{R}^{\rho\gamma}$ に対応し, $\eta^{0}=y-Aw^{0}$ で定まる問題 (4.11) の最適解を $h^{0}$ と

する. このとき, 不等式

$L^{\epsilon}(w, b)\geq h^{0^{T}}y-\epsilon e^{T}|h^{0}|-h^{0^{T}}Aw$ , $\forall$w, $b$

が成立する. また, $(w, b)=(w^{0}, b0)$ において等号が成立する.

以上の結果を用いて, 前節で述べたものと全く同様な切除平面法のアルゴリズ $\text{ム}$が構威可能で

ある. すなわち, 一般的に 7)レゴリズ $\text{ム}$ の $s$ 回目の繰り返しにおいて, $s$ {固の 0-1 ベクト) $\triangleright h^{k}\in$

$\mathbb{R}^{M}$ $(k=1_{\}}2, . . . , s)$ が得られたと仮定する. 補題 4.4 より,

(4.14) $|\Phi^{/\rfloor\backslash ([}*1\rfloor_{\mathrm{f}\backslash }^{\sqrt}0\backslash \Xi$

$\frac{1}{r2}||w||^{2}.+\frac{C}{NI,1^{k}}.r\geq\delta_{k}-l^{\Gamma}Aw$

, $k=1,2,$ $\ldots,$
$s$

を解くことで問題 (4.1) の下界を得ることができる. また,

$H^{s}=[h^{1}h2\ldots h^{s}]$ および $\delta^{s}=$ $(\delta_{1}\delta 2|\cdot\cdot\delta_{s})$
T

と定義すれば, 双対問題は

(4.15) $|$ *|J+’/\rfloor ‘h‘\化 $\frac{1}{e2}\beta^{T}H^{6},A^{T}H^{s}\beta-\delta^{sT}\beta\tau_{\beta=\frac{\tau_{A}C}{\Lambda I},\beta\geq 0}$

となる. $\beta^{*}$ を双対問題の最適解とすれば, 主問題の最適解 $w^{*}$ は

$w^{*}=A^{T}H^{s}\beta^{*}$

と求められる. このとき,

$\alpha^{*}=H^{s}\beta^{*}$

とすれば, $\alpha^{*}$ は問題 (4.3) の実行可能解となっている. したがって, カーネルを用いた非線形な回

帰を行う場合には , $AA^{T}$ の部分をカーネル行列 $\mathcal{K}$ に置き換え,

(4.16) $|\text{最}’\rfloor\backslash (\mathrm{b}*|\rfloor\sqrt\{_{\backslash }\backslash 0$ $\frac{1}{e2}\beta^{T}H^{\epsilon}\tau_{\beta=\frac{\tau_{\mathcal{K}}C}{\mathrm{J}\cdot I})}$

,

$H\beta\geq 0S\beta-\delta^{sT}\beta$

を解けばよい. カーネルを用いた場合のアルゴリズムをまとめると図 4 のようになる.
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任意にベクトル $\alpha^{1}’\in \mathbb{R}^{\mathrm{J}1l}$ を定め, $\eta^{1}=.y-f’.\alpha^{1}$ とする. ベクトル

$h^{1}=\pi^{*}=$ argmax { $\pi^{T}$ y71 $|e^{T}\pi=0$ , $-e\leq\pi\leq e$ , $e^{T}|\pi|\leq\nu$M}
を求め $H^{1}=[h^{1}]$ , とする. カウンタを $s=1$ に初期化する.

ステップ 1. 以下の二次計画問題

(4.17) $|$ F#=-x|Jt\acute$\sqrt$/J‘5‘\化 $e^{T} \beta=\frac{H^{s}C}{II}.’\beta\geq 01/2\beta^{TT}Y\mathcal{K}YH^{s}\beta-y^{T}H^{s}\beta$

を解き, 最適解を $\beta^{s+1}$ とする. また, 等式制約に対応する最適な双対変数を $r^{s+1}$

とする.

ステップ 2. $\eta^{s+1}=y-\mathcal{K}H$ S $\beta^{s+1}$ として, ベクト) $\triangleright h^{s+1}$ および $\delta_{s+1}$ を

$h^{s+1}=\pi^{*}=\mathrm{a}\mathrm{l}’ \mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}$ { $\pi^{T}$ 77$s+1|e^{T}\pi=0$ , $-e\leq\pi\leq e$ , $e^{T}|\pi|\leq\nu\Lambda$I},

と求める. $\frac{h^{s+1^{T}}\eta^{s+1}-r^{s+1}}{|r^{s+1}|}\leq\epsilon$ ならば $\alpha^{*}=H^{s}\beta^{s+1}$ を最適解として終了

する.

ステップ 3. $H^{s+1}=[h^{1}\cdot. . h^{s}h^{s+1}]$ : とする. カウンタを $s=s+1$ と更新してステッ
プ 1. へ戻る.

図 5: アルゴリズ\Delta Kernel for $\nu$-SVR

4.2 $\nu$-SVR による定式化

Sc.h\"olkopf 等 [8] による $\nu$-SVR(4.2) に対しても, ほぼ同様な切除平面法のアプローチが可能であ
る. まず, 誤差項に対応した関数を

$L^{\nu}(w, b, \epsilon)\equiv\sum_{j=1}^{\Lambda\prime I}1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}$ { $0,$ $|$ yj-Ajw $+b|-\epsilon$ } $+\nu$M$\epsilon$

と定め, 問題 (4.2) を

(4.18) $|\pi_{1^{\sqrt}}\mathrm{J}\mathrm{a},\backslash (\mathrm{b}*\mathrm{J}+_{\backslash }\mathrm{j}\backslash$

$\frac{1}{\frac{9}{\epsilon}}||w||^{2}+\frac{C}{f\mathrm{I}\prime^{J}I}L^{\iota\prime}(w, b, \epsilon)\geq 0$

と区分的に線形な凸関数の最適化問題として書き換える.
次に, $w=w^{0}$ と定めた点において, $L^{\nu}(w, b)\epsilon)$ を下から近似する線形関数を求める. これに

は, 問題 (4.2) で $w=w^{0}$ と固定し, $\xi,$ $b,$ $\epsilon$ のみを変数とした最適化問題を行えばよい. 定数部分を
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$\eta_{j}^{0}=y_{j}-A_{j}w$
O とすれば, 以下の線形計画問題

(4.19)
$|\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{/\mathrm{J}\backslash l\mathrm{b}}*\dagger\rfloor_{t\backslash }^{\sqrt}\mathfrak{h}\backslash =$ $\xi_{j}-b+\epsilon\geq\uparrow 7_{j^{j}}^{0}\nu\Lambda/I\epsilon+\sum_{j=1}\xi_{j}$

$\xi_{j}-b+\epsilon\geq\uparrow 7_{j^{j}}^{0}$ $\xi_{j}+b+\in\geq-03,$ $\xi_{j}\mathit{2}0$ , $j=1,2,$ $\ldots,$
$M$ ,

$\epsilon>0$

が得られる. 双対変数 $\pi\in \mathbb{R}^{N}$ を定めれば, 双対問題は

(4.20) $|\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{E}\exists}\text{大}4\mathrm{b}\#\dagger \mathrm{I}^{\sqrt}+_{\backslash ^{\backslash }}0$ $\pi^{T}\eta^{0}e^{T}\pi=0$

, $-e\leq\pi\leq e$ , $e^{T}|\pi|\leq\nu M$

となる.

前節と同様に, $\eta^{0}$ の各要素に対して,

$\eta_{1}^{0}\geq$ Qx $\geq\cdots\geq\eta_{\Lambda I}^{0}$

と仮定し, 添え字 tゝを

$t^{*}= \mathrm{L}\frac{\nu\Lambda f}{2}\rfloor$

と定め, $M$ 次ベクトル $h^{0}$ を

$h_{1}^{0}=h_{2}^{0}=\cdots=h_{t}^{0}$. $=1$ , $h_{t^{k}+1}^{0}= \frac{\nu\Lambda\prime[}{9_{\sim}}-t_{:}^{*}$ $h_{t^{\mathrm{r}}+2}^{0}=h_{t^{*}+3}^{0}=\cdots=h_{\Lambda f-t^{*}-1}^{0}=0$,
(4.21)

$h_{M}^{0}=h_{\mathrm{A}}^{0}4-1=\cdots=h_{\mathrm{A}I-}^{0}t’$ $11=-1$ , $h_{\Lambda 4-t}^{0}$ . $=- \frac{\nu \mathrm{J}/I}{9,arrow}+t^{*}$

と定義する.

定理 45. $l\iota^{0}$ を (4.21)で定められた $f\downarrow/I$ 次の 0-1 ベクト) $\triangleright$とすれば, $\pi=h^{0}$ は問題 (4.20) の最適 g早

である.

証明 $h^{0}$ が双対問題 (4.20) の実行可能解であることは, 容易に確かめられる.

一方, $b^{0}\backslash \epsilon$0 を次の 2 式

$;_{t^{\mathrm{r}}+1}^{0}=\eta_{t\cdot,1}^{0}+b^{0}-\epsilon^{0}$

$\xi_{\Lambda\prime l-t}^{0}$ . $=-$QA$T-t\cdot-b^{0}-\epsilon^{0}$

を満たすように定める. すなわち,

$b^{0}= \frac{-\eta_{t^{*}+1}^{0}-\eta_{\Lambda \mathit{4}-t}^{0}}{\underline{9}}$

.
, $\epsilon^{0}=\frac{?_{7t^{*}+1}0-\eta_{\mathrm{A}I-t^{*}}^{0}}{\underline{9}}$

と定め, $M$ 次ベクトル $\xi^{0}$ を

$\xi_{j}^{0}=\eta_{j}^{0}+b^{0}-\epsilon^{0}$ , $j=1$ , $\underline{9}\ldots,$
$t^{*}$,

$\xi_{j}^{0}=0$ , $j=t^{*}+1$ , $t^{*}+1,$ . . . , $M-t_{:}^{*}$

$\xi_{j}^{0}=-r)j0-$ b0–e0, $j=\Lambda l-t^{*}+$ l, . . . , $\Lambda l-1,$ $M$

とする. このように定めれば, ( $\xi^{0},$ $b$O, $\epsilon^{0}$ ) は問題 (4.19) の実行可能解である.

主問題と双対問題の目的関数が一致していることより, 最適性が示される. 口

よって以下の不等式が成立する.
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補題 46. 任意のベクトル w0\in R旧こ対応して定まる問題 (4.20) の最適解を $h^{0}$ とする. このとき.

不等式

$L^{\nu}(w, b, \epsilon)\geq h^{0^{T}}y-h^{0^{T}}Aw$

が成立する. また, $b^{0},$ $\epsilon^{0}$ を (4.19) の最適解とすれば, $(\prime w, b, \epsilon)=(w^{0}, b0, \epsilon^{0})$ において等号が成立

する.

そこで, $s$ 個のベクトル $h^{k}$ $(k=1,\underline{9}, \ldots, s)$ が得られたと仮定すれば, 次の最適化問題 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$(4.22)|\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{e},}\mathrm{J}\backslash f\mathrm{b}*|l^{\sqrt}\mathrm{f}\mathrm{l}\backslash ^{\backslash }$ $\frac{1}{r2}||w||^{2}+\frac{C}{I\mathrm{I}’I,-}.r_{k^{T}}\geq l\iota^{k^{T}}yl_{l}\sim.Aw$

, $k=1,2,$ $\ldots,$
$s$ ,

を解くことで問題 (4.2) の下界が得られる. さらに,

$H^{s}=[h^{1}h^{2}$ . . . $h^{s}]$

と定義すれば, (4.22) の双対問題は

最小化 $-\beta^{T}H^{sT}AA^{T}H^{s}\beta-y^{T}H^{s}\underline{9[perp]}$\beta
(4.23)

制約 $e^{T} \beta=\frac{C}{\Lambda I},$ $\beta\geq 0$

である. また, $\beta^{*}$ を双対問題の最適解とすれば, 主問題の最適解 $w^{*}$ は

$w^{*}=A^{T}H^{s}\beta^{*}$

と求められる. なお, $\epsilon$-SVR のときと同様に, カーネルを用いた非線形な回帰を行う場合には, $AA^{T}$

の部分をカーネル行列 $\mathcal{K}$ に置き換え,

最小化 $\frac{1}{2}\beta^{T}H$sTKH$S\beta-y^{T}H^{s}$ \beta
(4.24)

制約 $e^{T} \beta=\frac{C}{\Lambda I},$

’
$\beta\geq 0$

を最適化すればよい. 以上のアルゴリズ $\Delta$をまとめると
$\backslash$

図 5 となる.
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