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概要

金子と津村は， B塑多重添え字ポリ Bernoulli数を導入し，非正整数からなるインデックスに対して B
型多重添え字ポリ Bernoulli数を特殊値に持つ多変数ゼータ関数 ry(-k1,... , -kr; s1, ... , Sr)を定義した．
そして，積分の変形から B型ポリ Bernoulli数のメ又対性の自然な拡張を示した．これを踏まえ本研究では，
C型多重添え字ポリ Bernoulli数を導入し，多変数関数 E(-k1,... , -kr; s1, ... , Sr)が全複素空間へ解析
接続されることを示し，特殊値に現れる C型多重添え字ポリ Bernoulli数に対して， C型ポリ Bernoulli数
の双対性の拡張と考えられる公式を得た．

1 導入・先行研究

ポリ Bernoulli数 {B炉｝及び{C炉｝は古典的な Bernoulli数 {Bn}の一般化であり， [1]と[2]において次

のように母関数を用いて導入された：

ここで Lik(z)はポリログ関数であり，

シ臼k)竺：＝恥(1-e-t) 
n! 1-e-t' 

n=O 

fcAk)竺：= Lik(l -e―t) 
n! が-1 . 

n=O 

恥 (z):=区ロ
m k 

O<m 

で定められるポリログ関数は k=l のとき対数関数ー log(l-z) のテイラー展開になるため， B~1) = C炉 ＝

凡がすべての非負整数nについて成り立つことに注意する．

ポリ Bernoulli数は多くの関係式を満たす．そのうちの一つが，次に述べる双対性である：

定理 1([1, Theorem 21, [3, Section 21). 非負幣数 k,mに対して

Bにk)= Bk-m), (1) 

C$;;-k-l) = ci-m-1) (2) 

が成り立つ．
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Riemannゼータ関数の非正整数点での特殊値がBernoulli数を用いて書き表せることはよく知られてい

る．荒川と金子は 1999年の論文 [2]において「Bernoulli数の一般化であるポリ Bernoulli数を特殊値に持

つようなゼータ関数は存在するか」という問題を取扱い，正整数 Kに対して定まる次の関数（荒川一金子ゼー

タ関数）

~(k;s):= 1 Jooが―1Lik(l-e―t) 
r(s)。 et-1 

dt (況(s)> 0) 

を導入した関数 ~(k;s)は全複素平面へ正則に解析接続され，その非正整数点における特殊値は C型ポリ

Bernoulli数で表示される ([2,Theorem 6 (i)]): 

叫(k;-m)= (-1)呪岱 (m E Z,".o)-

つまり， C 型ポリ Bernoulli 数を特殊値に持つゼータ関数は荒川一金子ゼータ関数 ~(k; s)となる．一方， B型

ポリ Bernoulli数に対応するゼータ関数の構成については， [2]の研究を引き続き進展させた論文 [4]におい

て，金子と津村がより一般的な設定の解答を与えた．まず正整数 k1,... , krに対して関数ry(k1,... , kr; s)を

ry(k1, ... , kr; s) := l ]00ザ―1Li柘，…，kJl-eり
「(s)。 1-et 

で定義する（金子ー津村ゼータ関数）．ここで Li柘，...,dz)は

dt (沢(s)> 1 -r) 

z m,、

Li伍，…，kr(z):= L 
m k1 0く叫<---<mr 1 .. -mダr

で定められる多重ポリログ関数である．このとき，関数r,(k1,... , kr; s)は全複素平面へ正則に解析接続され，

その非正整数点における特殊値は B型多重ポリ Bernoulli数で表示される ([4,Theorem 2.3]): 

r,(k1, ... , kr;-m) = B岱…，kr) (m E Z;:,o). 

ここで多重ポリ Bernoulli数 {Bど,,••• ,kr)}及び{d柘，...,kr)}は，ポリ Bernoulli数のさらなる一般化であり，

次の母閑数で定められる： t尼，kr)亡：= Likぃ.,kr(1 -e-t) 
n! 1-e-t' 

n=O 

文c炉，に）竺：= Li柘，，kJl-e―t). 
n! et -1 

n=O 

正整数点における特殊値についても興味深い結果がある．これを述べるために，幾つか記号を準備する．正

整数からなるインデックス k= (k1, ... , kサに対して， k+:= (k1, ... , kr-1, kr + 1)とし， k*はKの双対イン

デックスとするまた非負整数からなるインデックス j= (j1, ・ ・ ・, Jr)に対して， jの璽さ ljI := }1 +・・・+Jr, 
jの深さ d(j):= rを定めるさらに同じ深さ rのインデックス k,jに対して，インデックスの和 k+jを

成分ごとの和 k+ j := (k1 + }1, ... , kr +わ）で定め，記号 b(k;j)で成分ごとの二項係数の積

b(k; j) :=月 (k;+ii-1) 

を表すものとする．このとき正整数点における特殊値は，次のように多重ゼータ値及び多重ゼータスター値

の線形和で表される：

定理 2([4, Theorem 2.5]). 任意の正整数からなるインデックス k= (k1, ... , kr)と正整数mに対して

~(k1, ... , kr; m) = L b((k+)*;j)(((k+)* + j), 
lj l=m-1,d(j)=n 

ry(k1,---,kr;m) = (-1r-1 L b((k+)*;j)ぐ((k+)*+ j) 
ljl=m-1,d(i)=n 

が成り立つ．但し，いずれの和でもインデックス jE Z2。は重さ m-1,深さ n:= d((k+)*)を亘る．
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このように，非正整数点における特殊値と正整数点における特殊値の両観点から，荒川—金子ゼータ関数と金

子ー津村ゼータ関数は対をなす対象だといえる．

金子と津村のもう一つ重要な仕事は， B型ポリ Bernoulli数の双対性（式 (1))を二通りに拡張したことであ

る．その一つ目は，多軍ポリ Bernoulli数の双対性であり，二つ目は，（上添え字に加えて）下添え字も多重化し

た多重添え字ポリ Bernoulli数 (multi-indexedpoly-Bernoulli number)の双対性である．ここでは，より対称

性の高い後者の双対性を説明する．多重添え字ポリ Bernoulli数は複素数 S1,... , Srと整数 dE {1,2, ... ,r} 

に対して

L B~:~:::;~;),(d) IT~:= 直．パ1- e-t← ·••-tr'...'1 -e-tr-1 -tr'1 -e-tr) 

叫 .,nr::>O j=l nj ! ITに(1-e-t,—•••-tr) 

なる母関数で定義される数であり，右辺に現れる Li賃，…，sr(z1,... ,zr)は多変数（シャッフル型）多重ポリロ

グ関数：

Li況…，sr(zl,・・・,石）：= L 
O<m1<…<mr 

m1 m2-m1 mr-mr-1 
Z1 Z2'''Zr  

叫 i ••• m平

である．簡単のため B岱：：記：= B:!:i::::: 点J.Cr)とおく．金子と津村の示した双対性は， B位］：記について

次のように述べられる：

定理 3([4, Theorem 5.4]). 非負整数 k1,... ,kr, m1, ... ,mrに対して

鬼り，心柘）＝尻，~-'.応,-mr) (3) 

定理 3で r= lの場合を考えれば，ポリ Bernoulli数の双対性（式 (1))の拡張となっていることが確

かめられる．証明に用いられたのが，非正整数からなるインデックスに対して定まる多変数ゼータ閲数

77(-k1, • • •, -kr; S1, •••,Sr) である．関数 77(-k1, • • •, -kr; S1, •••,Sr) は，多変数多璽ポリログ関数を用いて

次のように定められる：

定義 1([4, Definition 5.6]). 非負整数 k1,... krに対して

r,(-k1, ... ,-kr;s1, ... ,sr) 

: = 1 1=・ ・ ・1= rrり3_1Li此，...,-kr (1 -eれ＋十tr,... , 1 -etr-1 +tr 1 -etr) r 

TI;=1 r(si) 。 , II叱 (4)
j=l 

TI;=1(1-eち十・・・十tr)
j=l 

()R(sj) > 0, j = 1, ... , r). 

関数 r,(-k1,... , -kr; s1, ... , Sr)は全複素空間へ正則に解析接続され，非正整数点における特殊値が多重添

え字ポリ Bernoulli数で表される ([4,Theorem 5.7]): 

77(-k1, ... , -kr; -mi, ... , —叫）＝鵬芯ビ，盗凸柘） (m1, ... , 叫 EZ叫・

一方で積分の変形から

r1(-k1, ... , -kr; s1, ... , Br)= JIB仇:::;"";)
が成り立つ ([4,Theorem 5.10]). これらのことから双対性（定理3)が導かれる．

正整数からなるインデックスに対する荒川一金子ゼータ関数と金子ー津村ゼータ関数の対応関係を考えれ

ば，非正報数からなるインデックスに対する両ゼータ関数にも，同様の対応関係があるべきである実際，一

変数の場合には関数 ~(-k1, ... , -kr; s)が定められ，関数 ry(-k1,... ,-kr凋1,・・・,Sr)のときと同様の手法

で解析接続と特殊値の双対性が計算される（このことは [4]でも述べられている）．しかし，多変数の場合の

((-k1, ... , -kr浚 1,・・・,Sr)にあたる関数については，収束性の課題があり [4]では言及されていない．本研

究では，収束性の詳細な議論を行うことで多変数荒川一金子ゼータ関数を適切に定義し，特殊値に現れる数 (C

型多童添え字ポリ Bernoulli数）の双対性を考察した．
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2 主結果

C型多重添え字ポリ Bernoulli数と多変数荒川一金子ゼータ関数を，次で定める：

定義 2.複素数s1,... , Srと整数dE{l,2,... ,r}に対して， C型多重添え字ポリ Bernoulli数 {d:'.:::;;:;J,(d)}

を

こ位．，．：ふ~;),(d) IT~:= L悶...,sr(l -e―t,-.. •-tr, ... , 1-e―tr-1-tr, 1-e―tr) 

叫叫20 j=l nj! rrt=l(eち＋…十tr-1) 

で定める．

定義 3.非負整数k1,... , kr, 但し k12'. 1, と整数 dE{l,... ,r}に対して，関数{(-k1,... , -kr; s1, ... , Sri d) 

を

[(-k1, ... , -kr; s1, ... , Sri d) 

: = 1 Joo ... Joo IJ りJ ― 1Li巴~, , ••• ,-k)l -et,+…十tr,... , 1 -etr-1 +tr, 1 -etr) r II叱 (5)
rr;=l I'(sj) 。。 j=l rrt=l(e-t,-•••-tr -1) j=l 

()R(sj)>O, j=l, ... ,r) 

で定める．

式 (4)で定義される多変数金子ー津村ゼータ関数 ry(-k1,... , -kr;s1, ... ,sr)と比べると，式 (5)は分母の指

数因子の分だけ収束性が悪くなっている．今回判明したのは，インデックスに「k12'. 1」という条件を付け

れば積分が収束することである．主定理は次のように述べられる：

定理 4.関数忍ーk1,... , -kr; s1, ... , Sri d)は全複素空間へ正則に解析接続され，次の式が成り立つ：

[(-k1, ... , -kr; -mi, ... , —叫；d) = ct, り，五;:-kr),(d) (m1,••·,mrEZ羞

多変数金子ー津村ゼータ関数77(-k1,... , -kr謬 1,・ ・ ・,Br)についての結果 ([4,Theorem 5.7])と同様に，多里

添え字ポリ Bernoulli数が特殊値に現れる特殊値の双対性に関する主張を述べやすくするために， C型多

重添え字ポリ Bernoulli数のバリエーション {C灼，’：嘉：;l}を定義する：複素数 81,... , Srに対して

r n; 

L ccs,, ... ,sr) II互：=e―m― 一叫 L IT (1-e―巧ー・・・一Xr)らー1

れ 1,... ,nr 

n,, ... , れr2'.0 j=l ni! l,, ... ,lr2'.1 j=l (li +・ ・ ・+ lj —j+l)•;· 

r=lのときを考えると，任意の整数 Kについて C岱=C炉が分かる．多変数荒川ー金子ゼータ関数の積分

の変形により， C型ポリ Bernoulli数の双対性（式 (2))の一般化と考えられる次の等式を得る．

定理 5.非負整数 k1,...'krに対して

((-k1 -l,-k2,••·,-kr;s1,--·,sr) = C仇~心:2,.. ,,sr) 

が成り立つ．したがって，非負整数m1,... ,mrに対して

ic(-k1 -l,-k2,---,-kr) (-m1 -l,-m2, ... , —叫）
m,, ... ,mr =C k1, ... ,k, (6) 

が成り立つ．但し c盟に．．：：幻：=C岱，’．．：：点；），(r).

式 (6)でr=lとすると，ポリ Bernoulli数の双対性（式 (2))が得られる．

荒川金子ゼータ関数 ~(k1, ... , k,; s)と関数[(-k1,... , -k, 澤1,... , s,; d)を踏まえることによって，正整

数からなるインデックスに対する多変数関数 ~(k1, ... , k,; s1, ... , s,; d)を定義できるこの関数の解析接続

と非正整数点および正整数点における特殊値の研究については，改めて述べる予定である．
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