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概要

この論説では論文「Zerosand the functional equation of the quadrilateral zeta 

function」の概要を述べ，いくつかの補足をする．証明は本論文のほうを参照してい

ただきたい．

1 Introduction 

1.1 The Riemann zeta function 

まずリーマンゼータ関数の定義とその性質について復習する. s =a+ itを複素数とす

るときリーマンゼータ関数は

00 

1 
く(s):= L 一び >1

ns ＇ n=l 

で定義される. ((s)は全複素平面に有理型に解析接続され， s= lで極を持ち，その留数

は 1であるさらにく(s)は関数等式

く(1)
2I'(s) 7rS 

- S = (21r)s COSい）((s) (1.1) 

（例えば [13,(2.1.8)])を持つ．関数等式は同値な様々な形があるが，ここでは実零点との

関連を考えこの形を採用する．級数表示からび >1において((び） >0であることはすぐ
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にわかる一方 [13,(2.12.4)]から

1 1 1 
(1 -21-u)((a-) = 1 -- + --—+···> 0, 

2u 3u 4u 
0 <Cl< 1, 

であるので， ((a)<0が0<びく 1において成り立つ．〈(0)= -1/2 < 0であることは

よく知られている ([13,(2.4.3)]などを参照）．よって関数等式 (1.1)から次が成り立っ．

Theorem A. ((s)の実零点は負の偶数点上にのみ存在する．

オイラー積からく(s)は (j> 1零点を持たないことがわかる．関数等式 (1.1)からく(s)

はびく 0かつ t=/-0では零点を持たないよって全ての複素零点は臨界領域と呼ばれる

〇こびさ 1にあることがわかる．関数等式 (1.1)と対象性く(s)=可可から，〈(s)の実で

ない零点（自明でない零点）は，直線 t=Oとa=1/2について対象に分布する．そのた

め次のように予想されている．

The Riemann hypothesis. 全てのく(s)の自明でない零点は a=1/2上にある．

1.2 Hamburger's theorem 

1921年に Hamburger[4]は((s)は関数等式 (1.1)により特徴付けられることを示した

Theorem B. G(s)を位数有限の整関数， P(s)を多項式とし，

G(s) 
00 

f(s) := 
a(n) 

P(s) =ど州'
n=l 

a(n) E <C, 

は (J"> 1で絶対収束すると仮定する．さらに

T―s/2r信）f(s) = 7r―(1-s)/2r(1; s)g(l -s), 

ただし g(s)は
00 

g(l -s) := L b(n) 
n 1-s' 

n=l 

b(n) EC, 

(Hl) 

(H2) 

と書け，ある半平面で絶対収束すると仮定する．このとき， f(s)= Cく(s)が成り立つ．

Siegel [12], Hecke [5], Knopp [6]などが類似や拡張を考えている．

BochnerとChandrasekharan[2]は関数等式

T―s/2rG)ゅ(s)= 7r―(l-s)/2r(1; s)w(l -s) (1.2) 
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を充たす一般ディリクレ級数心(s)=区:=1aか＼ごと w(s)=区:=1如μ;:;,-又ただし

aれ 9加 E<C, {心｝と｛匹｝は狭義単調増加数列し， 2つの一般ディリクレ級数はある半平

面で絶対収束するものとする [2,Theorem 7.1]において彼等は幾つかのさらなる仮定の

下では上の等式を充たすものは以下のものに限る（定数倍の違いは除く）ことを示した．

（心(s),w(s))= (((s),((s)), 

((28 -l)((s), (21-s -l)((s)), ((21-s -l)((s), (28 -l)((s)). 

1.3 Hurwitz and periodic zeta functions and their real zeros 

フルビッツゼータ関数く(s,a)は

00 

く(s,a):= L 1 

(n+a)8' 
び>1, 0 < a ::; 1. 

n=O 

(1.3) 

により定義される. ((s, a)のディリクレ級数は CJ>lで絶対収束する. ((s, a)は全複素

平面に有理型に解析接続され， s= 1で極を持ち，その留数は 1である ([1,Section 12] 

などを参照）・Xをディリクレ指標とし，ディリクレ L関数を L(s,x) := L:=1 x(n)n-s 

と書くことにする．

関数く(s,1/2) = (28 -l)((s)の実零点は正でない偶数上にしかないことは Theorem

Aからわかる．さらに， xが原始的であり x(-1)= 1を充たすディリクレ L関数 L-

function L(s, x)の実零点は正でない偶数上にあることもよく知られている．松坂 [8,

Theorem 1.3]は整数N::;ー 1に対して，く(s,a)が (-N-l,-N)に実零点を持っための

必要充分条件は BN+1(a)BN+2(a)< 0であること，ただし BN(a)はN番目のベルヌー

イ多項式，を示した.N = -lとN=0の場合は，それぞれ [9,Theorem 1.2]と[10,

Theorem 1.2]で証明されていたことを注意しておく．

O<aさ1に対して，周期的ゼータ関数を以下で定義する ([1,Exercise 12.2]を参照）

= e2nina 
Lis(e2nia) := L' び>1. 

ns 
n=l 

明らかに Lis(l)=く(s,1) =く(s)が成り立つ.O<a<lであるとき Lis(e21ria)のディリ

クレ級数は a->0で広義一様収束する．このとき Li8(e加 ia)は全平面解析的に接続され

る．関数く(s,a)とLis(z),ただし lzlさ1, の実零点については [9,Section 1.1]などを参

照していただきたい．
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2 Main results and Remarks 

2.1 Main results 

0 < a'.S 1/2に対して， 2つ組フルビッツゼータ関数 Z(s,a)を以下で定義する．

Z(s, a) := ((s, a)+く(s,1-a).

同様に 0< a'.S 1/2に対して， 2つ組周期的ゼータ関数 P(s,a)を以下で定義する．

P(s, a):= Lis(e21ria) + Lis(e21ri(l-a)). 

さらに 0<a::; 1/2に対して， 4つ組ゼータ関数 Q(s,a)を以下で定義する．

Q(s, a) := Z(s, a)+ P(s, a) =く(s,a)+く(s,1 -a)+ Lis(e21ria) + Lis(e21ri(l-a)). 

Theorem Aの類似として次を得た．

Theorem 2.1. 1/4:::; a::; 1/2とする.Z(s, a)は次の関数等式を充たし，その実零点は

正でない偶数上にのみ存在する．

Z(I -s, a)=~~;~~cosげ）P(s, a), (2.1) 

Theorem 2.2. 1/4~a~1/2 とする. P(s, a)は次の関数等式を充たし，その実零点は

負の偶数上にのみ存在する．

P(l -s, a) =~~;~~cos胃）Z(s, a), 

Theorem 2.3. 1/4さaさ1/2とする.Q(s,a)は次の関数等式を充たし，

負の偶数上にのみ存在する．

Q(l -s, a)=~~;~~cos(¥)Q(s, a), 

1/4 :Sa'.S 1/2でないときは次が成り立つ．

(2.2) 

その実零点は

(2.3) 

Proposition 2.4. 0 < a < 1/2が充分小さいとき， Z(s,a), P(s, a)とQ(s,a)は開区

間 (0,1)において少なくとも一つ実零点を持つ．

a= 1/4, 1/3又は 1/2であるときは次が成り立つ．
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Proposition 2.5. a= 1/4, 1/3又は 1/2とする．リーマン予想は次のいずれかと同値．

• 全ての Z(s,a)の複素零点は a=1/2とa=O上にある，

• 全ての P(s,a)の複素零点は a=1/2とa=l上にある

• 全ての Q(s,a)の複素零点は a=1/2上にある．

上記でない場合は， Z(s,a), P(s, a)とQ(s,a)の複素零点については次が成り立つ．

Proposition 2.6. a E (1/4, 1/2) n Q ¥ {1/3}とする．このとき任意の r5> 0に対して，

P(s, a)とQ(s,a)は 信(o)T以上 C!(o)T以下の複素零点を，長方形領域 1<びく l+r5,

0 < t < T, ただし Tは充分大きい，内に持つ．さらに，任意の 1/2< a1くび2< 1に対

して， P(s,a)とQ(s,a)は C以び1,び2)T以上 C』（び1,び2)T以下の複素零点を，長方形領

域び1くび＜び2,0 < t < T内に持つ．

a E (1/4, 1/2) n Q ¥ {1/3}又は 0<a< 1/2が超越数であるとき，関数 Z(s,a)は上

と同様の性質を持つ．

系として次を得る．

Corollary 2.7. 1/4 <a< 1/3又は 1/3<a< 1/2が有理数であるとき， Q(s,a)はリー

マン予想の類似を充たさない．しかしながら， Q(s,a)は((s)と同様に， Q(s,a) = Q(s, a) 

と関数等式 (2.3}を充たし，全ての実零点は負の偶数上にのみ存在する．

2.2 Remarks 

Remark 

関数等式 (2.3)は (1.1)にQ(s,a)とQ(l-s,a)をく(s)とく(1-s)に入れ替えれば完

全に一致することを注意しておく．つまり Q(s,a)とく(s)に対して次が成り立つ. G(s) 

を位数有限の整関数， P(s)を多項式とし，

h(s) := 
G(s) 00 c(n) 

=L P(s) v(n)8' 
n=l 

c(n) EC, v(n) E恥

ただし上の一般ディリクレ級数 a>lで絶対収束すると仮定する．さらに h(s)は次の関

数等式を充たす

7r-s/2「信）h(s) = 1r-(l-s)/2r(1; 8)h(l -s). (H2り
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(1.3)に現れた関数 (28-l)((s)と (21-s-l)((s), ディリクレ L関数 ([3,Theorem 

10.2.14]), エプスタインゼータ関数 ([3,Theorem 10.2.14]), 2く(s)とは異なる場合の [7,

Theorems 2.1 and 2.2]に現れる関数，でさえも (H砂）を充たしていない．

Q(s, a)の零点はく(s)同様に直線t=Oとa=1/2に関して対象に分布している．さら

にQ(s,a)はリンデレーエフ予想の類似を充たすと予想される．しかし， 1/4<a< 1/3 

又は 1/3<a< 1/2が有理数であるとき， Q(s,a)はリーマン予想の類似を充たさない．

ちなみに， a=1/4, 1/3又は 1/2であるときは次が成り立つ．

Q(s, 1/2) = 2(28 + 21-s -2)((s), Q(s, 1/3) = (38 + 3l-s -2)((s), 

Q(s, 1/4) = (48 -が十 41-s_ 21-s)((s). 

Daydream 

これからの内容は空想といってよいほど根拠がないものもあるので，本論文には記載し

ていない．上の注意から Q(s,a)は複素零点の情報を除き，極めてく(s)に近い．オイラー

積を持つディリクレ L関数を除けば， ((s)に最も近いといってもよいのかもしれない．

a= 1/4, 1/3又は 1/2でない場合は， Q(s,a)は絶対収束領域や臨界領域に複素零点を持

つと予想される．実際に 1/4<a< l/3又は 1/3<a< 1/2が有理数であるときはそう

である.a= 1/4, 1/3又は 1/2という例外は，定理にある 1/4::;a::; 1/2の両端だけで

なく，閉区間 [1/4,1/2]内にあるというのも面白い．

パラメーター aを 1/4から 1/2に動かすということを考えてみよう. a= 1/4である

ときはリーマン予想の類似を充たす．しかし aが 1/4より少しでも大きくなるとリーマ

ン予想の類似を充たさないと予想でき，有理数である場合は実際に充たさないので，以後

aは有理数として動かす．もちろん 1/4,1/3又は 1/2に限りなく近い有理数は存在する．

aが 1/4,1/3又は 1/2に阪りなく近づくとき，命題 2.6に現れる零点の上限を表す aの

関数 C!(t5)とC!(び1,び2)はどうなるのか？もちろん 0に収束するのだが，その様子は？

一様に零点密度が“薄ぐ’なるのか？それともどんどん臨界線に零点が“寄って,,いくの

か?1/4から 1/3に動く場合は，一度現れた臨界線上から外れた零点がまた消えるのか，

それともまた寄っていくのか，その両方か？などなど考えると，ここで定義した Q(s,a) 

は稀有な関数であり，さらなる研究が望まれるのではないだろうか．
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