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Riemannゼータ関数は古くから素数との関わりがあることが知られており，数論におけ

る重要な研究対象である．素数との関係性は Euler,Riemannなどの偉大な数学者たちに

より発見されたものであるより具体的に言及すると，我々はRiemannの明示公式により，

Riemannゼータ関数の零点分布と素数分布が鮮やかな関係性をもつことが明確にわかる．

そのため， Riemann予想やLindelof予想などの未だに謎に包まれている予想を始めとした

問題たちを中心とした研究が今でも盛んに行われているのであるまた， Riemann予想は

零点分布と素数分布との関係のみではなく Riemannゼータ関数の解析的性質を調べる際

にも重要な予想である．実際に我々がRiemannゼータ関数を調べる方法はいろいろとあ

るわけだが，その基盤のほとんどは複素解析である．特に， Hadamardの無限積表示はさま

ざまな場面で登場する Riemannゼータ関数を調べるための重要な道具となるそしてこ

の公式は有理型関数を零点や極で表示するものであり，複素関数の挙動はこれらの情報に

本質的に支配されるわけであるこの例として最も顕著であろう例として以下の定理が知

られている．

定理 (Backlundin 1918-1919 [1]). 零点の密度関数N(び，T,h)はRiemannゼータ関数の非

自明な零点p=/3十i"(で/32: u, Tさ？さ T+hをみたすものの個数として定義する．こ

のとき， Lindelof予想が成り立つことと，任意の正の数eに対して，

N(u, T, 1) = o(logT) (T→ +oo) 

が u2:½+c で成り立つことは必要十分条件である．

ここで Lindelof予想とは，任意の正の数eに対して

log 1((1/2 + it)I::::; clogt 

がt2: T0(c)に対して成り立つという予想である．この Lindelof予想は純粋な Riemann

ゼータ関数の関数としての挙動に関する予想である．一方で，上記の Backlundの定理に
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より，それは零点分布の問題として完全に書き換えることができるわけであるこのよう

にゼータ関数の関数としての振る舞いを理解するために Riemann予想などの問題が本質

的に関わってくるわけである

この講究録ではRiemannゼータ関数の振る舞いについて筆者の研究を述べることを目

標として議論するまず，古典的なRiemannゼータ関数の振る舞いについての結果として

Re(logく(1/2+it))= log 1((1/2 + it)I :S Clogt, 

Im(logく(1/2+it))=: l1rS(t)I :S Clogt 

が知られているただし，上記の Cはある正の絶対定数である．前者の不等式について

はEuler-Maclaurinの和公式から直ちに尊かれるごく古典的な結果である後者について

は多少複雑であり古くは Riemannの予想の一つでもあった不等式である．そしてのちに

Hadamardが今では自身の名がついている Hadamardの無限稜表示を用いて証明したもの

である前者の不等式については背景に Lindelof予想があり定数Cを小さく改善すると

いうのは重要な研究であるこの研究は最近に一つの進展があった．実際に，フィールズ

賞受賞者の Bourganが

log 1((1/2 + it) I :S (13/84 + c) log t 

という不等式を証明している [3].また， Riemannゼータ関数の対数の虚部で定義される

S(t)についても零点の正確な分布の情報を持っていることから重要な研究対象である実

際に，上記の後者の不等式も数年前に改善があった．実際に Trudgianにより，

IS(t)I :S (0.112 + s) logt 

が示されている [18].

一方で， Lindelof予想はRiemannゼータ関数の対数の実部に関する予想であるが，この

予想下で同関数の虚部である S(t)の評価を鋭く改善することができる実際に Cramerに

より次の結果が証明されている．

定理 (Cramerin 1918 [7]). Lindelof予想を仮定するこのとき，

IS(t) :S clogt 

が t~T1(s) で成り立つ．

このように， Lindelof予想を仮定することで著しい改善を得ることができるわけだが，よ

り強い仮定となる Riemann予想を仮定することでさらに深い結果を得ることができる実

際に Littlewoodが次の結果を得ている

定理 (Littlewoodin 1924 [12]). RiemaJ1n 予想を仮定するこのとき， t~5 に対して

log 1((1/2 + it) I < 
Clogt 

―log log t' 

IS(t)I < 
Clogt 

-loglogt 

(1) 

が成り立つ．
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この結果は臨界線上のRiemannゼータ関数のオーダー評価を関数として改善するという

著しい結果であるさらに近年においてもこれらの不等式に関係する研究は盛んに行われ

ている例えば上記の不等式に現れる定数Cに対する研究は近年活発に行われている．こ

れは GoldstonとGonekの研究 [10]が発端となりその後， Carneiro,Chandee, Milinovich, 

Soudararajan [4], [5], [6], [17]らにより改善，拡張されている．さらにこれらの関数は興味深

いQ評価も得られているこれに関してはBondarenko,Seip, Montgomery, Soundararajan, 

Tsang [2], [13], [16], [19]などが興昧深い結果を残している．特に， Bondarenko,Seip [2] 

の結果は直近のこのテーマに関する一つのブレイクスルーで非常に興味深いものである．

実際に， Montgomery,Selbergが昔に予想していた log1((1/2 + it)I, S(t)に対する正確な

オーダー評価に関する予想を完全に否定するものでもある近年のこれらの関数の挙動に

ついての正確な予想は以下の予想でFarmer,Gonek, Hughesにより 2007年に提起された．

予想 (Farmer,Gonek, and Hughes in 2007 [9]). 

max log 1((1/2 + it)I = ( tE[O,T] 況+o(l))凶logT) (log log T), 

S(t) 
1m sup 
t→ +oo 凶logt) (log log t) ハ厄

従って，この予想を背景として，我々はLittlewoodの評価 (1)を関数オーダーのレベル

で改善することを目標としたいのである．しかし，それは現状難しい間題である．実際に

Littlewoodが評価 (1)を示したのは 1924年で 100年ほど前の話だが，彼の評価を関数オー

ダーで改善するということは全くできていない．そこで筆者はその改善の手掛かりを探す

べく次の問題を考えた．

問題 1.Riemannゼータ関数の挙動と零点分布の関係をより明確な数学的主張で理解する

ことができるか

前述したように Backlund,Cramer, Littlewoodらの研究により， Riemannzゼータ関数

の挙動と零点分布との漠然とした関係性は周知なわけである． しかし，筆者はこれら古

典的な結果や最近の研究を眺めている中で“関係性を明確にすることで Lindelof予想や

Riemann予想をより本質的に「武器」として使うことができる，逆にそれを明確にしない

状態ではRiemann予想などの条件を本質的に使うことはできない"という感覚も持ってい

た．このような理由から筆者は上記の問題を考えたわけである．

さて，この問題を正確に議論するために以下の定義を導入する

定義 1(Short Interval Zero Density Condition). 関数l(t),v(t)を正値広義単調減少関数，

関数<I>(t)位 (t)を正値広義単調増加関数とする．また， Iを恥>0上のある区間とするこの

とき以下の主張“任意の TEIに対して，

N(CJ, T, l(T)) :S l(T)v(T)(logT)<I>(T)112-u (2) 

が CJ2:½+ 詰了で成り立つ."を "the Short Interval Zero Density Condition of length 

l, volume v, density屯 anddomain ¥[I on I"と呼ぶまた簡単のためこの主張を略し

て "SIZDC-(l,v巫 w)on I"とも呼ぶさらに，簡単のため I=恥＞。の場合は "SIZDC-

(l, v, <I>団）"と呼ぶ
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さて，この定義に対していくつかの注意を述べる まず，この定義を導入した背景は

"Lindelof予想やRiemann予想の仮定をより本質的に使うため”ということもあり，韮本的

にこれら二つの予想を一般化しているものであるそのため，これらより弱い予想である

零点密度予想などは今回は興味の対象ではなく，この定義からは表現できないものである．

以下，この定義で表現できる既存の概念についての表現方法を紹介する今， constと書く

と値が適当な定数関数とする．

まず，この定義は uncnditionalな場合を“任意の Wに対して， SIZDC-(1,const, 1, w)が

成り立つ”として表すことができるただし， 1ば恒等的に値を 1とする定数関数を意味す

る．これは単純に任意の u~1/2 に対して，

N(u, T, 1)≪logT 

が成り立つという古典的な結果を書き換えただけのものである

次にこの定義で Riemann予想が表現できることを説明するこれも単純な書き換えと

して SIZDC-(l,0巫 w)が任意のdomain¥[fで成り立つことがRiemann予想の主張となる．

ただし， 0ば恒等的に 0を値に持つ定数関数を意味するこの SIZDCの主張は実部が 1/2

と1の間の帯状領域内部内の任意の帯状領域内の零点の個数が0という主張なわけでそれ

はRiemann予想の主張そのものである

さらにこの定義でLindelof予想を表現できることを説明する．これはBacklundの定理

を書き換えることで実現できる．実際に Lindelof予想は，任意の有界な関数 Wに対して

v(t) = o(l)となる関数が存在し， SIZDC-(1,v, const, w)が成り立つという主張と必要十分

である

上記のようにこの定義は関数l,v, 屯 Wをパラメータとすることで複合的な状況での議

論を実現することができるものである．

2 記号の定義

この節では定理の主張を簡単にするためのいくつかの定義を行う．まず， sは複素数を

表し，以下 s= (J + itでCJ,tは実数とするまた， x,aは正の数でx;::,:3, 0 <a< lとし，

心=(logx)-1, 釘=CJ1 + itとするただし， CJ1=½+a 十心であるそして A(n) を von
Mangoldt関数とし， Aェ(n)

ふ(n.)~{ A(n)~'~>:,~n) : : : :'~X汽
゜

otherwise 

とするさらに，

A=  {/3 + i"(((/3十灼） = o, It -'Y区 min{ ;, : ニ｝｝， (3) 
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四=max{/31 It -'YI :S 1, or f3十 i"(EA},

L = min { ;,max「こ f3十巧 EA}},

T(a) = { 1 if as; 四 -1/2,

0 if a> 四— 1/2,

、1
,

、1
,

4

5

 

ヽ

(6) 

凡(x,t):= (X)  a [(<rA-a-1/2)log<l>(t/2)] X2 (k+l)/log<l>(t/2) 

<l>(t/2) X~(<l>(t/2))' 

Ga(x, t) := T(a)(l(t/2) +心）v(t/2) (log x) (log t), 

Ya(a-, x, t) := 

,';,:;:-・(ど'.A;'. り+logt)十仇(x,t) x { x'i'-• •;,;;~t) + 

＋叶/2-a(l十 <[>(t/2)-6xlog x) (x  r十 <[>(t/2)1/2-a+ox}
logx log<[>(t/2) <[>(t/2) log<[>(t/2)' 

Ax(n) 
Ea(x, t) = L + log t + Ga(x, t) X 

ns1 
n'.'o丑

X (x―a凡(x,t) + <I>(t/2)-a (1 + lo: 土~:/2)<I>(t/2)―ox)) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

とする．

3 結果

次の定理が主定理である．

定理 1.SIZDC-(l, v, 屯剌 on[t -L, t + L]を仮定するただし， Lは(5)で定義される正

の実数であるまた，実数t;::::14を〈(s)の零点の虚部とは一致しないものとして取り， X

を3:::;x:::;min{e沢心口外の範囲に属する実数とするさらに心=(1。gx戸と漑色

む＝四+it で四 =½+2心であるものとするこのとき，四：：：：： (J :::; 2, に対して

log〈(s)= L log s-p 

心+i(t -1) 
+ L Ax(n) 

が logn
+0(以 (CJ,x,t)),

1•-pl<:: 妬 2<::n<::x2
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が成り立つ．また，½::::: (J"::::: 四，に関して

S - p Sx - p 
log ((s) =区 log +区 log (11) 

Sx - p 心+i(t-,y)
I 1<2妬t-, - lsx-Pl:'.o妬

+L ふ(n)
nsx log n 

+O(心E8x(x,t)),
2:;n:; 丑

が成り立つ．

この定理は一見複雑な定理であるが，パラメータ l,v, 屯 Wたちがlog((s)の挙動にど

の程度影響するかを Selbergの方法を用いて正確に計算したものであり，いくつかの重要

な応用を含んでいる定理でもある実際に，前述した Cramer,Littlewoodの結果はこの定

理から簡単な計算のみで得ることができるさらに Selbergの公式 [14]もこの定理から簡

単な計算で導くことが可能である一方で筆者の最終目標は Littlewoodの評価の改良で

あり，それの手掛かりを発見することが重要なこの研究の動機であるそして，筆者はそ

の手掛かりの一つとして Littlewoodの評価の仮定である Riemann予想をより弱い主張の

仮定に書き換えることにこの定理を用いることで成功した．それが以下の系である以下

の系はx= (log合）co/4とすることで上記の定理から瞬時に従う．

系 2.任意に小さな正の数 e。を取る．そして， SIZDC-(10g~ogt, const, (log t)00, co log log t)を

仮定する，このとき，

log(仕+it) = L log l +½! it -:it -p + O,:o (log t 
l½+it-pl< 2 2 cologlogt 

log logt) 
- loglogt 

が成り立つ．特に，

log〈じ+it) :::; l~gl~ogg\, S (t)≪00 lo:~。:t'
が成り立つ．ただし， Cはc。のみに依存するある定数である．

この系により Littlewoodの評価の仮定に Riemann予想ほどの強い仮定が必要でないこ

とがわかるであろう．実際にこの系の SIZDCの言葉による仮定をわかりやすく零点密度

関数で書き直してみると以下のものになる：任意の固定された正の数e。に対して，評価

1 
N (a-,t, loglogt)≪(loglogt)-l(logt)l-co(<r-1/2) (12) 

がa->l十 1 で成り立つ．この仮定は例えばよく知られた零点密度定理によると平-2 co log log t 
均的にはかなり尤もらしい仮定であり， Riemann予想と比較して非常に緩い仮定となって

いる．

この講究録では証明のアイディアを少しだけ述べることにする今回得られた結果は基

本的に SelbergのRiemann予想下，及びunconditionalな場合の仕事 [14],[15]で用いられ

た手法を用いて得られるものである.Selbergの手法の根本的なアイディアは「非自明な

零点を Dirichlet多項式に書き換える」という鮮やかなものであるしかし，その方法のみ

では系 2のような結果を得ることはできない．そこで今回は Selbergの手法からでは取り

除けない零点たちを細かく一定の区間内の零点たちに分類してそれらの寄与を正確に計

算するということを行ったその他の詳しい証明は [11]を参照して頂きたい
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4 今後の展望

今回の研究では Riemann予想をこの短区間中での零点の個数の仮定に書き換えても

Littlewoodの評価は得ることができることを示したものとなる

一方でここで得られた仮定が最良のものかどうかはまだわかっていないもちろん，こ

こで得られた Littlewoodの評価の証明のための仮定 (12)は筆者が可能な限り弱くするこ

とを試みたものであり，現状この過程を改善するアイディアを筆者は持っていない．ここ

で一つの改善の方針例としては仮定の lengthlを有界な関数にまで弱めることはできない

か，という問題がある現状得られている仮定での lengthlは(loglog t)-1というかなり小

さな関数となっており，これは一見，強い仮定である．実際に，筆者はこの問題を Yoonbok

氏に指摘されているしかし，筆者がこの短い lengthlを選んでいることにはいくつか理

由がありそれは難しい問題であると考えるそれを述べるために筆者のこれまでのいく

つかの試みをここに記述する．まず，筆者がこの研究のための多量の計算の中で最初に

Littlewoodの評価を得るために必要な仮定は次であった．

N (a, t, 1)≪(loglogt)-1(logt)1-eo(a-l/2l, 
1 C 

び 2".-+
2 loglogt 

(13) 

ここで (loglog t)―1という“自然でない"ものが現れた．一方で筆者の私感としてこの不

自然な (loglogt)-1はLittlewoodの評価を示すためには取り除くことができない量である

とも考えたこの理由は LittlewoodのS(t)に対しての評価から依るものである．我々は

Riemann-von Mangoldtの公式から S(t)≪ logt という評価により長さ (loglog t)一1のloglogt 
短区間中の零点の分布を詳細に理解することができる．そして，今回の目標の一つがこの

S(t)の評価であることから， 「臨海線近くの零点分布に対して同等の短区間中での零点

分布の仮定が必要不可欠になる」という結論が筆者の中で出たわけであるしかし，仮定

(13)のままでは左辺とは一見関係の無い (loglog t)-1が右辺に現れることからやはり不自

然であり， 「より自然で弱い仮定を設定できないか」という間題が残ったのであるそし

て筆者が更なる改良を自身で出したのが今回の仮定 (12)となるわけである．よって，この

length lの選び方は Littlewodの評価を得るための仮定としては最良のものであると筆者

は考える．

ここでまでで，筆者は lengthlについて言及した．また， volumevは定数関数として選

んでいるのでこれは SIZDCの言葉からは最善のものである．一方で，その他の density屯

domain wの選び方は最良であるか，という問題は筆者の中でも結論は出ていない．しか

し，この問題を議論するためのアイディアはいくつかある．その一つを述べてこの講究録

を締めくくりたいまず， Backlundの定理により， log1((1/2 + it) Iの上からの評価を用い

ることで，我々は臨界領域内の零点の分布に対する情報を得ることができる．そこで我々

の目標である Littlewoodの評価log1((1/2 + it)I <立逗しを用いることで我々は臨界領域-loglogt 
内の零点の個数を評価できる．そして，その評価から density<I>とdomainwの仮定として

最善な候補は見つかるであろう
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