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この報告は 2019年 2月 14日（木）に京都大学数理解析研究所で行った講演を再現するものである．

講演内容はベキ零部分群全体から定義される部分群複体のホモロジーの計算に関する一つの考察であ

る．具体的には以下で述べる関係式 (3.2),命題 3.1,例 3.3の紹介である．本研究の詳細については論文

[1]を参照されたい．

1 はじめに

記号の定義などから述べる.Gを有限群とし， 1r(G)を Gの位数を割り切る素数全体の集合とする．

空でない部分集合 7r~1r(G) に対して N1r(G) を G の非自明なベキ零 7r一部分群全体からなる集合と

する.N1r(G)を通常の包含関係に関して半順序集合 (N1r(G),~)と見なしたとき，その順序複体（抽象

単体複体） O(N1r(G)) = O(N1r(G)←）が定義される．以下，集合 N1r(G)と複体 O(N1r(G))を同一視

して，複体も単に N1r(G)で表すことにする．さらに Gの非自明な単なるベキ零部分群全体からなる集

合を N(G)で表す．言い換えれば 7r= 1r(G)に対する N,r(G)(G)をN(G)で表す．ここでの話は複体

N(G)のホモロジーの計算に関する一つの考察である．ベキ零部分群に着目する理由の一つとして，い

わゆる p-部分群複体と qー部分群複体を同時に考察し，両者を比較したいという思いがある．

2 素数グラフとその連結成分

r(G)を有限群 Gの素数グラフ (cf.page 487 in [5])とする．即ち，頂点集合 V(r(G))は 7r(G)で

あり，異なる 2頂点p,q E V(f(G))に対して Gが位数 pqの巡回部分群を持つとき pとqを結ぶので

ある.f(G)の連結成分を

7r(G) = 7r1 u・ ・ ・u応

とする特に Gが偶数位数の群ならば 2E 7r(G)であるが，この場合 mが 2を含む連結成分であると

する．グラフの定義から，連結成分をまたぐような部分集合 7rc:: 7r(G)に対して Gのベキ零 7rー部分群

は存在しない．従って N(G)は disjointunion N (G) =~;=1 N7r, (G)のように書けるこの N7r,(G)

を複体の連結成分のいくつかの和集合と見なせば，複体 N(G)のホモロジ一群 Hn(N(G))は次のよう
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になる．

s 

H心1/(G))召④Hn(ふ (G)) (2.1) 
i=l 

ここでホモロジーの係数は有理整数環 Zとする．以上から， N(G)のホモロジーは各連結成分 7riに対

応するホモロジー Hn(N1r.(G))の計算に帰着される．次に素数グラフ「(G)に関して次の Williamsの

定理に着目する．

補題 2.1(cf. page 488 in [5]) Gを非可解群とする.1ri<:;;1r(G) (2~i~s) を r(G) の 2 を含まな

い連結成分とするこのとき Gは孤立ベキ零 Hall1ri—部分群 Di を持つ．ここで Di が孤立部分群であ

るとは， Diは T.I.ー集合であり，かつ任意の dE Di¥ {1}に対して Ca(d)<:;; Diが成り立つことである．

3 N(G)のホモロジ一

前節までの状況をまとめる.r(G)の 2を含まない連結成分を 1r;~1r(G) (2~i~s) とする．この

とき任意の H EN1r,(G)は孤立ベキ零 Hall1r; ―部分群 D;のある共役部分群 Df(g E G)に含まれる．

一般論としては，もし Gがベキ零 Hall1r一部分群 k を持てば，任意の 7r一部分群 L~G は K のある共

役部分群に含まれる (cf.page 166 in [4]). よって D;が T.1.-集合であることを合わせると N1r,(G)は

次のように表される

心 (G)= LJ心 (Df)= t!J ふ (Df)
gEG xEG/Na(Dサ

ここで G/Nc(D;)は況(D;)による剰余類の完全代表系とする．上記の式において D'f自身もベキ零

'Tr; ー部分群であることから D「が半順序集合 (N1r,(D'f), ~)の最大元となり，複体 N1r,(D『）は可縮であ

る．従って凡(N1r.(G))は次のようになる

zlG:Na(Di)I n = o 
叫心(G))竺{{O} n;:;; 1 (3.1) 

このとき全体 N(G)のホモロジーは (2.1)を合わせると次のようになる．

H岱 (G))竺 {H。凶(G))①（會zlGN,,(D,)I) D~(( 

凡 (N1r1(G)) n;:;; 1 

(3.2) 

ここで H。(Nら(G))e'c'ztとすると tは複体 Nら(G)の連結成分の個数である．一方 1次以上の場

合は (3.1)より m以外のところは全て消えてしまうことから Hn(N(G))竺 Hn(N1r1(G))である．以

上から全体のホモロジーはいずれの場合も mに関する計算に帰着される．

さて部分群 H~G が次の条件を満足するとき H を G の強く埋め込まれた部分群という．

(i) H は偶数位数であり，かつ Gの真の部分群である．

(ii)任意の gEG¥Hに対して HnHgは奇数位数である．

強く埋め込まれた部分群に関連して次の結果を得る．

命題 3.1(Proposition 3.3 in [1]) G を偶数位数の群とする部分集合 7r~1r(G) は素数グラフ r(G)

の連結部分グラフであり，かつ 2を含むものとする.N7r(G)は非連結であると仮定する．このとき
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ふ(G) の任意の連結成分 C~N1r(G) に対してその固定部分群 Staba(C) は G の強く埋め込まれた

部分群である特に Gが強く埋め込まれた部分群を持たないならば N1r(G)は連結となる．つまり

恥 (N1r(G))""Zが導かれる．

注意 3.2 強く埋め込まれた部分群を持つ有限群は H.Benderによって特徴付けられている．特にその

部分群を持つ有限単純群は完全に分類されている (cf.[4, page 391]). 

例 3.3 二つの例を観察する．

1. M をモンスターとする.Mは非可換単純群より非可解群である．素数グラフ r(M)は四つの連

結成分を持つ (cf.[5, page 494]): 

7r1 = {2,3,5, 7, 11,13, 17, 19,23,29,31,47}, 7r2 = {41}, 7r3 = {59}, 7r4 = {71}. 

各 i= 2,3,4に対して D;を M の孤立ベキ零 Hall1r; ー部分群とすれば D2竺 C41,D3竺 C59,

D4竺 Cnである．よって (3.2)から N(M)の 0次のホモロジーは次のように計算される．

H。(N(閏））竺 Z1EB Z轟〶 z轟〶z晶．

ここで最初の zlは， M が強く埋め込まれた部分群を持たないこと，及び命題 3.1から導かれる．

一方， 1次以上の場合は現時点で計算は出来ていないが，一般に Hn(.Nら(M))の計算に帰着され

ている．

2. G竺 PSL(2,7)竺 PSL(3,2)とする．位数は 23・3・7である.Gは非可換単純群より非可解群

である．素数グラフ r(G)は三つ連結成分を持つ (cf.[5, page 494]): 

7r1 = {2}, 四={3}, 巧={7}. 

各 i= 2,3に対して D;をGの孤立ベキ零 Hall1r; 一部分群とすればD2竺 C3,D3竺 C1である．

よって (3.2)から N(G)の〇次のホモロジーは次のように計算される．

H。(N(G))配び印枡§ ① Z丹 =Zl① ;z28① ;z8. 

ここで最初の ;zlは， Gが強く埋め込まれた部分群を持たないこと，及び命題 3.1から導かれる．

一方， 1次以上の場合は一般に Hn(N□(G))の計算に帰着されている．ここで 1T1= {2}は 2の

一点集合であることから， Nら(G)は非自明な 2ー部分群全体からなるふ(G)に同一である．また

詳しいことは省略するが，ふ(G)は Radical2—複体的(G) と互いにホモトピー同値である．こ

こで的(G)は PSL(3,2)に付随するビルディングであり

Hn(N1r, (G)) = Hn(S2(G))竺 Hn(B2(G))

である一般に Lを標数 pの Lie型の群でランクが rとすると，付随するビルディング的(L)

の簡約ホモロジーは Solomon-Titsの定理から次のように計算される (cf.page 301 in [3]). 

凡（ふ(L))竺{;zlLlp n = r -l 
{O} n =Jr -l 

従って G竺PSL(3,2)に戻れば， n=r-1=2-1=1のとき Hn(Nら(G))竺凡心兌(G))竺

;zlGl2 =かであり，それ以外は {O}である．まとめると次のように計算される．

;zl① ;z28① 1:8 n=  0 

H訊 (PSL(2,7)))竺{z" n~l 
{O} n2:2 
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以上，全体を振り返ってみると，非可解群 G対して N(G)のホモロジーは (3.2)から素数グラフの 2

を含む連結成分 m に対する Hn(N1r1(G))の計算に一般に帰着される特に〇次のホモロジーは命題

3.1 より G が強く埋め込まれた部分群を持たなければ H。(N1r1(G))~Z である．さらに 1 次以上の

Hn(N1r1(G))についても状況によって PSL(2,7)のように手計算が可能になるという話の大雑把な紹

介であった．詳細については論文 [1]を参照されたい．
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